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�àññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíûé îïåðàòîð Øð¼äèíãåðà ĤB+V ñ îäíîðîäíûì ìàãíèòíûì ïîëåì B è ïåðèîäè÷åñêèì

ýëåêòðè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì V . Äîêàçàíî îòñóòñòâèå â ñïåêòðå îïåðàòîðà ĤB + V ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (áåñ-

êîíå÷íîé êðàòíîñòè), åñëè ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë V � íåïîñòîÿííûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí è äëÿ

ìàãíèòíîãî ïîòîêà âûïîëíåíî óñëîâèå (2π)−1 Bv(K) = Q−1
, Q ∈ N, ãäå v(K) � ïëîùàäü ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åé-

êè K ðåøåòêè ïåðèîäîâ Λ ⊂ R2
ïîòåíöèàëà V . Â ýòîì ñëó÷àå îòñóòñòâóåò ñèíãóëÿðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñïåêòðà,

ïîýòîìó ñïåêòð àáñîëþòíî íåïðåðûâåí. Â ñòàòüå èñïîëüçóåòñÿ ìàãíèòíî-áëîõîâñêàÿ òåîðèÿ. Îò ðåøåòêè ïåðèî-

äîâ Λ ïåðåéäåì ê ðåøåòêå ΛQ = {N1QE1+N2E
2 : Nj ∈ Z, j = 1, 2}, ãäå E1

è E2
� áàçèñíûå âåêòîðû ðåøåòêè Λ.

Îïåðàòîð ĤB+V óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí ïðÿìîìó èíòåãðàëó îïåðàòîðîâ ĤB(k)+V , k ∈ 2πK∗
Q , äåéñòâóþùèõ â

ïðîñòðàíñòâå ìàãíèòíî-áëîõîâñêèõ �óíêöèé, ãäåK∗
Q � ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà îáðàòíîé ðåøåòêè Λ∗

Q ⊂ R2
. Äîêà-

çàòåëüñòâî îòñóòñòâèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â ñïåêòðå îïåðàòîðà ĤB+V îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè:

åñëè λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà ĤB + V , òî λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðîâ ĤB(k+ iκ) + V ïðè

âñåõ k, κ ∈ R2
è, áîëåå òîãî (ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ íà V è B), ñóùåñòâóåò âåêòîð k0 ∈ C2 \ {0} òàêîé, ÷òî

ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðîâ ĤB(k+ζk0)+V , ζ ∈ C, ÿâëÿþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè
∑

ζjΦj

îò ζ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïåðàòîð Øð¼äèíãåðà, ñïåêòð, ïåðèîäè÷åñêèé ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë, îäíîðîäíîå ìàãíèò-

íîå ïîëå.
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Ââåäåíèå

�àññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíûé îïåðàòîð Øð¼äèíãåðà

Ĥ(A) + V =

(
− i

∂

∂x1
−A1

)2

+

(
− i

∂

∂x2
−A2

)2

+ V, (0.1)

äåéñòâóþùèé â L2(R2), ãäå Aj : R2 → R, j = 1, 2, � êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî (âåêòîðíîãî)

ïîòåíöèàëà è V : R2 → R � ýëåêòðè÷åñêèé (ñêàëÿðíûé) ïîòåíöèàë. Ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë A
îïðåäåëÿåò ìàãíèòíîå ïîëå B(x) = ∂A2

∂x1
− ∂A1

∂x2
, x ∈ R2

. Êîîðäèíàòû â R2
çàäàþòñÿ â íåêîòîðîì

îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå e1, e2.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñïåêòð îïåðàòîðà

ĤB + V =

(
− i

∂

∂x1

)2

+

(
− i

∂

∂x2
−Bx1

)2

+ V, (0.2)

êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç (0.1) ïðè A1(x) ≡ 0 è A2(x) = Bx1 . Îïåðàòîð (0.2) ñîîòâåòñòâóåò (â êà-
ëèáðîâêå Ëàíäàó) îäíîðîäíîìó ìàãíèòíîìó ïîëþ, äëÿ êîòîðîãî B(x) ≡ B ∈ R\{0}. Â äàëüíåé-

øåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî B > 0 (åñëè B < 0, òî ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó x2 7→ −x2). Ýëåêòðè÷åñêèé
ïîòåíöèàë V âûáèðàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ñ ðåøåòêîé ïåðèîäîâ Λ ⊂ R2

. Ïóñòü E1, E2
� áàçèñ-

íûå âåêòîðû ðåøåòêè Λ: Λ = {N1E
1 +N2E

2 : N1, N2 ∈ Z}; E l
j = (E l, ej), l, j = 1, 2 (÷åðåç (·, ·)

è |·| îáîçíà÷àþòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è äëèíà âåêòîðîâ èç R2
). Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî E1
1 > 0, E1

2 = 0 è E2
2 > 0. ×åðåç K = {ξ1E1 + ξ2E

2 : 0 6 ξj < 1, j = 1, 2}
îáîçíà÷àåòñÿ ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ðåøåòêè Λ (èìåþùàÿ ïëîùàäü v(K) = E1

1E
2
2). Â äàííîé

ðàáîòå áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî ïîòîê η = 1
2π Bv(K) ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíóþ

ÿ÷åéêó K � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî (η ∈ Q).

Îïåðàòîð Øð¼äèíãåðà (0.1) ñ ïåðèîäè÷åñêèì (â ÷àñòíîñòè, îäíîðîäíûì) ìàãíèòíûì ïîëåì

è ïåðèîäè÷åñêèì (ñ òîé æå ðåøåòêîé ïåðèîäîâ) ýëåêòðè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì ðàññìàòðèâàëñÿ
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â îáçîðíîé ñòàòüå [1℄. Ïðè η ∈ R\Q î ñïåêòðå îïåðàòîðà (0.2) èçâåñòíî íå òàê ìíîãî. Åñëè η ∈ Q,

òî ïðè èññëåäîâàíèè ñïåêòðà îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà (0.2) èñïîëüçóåòñÿ ìàãíèòíî-áëîõîâñêàÿ

òåîðèÿ (ïîäðîáíîå èçëîæåíèå êîòîðîé íà ÿçûêå ðàçëîæåíèÿ îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà â ïðÿìîé

èíòåãðàë îïåðàòîðîâ, èìåþùèõ äèñêðåòíûé ñïåêòð, ïðèâåäåíî â [2℄). Ñïåêòð îïåðàòîðà

ĤB =

(
− i

∂

∂x1

)2

+

(
− i

∂

∂x2
−Bx1

)2

(îïåðàòîðà (0.2) ïðè V ≡ 0) ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ = (2m+1)B, m ∈ Z+
.
= N∪{0},

áåñêîíå÷íîé êðàòíîñòè (óðîâíè Ëàíäàó). Ïðè η ∈ Q è â ïðåäåëå ìàëûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïî-

òåíöèàëîâ V âåòâè çàêîíà äèñïåðñèè è ñïåêòð îïåðàòîðà (0.2) (â îêðåñòíîñòè óðîâíåé Ëàíäàó

(2m+1)B,m ∈ Z+) èññëåäîâàëèñü â [4℄. Â [2℄ (ñì. òàêæå [5,6℄) äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî

òî÷å÷íîãî ïîòåíöèàëà (ïîòåíöèàëà íóëåâîãî ðàäèóñà) V â ñïåêòðå îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà (0.2)

âñå óðîâíè Ëàíäàó (2m + 1)B, m ∈ Z+ , ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè (áåñêîíå÷íîé

êðàòíîñòè), åñëè, â ÷àñòíîñòè, ðåøåòêà ïåðèîäîâ ÿâëÿåòñÿ îäíîàòîìíîé è Q ∋ η > 1. Åñ-
ëè η ∈ Q, òî (â óñëîâèÿõ ïðèìåíèìîñòè ìàãíèòíî-áëîõîâñêîé òåîðèè) îòñóòñòâóåò ñèíãóëÿðíàÿ

ñîñòàâëÿþùàÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà (0.2) (÷òî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [3℄,

ñì. òàêæå [2,7℄), ïîýòîìó, åñëè íåò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ñïåêòð àáñîëþòíî íåïðåðûâåí. Â [8℄

äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ðåøåòêè ïåðèîäîâ Λ ⊂ R2
è ëþáîãî îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ

ñ η ∈ Q â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå CΛ(R
2;R) ïåðèîäè÷åñêèõ ñ ðåøåòêîé ïåðèîäîâ Λ âåùåñòâåí-

íîçíà÷íûõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé ñ íîðìîé

‖V ‖CΛ(R2;R) = max
x∈K

|V (x)|

ñóùåñòâóåò ïëîòíîå Gδ-ìíîæåñòâî (ìíîæåñòâî âòîðîé êàòåãîðèè) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïî-

òåíöèàëà V èç ýòîãî ìíîæåñòâà â ñïåêòðå îïåðàòîðà (0.2) íåò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (÷òî ýê-

âèâàëåíòíî àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ñïåêòðà). Îäíàêî âîïðîñ, äëÿ âñåõ ëè íåïîñòîÿííûõ

îãðàíè÷åííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ V ïðè η ∈ Q ñïåêòð îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà (0.2)

àáñîëþòíî íåïðåðûâåí, îñòàåòñÿ îòêðûòûì [8℄.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 0.1. Äëÿ ëþáîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà V : R2 → R ñ ðåøåòêîé

ïåðèîäîâ Λ ⊂ R2
, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ïîñòîÿííîé �óíêöèåé, è ëþáîãî B > 0, äëÿ êîòîðîãî

η ∈ {Q−1 : Q ∈ N}, ñïåêòð îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà (0.2) àáñîëþòíî íåïðåðûâåí.

Ñïåêòð îïåðàòîðà (0.1) (è åãî îáîáùåíèé) äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ A è V ñ îáùåé

ðåøåòêîé ïåðèîäîâ èññëåäîâàëñÿ â [9�21℄. Â ýòèõ ñòàòüÿõ äîêàçûâàåòñÿ àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâ-

íîñòü ñïåêòðà ïðè ðàçíûõ óñëîâèÿõ íà A è V . Â [20, 21℄, â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî ñïåêòð

ïåðèîäè÷åñêîãî îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà (0.1) àáñîëþòíî íåïðåðûâåí, åñëè �óíêöèè V è |A|2
èìåþò íóëåâóþ ãðàíü â ñìûñëå êâàäðàòè÷íûõ �îðì îòíîñèòåëüíî ñâîáîäíîãî îïåðàòîðà Øð¼-

äèíãåðà −∆ = − ∂2

∂x2
1
− ∂2

∂x2
2
(â [20, 21℄ ïðèâåäåíû òàêæå áîëåå îáùèå óñëîâèÿ íà ýëåêòðè÷åñêèé

ïîòåíöèàë V è ðàññìàòðèâàëàñü ïåðåìåííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ìåòðèêà). Ïðè èññëåäîâàíèè ïå-

ðèîäè÷åñêîãî îïåðàòîðà (0.1) èñïîëüçîâàëèñü áëîõîâñêàÿ òåîðèÿ è ïîäõîä Òîìàñà [22℄. Ìíîãèå

ñòàòüè, à òàêæå îáçîðû [23�25℄, ïîñâÿùåíû äîêàçàòåëüñòâó àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ñïåê-

òðà ìíîãîìåðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ Øð¼äèíãåðà (ñì. òàêæå [26�28℄ è ññûëêè â ýòèõ

ñòàòüÿõ).

� 1. Ìàãíèòíî-áëîõîâñêàÿ òåîðèÿ

Â ýòîì ïàðàãðà�å ââîäÿòñÿ èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì îáîçíà÷åíèÿ, à òàêæå ïðèâåäå-

íî äîêàçàòåëüñòâî óíèòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè îïåðàòîðà (0.2) ïðÿìîìó èíòåãðàëó îïåðàòî-

ðîâ (1.10), ÷òî ïîçâîëÿåò ñâåñòè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 0.1 ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.2.

Ìàãíèòíî-áëîõîâñêîé òåîðèè (â êàëèáðîâêå Ëîðåíöà) ïîñâÿùåíà òàêæå ïåðâàÿ ÷àñòü ñòàòüè [2℄.

Ïóñòü η = P/Q, ãäå P,Q ∈ N � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. Òîãäà, ïåðåõîäÿ îò ðåøåòêè

ïåðèîäîâ Λ ê ðåøåòêå (ïåðèîäîâ) ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè QE1
è E2

è îáîçíà÷àÿ âåêòîð QE1

ñíîâà êàê E1
, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî E1

1E
2
2B = 2πP ∈ 2πN. (Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 0.1 P = 1.)
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Âåêòîðû E1
∗ = (E1

1E
2
2)

−1(E2
2e1 − E2

1e2), E
2
∗ = (E2

2)
−1e2, äëÿ êîòîðûõ (Eµ, Eν

∗ ) = δµν ,
µ, ν = 1, 2 (ãäå δµν � ñèìâîë Êðîíåêåðà), îáðàçóþò áàçèñ îáðàòíîé ðåøåòêè Λ∗ = {N∗

1E
1
∗+

+N∗
2E

2
∗ : N

∗
1 , N

∗
2 ∈ Z}. Ïóñòü K∗

� ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ðåøåòêè Λ∗
(èìåþùàÿ ïëîùàäü

v(K∗) = (v(K))−1 = (E1
1E

2
2)

−1
).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hq
B ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé ϕ : R2 → C èç êëàññà Ñîáîëåâà Hq

loc(R
2) (ïî-

ðÿäêà q > 0), äëÿ êîòîðûõ ïðè ïî÷òè âñåõ (ï. â.) x ∈ R2

ϕ(x+Eµ) = e iBEµ
1 x2ϕ(x), µ = 1, 2; (1.1)

HB
.
= H 0

B � ìíîæåñòâî (èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó) �óíêöèé èç L2
loc(R

2), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-

âèþ (1.1), H∞
B � ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé èç HB . Íà ïðîñòðàí-

ñòâå HB îïðåäåëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (ψ,ϕ)B =

∫

K
ψϕdx, ψ,ϕ ∈ HB , è ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ åìó íîðìà ‖ · ‖B .
Äëÿ �óíêöèé Φ: R2 → C èç êëàññà Øâàðöà S(R2) îïðåäåëèì �óíêöèè

R2 ∋ x 7→ F(Φ)(x) =
∑

µ1, µ2 ∈Z

e−
iB
2

E2
1E

2
2µ2(µ2−1) e−iB(µ1E1

1+µ2E2
1)x2 Φ(x+ µ1E

1 + µ2E
2),

êîòîðûå ïðèíàäëåæàò H∞
B , è ïóñòü

R2 ×R2 ∋ (k, x) 7→ Û(Φ)(k;x)
.
= F(e−i(k,·)Φ(·))(x) =

=
∑

µ1, µ2 ∈Z

e−
iB
2

E2
1E

2
2µ2(µ2−1) e−iB(µ1E1

1+µ2E2
1 )x2 e−i(k,x+µ1E1+µ2E2)Φ(x+ µ1E

1 + µ2E
2).

Ôóíêöèè Û(Φ)(·; ·) äëÿ âñåõ Φ ∈ S(R2) ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó DB áåñêîíå÷íî äè��åðåíöè-

ðóåìûõ �óíêöèé R2 ×R2 ∋ (k, x) 7→ Ψ(k;x) ∈ C òàêèõ, ÷òî Ψ(k; ·) ∈ H∞
B ⊂ HB ïðè âñåõ k ∈ R2

è

Ψ(k + 2πEµ
∗ ;x) = e−2πi (Eµ

∗ ,x)Ψ(k;x) (1.2)

ïðè âñåõ µ = 1, 2 è k, x ∈ R2
. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî k ′ ∈ R2

Φ(x) =

∫

k ′ +2πK∗

e i(k,x) Û(Φ)(k;x)
dk

(2π)2v(K∗)
, x ∈ R2.

Åñëè Ψ(·; ·) ∈ DB, òî èç (1.2) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ R2
�óíêöèÿ k 7→ e i(k,x)Ψ(k;x)

ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ðåøåòêîé ïåðèîäîâ 2πΛ∗
. Ïîýòîìó

e i(k,x)Ψ(k;x) =
∑

µ1, µ2 ∈Z

ψµ1, µ2(x) e
−i(k,µ1E1+µ2E2), (1.3)

ãäå ψµ1, µ2 ∈ C∞(R2). Èç (1.1) ïîëó÷àåì, ÷òî (äëÿ âñåõ µ1, µ2 ∈ Z è x ∈ R2
)

ψµ1, µ2(x+ E1) = e iBE1
1x2 ψµ1+1, µ2(x), ψµ1, µ2(x+ E2) = e iBE2

1x2 ψµ1, µ2+1(x).

Îòêóäà

ψµ1, µ2(x) = e−iB(µ1E1
1+µ2E2

1)x2 e−
iB
2

E2
1E

2
2µ2(µ2−1) ψ0,0(x+ µ1E

1 + µ2E
2), x ∈ R2. (1.4)

Èç (1.3) è (1.4) ñëåäóåò, ÷òî ψ0,0 ∈ S(R2) è (äëÿ ëþáîãî k ′ ∈ R2
)

ψ0,0(x) =

∫

k ′ +2πK∗

e i(k,x)Ψ(k;x)
dk

(2π)2v(K∗)
, x ∈ R2.

Áîëåå òîãî, èç (1.3) è (1.4) âûòåêàåò ðàâåíñòâî Ψ(k;x) = Û(ψ0,0)(k;x), k, x ∈ R2
. Ïîýòîìó

Û : S(R2) → DB � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå.
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Äëÿ âñåõ Φ1,Φ2 ∈ S(R2)

∫

2πK∗

dk

(2π)2v(K∗)

∫

K
Û(Φ1)(k;x) Û(Φ2)(k;x) dx =

∫

R2

Φ1(x) Φ2(x) dx. (1.5)

Òàê êàê S(R2) ïëîòíî â L2(R2), à ìíîæåñòâî DB ïëîòíî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

∫ ⊕

2πK∗

HB
dk

(2π)2v(K∗)
, (1.6)

òî îòîáðàæåíèå Û (îäíîçíà÷íî) ïðîäîëæàåòñÿ äî óíèòàðíîãî îòîáðàæåíèÿ ãèëüáåðòîâà ïðî-

ñòðàíñòâà L2(R2) íà ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî (1.6).

Ïóñòü îïåðàòîðû −i ∂
∂x1

è −i ∂
∂x2

− Bx1, äåéñòâóþùèå â HB, èìåþò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

D(−i ∂
∂x1

) = D(−i ∂
∂x2

−Bx1) = H1
B . ×åðåç

ĤB(k) =

(
k1 − i

∂

∂x1

)2

+

(
k2 − i

∂

∂x2
−Bx1

)2

, k ∈ R2,

îáîçíà÷èì ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû, òàêæå äåéñòâóþùèå â HB , äëÿ êîòîðûõ D(ĤB(k)) =
= H2

B. Áóäåì äàëåå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèé ñ ðåøåòêîé ïåðèîäîâ Λ ⊂ R2
ïîòåí-

öèàë V : R2 → R ïðèíàäëåæèò L2
loc(R

2) è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò íóëåâóþ ãðàíü îòíîñèòåëüíî

ñâîáîäíîãî îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà −∆ (ñì. [29, �X.2; 7, òåîðåìà XIII.96℄). Òîãäà äëÿ ëþáîãî

ε > 0 ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C(ε) = C(V ; ε) > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ �óíêöèé ϕ ∈ H2
loc(R

2)
�óíêöèè V ϕ ïðèíàäëåæàò L2

loc(R
2) è

(∫

K
|V ϕ|2 dx

) 1
2

6 ε

(∫

K
|∆ϕ|2 dx

) 1
2

+ C(ε)

(∫

K
|ϕ|2 dx

) 1
2

.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C ′(ε) = C ′(Λ, V,B; ε) > 0 òàêàÿ,

÷òî äëÿ âñåõ ϕ ∈ H2
B è k ∈ 2πK∗

�óíêöèè V ϕ ïðèíàäëåæàò HB è

‖V ϕ‖HB
6 ε ‖ĤB(k)ϕ‖HB

+C ′(ε)‖ϕ‖HB
(1.7)

(òî åñòü îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ïîòåíöèàë V èìååò íóëåâóþ ãðàíü îòíîñèòåëüíî îïåðàòî-

ðîâ ĤB(k)). Ïîýòîìó äëÿ âñåõ k ∈ 2πK∗
îïåðàòîð ĤB(k) + V ñàìîñîïðÿæåí â HB è D(ĤB(k)+

+V ) = H2
B [29, òåîðåìà X.12℄.

Åñëè W ∈ C∞(R2;R) � ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñ ðåøåòêîé ïåðèîäîâ Λ, òî äëÿ âñåõ

Φ ∈ S(R2) è k, x ∈ R2

Û(WΦ)(k;x) = (WÛΦ)(k;x). (1.8)

Ïðèáëèæàÿ ïîòåíöèàë â ïðîñòðàíñòâå L2(K) ïåðèîäè÷åñêèìè ñ ðåøåòêîé ïåðèîäîâ Λ áåñêî-

íå÷íî äè��åðåíöèðóåìûìè �óíêöèÿìè Wµ : R
2 → R, µ ∈ N, èñïîëüçóÿ (1.5), (1.8) è âûáèðàÿ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü Wµl
, l ∈ N, òàêóþ, ÷òî Wµl

(x) → V (x) ïðè l → +∞ äëÿ ï. â. x ∈ R2
,

ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ k ∈ R2

Û(V Φ)(k;x) = (V ÛΦ)(k;x)

ïðè ï. â. x ∈ R2
. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî H∞

B èíâàðèàíòíî ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðîâ −i ∂
∂x1

è −i ∂
∂x2

−Bx1, òî äëÿ âñåõ Φ ∈ S(R2) è k, x ∈ R2

Û

(
− i

∂

∂x1
Φ

)
(k;x) =

(
k1 − i

∂

∂x1

)
ÛΦ(k;x),

Û

((
− i

∂

∂x2
−Bx1

)
Φ

)
(k;x) =

(
k2 − i

∂

∂x2
−Bx1

)
ÛΦ(k;x).
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Îòêóäà (ïðè ï. â. x ∈ R2
)

(ĤB + V )Φ(x) = Û−1

∫ ⊕

2πK∗

(ĤB(k) + V ) ÛΦ(k;x)
dk

(2π)2v(K∗)
. (1.9)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî S(R2) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé îáëàñòüþ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïå-

ðàòîðà ĤB (òàê êàê â ïîäïðîñòðàíñòâàõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé îïåðàòîðà ĤB, îòâå÷àþùèõ

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ = (2m+ 1)B, m ∈ Z+ , ìîæíî âûáðàòü áàçèñû èç �óíêöèé, ïðèíàä-

ëåæàùèõ S(R2)). Ïîýòîìó ìíîæåñòâî DB ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé îáëàñòüþ ñàìîñîïðÿæåííîãî

îïåðàòîðà ∫ ⊕

2πK∗

ĤB(k)
dk

(2π)2v(K∗)

è, ñëåäîâàòåëüíî (â ñèëó îöåíîê (1.7)), ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà

∫ ⊕

2πK∗

(ĤB(k) + V )
dk

(2π)2v(K∗)
, (1.10)

äåéñòâóþùèõ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå (1.6) (ñì., íàïðèìåð, [29, òåîðåìà X.12℄). Ïîýòîìó

èç (1.9) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð ĤB+V óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí ïðÿìîìó èíòåãðàëó (1.10) îïåðàòî-

ðîâ ĤB(k) + V . Ñëåäîâàòåëüíî, ĤB+V � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D(ĤB + V ) = {Φ ∈ L2(R2) : ÛΦ(k; ·) ∈ H2
B äëÿ âñåõ k ∈ 2πK∗} (è äëÿ êîòîðîãî S(R2) � ñóùå-

ñòâåííàÿ îáëàñòü). Ïðè ýòîì ïîòåíöèàë V èìååò íóëåâóþ ãðàíü îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà ĤB.

Îïåðàòîðû ĤB(k) + V èìåþò êîìïàêòíóþ ðåçîëüâåíòó. Ïîýòîìó ïðè âñåõ k ∈ R2
ñïåêòð

îïåðàòîðîâ ĤB(k) + V äèñêðåòåí. Ïóñòü λj(k) ∈ R, j ∈ N, � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòî-

ðîâ ĤB(k) + V (ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè), óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ. Òàê êàê îïåðàòîðû

−i ∂
∂x1

è −i ∂
∂x2

− Bx1 èìåþò íóëåâóþ ãðàíü îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ ĤB(k) + V , k ∈ R2
, òî

R2 ∋ k 7→ λj(k) � íåïðåðûâíûå �óíêöèè è, áîëåå òîãî, �óíêöèè λj(·) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêè-
ìè âíå èõ ïåðåñå÷åíèé (�óíêöèè 2πK∗ ∋ k 7→ λj(k) íàçûâàþòñÿ âåòâÿìè çàêîíà äèñïåðñèè);

(ñì. [2; 7, �XIII.16℄). Èç óíèòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè îïåðàòîðà ĤB+V ïðÿìîìó èíòåãðàëó (1.10)

îïåðàòîðîâ ĤB(k) + V , k ∈ 2πK∗
, ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà ĤB + V èìååò çîííóþ ñòðóê-

òóðó. Åñëè λ ∈ R � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà ĤB + V , òî λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

îïåðàòîðîâ ĤB(k) + V äëÿ âñåõ k èç íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà ÿ÷åéêè 2πK∗
ïîëîæèòåëüíîé

ìåðû Ëåáåãà [7, òåîðåìà XIII.85℄. Òîãäà èç àíàëèòè÷åñêîé òåîðåìû Ôðåäãîëüìà (ñì., íàïðè-

ìåð, [30, òåîðåìà VI.14℄) ñëåäóåò, ÷òî λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðîâ ĤB(k+ iκ)+V ïðè

âñåõ k + iκ ∈ C2
(ñì. [2; 7, � 13℄). Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà

Ò å î ð å ì à 1.1 (ñì. [2℄). Ïóñòü V ∈ L2
loc(R

2,R) � ïåðèîäè÷åñêèé ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë

ñ ðåøåòêîé ïåðèîäîâ Λ ⊂ R2
, Bv(K) = 2πP (ãäå P ∈ N), è λ ∈ R � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

îïåðàòîðà ĤB + V . Òîãäà λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðîâ ĤB(k + iκ) + V ïðè âñåõ

k + iκ ∈ C2
.

Èç òåîðåìû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 0.1 äîñòàòî÷íî (ïðè Bv(K) = 2πP ,
P ∈ N) ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ ∈ R ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíûé âåêòîð k+ iκ ∈ C2

òàêîé, ÷òî

÷èñëî λ íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà ĤB(k + iκ) + V . Òàê êàê äëÿ ëþáîãî

λ ∈ R âìåñòî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà V (·), êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé �óíêöè-
åé, âñåãäà ìîæíî âûáðàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí V (·) − λ, òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

òîëüêî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà 0.1 âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.2.

Ò å î ð å ì à 1.2. Äëÿ ëþáîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà V : R2 → R ñ ðåøåòêîé

ïåðèîäîâ Λ ⊂ R2
, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ïîñòîÿííîé �óíêöèåé, è ëþáîãî B > 0, äëÿ êîòîðîãî

Bv(K) = 2π, íàéäåòñÿ êîìïëåêñíûé âåêòîð k+ iκ ∈ C2
òàêîé, ÷òî îïåðàòîð ĤB(k+ iκ) + V ,

èìåþùèé îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(ĤB(k + iκ) + V ) = H2
B , îáðàòèì (òî åñòü ó íåãî íåò ñîá-

ñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ = 0).

Òåîðåìà 1.2 ñëåäóåò èç òåîðåì 2.1 è 2.2, ïðèâåäåííûõ â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å.
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� 2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2

Çà�èêñèðóåì êàêîé-ëèáî âåêòîð k ∈ 2πK∗
. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(m)

, m ∈ Z+ , ïîäïðîñòðàí-
ñòâà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé îïåðàòîðà ĤB(k) ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ = (2m+ 1)B. Ïîä-
ïðîñòðàíñòâà H(m)

èìåþò ðàçìåðíîñòü P [2℄ (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî η = P ∈ N). Ïóñòü

F (x) = e−
B
4
(x2

1+x2
2)+

iB
2

x1x2 , x ∈ R2.

Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a ∈ R2
�óíêöèÿ x 7→ e−iBa1x2 F (x + a) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé �óíêöèåé

îïåðàòîðà ĤB ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ = B. Îïðåäåëèì �óíêöèè

F (α; k, x) = e−ik1x1+iαx2 F

(
x− k2 + α

B
e1

)
, α ∈ R, x ∈ R2,

äëÿ êîòîðûõ ïðè âñåõ α ∈ R (è x ∈ R2
)

F(F (α+ E1
1B; k, ·))(x) = e−ik1E1

1 F(F (α; k, ·))(x).

Äëÿ ÷èñåë αl =
1
P E

1
1Bl, l = 0, . . . , P − 1, �óíêöèè x 7→ F(F (αl; k, ·))(x) ëèíåéíî íåçàâèñèìû

â HB [2℄, ïðèíàäëåæàò H∞
B è ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè îïåðàòîðà ĤB(k), îòâå÷àþ-

ùèìè ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ = B. Âûáåðåì â H(0)
êàêîé-ëèáî îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

Ψ1 = Ψ
(0)
1 , . . . , ΨP = Ψ

(0)
P .

Îïðåäåëèì îïåðàòîðû

Ẑ∓ =

(
k1 − i

∂

∂x1

)
± i

(
k2 − i

∂

∂x2
−Bx1

)
,

D(Ẑ∓) = H1
B. Òîãäà Ẑ−Ψj = 0, j = 1, . . . , P , ĤB(k) = Ẑ+Ẑ−+B = Ẑ−Ẑ+−B è Ẑ∗

∓ = Ẑ± (çíàê ∗
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà). Äëÿ ëþáîãî m ∈ Z+ �óíêöèè

Ψ
(m)
j =

(2B)−
m
2√

m!
Ẑm
+Ψj , j = 1, . . . , P,

îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H(m)
, ïðè ýòîì

Ẑ+Ψ
(m)
j =

√
2B(m+ 1)Ψ

(m+1)
j , m ∈ Z+,

Ẑ−Ψ
(m)
j =

√
2BmΨ

(m−1)
j , m ∈ N.

(2.1)

Äëÿ �óíêöèé Φ ∈ H(m+1)
B ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(Ẑ+Ẑ
m
− − Ẑm

− Ẑ+)Φ = −2BmẐm−1
− Φ, (Ẑ−Ẑ

m
+ − Ẑm

+ Ẑ−)Φ = 2BmẐm−1
+ Φ, m ∈ N. (2.2)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P̂ (m)
îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð â HB íà ïîäïðîñòðàíñòâî H(m)

.

Îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(e zẐ∓) îïåðàòîðîâ

e zẐ∓ .
=

+∞∑

n=0

zn

n!
Ẑn
∓ , z ∈ C,

ñîñòîÿò èç òåõ �óíêöèé Φ ∈ H∞
B , äëÿ êîòîðûõ ñõîäèòñÿ ðÿä e zẐ∓Φ

.
=

+∞∑
n=0

zn

n! Ẑ
n
∓Φ. Áóäåò òàêæå

èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèå

D̃(e zẐ∓) = {Φ ∈ H∞
B :

+∞∑

n=0

|z|n
n!

‖Ẑn
∓Φ‖B < +∞};

D̃(e zẐ∓) ⊂ D(e zẐ∓).
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Â äàëüíåéøåì âàæíóþ ðîëü áóäóò èãðàòü îïåðàòîðû

Ĥ∓(ζ) = Ẑ+Ẑ− + ζẐ∓ +B + V, ζ ∈ C,

äëÿ êîòîðûõ D(Ĥ∓(ζ)) = H2
B è Ĥ∗

∓(ζ) = Ĥ±(ζ). Äëÿ íèõ

Ĥ∓(ζ) = ĤB

(
k +

ζ

2
e1 ±

iζ

2
e2

)
+ V. (2.3)

Ïîýòîìó åñëè îïåðàòîðû ĤB(k+iκ)+B èìåþò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ = 0 äëÿ âñåõ k+iκ ∈ C2
,

òî îïåðàòîðû Ĥ∓(ζ) òàêæå èìåþò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ = 0 äëÿ âñåõ ζ ∈ C.

Îïåðàòîðû Ẑ+Ẑ− + ζẐ∓ + B (îïåðàòîðû (2.3) ïðè V ≡ 0) èìåþò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

λ = (2m + 1)B, m ∈ Z+ , ïðè âñåõ ζ ∈ C. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ P -êðàòíî âûðîæäåíû

è �óíêöèè e
ζ
2B

Ẑ∓ Ψ
(m)
j , j = 1, . . . , P , ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ñîáñòâåííûìè �óíêöè-

ÿìè îïåðàòîðîâ Ẑ+Ẑ− + ζẐ∓ +B, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ = (2m+ 1)B.
Îáîçíà÷èì H∓(ζ) = Ker Ĥ∓(ζ) = {Φ ∈ H2

B : Ĥ∓(ζ)Φ = 0}. Îïåðàòîðû Ĥ∓(ζ), ζ ∈ C, çàìêíó-

òû, H∓(ζ) � êîíå÷íîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà è Im Ĥ∓(ζ) = {Ĥ∓(ζ)Φ: Φ ∈ H2
B} � (çàìêíóòûå)

ïîäïðîñòðàíñòâà, äëÿ êîòîðûõ Im Ĥ∓(ζ) = (H±(ζ))⊥ (ãäå L⊥ = {Φ ∈ HB : (ψ,Φ)B = 0 äëÿ âñåõ
ψ ∈ L ⊆ HB, L 6= ∅}).

Ïóñòü L∞
Λ (R2;R) è L2

Λ (R2;R) � ïðîñòðàíñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ñ ðåøåòêîé ïåðèîäîâ Λ �óíê-

öèé V : R2 → R, ïðèíàäëåæàùèõ L∞(R2) è L2
loc(R

2) ñîîòâåòñòâåííî (ïðè ýòîì �óíêöèè, ñîâïà-

äàþùèå ïðè ïî÷òè âñåõ x ∈ R2
, îòîæäåñòâëÿþòñÿ). Íà ïðîñòðàíñòâå L∞

Λ (R2;R) îïðåäåëÿåòñÿ
íîðìà

‖V ‖L∞
Λ (R2;R) = ess sup

x∈R2

|V (x)|, V ∈ L∞
Λ (R2;R).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì óòâåðæäåíèåì, íà êîòîðîå îïèðàåòñÿ äîêàçàòåëü-

ñòâî òåîðåìû 1.2.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü V ∈ L∞
Λ (R2;R) è Bv(K) = 2π. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H−(ζ) 6= {0}

ïðè âñåõ ζ ∈ C. Òîãäà ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî M− ⊆ C, äëÿ êîòîðîãî C \M− �

äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî (áåç êîíå÷íûõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê), òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ζ0 ∈ M−
è Φ−

ζ0
∈ H−(ζ0)\{0} ñóùåñòâóþò ÷èñëî m0 ∈ Z+ è �óíêöèè Φj ∈ H2

B , j = 0, 1, . . . ,m0 , òàêèå,
÷òî äëÿ âñåõ ζ ∈ C

Φ−
ζ

.
=

m0∑

j=0

ζjΦj ∈ H−(ζ). (2.4)

Ïðè ýòîì Φm0 ∈ H(0)\{0} è �óíêöèÿ Φ−
ζ ïðè ζ = ζ0 ñîâïàäàåò ñ çàäàííîé �óíêöèåé Φ−

ζ0
.

Òåîðåìà 2.1 äîêàçûâàåòñÿ â � 3.

Òàê êàê �óíêöèÿ (2.4) ïðè âñåõ ζ ∈ C ïðèíàäëåæèò H−(ζ), òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå

ðàâåíñòâà (ïîëó÷àåìûå ïðè ðàçëîæåíèè ïî ñòåïåíÿì ζ òîæäåñòâà Ĥ−(ζ)Φ
−
ζ ≡ 0):

(Ẑ+Ẑ− +B + V )Φ0 = 0,

(Ẑ+Ẑ− +B + V )Φ1 = −Ẑ−Φ0,

. . . . . . . .

(Ẑ+Ẑ− +B + V )Φm0 = −Ẑ−Φm0−1,

(2.5)

ãäå Φj ∈ H2
B , j = 0, 1, . . . ,m0 , è Φm0 ∈ H(0)\{0}. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè �óíêöèè Φj ∈ H2

B

óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì (2.5) è Φm0 ∈ H(0)
, òî äëÿ âñåõ ζ ∈ C ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå (2.4).

Ò å î ð å ì à 2.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V : R2 → R � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (ñ ðå-

øåòêîé ïåðèîäîâ Λ ⊂ R2
), íå ÿâëÿþùèéñÿ ïîñòîÿííîé �óíêöèåé, è Bv(K) = 2πP , ãäå

P ∈ N. Òîãäà äëÿ ëþáîãî m0 ∈ Z+ è ëþáûõ �óíêöèé Φj ∈ H2
B , j = 0, 1, . . . m0, ïðè óñëîâèè

Φm0 ∈ H(0)\{0} �óíêöèÿ
m0∑
j=0

ζjΦj íå ìîæåò ïðè âñåõ ζ ∈ C ïðèíàäëåæàòü H−(ζ) è, ñëåäîâà-

òåëüíî, äëÿ �óíêöèé Φj íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ (âñå) ðàâåíñòâà (2.5).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2 ïðèâåäåíî â êîíöå ýòîãî ïàðàãðà�à. Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàçû-

âàåòñÿ ðÿä óòâåðæäåíèé, êîòîðûå äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìû.

Òåîðåìà 1.2 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåì 2.1 è 2.2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëî-

æèòü, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.2 ó îïåðàòîðà ĤB(k + iκ) + V ïðè âñåõ k + iκ ∈ C2
èìååòñÿ

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ = 0, òî H−(ζ) 6= {0} (è H+(ζ) 6= {0}) äëÿ âñåõ ζ ∈ C. Òîãäà èç òåîðå-

ìû 2.1 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà m0 ∈ Z+ è �óíêöèé Φj ∈ H2
B , j = 0, 1, . . . ,m0, òàêèõ, ÷òî

Φm0 ∈ H(0) \ {0} è äëÿ âñåõ ζ ∈ C âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå (2.4). Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû òàêæå

ðàâåíñòâà (2.5). Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 2.2.

Äëÿ �óíêöèé Φ ∈ HB èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

Φ =

+∞∑

m=0

P̂ (m)Φ,

ãäå P̂ (m)Φ ∈ H(m)
. Èç (2.1) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

‖P̂ (m)(Ẑ+Φ)‖B =
√
2Bm ‖P̂ (m−1)Φ‖B , m ∈ N, (2.6)

‖P̂ (m)(Ẑ−Φ)‖B =
√

2B(m+ 1) ‖P̂ (m+1)Φ‖B , m ∈ Z+. (2.7)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç HB(γ;C), ãäå γ > 0 è C > 0, ìíîæåñòâî �óíêöèé Φ ∈ HB, äëÿ êîòîðûõ

ïðè âñåõ m ∈ Z+ âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

‖P̂ (m)Φ‖B 6 Ce−γm;

HB(γ)
.
=

⋃
C > 0

HB(γ;C). Ìíîæåñòâî HB(γ) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì â H∞
B . Ïóñòü

HB(∞) � ìíîæåñòâî �óíêöèé Φ ∈ HB òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî γ > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî

Cγ = Cγ(Φ) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ m ∈ Z+

‖P̂ (m)Φ‖B 6 Cγe
−γm.

Ïðè ýòîì HB(∞) � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå â HB(γ) äëÿ ëþáîãî γ > 0.

Ë å ì ì à 2.1. Äëÿ ëþáûõ γ > 0, C > 0 è ε ∈ (0, γ) ñóùåñòâóåò ÷èñëî C ′
∓ = C ′

∓(B; γ, ε) > 0

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè Φ ∈ HB(γ;C) �óíêöèÿ Ẑ∓Φ ïðèíàäëåæèò HB(γ − ε;CC ′
∓).

1

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Φ ∈ HB(γ;C). Òîãäà P̂ (0)(Ẑ+Φ) = 0 è ïðè m ∈ N èç (2.6)

ñëåäóåò îöåíêà ‖P̂ (m)(Ẑ+Φ)‖B 6
√
2BmCe−γ(m−1)

, ïîýòîìó ‖P̂ (m)(Ẑ+Φ)‖B 6 CC ′
+e

−(γ−ε)m
,

m ∈ Z+ , ãäå
C ′
+ = max

m∈N

√
2Bme γe−εm.

Ïðè âñåõ m ∈ Z+ (ñì. (2.7)) òàêæå ‖P̂ (m)(Ẑ−Φ)‖B 6
√
2B(m+ 1)Ce−γ(m+1) 6 CC ′

−e
−(γ−ε)m

,

ãäå

C ′
− = max

m∈Z+

√
2B(m+ 1) e−γe−εm.

Ëåììà 2.1 äîêàçàíà. �

Äëÿ ëþáûõ Φ ∈ HB è n ∈ N ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî P̂ (m)(Ẑn
+Φ) = 0 ïðè m < n è

‖P̂ (m)(Ẑn
+Φ)‖B = (2B)

n
2

√
m!√

(m− n)!
‖P̂ (m−n)Φ‖B

ïðè m > n (ñì. (2.6)). Ïðè m ∈ Z+ (è n ∈ N)

‖P̂ (m)(Ẑn
−Φ)‖B = (2B)

n
2

√
(m+ n)!√
m!

‖P̂ (m+n)Φ‖B

1

Â ýòîì è â äðóãèõ óòâåðæäåíèÿõ ñòàòüè, êîãäà â �îðìóëèðîâêàõ ïðèñóòñòâóþò çíàêè ± è ∓, ïàðàëëåëüíî
�îðìóëèðóþòñÿ äâà óòâåðæäåíèÿ îòäåëüíî äëÿ âåðõíèõ è íèæíèõ çíàêîâ.
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(ñì. (2.7)). Ïîýòîìó äëÿ âñåõ z ∈ C

‖P̂ (m)(e zẐ+Φ)‖B 6

m∑

n=0

|z|n
n!

(2B)
n
2

√
m!√

(m− n)!
‖P̂ (m−n)Φ‖B , Φ ∈ D(e zẐ+),

‖P̂ (m)(e zẐ−Φ)‖B 6

+∞∑

n=0

|z|n
n!

(2B)
n
2

√
(m+ n)!√
m!

‖P̂ (m+n)Φ‖B , Φ ∈ D(e zẐ−).

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè Φ ∈ HB(γ;C), ãäå γ > 0 è C > 0, è äëÿ âñåõ z ∈ C

è m ∈ Z+

‖P̂ (m)(e zẐ+Φ)‖B 6 Ce−γm

( m∑

n=0

(e γ
√
2B |z|)n

√
m!

n!
√

(m− n)!

)
, (2.8)

‖P̂ (m)(e zẐ−Φ)‖B 6 Ce−γm

( +∞∑

n=0

(e−γ
√
2B |z|)n

√
(m+ n)!

n!
√
m!

)
. (2.9)

Ë å ì ì à 2.2. Äëÿ ëþáûõ a > 0 è b > 1 ñóùåñòâóåò ÷èñëî C+ = C+(a, b) > 1 òàêîå, ÷òî

äëÿ âñåõ m ∈ Z+
m∑

n=0

√
m!

n!
√
(m− n)!

an 6 C+b
m. (2.10)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòüm ∈ N. Òàê êàê äëÿ âñåõ n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà n! >
(
n
e

)n
,

òî (ïðè n = 1, . . . ,m)
√
m! (n!

√
(m− n)!)−1 6 (

√
men−1)n. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè âñåõ x > 1

(
a

x

)x

6

{
a, åñëè a ∈ (0, e],

e a/e, åñëè a > e,
(2.11)

ïîýòîìó (ïðè âñåõ a > 0 è m ∈ N)

m∑

n=0

√
m!

n!
√
(m− n)!

an 6 1 +m · max
n=1 , ... ,m

(√
mae

n

)n

6

{
1 +me, åñëè a 6 1√

m
,

1 +me
√
ma, åñëè a > 1√

m
.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà b > 1 ñóùåñòâóåò ÷èñëî

C+ = C+(a, b) > 1 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ m ∈ Z+ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (2.10). �

Ë å ì ì à 2.3. Äëÿ ëþáûõ a > 0 è b > 1 ñóùåñòâóåò ÷èñëî C− = C−(a, b) > 1 òàêîå, ÷òî

äëÿ âñåõ m ∈ Z+
+∞∑

n=0

√
(m+ n)!

n!
√
m!

an 6 C−bm. (2.12)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (2.12) ïðè m = 0

+∞∑

n=0

1√
n!

an < +∞.

Òàêæå äëÿ ëþáûõ a > 0 è m ∈ N (â ñèëó �îðìóëû Ñòèðëèíãà)

+∞∑

n=m+1

√
(m+ n)!

n!
√
m!

an =

+∞∑

n=m+1

√
(m+ 1) . . . (m+ n)

n!
an <

+∞∑

n=1

√
(2n)!

(n!)3/2
an < +∞.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ ïîìîùüþ (2.11) ïîëó÷àåì

m∑

n=0

√
(m+ n)!

n!
√
m!

an = 1 +
m∑

n=1

√
(m+ 1) . . . (m+ n)

n!
an 6
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6 1 +

m∑

n=1

(2m)
n
2

n!
an < 1 +m · max

n=1 , ... , m

(√
2mae

n

)n

6





1 +me, åñëè a 6 1√
2m

,

1 +me
√
2ma, åñëè a > 1√

2m
.

Íåðàâåíñòâî (2.12) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïîëó÷åííûõ îöåíîê. �

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îöåíîê (2.8), (2.9) è ëåìì 2.2 è 2.3.

Ë å ì ì à 2.4. Ïóñòü Φ ∈ HB(γ;C), ãäå γ > 0 è C > 0. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ε ∈ (0, γ) è z ∈ C

ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C± = C±(e±γ
√
2B |z|; ε) > 1 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ m ∈ Z+

‖P̂ (m)
(
e zẐ±Φ

)
‖ 6 CC±e

−(γ−ε)m,

òî åñòü e zẐ±Φ ∈ HB(γ − ε;CC±).

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Åñëè Φ ∈ HB(γ), ãäå γ > 0, òî Φ ∈ D̃(ezẐ±) ⊂ D(ezẐ±) è ezẐ±Φ ∈ HB(γ
′)

äëÿ âñåõ z ∈ C è γ ′ ∈ (0, γ). Åñëè Φ ∈ HB(∞), òî e zẐ±Φ ∈ HB(∞) äëÿ âñåõ z ∈ C.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.2. Åñëè Φ ∈ HB(γ), ãäå γ > 0, òî äëÿ ëþáûõ z1, z2 ∈ C

e z1Ẑ± e z2Ẑ± Φ = e (z1+z2)Ẑ± Φ. (2.13)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ëåììû 2.4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ z ′
1, z

′
2 ∈ C

∥∥ e z ′
1Ẑ± e z

′
2Ẑ±

+∞∑

m=µ

P̂ (m)Φ
∥∥
B

→ 0

ïðè Z+ ∋ µ→ +∞. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (2.13) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ �óíêöèé P̂ (m)Φ,m ∈ Z+,

à äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü (îïÿòü æå â ñèëó ëåììû 2.4), ÷òî äëÿ ëþáûõ n,m ∈ Z+

P̂ (n) e z1Ẑ± e z2Ẑ± P̂ (m)Φ = P̂ (n) e (z1+z2)Ẑ± P̂ (m) Φ.

Íî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñðàâíåíèÿ ðàçëîæåíèé ïî ñòåïåíÿì α ∈ C

ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé òîæäåñòâà e z1α e z2α = e (z1+z2)α
. Ñëåäñòâèå 2.2 äîêàçàíî. �

Äëÿ Ψ ∈ H(0)
îáîçíà÷èì ÷åðåç HB [Ψ] çàìûêàíèå â HB ëèíåéíîé îáîëî÷êè �óíêöèé

Ψ(m) .
=

(2B)−
m
2√

m!
Ẑm
+ Ψ

(‖Ψ(m)‖B = ‖Ψ‖B), m ∈ Z+. Òîãäà HB = HB [Ψ1] ⊕ . . . ⊕ HB[ΨN ]. Äëÿ âñåõ ζ ∈ C è Ψ ∈ H(0)
,

‖Ψ‖B = 1,

∥∥e−
ζ
2B

Ẑ+Ψ
∥∥
B

=

( +∞∑

m=0

1

m!

( |ζ|√
2B

)2m) 1
2

= e
|ζ|2

4B . (2.14)

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû

V (x) =
∑

N∗∈Z2

vN∗ e 2πi (N
∗
1E

1
∗+N∗

2E
2
∗ , x), x ∈ R2.

Ïóñòü N(V ) = {N∗ ∈ Z2 \ {0} : vN∗ 6= 0}. Ìíîæåñòâî N(V ) êîíå÷íîå, è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

N(V ) 6= ∅. Îáîçíà÷èì

Y (N∗) .= 2π(N∗
1E

1
∗ +N∗

2E
2
∗), Y

(N∗)
j = (Y (N∗), ej), j = 1, 2, N∗ ∈ Z2.

Áóäóò òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ êðàòêèå îáîçíà÷åíèÿ Y = Y (N∗)
è Yj = Y

(N∗)
j , j = 1, 2. (Ïðè ýòîì

ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî âåêòîðû Y ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðàì N∗ ∈ N(V ).)
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Äëÿ �óíêöèé Φ ∈ D(Ẑ∓) = H1
B ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Ẑ∓ e i(Y, x)Φ = e i(Y, x) (Ẑ∓ + (Y1 ± iY2))Φ. (2.15)

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ζ ∈ C è Φ ∈ D̃
(
e

ζ
2B

Ẑ∓
)
�óíêöèÿ e i(Y, x)Φ ïðèíàäëåæèò

D
(
e

ζ
2B

Ẑ∓
)
è

e
ζ
2B

Ẑ∓ e i(Y,x)Φ = e
ζ
2B

(Y1±iY2) e i(Y,x) e
ζ
2B

Ẑ∓ Φ. (2.16)

Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ζ ∈ C è m ∈ N âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ Ẑj
∓Φ ∈ D

(
e

ζ
2B

Ẑ±
)
(â ÷àñò-

íîñòè, åñëè Φ ∈ HB(γ), γ > 0), j = 0, 1, . . . ,m, òî (ñì. (2.2)) òàêæå e
ζ
2B

Ẑ± Φ ∈ D(Ẑm
∓ ) = Hm

B

è

Ẑm
∓ e

ζ
2B

Ẑ± Φ = e
ζ
2B

Ẑ± (Ẑ∓ ± ζ)mΦ. (2.17)

Èç (2.16) è (2.17) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ Φ ∈ D
(
e−

Y1+iY2
2B

Ẑ+
)
, äëÿ êîòîðûõ Ẑ−Φ∈D

(
e−

Y1+iY2
2B

Ẑ+
)
,

ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå e i(Y, x) e−
Y1+iY2

2B
Ẑ+ Φ ∈ D(Ẑ−) = H1

B è

Ẑ− e i(Y, x) e−
Y1+iY2

2B
Ẑ+ Φ = e i(Y, x) e−

Y1+iY2
2B

Ẑ+ Ẑ−Φ. (2.18)

Òàêæå äëÿ âñåõ m ∈ N è âñåõ �óíêöèé Φ ∈ D
(
e−

Y1+iY2
2B

Ẑ+
)
, äëÿ êîòîðûõ Ẑm

+ Φ ∈ D
(
e−

Y1+iY2
2B

Ẑ+
)

(â ýòîì ñëó÷àå Ẑj
+Φ ∈ D

(
e−

Y1+iY2
2B

Ẑ+
)
ïðè âñåõ j = 0, 1, . . . ,m), ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

e i(Y, x) e−
Y1+iY2

2B
Ẑ+ Φ ∈ D(Ẑm

+ ) = Hm
B è

Ẑm
+ e i(Y, x) e−

Y1+iY2
2B

Ẑ+ Φ = e i(Y, x) e−
Y1+iY2

2B
Ẑ+ (Ẑ+ + (Y1 − iY2))

m Φ. (2.19)

Ñëåäóþùàÿ ëåììà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç (2.14) è (2.18).

Ë å ì ì à 2.5. Äëÿ ëþáûõ N∗ ∈ Z2
è Ψ ∈ H(0)

òàêæå

Û (N∗)Ψ
.
= e−

Y 2
1 +Y 2

2
4B e i(Y, x) e−

Y1+iY2
2B

Ẑ+ Ψ ∈ H(0), (2.20)

ãäå Yj = (Y (N∗), ej), j = 1, 2. Ïðè ýòîì îïåðàòîð Û (N∗) (äåéñòâóþùèé â H(0)) óíèòàðåí.

Èç (2.15), (2.16), (2.19) è (2.20) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ m ∈ Z+ è Ψ ∈ H(0)

e−i(Y, x) Ẑm
+ Û (N∗)Ψ = e−

Y 2
1 +Y 2

2
4B e−

Y1+iY2
2B

Ẑ+ (Ẑ+ + (Y1 − iY2))
m Ψ,

e i(Y, x) Ẑm
+ Ψ = e−

Y 2
1 +Y 2

2
4B e

Y1+iY2
2B

Ẑ+ (Ẑ+ − (Y1 − iY2))
m Û (N∗)Ψ. (2.21)

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.3. Äëÿ ëþáûõ N∗ ∈ Z2
è Ψ ∈ H(0)

îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà �óíê-

öèþ ei(Y
(N∗),x)

âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò ïîäïðîñòðàíñòâî HB[Ψ] íà ïîäïðîñòðàí-

ñòâî HB[Û
(N∗)Ψ].

Ë å ì ì à 2.6. Ïóñòü Φ ∈ HB(γ;C), ãäå γ > 0 è C > 0. Òîãäà äëÿ ëþáûõ N∗ ∈ Z2
è ε ∈ (0, γ)

ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C̃ = C̃(B,P,N∗; γ, ε) > 1 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ m ∈ Z+

∥∥P̂ (m)
(
e i(Y

(N∗), x)Φ
)∥∥

B
6 CC̃e−(γ−ε)m, (2.22)

òî åñòü e i(Y
(N∗), x)Φ ∈ HB(γ − ε;CC̃).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Φ ∈ HB(γ;C), ε ∈ (0, γ) è N∗ ∈ Z2
. Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëå-

íèå Φ =
P∑

j=1
Φj , ãäå Φj =

+∞∑
m=0

bm,jΨ
(m)
j , bm,j ∈ C. Ïðè ýòîì �óíêöèè Φj ïðèíàäëåæàò ïîïàðíî

îðòîãîíàëüíûì ïîäïðîñòðàíñòâàì HB [Ψj] è, ñëåäîâàòåëüíî, Φj ∈ HB(γ : C), j = 1, . . . , P . Äëÿ

ëþáîãî j = 1, . . . , P (â ñèëó ëåììû 2.5) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî e
Y1−iY2

2B
Ẑ− Û (N∗)Ψj = Û (N∗)Ψj ,

ïîýòîìó èç (2.17) è (2.22) ïîëó÷àåì

e i(Y, x)Φj =

+∞∑

m=0

bm,j
(2B)−

m
2√

m!
e i(Y, x) Ẑm

+ Ψj =

= e−
Y 2
1 +Y 2

2
4B

+∞∑

m=0

bm,j
(2B)−

m
2√

m!
e

Y1+iY2
2B

Ẑ+ (Ẑ+ − (Y1 − iY2))
m Û (N∗)Ψj =

= e−
Y 2
1 +Y 2

2
4B

+∞∑

m=0

bm,j
(2B)−

m
2√

m!
e

Y1+iY2
2B

Ẑ+ e
Y1−iY2

2B
Ẑ− Ẑm

+ Û (N∗)Ψj =

= e−
Y 2
1 +Y 2

2
4B lim

µ→+∞
e

Y1+iY2
2B

Ẑ+ e
Y1−iY2

2B
Ẑ−

µ∑

m=0

bm,j

(
Û (N∗)Ψj

)(m)
,

(2.23)

ãäå

(
Û (N∗)Ψj

)(m)
= (2B)−

m
2√

m!
Ẑm
+ Û

(N∗)Ψj . Ôóíêöèè

+∞∑
m=0

bm,j

(
Û (N∗)Ψj

)(m)
è

µ∑
m=0

bm,j

(
Û (N∗)Ψj

)(m)
,

µ ∈ Z+, (êàê è �óíêöèè Φj =
+∞∑
m=0

bm,jΨ
(m)
j ,) ïðèíàäëåæàò HB(γ;C). Òîãäà èç ëåììû 2.4 (êî-

òîðàÿ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ �óíêöèé

µ∑
m=0

bm,j

(
Û (N∗)Ψj

)(m)
, µ ∈ Z+) ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî

ïåðåõîäà â (2.23) ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C̃ ′ = C̃ ′(B,N∗; γ, ε) > 1 òàêàÿ, ÷òî äëÿ
âñåõ j = 1, . . . , P è m ∈ Z+

∥∥P̂ (m)
(
e i(Y

(N∗), x)Φj

)∥∥
B

6 CC̃ ′e−(γ−ε)m

è, ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (2.22) ïðè C̃ = P C̃ ′
. �

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.4. Åñëè Φ ∈ HB(γ), ãäå γ > 0, òî e i(Y
(N∗), x)Φ ∈ HB(γ

′) äëÿ âñåõ γ ′ ∈ (0, γ)

è N∗ ∈ Z2
. Åñëè Φ ∈ HB(∞), òî e i(Y

(N∗), x)Φ ∈ HB(∞) äëÿ âñåõ N∗ ∈ Z2
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 2.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëî m0 ∈ Z+

è �óíêöèè Φj ∈ H2
B , j = 0, 1, . . . ,m0, äëÿ êîòîðûõ Φm0 ∈ H(0) \ {0} è ñïðàâåäëèâû ðàâåí-

ñòâà (2.5). Òîãäà Φ−
ζ
.
=

m0∑
j=0

ζjΦj ∈ H−(ζ) äëÿ âñåõ ζ ∈ C. Åñëè Ẑ−Φ ∈ HB(∞) äëÿ íåêîòîðîé

�óíêöèè Φ ∈ H1
B , òî Φ ∈ HB(∞). Ïîýòîìó èç âêëþ÷åíèÿ Φm0 ∈ H(0) ⊂ HB(∞), ðàâåíñòâ (2.5),

ëåììû 2.1 è ñëåäñòâèÿ 2.4 ïîëó÷àåì, ÷òî Φj ∈ HB(∞) ïðè âñåõ j = 0, 1, . . . ,m0. Ïóñòü ζ0 ∈ C è

Φ
[ζ0]
0

.
= Φ−

ζ0
, Φ

[ζ0]
j

.
=

1

j!

d jΦ−
ζ

dζj

∣∣∣∣
ζ=ζ0

, j = 1, . . . ,m0.

Òîãäà Φ−
ζ =

m0∑
j=0

(ζ−ζ0)jΦ[ζ0]
j è ðàçëîæåíèå òîæäåñòâà Ĥ−(ζ)Φ

−
ζ = 0 ïî ñòåïåíÿì ζ−ζ0 ïðèâîäèò

(äëÿ ëþáîãî ζ0 ∈ C) ê ðàâåíñòâàì

(Ẑ+Ẑ− +B + V + ζ0Ẑ−)Φ
[ζ0]
0 = 0,

(Ẑ+Ẑ− +B + V + ζ0Ẑ−)Φ
[ζ0]
1 = −Ẑ−Φ

[ζ0]
0 ,

. . . . . . . .

(Ẑ+Ẑ− +B + V + ζ0Ẑ−)Φ[ζ0]
m0

= −Ẑ−Φ
[ζ0]
m0−1,

(2.24)
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ãäå Φ
[ζ0]
m0 = Φm0 ∈ H(0)\{0}. Ïðè ýòîì Φ

[ζ0]
j ∈ HB(∞) ïðè âñåõ j = 0, 1, . . . ,m0 (è ζ0 ∈ C). Â ñèëó

ñëåäñòâèÿ 2.1 îïðåäåëåíû �óíêöèè

Φ̃
[ζ0]
j

.
= e−

ζ0
2B

Ẑ− Φ
[ζ0]
j ∈ HB(∞), j = 0, 1, . . . ,m0,

è Φ̃
[ζ0]
m0 = Φm0 . Òîãäà èç (2.24) (ñì. (2.17) è ñëåäñòâèå 2.2) äëÿ âñåõ ζ0 ∈ C âûòåêàþò ðàâåíñòâà

(Ẑ+Ẑ− +B + V [ζ0]) Φ̃
[ζ0]
0 = 0,

(Ẑ+Ẑ− +B + V [ζ0]) Φ̃
[ζ0]
1 = −Ẑ−Φ̃

[ζ0]
0 ,

. . . . . . . .

(Ẑ+Ẑ− +B + V [ζ0]) Φ̃[ζ0]
m0

= −Ẑ−Φ̃
[ζ0]
m0−1,

(2.25)

ãäå V [ζ0] = e−
ζ0
2B

Ẑ− V e
ζ0
2B

Ẑ−
. Èç (2.16) ñëåäóåò, ÷òî V [ζ0]

� êîìïëåêñíîçíà÷íûé òðèãîíîìåòðè-

÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà V [ζ0]
íà �óíêöèè èç HB(γ), γ > 0):

V [ζ0](x) =
∑

N∗∈Z2

e−
ζ0
2B

(Y
(N∗)
1 +iY

(N∗)
2 )vN∗ e i(Y

(N∗), x), x ∈ R2. (2.26)

×åðåç M∗ ∈ N îáîçíà÷èì îäèí èç âåêòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ Y (M∗)
èìååò ìàêñèìàëüíóþ äëèíó

ñðåäè âñåõ âåêòîðîâ Y (N∗)
, N∗ ∈ N. Äàëåå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ÷èñëà ζ0 ∈ J (V ;M∗) =

= {−(Y
(M∗)
1 − iY

(M∗)
2 ) t : t > 0}. Äëÿ íèõ (åñëè ζ0 = −(Y

(M∗)
1 − iY

(M∗)
2 ) t, t > 0)

e−
ζ0
2B

(Y
(M∗)
1 +iY

(M∗)
2 ) = e

|Y (M∗)|2

2B
t, (2.27)

è ñóùåñòâóåò ÷èñëî θ ∈ [0, 1) òàêîå, ÷òî

∣∣ e−
ζ0
2B

(Y
(N∗)
1 +iY

(N∗)
2 )

∣∣ 6 e
|Y (M∗)|2

2B
θt

(2.28)

äëÿ âñåõ N∗ ∈ N ∪ {0}.

Ò å î ð å ì à 2.3. Ïóñòü

(Ẑ+Ẑ− +B + V [ζ0])Φ = −Ẑ−χ,

ãäå ζ0 ∈ C, Φ ∈ H2
B \ {0}, χ ∈ H1

B è

‖P̂ (m)Φ‖B 6 C ‖Φ‖B e−γm

äëÿ âñåõ m ∈ Z+ , ãäå γ > 0 è C > 1 (â ýòîì ñëó÷àå Φ ∈ HB(γ) è χ ∈ HB(γ)). Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ε ∈ (0, γ) íàéäóòñÿ ÷èñëà Ξ = Ξ (B,P, V ;C; γ, ε) > 0 è C̃ = C̃(B,P, V ;C; γ, ε) > 1 òàêèå, ÷òî

ïðè âñåõ ζ0 ∈ J (V ;M∗), äëÿ êîòîðûõ |ζ0| > Ξ,

(1) �óíêöèÿ Ẑ−χ íå ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé (òîãäà òàêæå χ 6≡ 0),

(2) äëÿ âñåõ m ∈ Z+

‖P̂ (m)χ‖B 6 C̃ ‖χ‖B e−(γ−ε)m. (2.29)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê Φ ∈ HB(γ;C‖Φ‖B), òî â ñèëó ëåììû 2.6 äëÿ ëþáûõ

ε ∈ (0, γ) è N∗ ∈ Z2
íàéäåòñÿ êîíñòàíòà C̃ ′(N∗) = C̃ ′(B,P,N∗; γ, ε) > 1 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ

m ∈ Z+

‖P̂ (m)
(
e i(Y

(N∗), x)Φ
)
‖B 6 CC̃ ′(N∗) ‖Φ‖B e−(γ−ε)m. (2.30)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê Φ ∈ HB(γ;C‖Φ‖B), èç ëåììû 2.1 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå êîíñòàíòû

C ′ = C ′(B; γ, ε) > 1 òàêîé, ÷òî

‖P̂ (m)(Ẑ+Ẑ−Φ)‖B 6 CC ′ ‖Φ‖B e−(γ−ε)m, m ∈ Z+. (2.31)
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Îáîçíà÷èì

V [ζ0](M∗;x) =
∑

N∗∈Z2 \ {M∗}
e−

ζ0
2B

(Y
(N∗)
1 +iY

(N∗)
2 )vN∗ e i(Y

(N∗), x), x ∈ R2. (2.32)

Èç (2.28), (2.30), (2.31) è (2.32) ïðè ζ0 = −(Y
(M∗)
1 − iY

(M∗)
2 ) t, t > 0, ñëåäóþò îöåíêè

‖P̂ (m)(Ẑ+Ẑ− +B + V [ζ0](M∗; ·))Φ‖B 6

6 C

(
C ′ +B +

∑

N∗∈Z2 \ {M∗}
C̃ ′(N∗) |vN∗ | e

|Y (M∗)|2

2B
θt

)
‖Φ‖B e−(γ−ε)m, m ∈ Z+.

Îòêóäà

‖(Ẑ+Ẑ− +B + V [ζ0](M∗; ·))Φ‖B 6

6 C (1− e−2(γ−ε))−
1
2

(
C ′ +B +

∑

N∗∈Z2 \ {M∗}
C̃ ′(N∗) |vN∗ | e

|Y (M∗)|2

2B
θt

)
‖Φ‖B .

Âûáåðåì ÷èñëî Ξ ′ = Ξ ′(B,P, V ; γ, ε) > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ t > Ξ ′

(1− e−2(γ−ε))−
1
2

(
C ′ +B +

∑

N∗∈Z2 \ {M∗}
C̃ ′(N∗) |vN∗ | e

|Y (M∗)|2

2B
θt

)
6

1

2
|vM∗ | e

|Y (M∗)|2

2B
t.

Òàê êàê (ñì. (2.27))

‖ e−
ζ0
2B

(Y
(M∗)
1 +iY

(M∗)
2 ) vM∗ e i(Y

(M∗), x)Φ ‖B = |vM∗ | e
|Y (M∗)|2

2B
t ‖Φ‖B ,

òî (ïðè t > Ξ ′
)

‖Ẑ−χ‖B = ‖(Ẑ+Ẑ− +B + V [ζ0])Φ‖B >
1

2
|vM∗ | e

|Y (M∗)|2

2B
t ‖Φ‖B

(è, ñëåäîâàòåëüíî, Ẑ−χ 6≡ 0). Òîãäà (ñì. (2.26), (2.27), (2.28), (2.30) è (2.31)) äëÿ âñåõ m ∈ Z+

(è t > Ξ ′
)

‖P̂ (m)(Ẑ−χ)‖B = ‖P̂ (m)(Ẑ+Ẑ− +B + V [ζ0])Φ‖B 6 (2.33)

6 C

(
C ′+B+

∑

N∗∈Z2 \ {M∗}
C̃ ′(N∗) |vN∗ | e

|Y (M∗)|2

2B
θt + C̃ ′(M∗) |vM∗ | e

|Y (M∗)|2

2B
t

)
‖Φ‖B e−(γ−ε)m 6

6
3

2
CC̃ ′(M∗) |vM∗ | e

|Y (M∗)|2

2B
t ‖Φ‖B e−(γ−ε)m

6 3CC̃ ′(M∗) ‖Ẑ−χ‖B e−(γ−ε)m.

Òåïåðü âûáåðåì ÷èñëî m̃ = m̃(CC̃ ′(M∗), γ − ε) ∈ N òàê, ÷òî

(
3CC̃ ′(M∗)

)2
e−2(γ−ε)m̃ (1− e−2(γ−ε))−1 <

3

4
.

Èç (2.33) ñëåäóåò îöåíêà

∥∥
m̃− 1∑

m=0

P̂ (m)(Ẑ−χ)
∥∥2
B

= ‖Ẑ−χ‖2B −
+∞∑

m= m̃

‖P̂ (m)(Ẑ−χ)‖2B >

>

(
1− 3

4

)
‖Ẑ−χ‖2B =

1

4
‖Ẑ−χ‖2B .

(2.34)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ ïîìîùüþ (2.7) è (2.34) äëÿ âñåõ m ∈ N ïîëó÷àåì

‖χ‖2B >

m̃∑

m=1

‖P̂ (m)χ‖2B =
1

2B

m̃∑

m=1

1

m
‖P̂ (m−1)(Ẑ−χ)‖2B >
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>
1

2Bm̃

m̃∑

m=1

‖P̂ (m−1)(Ẑ−χ)‖2B >
1

8Bm̃
‖Ẑ−χ‖2B .

Ïîýòîìó èç îöåíîê (2.33) (äëÿ âñåõ t > Ξ ′
) âûòåêàþò îöåíêè

‖P̂ (m)χ‖B 6
1√
2Bm

‖P̂ (m−1)(Ẑ−χ)‖B 6
1√
2B

‖P̂ (m−1)(Ẑ−χ)‖B 6

6
3√
2B

CC̃ ′(M∗) e γ−ε ‖Ẑ−χ‖B e−(γ−ε)m < 6CC̃ ′(M∗) e γ−ε
√
m̃ ‖χ‖B e−(γ−ε)m, m ∈ N,

è, ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî â (2.29) ïîëîæèòü C̃ = 6CC̃ ′(M∗) e γ−ε
√
m̃ > 1 è âûáðàòü ÷èñ-

ëî Ξ = |Y (M∗)|Ξ ′
. Òàê êàê ‖P̂ (0)χ‖ 6 ‖χ‖, òî îöåíêà (2.29) ïðè m = 0 òàêæå âûïîëíÿåòñÿ.

Òåîðåìà 2.3 äîêàçàíà. �

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü òåîðåìîé 2.3 äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2. Êàê ïî-

êàçàíî âûøå, èç ðàâåíñòâ (2.5) ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ ζ0 ∈ C òàêæå âûïîëíÿþòñÿ ðàâåí-

ñòâà (2.25). Åñëè m0 = 0, òî èç òåîðåìû 2.3 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà Ξ0 > 0 òàêî-

ãî, ÷òî (Ẑ+Ẑ− + B + V [ζ0])Φ̃
[ζ0]
0 6≡ 0 ïðè âñåõ ζ0 ∈ J (V ;M∗), äëÿ êîòîðûõ |ζ0| > Ξ0. Íî

ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïåðâîìó èç ðàâåíñòâ (2.25). Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî m0 > 1. Òàê êàê

Φ̃
[ζ0]
m0 = Φm0 ∈ H(0) \{0}, òî ‖P̂ (0)Φ̃

[ζ0]
m0 ‖B = ‖Φ̃[ζ0]

m0 ‖B è P̂ (m)Φ̃
[ζ0]
m0 � íóëåâûå �óíêöèè ïðè âñåõ

m ∈ N. Ïóñòü 0 < γ0 < γ1 < . . . < γm0 . Ó÷èòûâàÿ (òðèâèàëüíûå) íåðàâåíñòâà

‖P̂ (m)Φ̃[ζ0]
m0

‖B 6 ‖Φ̃[ζ0]
m0

‖B e−γm0m, m ∈ Z+ ,

è ïîñëåäîâàòåëüíî ïðè j = m0,m0 − 1, . . . , 1 ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2.3, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ

j = m0,m0−1, . . . , 1 ñóùåñòâóþò ÷èñëà Ξj = Ξj(B,P, V ; C̃m0−1, . . . , C̃j; γm0 , γm0−1, . . . , γj−1) > 0

(äëÿ êîòîðûõ Ξν 6 Ξµ ïðè ν > µ) è C̃j−1 = C̃j−1(B,P, V ; C̃m0−1, . . . , C̃j; γm0 , γm0−1, . . . , γj−1) > 1
òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ ζ0 ∈ J (V ;M∗), äëÿ êîòîðûõ |ζ0| > Ξj ,

(Ẑ+Ẑ− +B + V [ζ0])Φ̃
[ζ0]
j 6≡ 0 (2.35)

è

‖P̂ (m)Φ̃
[ζ0]
j−1‖B 6 C̃j−1 ‖Φ̃[ζ0]

j−1‖B e−γj−1m, m ∈ Z+. (2.36)

Íî òîãäà èç (2.35), (2.36) (ïðè j = 1) è òåîðåìû 2.3 òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî

Ξ0 = Ξ0(B,P, V ; C̃m0−1, . . . , C̃1; γm0 , γm0−1, . . . , γ0) > Ξ1 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ ζ0 ∈ J (V ;M∗),
äëÿ êîòîðûõ |ζ0| > Ξ0 , �óíêöèÿ (Ẑ+Ẑ−+B+V [ζ0])Φ̃

[ζ0]
0 íå ìîæåò áûòü íóëåâîé, ÷òî ïðîòèâîðå-

÷èò ïåðâîìó èç ðàâåíñòâ (2.25) (êîòîðûå ïî ñäåëàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ

ïðè âñåõ ζ0 ∈ C). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó 2.1. �

� 3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1

Áóäåì âíà÷àëå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî V ∈ L2
Λ(R

2;R).

Êîìïîíåíòû k1 è k2 âåêòîðà k ∈ 2πK∗
(èëè k ∈ R2

) èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ Ĥ∓(ζ), ζ ∈ C,

ìîæíî âûáðàòü ëþáûìè (ñì. (2.3)), íî îíè äàëåå �èêñèðóþòñÿ è ðàññìàòðèâàåòñÿ çàâèñèìîñòü

îïåðàòîðîâ Ĥ∓(ζ) = Ẑ+Ẑ− + ζẐ∓ + B + V òîëüêî îò ÷èñëà ζ ∈ C. Îïåðàòîðû Ĥ∓(ζ) (äëÿ
âñåõ ζ ∈ C) èìåþò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(Ĥ∓(ζ)) = D(Ẑ+Ẑ−) = H2

B . Ôóíêöèè Φ ∈ H2
B

(ïîñëå èçìåíåíèÿ èõ çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâàõ íóëåâîé ìåðû Ëåáåãà) íåïðåðûâíû. Ïîòåíöèàë

V ∈ L2
Λ(R

2;R) èìååò íóëåâóþ ãðàíü îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ ĤB(k+iκ), k+iκ ∈ C2
. Ïîñëåäíåå

îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî C(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ Φ ∈ H2
B

‖V Φ‖B 6 ε ‖Ẑ+Ẑ−Φ‖B + C(ε) ‖Φ‖B . (3.1)

Ïóñòü H̃∓(ζ), ζ ∈ C, � ìíîæåñòâî �óíêöèé Φ∓
ζ ∈ H∓(ζ) òàêèõ, ÷òî íàéäóòñÿ ÷èñëà

ζj ∈ C \ {ζ} è �óíêöèè Φ∓
ζj

∈ H∓(ζj), j ∈ N, äëÿ êîòîðûõ ζj → ζ è Φ∓
ζj

→ Φ∓
ζ ïðè j → +∞.
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Ìíîæåñòâà H̃∓(ζ) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè êîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ H∓(ζ). ×åðåç N∓(ζ) è Ñ∓(ζ) îáîçíà÷èì ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ H∓(ζ) è H̃∓(ζ)
ñîîòâåòñòâåííî, 0 6 Ñ∓(ζ) 6 N∓(ζ) (è N∓(ζ) ∈ N).

Åñëè ζ, ζ ′ ∈ C è ζ ′ 6= ζ (ãäå ÷åðòà îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå), òî äëÿ âñåõ �óíêöèé
Φ+
ζ ′ ∈ H+(ζ

′) è Φ−
ζ ∈ H−(ζ)

0 = (Ĥ+(ζ
′)Φ+

ζ ′ ,Φ
−
ζ )B = (Φ+

ζ ′ , Ĥ−(ζ
′
)Φ−

ζ )B =

= (Φ+
ζ ′ , Ĥ−(ζ)Φ

−
ζ )B + (ζ

′ − ζ) (Φ+
ζ ′ , Ẑ−Φ

−
ζ )B = (ζ

′ − ζ) (Φ+
ζ ′ , Ẑ−Φ

−
ζ )B ,

ïîýòîìó

(Φ+
ζ ′ , Ẑ−Φ

−
ζ )B = 0. (3.2)

Èç (3.2) ñëåäóåò

Ë å ì ì à 3.1. Åñëè Φ+
ζ ′ ∈ H+(ζ

′) è Φ−
ζ ∈ H̃−(ζ) (èëè Φ+

ζ ′ ∈ H̃+(ζ
′) è Φ−

ζ ∈ H−(ζ)), ãäå

ζ, ζ ′ ∈ C, òî (Φ+
ζ ′ , Ẑ−Φ

−
ζ )B = 0.

Ñïðàâåäëèâà ïðîñòàÿ

Ë å ì ì à 3.2. Äëÿ ëþáûõ C0 , C1 > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî C > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ �óíêöèé
Φ ∈ H2

B, äëÿ êîòîðûõ

‖Ẑ+Ẑ−Φ‖B 6 C0‖Φ‖B + C1‖Ẑ+Φ‖B + ‖V Φ‖B ,

âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà ‖Ẑ−Ẑ+Φ‖B 6 C ‖Φ‖B.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.1. Äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî êîìïàêòà K ⊂ C è ëþáîãî ÷èñëà C > 0 ñó-

ùåñòâóåò ÷èñëî C1 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ ζ ∈ K è âñåõ �óíêöèé Φ ∈ H2
B, äëÿ êîòîðûõ

‖Ĥ∓(ζ)Φ‖B 6 C ‖Φ‖B, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖Ẑ−Ẑ+Φ‖B 6 C1‖Φ‖B.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.2. Äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî êîìïàêòà K ⊂ C ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà

C ′
1 > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ ζ ∈ K è âñåõ �óíêöèé Φ∓

ζ ∈ H∓(ζ) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî ‖Ẑ−Ẑ+Φ
∓
ζ ‖B 6 C ′

1 ‖Φ∓
ζ ‖B è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâà {Φ∓

ζ : ζ ∈ K, ‖Φ∓
ζ ‖B 6 1}

è {Ẑ∓Φ
∓
ζ : ζ ∈ K, ‖Φ∓

ζ ‖B 6 1} ïðåäêîìïàêòíû.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.3. Åñëè K ⊂ C � íåïóñòîé êîìïàêò, ζj ∈ K, Φ∓
ζj

∈ H∓(ζj) è äëÿ íåêî-

òîðîé êîíñòàíòû C > 0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà ‖Φ∓
ζj
‖B 6 C, j ∈ N, òî ñóùåñòâóåò

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ζjν , ν ∈ N, òàêàÿ, ÷òî ζjν → ζ è Φ∓
ζjν

→ Φ∓
äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñëà

ζ ∈ K è �óíêöèè Φ∓ ∈ HB.

Èç ñëåäñòâèÿ 3.3 âûòåêàåò

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.4. Ïóñòü ζ ∈ C, ζj ∈ C \ {ζ}, j ∈ N, è ζj → ζ ïðè j → +∞. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî N ′
∓ ∈ N òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ j ∈ N íàéäóòñÿ �óíêöèè Φ∓

ζj , µ
∈ H∓(ζj),

µ = 1, . . . ,N ′
∓ , îáðàçóþùèå îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó (â HB). Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîäïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ζjν , ν ∈ N, è îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà �óíêöèé Φ∓
(µ) , µ = 1, . . . ,N ′

∓ ,

òàêèå, ÷òî Φ∓
ζj , µ

→ Φ∓
(µ) ïðè ν → +∞ äëÿ âñåõ µ = 1, . . . ,N ′

∓ .

Ë å ì ì à 3.3. Ïóñòü ζj ∈ C, Φ∓
ζj

∈ H∓(ζj), j ∈ N, è ζj → ζ ∈ C, Φ∓
ζj

→ Φ∓ ∈ HB ïðè

j → +∞. Òîãäà Φ∓ ∈ H∓(ζ) è Ẑ∓Φ
∓
ζj

→ Ẑ∓Φ∓
, Ẑ−Ẑ+Φ

∓
ζj

→ Ẑ−Ẑ+Φ
∓
, V Φ∓

ζj
→ V Φ∓

ïðè

j → +∞.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.2 ìíîæåñòâî {Ẑ∓Φ
∓
ζj
: j ∈ N} ïðåäêîìïàêò-

íî (â HB). Åñëè ζjν , ν ∈ N, � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

�óíêöèé Ẑ∓Φ
∓
ζjν

ñõîäèòñÿ (à òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóùåñòâóåò â ñèëó ïðåäêîìïàêò-

íîñòè ìíîæåñòâà {Ẑ∓Φ
∓
ζj
: j ∈ N}), òî èç çàìêíóòîñòè îïåðàòîðà Ẑ∓ ñëåäóåò, ÷òî Φ∓ ∈ H1

B

è Ẑ∓Φ
∓
ζjν

→ Ẑ∓Φ∓
ïðè ν → +∞. Ïîýòîìó âñå ñõîäÿùèåñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ẑ∓Φ

∓
ζjν

ñõî-

äÿòñÿ ê Ẑ∓Φ∓
è, ñëåäîâàòåëüíî (â ñèëó ïðåäêîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà {Ẑ∓Φ

∓
ζj
: j ∈ N}),

Ẑ∓Φ
∓
ζj

→ Ẑ∓Φ∓
ïðè j → +∞. Òåïåðü äîêàæåì ïðåäêîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâà {Ẑ+Ẑ−Φ

∓
ζj
: j ∈ N}.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäóòñÿ ÷èñëà C > 0 è C̃ > C, à òàêæå ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ζjν , ν ∈ N, òàêèå, ÷òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé Ẑ+Ẑ−Φ
∓
ζjν

ïðè ν → +∞ ñëàáî

ñõîäèòñÿ ê íóëåâîé �óíêöèè (â HB) è C 6 ‖Ẑ+Ẑ−Φ
∓
ζjν

‖B 6 C̃ ïðè âñåõ ν ∈ N (ñóùåñòâîâàíèå

÷èñëà C̃ âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 3.1). Íî òîãäà ‖Ẑ∓Φ
∓
ζjν

‖B · ‖Ẑ+Ẑ−Φ
∓
ζjν

‖−1
B → 0 è (ñì. (3.1))

‖V Φ∓
ζjν

‖B · ‖Ẑ+Ẑ−Φ
∓
ζjν

‖−1
B → 0 ïðè ν → +∞. Ïîýòîìó ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ν ∈ N

ðàâåíñòâî

(Ẑ+Ẑ− +B + V )Φ∓
ζjν

= −ζjν Ẑ∓Φ
∓
ζjν

âûïîëíÿòüñÿ íå ìîæåò. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ìíîæåñòâî

{Ẑ+Ẑ−Φ
∓
ζj
: j ∈ N} ïðåäêîìïàêòíî. Òîãäà, êàê è âûøå (êîãäà ðàññìàòðèâàëàñü ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü �óíêöèé Ẑ∓Φ
∓
ζj
), ó÷èòûâàÿ ïðåäêîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâà {Ẑ+Ẑ−Φ

∓
ζj
: j ∈ N} è çàìêíó-

òîñòü îïåðàòîðà Ẑ+Ẑ−, ïîëó÷àåì, ÷òî Φ∓ ∈ H2
B è Ẑ+Ẑ−Φ

∓
ζj

→ Ẑ+Ẑ−Φ∓
ïðè j → +∞. Ïðè

ýòîì èç ïîëó÷åííûõ óòâåðæäåíèé è ðàâåíñòâ (Ẑ+Ẑ− + ζjẐ∓ +B + V )Φ∓
ζj

= 0, j ∈ N, ïðèíèìàÿ

âî âíèìàíèå îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà {Ẑ∓Φ
∓
ζj
: j ∈ N}, òàêæå ñëåäóåò, ÷òî V Φ∓

ζj
→ V Φ∓

ïðè

j → +∞. �

Ë å ì ì à 3.4. Ïóñòü ζ ∈ C, ζj ∈ C\{ζ}, j ∈ N, è ζj → ζ ïðè j → +∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ñóùåñòâóåò ÷èñëî N ′
∓ ∈ N òàêîå, ÷òî N∓(ζj) > N ′

∓ ïðè âñåõ j ∈ N. Òîãäà

N ′
∓ 6 Ñ∓(ζ) 6 N∓(ζ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèé ëåììû 3.4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî j ∈ N íàéäåòñÿ îð-

òîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà �óíêöèé Φ∓
ζj , µ

∈ H∓(ζj), µ = 1, . . . ,N ′
∓ . Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.4 ñóùå-

ñòâóþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ζjν , ν ∈ N, è îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà �óíêöèé Φ∓
(µ) ∈ HB ,

µ = 1, . . . ,N ′
∓, òàêèå, ÷òî Φ∓

ζjν , µ → Φ∓
(µ) ïðè ν → +∞. Íî òîãäà èç ëåììû 3.3 (è ñëåäñòâèÿ 3.1)

ïîëó÷àåì, ÷òî Φ∓
(µ)

∈ H2
B è Ĥ∓(ζ)Φ

∓
(µ)

= 0, ïîýòîìó Φ∓
(µ)

∈ H∓(ζ) è, ñëåäîâàòåëüíî, Φ
∓
(µ)

∈ H̃∓(ζ)

ïðè âñåõ µ = 1, . . . ,N ′
∓ . Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî N ′

∓ 6 Ñ∓(ζ) 6 N∓(ζ). �

Èç ëåììû 3.4, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî Ñ∓(ζ) > 1 äëÿ âñåõ ζ ∈ C.

Îáîçíà÷èì Ur(ζ)
.
= {ζ ′ ∈ C : |ζ ′ − ζ| < r}, U r(ζ)

.
= {ζ ′ ∈ C : |ζ ′ − ζ| 6 r}, ζ ∈ C, r > 0.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.5. Äëÿ ëþáîãî ζ ∈ C ñóùåñòâóåò ÷èñëî r > 0 òàêîå, ÷òî N∓(ζ ′) 6

6 Ñ∓(ζ) 6 N∓(ζ) ïðè âñåõ ζ ′ ∈ Ur(ζ).

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.6. Äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî êîìïàêòà K ⊂ C ñóùåñòâóåò ÷èñëî N∓[K] ∈ N

òàêîå, ÷òî N∓(ζ) 6 N∓[K] äëÿ âñåõ ζ ∈ K.
Ë å ì ì à 3.5. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ζ ∈ C ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C∓ > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ

�óíêöèé Φ ∈ H2
B ∩

(
H∓(ζ)

)⊥
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖Ĥ∓(ζ)Φ‖B > C∓‖Ẑ−Ẑ+Φ‖B.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäóòñÿ �óíêöèè Φ∓
(j) ∈ H2

B∩
(
H∓(ζ)

)⊥
,

‖Φ∓
(j)‖B = 1, j ∈ N, äëÿ êîòîðûõ

‖Ĥ∓(ζ)Φ
∓
(j)‖B = ‖(Ẑ−Ẑ+ −B + V + ζẐ∓)Φ

∓
(j)‖B = o(1) ‖Ẑ−Ẑ+Φ

∓
(j)‖B (3.3)
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ïðè j → +∞, è, ñëåäîâàòåëüíî (ñì. (3.1)), äëÿ âñåõ j ∈ N

‖Ẑ−Ẑ+Φ
∓
(j)‖B 6 C0 + C1‖Ẑ∓Φ

∓
(j)‖B ,

ãäå êîíñòàíòû C0 > 0 è C1 > 0 íå çàâèñÿò îò j. Â ñèëó ëåììû 3.2 ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C ′ > 0
òàêàÿ, ÷òî

‖Ẑ−Ẑ+Φ
∓
(j)‖B 6 C ′, j ∈ N. (3.4)

Ïîýòîìó (ñì. ñëåäñòâèå 3.2) {Φ∓
(j) : j ∈ N} è {Ẑ∓Φ

∓
(j) : j ∈ N} � ïðåäêîìïàêòíûå ìíîæåñòâà

(â HB). Ìîæíî ñ÷èòàòü (ïåðåõîäÿ, åñëè íóæíî, ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè Φ∓
(jν)

, ν ∈ N), ÷òî

Φ∓
(j) → Φ∓ ∈ HB è ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ẑ∓Φ

∓
(j) . Òàê êàê îïåðàòîð Ẑ∓ çàìêíóò, òî

Φ∓ ∈ H1
B è Ẑ∓Φ

∓
(j) → Ẑ∓Φ∓

ïðè j → +∞. Äàëåå, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.3

èç (3.3), (3.4) è çàìêíóòîñòè îïåðàòîðà Ẑ−Ẑ+ ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî {Ẑ−Ẑ+Φ
∓
(j) : j ∈ N}

ïðåäêîìïàêòíî â HB è, ñëåäîâàòåëüíî, Φ∓ ∈ H2
B è Ẑ−Ẑ+Φ

∓
(j) → Ẑ−Ẑ+Φ

∓
ïðè j → +∞. Òîãäà

òàêæå ‖V (Φ∓ − Φ∓
(j))‖B → 0 (ñì. (3.1)) è, çíà÷èò, Ĥ∓(ζ)Φ

∓
(j) → Ĥ∓(ζ)Φ∓

ïðè j → +∞. Íî

èç (3.3) è (3.4) âûòåêàåò, ÷òî ‖Ĥ∓(ζ)Φ
∓
(j)

‖B → 0 ïðè j → +∞. Ïîýòîìó Ĥ∓(ζ)Φ∓ = 0 (òî

åñòü Φ∓ ∈ H∓(ζ)). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Φ∓
(j), j ∈ N, ñëåäóåò, ÷òî

‖Φ∓‖B = 1 è Φ∓ ∈
(
H∓(ζ)

)⊥
. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó 3.5. �

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.7. Ïóñòü ζ ∈ C, Φ∓ ∈ H2
B∩

(
H∓(ζ)

)⊥
è Φ∓

(j) ∈ H2
B∩

(
H∓(ζ)

)⊥
, j ∈ N. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî Ĥ∓(ζ)Φ
∓
(j) → Ĥ∓(ζ)Φ∓

ïðè j → +∞. Òîãäà òàêæå Φ∓
(j) → Φ∓

, Ẑ∓Φ
∓
(j) → Ẑ∓Φ∓

è Ẑ−Ẑ+Φ
∓
(j) → Ẑ−Ẑ+Φ

∓
ïðè j → +∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ëåììû 3.5 ñëåäóåò, ÷òî

C∓‖Ẑ−Ẑ+(Φ
∓ − Φ∓

(j))‖B 6 ‖H∓(ζ)(Φ
∓ − Φ∓

(j))‖B → 0

ïðè j → +∞. Ïîýòîìó Ẑ−Ẑ+Φ
∓
(j) → Ẑ−Ẑ+Φ

∓
. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (2.1) äëÿ âñåõ Φ ∈ H2

B

âûòåêàåþò îöåíêè

‖Φ‖B 6
√
2B ‖Ẑ+Φ‖B 6 2B ‖Ẑ−Ẑ+Φ‖B, ‖Ẑ−Φ‖B 6 ‖Ẑ+Φ‖B, (3.5)

ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ïîëó÷àåì, ÷òî òàêæå Φ∓
(j) → Φ∓

è Ẑ∓Φ
∓
(j) → Ẑ∓Φ∓

ïðè j → +∞. Ñëåä-

ñòâèå 3.7 äîêàçàíî. �

Ïóñòü P̂∓(ζ), ζ ∈ C, � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð â HB íà ïîäïðîñòðàíñòâî H∓(ζ). Â äàëü-

íåéøåì ÷åðåç Î áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ åäèíè÷íûé îïåðàòîð â HB .

Åñëè Φ ∈ H2
B, òî äëÿ âñåõ ζ ∈ C òàêæå P̂∓(ζ)Φ ∈ H∓(ζ) ⊂ H2

B, ïîýòîìó (Î − P̂∓(ζ))Φ ∈ H2
B.

Ë å ì ì à 3.6. Äëÿ ëþáûõ ζ0 ∈ C è ε ∈ (0, 1) ñóùåñòâóåò ÷èñëî r > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ

ζ ∈ Ur(ζ0) è Φ∓
ζ ∈ H∓(ζ) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖(Î − P̂∓(ζ0))Φ
∓
ζ ‖B 6 ε ‖Φ∓

ζ ‖B . (3.6)

Áîëåå òîãî, åñëè äëÿ êàêîãî-ëèáî ζ ∈ Ur(ζ0) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî N∓(ζ) = N∓(ζ0), òî äëÿ
âñåõ Φ∓

ζ0
∈ H∓(ζ0) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖(Î − P̂∓(ζ))Φ∓
ζ0
‖B 6

ε

1− ε
‖Φ∓

ζ0
‖B .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ÷èñëà r > 0 òàêîãî, ÷òî äëÿ âñåõ

ζ ∈ Ur(ζ0) è Φ∓
ζ ∈ H∓(ζ) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (3.6). Òîãäà íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ζj → ζ0 è �óíêöèè Φ∓
ζj

∈ H∓(ζj), ‖Φ∓
ζj
‖B = 1, j ∈ N, òàêèå, ÷òî (äëÿ âñåõ j ∈ N)

‖(Î − P̂∓(ζ0))Φ
∓
ζj
‖B > ε (3.7)
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(â ýòîì ñëó÷àå ζj 6= ζ0, j ∈ N). Èç íåðàâåíñòâ (3.7), (3.5) è ëåììû 3.5 ñëåäóþò îöåíêè

|ζj − ζ0| · ‖Ẑ∓Φ
∓
ζj
‖B = ‖Ĥ∓(ζ0)Φ

∓
ζj
‖B = ‖Ĥ∓(ζ0)(Î − P̂∓(ζ0))Φ

∓
ζj
‖B >

> C∓‖Ẑ−Ẑ+(Î − P̂∓(ζ0))Φ
∓
ζj
‖B > 2BC∓‖(Î − P̂∓(ζ0))Φ

∓
ζj
‖B > 2BC∓ε, j ∈ N.

(3.8)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ñëåäñòâèÿ 3.1 (èëè ñëåäñòâèÿ 3.2) ïîëó÷àåì, ÷òî ‖Ẑ+Ẑ−Φ
∓
ζj
‖B 6 C1,

j ∈ N, ãäå ÷èñëî C1 > 0 íå çàâèñèò îò j. Íî ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà (ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì j)
ïðîòèâîðå÷àò îöåíêàì (3.8). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå òðåáóåìîãî

÷èñëà r > 0. Äàëåå, äëÿ âñåõ ζ ∈ Ur(ζ0) (òàê êàê ε ∈ (0, 1)) èç (3.6) ñëåäóåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò

íåíóëåâîé �óíêöèè Φ∓
ζ ∈ H∓(ζ) ∩

(
H∓(ζ0)

)⊥
. Ïîýòîìó åñëè N∓(ζ) = N∓(ζ0) äëÿ íåêîòîðîãî

ζ ∈ Ur(ζ0), òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè Φ∓
ζ0

∈ H∓(ζ0) íàéäåòñÿ �óíêöèÿ Φ∓
ζ ∈ H∓(ζ) òàêàÿ, ÷òî

Φ∓
ζ0

= P̂∓(ζ0)Φ
∓
ζ , ïðè ýòîì

‖Φ∓
ζ0
‖B > ‖Φ∓

ζ ‖B − ‖(Î − P̂∓(ζ0))Φ
∓
ζ ‖B > (1− ε)‖Φ∓

ζ ‖B .

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖(Î − P̂∓(ζ))Φ∓
ζ0
‖B 6 ‖Φ∓

ζ0
− Φ∓

ζ ‖B = ‖(Î − P̂∓(ζ0))Φ
∓
ζ ‖B 6 ε ‖Φ∓

ζ ‖B 6 ε(1 − ε)−1‖Φ∓
ζ0
‖B .

Ëåììà 3.6 äîêàçàíà. �

Ñëåäóþùàÿ ëåììà óñèëèâàåò ëåììó 3.5.

Ë å ì ì à 3.7. Äëÿ ëþáîãî ζ0 ∈ C ñóùåñòâóþò ÷èñëî r > 0 è êîíñòàíòà C∓ > 0 òàêèå,

÷òî äëÿ âñåõ ζ ∈ Ur(ζ0), äëÿ êîòîðûõ N∓(ζ) = N∓(ζ0), è âñåõ �óíêöèé Φ ∈ H2
B ∩

(
H∓(ζ)

)⊥
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖Ĥ∓(ζ)Φ‖B > C∓‖Ẑ−Ẑ+Φ‖B.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäóòñÿ ÷èñëà ζj ∈ C \ {ζ0} è �óíêöèè
Φ∓
(j) ∈ H2

B ∩
(
H∓(ζ0)

)⊥
, j ∈ N, äëÿ êîòîðûõ ‖Φ∓

(j)‖B = 1, N∓(ζj) = N∓(ζ0) è ïðè ýòîì ζj → ζ0 è

‖Ĥ∓(ζj)Φ
∓
(j)‖B = ‖(Ẑ−Ẑ+ −B + V + ζjẐ∓)Φ

∓
(j)‖B = o(1) ‖Ẑ−Ẑ+Φ

∓
(j)‖B (3.9)

ïðè j → +∞. Èñïîëüçóÿ ëåììó 3.2, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.5 ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ

íåêîòîðîé êîíñòàíòû C ′ > 0 (íå çàâèñÿùåé îò j) ñïðàâåäëèâû îöåíêè ‖Ẑ−Ẑ+Φ
∓
(j)‖B 6 C ′

,

j ∈ N, è ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ Φ∓ ∈ H2
B òàêàÿ, ÷òî ‖Φ∓‖B = 1 è Φ∓

(j) → Φ∓
, Ẑ∓Φ

∓
(j) → Ẑ∓Φ∓

,

Ẑ−Ẑ+Φ
∓
(j) → Ẑ−Ẑ+Φ

∓
è V Φ∓

(j) → V Φ∓
ïðè j → +∞. Ñëåäîâàòåëüíî, Ĥ∓(ζj)Φ

∓
(j) → Ĥ∓(ζ0)Φ∓

.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (3.9) âûòåêàåò, ÷òî ‖Ĥ∓(ζj)Φ
∓
(j)‖B → 0 ïðè j → +∞. Ïîýòîìó Ĥ∓(ζ0)Φ∓ =

0 è, çíà÷èò, Φ∓ ∈ H∓(ζ0). Òîãäà èç ëåììû 3.6 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε ′ ∈ (0, 1) ïðè âñåõ

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ j > j0(ε
′) ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖(Î − P̂∓(ζj))Φ∓‖B 6 ε ′, îòêóäà

|(Φ∓,Φ∓
(j)

)B | = |(Φ∓, (Î − P̂∓(ζj))Φ
∓
(j)

)B | = |((Î − P̂∓(ζj))Φ∓,Φ∓
(j)

)B | 6 ε ′. (3.10)

Íî |(Φ∓,Φ∓
(j))B | → ‖Φ∓‖2B = 1 ïðè j → +∞, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îöåíêå (3.10), êîòîðàÿ äîëæíà

âûïîëíÿòüñÿ ïðè âñåõ j > j0(ε
′). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó 3.7. �

×àñòíûì ñëó÷àåì ñëåäóþùåé ëåììû ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèå 3.7, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ ïðè äî-

êàçàòåëüñòâå ëåììû 3.8.

Ë å ì ì à 3.8. Ïóñòü ζj ∈ C, Φ∓
(j) ∈ H2

B ∩
(
H∓(ζj)

)⊥
, N∓(ζj) = N∓(ζ0), j ∈ Z+, è ζj → ζ0,

Ĥ∓(ζj)Φ
∓
(j) → Ĥ∓(ζ0)Φ

∓
(0) ïðè j → +∞. Òîãäà òàêæå Φ∓

(j) → Φ∓
(0), Ẑ∓Φ

∓
(j) → Ẑ∓Φ

∓
(0),

Ẑ−Ẑ+Φ
∓
(j) → Ẑ−Ẑ+Φ

∓
(0) è V Φ∓

(j) → V Φ∓
(0) ïðè j → +∞.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.7 ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ñëó÷àåì, êîãäà

ζj ∈ C\{ζ0}, j ∈ N. Èç ëåììû 3.7 ñëåäóåò, ÷òî

‖Ẑ−Ẑ+Φ
∓
(j)‖B 6 C ′

∓ , j ∈ Z+, (3.11)

ãäå êîíñòàíòà C ′
∓ > 0 íå çàâèñèò îò j. Ïîýòîìó (ñì. (3.5)) ìíîæåñòâà {Φ∓

(j) : j ∈ Z+}
è {Ẑ∓Φ

∓
(j) : j ∈ Z+} îãðàíè÷åíû è, áîëåå òîãî, ïðåäêîìïàêòíû â HB . Òàê êàê

Ĥ∓(ζ0)
(
Φ∓
(0)

− (Î − P̂∓(ζ0))Φ
∓
(j)

)
= Ĥ∓(ζ0)

(
Φ∓
(0)

−Φ∓
(j)

)
=

=
(
Ĥ∓(ζ0)Φ

∓
(0) − Ĥ∓(ζj)Φ

∓
(j)

)
+ (ζj − ζ0)Ẑ∓Φ

∓
(j)

è ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ â HB ê íóëåâîé �óíêöèè ïðè j → +∞, òî

èç ñëåäñòâèÿ 3.7, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî (Î − P̂∓(ζ0))Φ
∓
(j)

→ Φ∓
(0)

ïðè j → +∞. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖Φ∓
(j)‖B 6 ‖(Î − P̂∓(ζ0))Φ

∓
(j)‖B + ‖(Î − P̂∓(ζj))P̂

∓(ζ0)Φ
∓
(j)‖B , j ∈ N,

è ïðè ýòîì (â ñèëó ëåììû (3.6)) ‖(Î − P̂∓(ζj))P̂∓(ζ0)Φ
∓
(j)‖B → 0. Ïîýòîìó ‖P̂∓(ζ0)Φ

∓
(j)‖B → 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, Φ∓
(j) → Φ∓

(0) ïðè j → +∞. Òîãäà òàêæå Ẑ∓Φ
∓
(j) → Ẑ∓Φ

∓
(0). Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè Ẑ∓Φ
∓
(jν)

, ν ∈ N, � êàêàÿ-ëèáî ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (à òàêèå ïîäïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ñóùåñòâóþò â ñèëó ïðåäêîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà {Ẑ∓Φ
∓
(j) : j ∈ Z+}), òî èç çàì-

êíóòîñòè îïåðàòîðà Ẑ∓ ñëåäóåò, ÷òî åå ïðåäåë ñîâïàäàåò ñ Ẑ∓Φ
∓
(0); à òàê êàê ýòî ñïðàâåäëèâî

äëÿ âñåõ ñõîäÿùèõñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (è ìíîæåñòâî {Ẑ∓Φ
∓
(j) : j ∈ Z+} ïðåäêîìïàêò-

íî), òî Ẑ∓Φ
∓
(j) → Ẑ∓Φ

∓
(0). Òåïåðü èç (3.1) è (3.11) ñëåäóåò, ÷òî V Φ∓

(j) → V Φ∓
(0); à òàê êàê

Ĥ∓(ζj)Φ
∓
(j) → Ĥ∓(ζ0)Φ

∓
(0), òî òàêæå Ẑ−Ẑ+Φ

∓
(j) → Ẑ−Ẑ+Φ

∓
(0) ïðè j → +∞. Ëåììà 3.8 äîêàçà-

íà. �

Îáîçíà÷èì H±
.
=

⋃
ζ ∈C

H±(ζ). Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî H⊥
± =

⋂
ζ ∈C

Im Ĥ∓(ζ).

Ë å ì ì à 3.9. Ïóñòü ζ0 ∈ C, ζj ∈ C \ {ζ0}, N∓(ζj) = N∓(ζ0) äëÿ âñåõ j ∈ N è ζj → ζ0 ïðè

j → +∞. Òîãäà äëÿ ëþáîé �óíêöèè Φ ∈ H⊥
± ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ χ ∈ H2

B ∩
(
H∓(ζ0)

)⊥
òàêàÿ,

÷òî Ĥ∓(ζ0)χ = Φ, è äëÿ íåå Ẑ∓χ ∈ H⊥
±.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê Φ ∈ Im Ĥ∓(ζ) äëÿ âñåõ ζ ∈ C, òî íàéäóòñÿ �óíêöèè

χj ∈ H2
B ∩

(
H∓(ζj)

)⊥
, äëÿ êîòîðûõ Ĥ∓(ζj)χj = (Ẑ+Ẑ− + B + V + ζjẐ∓)χj = Φ, j ∈ N. Ïî-

ëîæèì χ
.
= χ0. Äëÿ âñåõ ζ ∈ C è Φ±

ζ
∈ H±(ζ)

0 = (Φ±
ζ
,Φ)B = (Φ±

ζ
, Ĥ∓(ζ)χj)B + (ζj − ζ)(Φ±

ζ
, Ẑ∓χj)B = (ζj − ζ)(Φ±

ζ
, Ẑ∓χj)B

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ j (ïðè ζj 6= ζ)

(Φ±
ζ
, Ẑ∓χj)B = 0. (3.12)

Èç ëåììû 3.8 ñëåäóåò, ÷òî Ẑ∓χj → Ẑ∓χ ïðè j → +∞, ïîýòîìó èç (3.12) òàêæå ïîëó÷àåì, ÷òî

(Φ±
ζ
, Ẑ∓χ)B = 0 (äëÿ âñåõ ζ ∈ C è âñåõ Φ±

ζ
∈ H±(ζ)). �

Òå î ð å ì à 3.1. Ïóñòü ζ0 ∈ C, ζj ∈ C \ {ζ0}, N∓(ζj) = N∓(ζ0), j ∈ N, è ζj → ζ0 ïðè j → +∞.

Òîãäà äëÿ ëþáîé �óíêöèè Φ∓
ζ0

∈ H±(ζ0) ñóùåñòâóþò �óíêöèè χ
∓, (j)
ζ0

∈ H2
B ∩

(
H∓(ζ0)

)⊥
, äëÿ

êîòîðûõ

‖Ẑ∓χ
∓, (j)
ζ0

‖B 6 (
√
2B C∓)

−j ‖Ẑ∓Φ
∓
ζ0
‖B , (3.13)
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‖χ∓, (j)
ζ0

‖B 6 (2B)−
1
2 (
√
2B C∓)−j ‖Ẑ∓Φ

∓
ζ0
‖B , (3.14)

ãäå C∓ = C∓(ζ0) > 0 � êîíñòàíòà èç ëåììû (3.5), è, îáîçíà÷àÿ χ
∓, (0)
ζ0

.
= Φ∓

ζ0
,

Ĥ∓(ζ0)χ
∓, (j)
ζ0

= −Ẑ∓χ
∓, (j−1)
ζ0

, j ∈ N.

Ïðè ýòîì ðÿä

Φ∓
ζ, ζ0

= Φ∓
ζ0

+
+∞∑

j=1

(ζ − ζ0)
jχ

∓, (j)
ζ0

(3.15)

ñõîäèòñÿ â HB àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïðè ζ ∈ UC ′
∓
(ζ0) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà C ′

∓ ∈ (0,
√
2B C∓)

è îïðåäåëÿåò àíàëèòè÷åñêóþ �óíêöèþ

U√
2BC∓

(ζ0) ∋ ζ 7→ Φ∓
ζ, ζ0

∈ HB ,

äëÿ êîòîðîé Φ∓
ζ, ζ0

∈ H∓(ζ) è Φ∓
ζ, ζ0

− Φ∓
ζ0

∈
(
H∓(ζ0)

)⊥
, ζ ∈ U√

2BC∓
(ζ0).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ëåìì 3.1 è 3.6 ñëåäóåò, ÷òî (Φ±
ζ
, Ẑ∓Φ

∓
ζ0
)B = 0 äëÿ âñåõ ζ ∈ C

è Φ±
ζ

∈ H±(ζ), ïîýòîìó Ẑ∓Φ
∓
ζ0

∈ H⊥
±. Îáîçíà÷èâ χ

∓, (0)
ζ0

.
= Φ∓

ζ0
, ñ ïîìîùüþ ëåììû 3.9 ïî-

ñëåäîâàòåëüíî ïðè j = 1, 2, . . . îïðåäåëèì �óíêöèè χ
∓, (j)
ζ0

∈ H2
B ∩

(
H∓(ζ0)

)⊥
, äëÿ êîòîðûõ

Ĥ∓(ζ0)χ
∓, (j)
ζ0

= −Ẑ∓χ
∓, (j−1)
ζ0

è Ẑ∓χ
∓, (j)
ζ0

∈ H⊥
±. Òàê êàê χ

∓, (j)
ζ0

∈
(
H∓(ζ0)

)⊥
, òî èç ëåììû 3.5

âûòåêàþò íåðàâåíñòâà

‖Ẑ∓χ
∓, (j−1)
ζ0

‖B = ‖Ĥ∓(ζ0)χ
∓, (j)
ζ0

‖B > C∓‖Ẑ−Ẑ+χ
∓, (j)
ζ0

‖B , j ∈ N. (3.16)

Èñïîëüçóÿ (3.5), èç (3.16) ïîëó÷àåì

‖Ẑ∓χ
∓, (j−1)
ζ0

‖B >
√
2B C∓‖Ẑ∓χ

∓, (j)
ζ0

‖B , j ∈ N,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû îöåíêè (3.13). Èç (3.5), (3.13) è (3.16) òàêæå ñëåäóþò îöåí-

êè (3.14):

‖χ∓, (j)
ζ0

‖B 6 (2B)−1 ‖Ẑ−Ẑ+χ
∓, (j)
ζ0

‖B 6 (2BC∓)
−1 ‖Ẑ∓χ

∓, (j−1)
ζ0

‖B 6

6 (2B)−
1
2 (
√
2B C∓)

−j ‖Ẑ∓Φ
∓
ζ0
‖B , j ∈ N.

Ïðè âñåõ N ∈ N îïðåäåëèì �óíêöèè

U√
2B C∓

(ζ0) ∋ ζ 7→ Φ
∓, {N}
ζ, ζ0

.
= Φ∓

ζ0
+

N∑

j=1

(ζ − ζ0)
jχ

∓, (j)
ζ0

,

è ïóñòü Φ
∓,{0}
ζ,ζ0

= Φ∓
ζ0
äëÿ âñåõ ζ ∈ U√

2BC∓
(ζ0). Èç (3.14) ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèè U√

2BC∓
(ζ0) ∋ ζ 7→

7→ Φ
∓, {N}
ζ, ζ0

∈ HB ñõîäÿòñÿ ïðè N → +∞ ê �óíêöèè U√
2BC∓

(ζ0) ∋ ζ 7→ Φ∓
ζ, ζ0

, ïðè ýòîì ðÿä (3.15)

ñõîäèòñÿ â HB àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïðè ζ ∈ UC ′
∓
(ζ0) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà C ′

∓ ∈ (0,
√
2BC∓).

Ïîýòîìó �óíêöèÿ U√
2B C∓

(ζ0) ∋ ζ 7→ Φ∓
ζ, ζ0

∈ HB ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé. Äëÿ âñåõ N ∈ N

Ĥ∓(ζ0)Φ
∓, {N}
ζ, ζ0

= −(ζ − ζ0) Ẑ∓Φ
∓, {N−1}
ζ, ζ0

,

îòêóäà

Ĥ∓(ζ)Φ
∓, {N}
ζ, ζ0

= (ζ − ζ0) Ẑ∓Φ
∓, {N}
ζ, ζ0

− (ζ − ζ0) Ẑ∓Φ
∓,{N−1}
ζ, ζ0

= (ζ − ζ0)
N+1 Ẑ∓χ

∓, {N}
ζ0

.

Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. (3.13)), ïðè âñåõ N ∈ Z+

‖Ĥ∓(ζ)Φ
∓, {N}
ζ, ζ0

‖B 6 |ζ − ζ0|N+1 (
√
2B C∓)

−N ‖Ẑ∓Φ
∓
ζ0
‖B .
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Ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî ‖Ĥ∓(ζ)Φ
∓, {N}
ζ, ζ0

‖B → 0 ïðè N → +∞. Òîãäà èç çàìêíó-

òîñòè îïåðàòîðà Ĥ∓(ζ) ïîëó÷àåì, ÷òî Φ∓
ζ, ζ0

∈ H∓(ζ) (äëÿ âñåõ ζ ∈ U√
2BC∓

(ζ0)). Óñëîâèå

Φ∓
ζ, ζ0

−Φ∓
ζ0

∈
(
H∓(ζ0)

)⊥
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì âûáîðà �óíêöèé χ

∓, (j)
ζ0

∈ H2
B ∩

(
H∓(ζ0)

)⊥
, j ∈ N.

Òåîðåìà 3.1 äîêàçàíà. �

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.8. Åñëè ζ0 ∈ C, ζj ∈ C \ {ζ0}, N∓(ζj) = N∓(ζ0), j ∈ N, è ζj → ζ0 ïðè

j → +∞, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî r > 0 òàêîå, ÷òî Ñ∓(ζ) = N∓(ζ) = Ñ∓(ζ0) = N∓(ζ0) äëÿ âñåõ
ζ ∈ Ur(ζ0).

Îáîçíà÷èì M∓(N) = {ζ ∈ C : N∓(ζ) = N}, N ∈ N.

Ë å ì ì à 3.10. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî N∓ ∈ N òàêîå, ÷òî

(1) M∓
.
= M∓(N∓) � îòêðûòîå ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî (îáëàñòü) â C,

(2) M∓(N) = ∅ ïðè N < N∓ ,
(3) ïðè N > N∓ ìíîæåñòâî M∓(N) ëèáî êîíå÷íîå (èëè ïóñòîå), ëèáî ñ÷åòíîå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì M
(a)
∓ (N) = M∓(N) ∩ Ua(0), ãäå a > 0, N ∈ N. Äëÿ

êàæäîãî a > 0 ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N ìíîæåñòâî M
(a)
∓ (N) ïóñòîå (ñì. ñëåäñòâèå 3.6).

Ïóñòü (ïðè çàäàííîì a > 0) N (a)
∓ � íàèáîëüøåå ÷èñëî N ∈ N, äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî M

(a)
∓ (N)

íåñ÷åòíîå. Òàê êàê, âîçìîæíî, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ÷èñåë èç

M
(a)
∓ (N (a)

∓ ), êàæäîå îñòàâøååñÿ ÷èñëî ìíîæåñòâà M
(a)
∓ (N (a)

∓ ) ÿâëÿåòñÿ äëÿ íåãî ïðåäåëüíûì,

òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà ζ0 ∈ Ua(0) è ζj ∈ Ua(0)\{ζ0}, j ∈ N, òàêèå, ÷òî N∓(ζj) = N∓(ζ0) = N (a)
∓

è ζj → ζ0 ïðè j → +∞. Òîãäà èç ñëåäñòâèÿ 3.8 ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî r > 0 òàêîå, ÷òî

Ur(ζ0) ⊆ Ua(0) è äëÿ âñåõ ζ ∈ Ur(ζ0) òàêæå N∓(ζ) = N (a)
∓ . Ïîêàæåì, ÷òî M

(a)
∓ (N) = ∅ ïðè âñåõ

N < N (a)
∓ . Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî ζ̃0 ∈ Ua(0), äëÿ êîòîðîãî

N∓(ζ̃0) < N (a)
∓ . Èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà N (a)

∓ ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî ζ ′
0 ∈ Ur(ζ0) òàêîå,

÷òî N∓(ζ(t)) 6 N (a)
∓ äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1], ãäå ζ(t)

.
= (1− t)ζ ′

0 + tζ̃0. Ïóñòü

t0 = inf {t ∈ [0, 1] : N∓(ζ(t)) < N (a)
∓ }.

Òàê êàê ζ ′
0 ∈ Ur(ζ0), òî t0 ∈ (0, 1]. Åñëè N∓(ζ(t0)) = N (a)

∓ , òî N∓(ζ(t)) = N (a)
∓ äëÿ âñåõ t ∈ [0, t0]

è, ñëåäîâàòåëüíî (ñì. ñëåäñòâèå 3.8), ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε > 0 òàêîå, ÷òî N∓(ζ(t)) = N (a)
∓ äëÿ

âñåõ t ∈ [t0, t0+ε], ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ÷èñëà t0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè N∓(ζ(t0)) < N (a)
∓ ,

òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε > 0 (ñì. ñëåäñòâèå 3.5) òàêîå, ÷òî N∓(ζ(t)) < N (a)
∓ äëÿ âñåõ t ∈ [t0 − ε, t0],

÷òî òàêæå ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ÷èñëà t0. Ïîýòîìó íåò ÷èñåë ζ̃0 ∈ Ua(0), äëÿ êîòîðûõ

N∓(ζ̃0) < N (a)
∓ è, ñëåäîâàòåëüíî, N∓(ζ) > N (a)

∓ äëÿ âñåõ ζ ∈ Ua(0). Åñëè b > a, òî èç îïðåäåëåíèÿ

÷èñåë N (a)
∓ è N (b)

∓ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî N (a)
∓ 6 N (b)

∓ . Íî òîãäà (êàê äîêàçàíî âûøå) N∓(ζ) > N (b)
∓

äëÿ âñåõ ζ ∈ Ub(0). Ïîýòîìó N (a)
∓ > N (b)

∓ è, ñëåäîâàòåëüíî, N (a)
∓ = N (b)

∓ . Ïóñòü N∓
.
= N (a)

∓ äëÿ

íåêîòîðîãî (è, çíà÷èò, äëÿ âñåõ) a > 0. Òîãäà N∓(ζ) > N∓ äëÿ âñåõ ζ ∈ C è, êðîìå òîãî,

ïðè N > N∓ ìíîæåñòâà M∓(N) =
⋃

m∈,N
M

(m)
∓ (N) ëèáî êîíå÷íûå (èëè ïóñòûå), ëèáî ñ÷åòíûå.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî M∓ îòêðûòî (åãî ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî

åãî äîïîëíåíèå (â C) íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî). Åñëè ζ0 ∈ M∓(N∓), òî N∓(ζ) > N∓ = N∓(ζ0) äëÿ
âñåõ ζ ∈ C. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ñëåäñòâèÿ 3.5 ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî r > 0 òàêîå,

÷òî N∓(ζ) 6 N∓(ζ0) äëÿ âñåõ ζ ∈ Ur(ζ0). Ñëåäîâàòåëüíî, Ur(ζ0) ⊆ M∓(N∓), ÷òî è äîêàçûâàåò

îòêðûòîñòü ìíîæåñòâà M∓. �

Èç òåîðåìû 3.1 è ëåììû 3.10 âûòåêàåò

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.9. Äëÿ âñåõ ζ ∈ M∓ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Ñ∓(ζ) = N∓(ζ) (è, ñëåäîâà-
òåëüíî, H∓(ζ) = H̃∓(ζ)).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç R∓(ζ), ζ ∈ C, ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî îïåðàòîðà Ĥ∓(ζ), òî åñòü òàêîå

ìíîæåñòâî ÷èñåë λ ∈ C, äëÿ êîòîðûõ ðåçîëüâåíòà (Ĥ∓(ζ) − λÎ )−1
ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì

îïåðàòîðîì, îïðåäåëåííûì íà âñåì ïðîñòðàíñòâå HB . Òàê êàê ðåçîëüâåíòà � êîìïàêòíûé îïå-

ðàòîð (÷òî ñëåäóåò èç (3.1)), òî îïåðàòîðû Ĥ∓(ζ), ζ ∈ C, èìåþò äèñêðåòíûé ñïåêòð, ñîñòîÿùèé

èç êàê-òî ïåðåíóìåðîâàííûõ (âîîáùå ãîâîðÿ, íåçàâèñèìî äëÿ ðàçíûõ ζ) ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
λ∓ν (ζ) ∈ C, ν ∈ N, ñ ó÷åòîì èõ (ãåîìåòðè÷åñêîé ) êðàòíîñòè (è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ∓ν (ζ) = 0
äëÿ âñåõ ν = 1, . . . ,N∓ è ζ ∈ C). �åçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî R∓(ζ) ñîâïàäàåò ñ äîïîëíåíèåì â C

ìíîæåñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ∓ν (ζ), ν ∈ N, îïåðàòîðà Ĥ∓(ζ).
Åñëè λ∓ ∈ R∓(ζ), ζ ∈ C (â ýòîì ñëó÷àå λ∓ 6= 0), è −(λ∓)−1

� ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ðå-

çîëüâåíòû (Ĥ∓(ζ)− λ∓Î )−1
, òî èç òåîðåìû Ôðåäãîëüìà ñëåäóåò, ÷òî λ∓ ∈ R±(ζ) è −(λ∓)−1

�

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ðåçîëüâåíòû (Ĥ±(ζ)−λ∓Î )−1
, ïðè ýòîì (ãåîìåòðè÷åñêèå) êðàòíîñòè ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé ñîâïàäàþò (è ðåçîëüâåíòà (Ĥ±(ζ)− λ∓Î )−1
ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì îïåðà-

òîðîì ê ðåçîëüâåíòå (Ĥ∓(ζ) − λ∓Î )−1
). Ïîýòîìó N+(ζ) = N−(ζ) äëÿ âñåõ ζ ∈ C è (ñì. òàêæå

ëåììó 3.10) ñïðàâåäëèâà

Ë å ì ì à 3.11. M± = {ζ : ζ ∈ M∓} è N+ = N− .

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî N = N− = N+ è ìíîæåñòâà M∓ = M∓(N )
âûáèðàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 3.10.

Ïóñòü ζ0 ∈ C \M∓ è γ � ïðîñòîé ãëàäêèé çàìêíóòûé êîíòóð â C (îðèåíòèðîâàííûé ïðîòèâ

÷àñîâîé ñòðåëêè), ëåæàùèé â ðåçîëüâåíòíîì ìíîæåñòâå R∓(ζ0) è îõâàòûâàþùèé åäèíñòâåííîå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ = 0 (λ∓1 (ζ0) = . . . = λ∓N (ζ0) = 0) îïåðàòîðà Ĥ∓(ζ0). Òàê êàê ðåçîëü-

âåíòà (Ĥ∓(ζ) − λÎ )−1
, λ ∈ γ, íåïðåðûâíî (â îïåðàòîðíîé íîðìå) çàâèñèò îò ζ èç íåêîòîðîé

äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ÷èñëà ζ0 è íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðàâíîìåðíà ïî âñåì λ ∈ γ,
òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî r > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ ζ ∈ Ur(ζ0) èìååò ìåñòî âëîæåíèå γ ⊂ R∓(ζ),
è òîãäà äëÿ ÷èñåë ζ ∈ Ur(ζ0) îïðåäåëåí ïðîåêòîð �èññà:

P̂∓
ζ, ζ0

= − 1

2πi

∮

γ
(Ĥ∓(ζ)− λÎ )−1 dλ.

Îáëàñòü çíà÷åíèé R(P̂∓
ζ, ζ0

) ïðîåêòîðà P̂∓
ζ, ζ0

� êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñîá-

ñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ �óíêöèé îïåðàòîðà Ĥ∓(ζ), îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíè-

ÿì λ∓ν (ζ), íàõîäÿùèìñÿ âíóòðè êîíòóðà γ. Ïóñòü M∓ = M∓(ζ0) � ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàí-

ñòâà R(P̂∓
ζ, ζ0

) ⊂ HB (íå çàâèñÿùàÿ îò ζ ∈ Ur(ζ0) è ðàâíàÿ àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè ñîáñòâåí-

íîãî çíà÷åíèÿ λ = 0 îïåðàòîðà Ĥ∓(ζ0)); M∓(ζ0) > N∓(ζ0) > N . Âûáåðåì íåêîòîðûé îðòîíîð-

ìèðîâàííûé áàçèñ Ψ̃∓
µ , µ = 1, . . . ,M∓

, â R(P̂∓
ζ0, ζ0

). Äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, 1) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì

r = r(ε) > 0 �óíêöèè Ψ̃∓
µ (ζ)

.
= P̂∓

ζ, ζ0
Ψ̃∓

µ , µ = 1, . . . ,M∓
, ζ ∈ Ur(ζ0), îáðàçóþò íåêîòîðûé áàçèñ

â R(P̂∓
ζ, ζ0

), è ïðè ýòîì ∣∣∣ 1 − det
(
(Ψ̃∓

µ1
, Ψ̃∓

µ (ζ))B
)M∓

µ1, µ=1

∣∣∣ 6 ε, (3.17)

ãäå

(
(Ψ̃∓

µ1
, Ψ̃∓

µ (ζ))B
)M∓

µ1, µ=1
� (M∓ ×M∓)-ìàòðèöà, íà ïåðåñå÷åíèè µ1-é ñòðîêè è µ-ãî ñòîëáöà

êîòîðîé ñòîèò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (Ψ̃∓
µ1
, Ψ̃∓

µ (ζ))B . Ïóñòü r = r(1/2) è P̂∓
ζ0

� îðòîãîíàëüíûé

ïðîåêòîð (â HB) íà ïîäïðîñòðàíñòâî R(P̂∓
ζ0, ζ0

). Îòîáðàæåíèå

Ur(ζ0) ∋ ζ 7→ Q̂∓
ζ, ζ0

.
= P̂∓

ζ0
Ĥ∓(ζ) P̂∓

ζ, ζ0

ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé îïåðàòîðíîçíà÷íîé �óíêöèåé, äëÿ êîòîðîé (â ñèëó (3.17) ïðè ε = 1
2 )

R(Q̂∓
ζ, ζ0

) = R(P̂∓
ζ0, ζ0

) ïðè âñåõ ζ ∈ Ur(ζ0). Àíàëèòè÷åñêèìè �óíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå ìàò-

ðè÷íûå ýëåìåíòû:

Ur(ζ0) ∋ ζ 7→ d∓µ1µ(ζ, ζ0)
.
= (Ψ̃∓

µ1
, Q̂∓

ζ, ζ0
Ψ̃∓

µ )B ∈ C, µ1, µ = 1, . . . ,M∓.
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Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (3.17) ïðè ε = 1
2 , äëÿ âñåõ ζ ∈ Ur(ζ0), r = r(1/2), ïîëó÷àåì, ÷òî âêëþ÷åíèå

Ψ̃∓(ζ) =
M∓∑

µ=1

c∓µ (ζ) Ψ̃
∓
µ (ζ) ∈ H∓(ζ), (3.18)

ãäå c∓µ (ζ) ∈ C, âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

M∓∑

µ=1

d∓µ1µ(ζ, ζ0) c
∓
µ (ζ) =

(
Ψ̃∓

µ1
, Q̂∓

ζ, ζ0

M∓∑

µ=1

c∓µ (ζ)Ψ̃
∓
µ

)
B

= 0, µ1 = 1, . . . ,M∓. (3.19)

Ìàòðèöà

(
d∓µ1µ(ζ, ζ0)

)M∓

µ1, µ=1
ïðè âñåõ ζ ∈ Ur(ζ0) ∩ M∓ èìååò ðàíã M∓ −N ∈ N.

Ñïðàâåäëèâà ïðîñòàÿ

Ë å ì ì à 3.12. Ïóñòü Ur(0) ∋ z 7→ D(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ (M × M)-ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ
�óíêöèÿ (ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè Dµ1µ(z) ∈ C), r > 0, M ∈ N. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî

(äîñòàòî÷íî ìàëîãî) ÷èñëà r0 ∈ (0, r] âñå ìàòðèöû D(z), z ∈ Ur0(0) \ {0}, èìåþò îäèíàêîâûé

ðàíã M ′
. Áîëåå òîãî, ïðè M ′ < M ñóùåñòâóþò àíàëèòè÷åñêèå âåêòîð-�óíêöèè

Ur0(0) ∋ z 7→ C(l)(z) = (C
(l)
1 (z), . . . , C

(l)
M (z)) ∈ CM , l = 1, . . . ,M −M ′,

òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ z ∈ Ur0(0) \ {0} âåêòîðû C(l)(z), l = 1, . . . ,M −M ′
, ëèíåéíî íåçàâèñèìû

â CM
è äëÿ âñåõ z ∈ Ur0(0) è âñåõ l = 1, . . . ,M −M ′

M∑

µ=1

Dµ1µ(z)C
(l)
µ = 0, µ1 = 1, . . . ,M.

Òàê êàê (ïðè ζ ∈ Ur(ζ0) è r = r(1/2)) �óíêöèè Φ ∈ HB ïðèíàäëåæàò H∓(ζ) òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà îíè ïðåäñòàâèìû â âèäå (3.18) è äëÿ êîý��èöèåíòîâ c∓µ (ζ), µ = 1, . . . ,M∓
,

âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (3.19), òî èç ëåììû 3.12 ñëåäóåò, ÷òî N∓(ζ) � îäíî è òî æå ÷èñ-

ëî äëÿ âñåõ ζ ∈ Ur0(ζ0) \ {ζ0} (ïðè âûáîðå íåêîòîðîãî r0 ∈ (0, r]). Íî (ñì. ëåììó 3.10)

Ur0(ζ0) ∩ M∓ 6= ∅ (äëÿ âñåõ r0 > 0). Ïîýòîìó N∓(ζ) = N∓ = N äëÿ âñåõ ζ ∈ Ur0(ζ0) \ {ζ0}
è, çíà÷èò, Ur0(ζ0) \ {ζ0} ⊂ M∓. Òàê êàê ÷èñëî ζ0 ∈ C \M∓ âûáèðàåòñÿ ëþáûì, òî èç ïîëó÷åí-

íîãî óòâåðæäåíèÿ è ëåììû 3.10 âûòåêàåò

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.10. C \M∓ � äèñêðåòíîå (èëè ïóñòîå) ìíîæåñòâî (áåç êîíå÷íûõ ïðå-

äåëüíûõ òî÷åê).

Ñëåäñòâèå 3.10 äîïîëíÿåò ëåììó 3.10.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.11. Äëÿ ëþáîãî ζ0 ∈ C \M∓ ñóùåñòâóþò ÷èñëî r0 > 0 (äëÿ êîòîðîãî

Ur0 \ {ζ0} ⊂ M∓) è àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè

Ur0(ζ0) ∋ ζ 7→ Φ
∓, (l)
ζ ∈ H∓(ζ), l = 1, . . . ,N ,

òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ ζ ∈ Ur0(ζ0) \ {ζ0} �óíêöèè Φ
∓, (l)
ζ îáðàçóþò áàçèñ â H∓(ζ).

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Ñëåäñòâèå 3.11 ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ ζ0 ∈ C. Íî â ñëó÷àå ζ0 ∈ M∓ áîëåå ñèëüíûì

óòâåðæäåíèåì ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 3.1.

Äëÿ âñåõ ζ ∈ M∓ âûáåðåì â H∓(ζ) êàêèå-ëèáî îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû �óíêöèé E
∓, (l)
ζ ,

l = 1, . . . ,N . Äëÿ ζ, ζ ′ ∈ M∓ îáîçíà÷èì

∆∓
ζ, ζ ′ =

∣∣∣ det
(
(E

∓, (l)
ζ , E

∓, (l ′)
ζ ′ )B

)N
l,l ′=1

∣∣∣ .

Ïðè ýòîì ∆∓
ζ, ζ ′ íå çàâèñèò îò âûáîðà îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñîâ â H∓(ζ) è H∓(ζ ′), �óíêöèÿ

M∓ ×M∓ ∋ (ζ, ζ ′) 7→ ∆∓
ζ, ζ ′ íåïðåðûâíà, ∆

∓
ζ, ζ ′ = ∆∓

ζ ′, ζ ∈ [0, 1] äëÿ âñåõ ζ, ζ ′ ∈ M∓ è ∆∓
ζ, ζ = 1
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äëÿ âñåõ ζ ∈ M∓ . �àâåíñòâî ∆∓
ζ, ζ ′ = 0 âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò

íåíóëåâàÿ �óíêöèÿ Φ∓
ζ ∈ H∓(ζ) ∩

(
H∓(ζ ′)

)⊥
.

Äëÿ ÷èñåë ζ ′ ∈ M∓ îáîçíà÷èì

M∓(ζ
′)

.
= {ζ ∈ M∓ : ∆∓

ζ, ζ ′ = 0}.

Ë å ì ì à 3.13. Ìíîæåñòâà M∓(ζ ′), ζ ′ ∈ M∓ , íå èìåþò ïðåäåëüíûõ òî÷åê â M∓.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ζ1 ∈ M∓ � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà êàêîãî-

ëèáî ìíîæåñòâà M∓(ζ ′), ζ ′ ∈ M∓. Âûáåðåì íåêîòîðûå îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû E
∓, (l1)
ζ1

è E
∓, (l ′)
ζ ′ , l1, l

′ = 1, . . . ,N , â ïîäïðîñòðàíñòâàõ H∓(ζ1) è H∓(ζ ′) ñîîòâåòñòâåííî. Èç òåîðå-

ìû 3.1 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà r > 0 òàêîãî, ÷òî Ur(ζ1) ⊂ M∓, è àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé
Ur(ζ1) ∋ ζ 7→ Φ

∓, (l1)
ζ ∈ H∓(ζ) ⊂ HB , äëÿ êîòîðûõ Φ

∓, (l1)
ζ1

= E
∓, (l1)
ζ1

, l1 = 1, . . . ,N , è ïðè ýòîì

Φ
∓, (l1)
ζ − E

∓, (l1)
ζ1

∈
(
H∓(ζ1)

)⊥
äëÿ âñåõ ζ ∈ Ur(ζ1) (è l1 = 1, . . . ,N ). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ

ζ ∈ Ur(ζ1) �óíêöèè Φ
∓, (l1)
ζ , l1 = 1, . . . ,N , îáðàçóþò íåêîòîðûé áàçèñ â H∓(ζ). Ôóíêöèè

Ur(ζ1) ∋ ζ 7→ F ∓
ζ ′ (ζ)

.
= det

(
(E

∓, (l ′)
ζ ′ , Φ

∓, (l1)
ζ )B

)N
l ′, l1 =1

∈ C

ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè, è èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë ∆∓
ζ, ζ ′ ïîëó÷àåì, ÷òî ∆

∓
ζ, ζ ′ = ∆∓

ζ ′, ζ = 0 òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà F ∓
ζ ′ (ζ) = 0, ζ ∈ Ur(ζ1). Òàê êàê ζ1 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà M∓(ζ ′),

òî F ∓
ζ ′ (ζ) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ∆∓

ζ, ζ ′ = 0 äëÿ âñåõ ζ ∈ Ur(ζ1). Ïîýòîìó ìíîæåñòâî M∓ âìåñòå

ñ êàæäîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé ζ1 ìíîæåñòâà M∓(ζ ′) äîëæíî ñîäåðæàòü íåêîòîðûé îòêðûòûé

êðóã Ur(ζ1) ⊆ M∓(ζ ′), r > 0. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî M∓ = M∓(ζ ′) è, â ÷àñòíîñòè, ζ ′ ∈ M∓(ζ ′).
Íî ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó ∆∓

ζ ′, ζ ′ = 1. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêà-
çûâàåò ëåììó 3.13.

Ë å ì ì à 3.14. Äëÿ ëþáîãî ζ ′ ∈ M∓ òî÷êè ζ0 ∈ C \M∓ íå ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè

ìíîæåñòâà M∓(ζ ′).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü E
∓, (l ′)
ζ ′ , l ′ = 1, . . . ,N , � íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áà-

çèñ â ïîäïðîñòðàíñòâå H∓(ζ ′), ζ ′ ∈ M∓. Äëÿ ëþáîé òî÷êè ζ0 ∈ C \M∓ â ñîîòâåòñòâèè ñî

ñëåäñòâèåì 3.11 ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî r0 = r0(ζ0) > 0, äëÿ êîòîðîãî Ur0(ζ0) \ {ζ0} ⊂ M∓,
è àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè Ur0(ζ0) ∋ ζ 7→ Φ

∓, (l)
ζ ∈ H∓(ζ), l = 1, . . . ,N , òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ

ζ ∈ Ur0(ζ0) \ {ζ0} �óíêöèè Φ
∓, (l)
ζ îáðàçóþò áàçèñ â H∓(ζ). Äëÿ âñåõ ζ ∈ Ur0(ζ0) \ {ζ0} ðàâåíñòâî

∆∓
ζ, ζ ′ (= ∆∓

ζ ′, ζ) = 0 âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F ∓
ζ ′ (ζ) = 0, ãäå

Ur(ζ0) ∋ ζ 7→ F ∓
ζ ′ (ζ)

.
= det

(
(E

∓, (l ′)
ζ ′ , Φ

∓, (l)
ζ )B

)N
l ′, l=1

∈ C

� àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ

2

. Åñëè òî÷êà ζ0 ∈ C \M∓ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà

M∓(ζ ′), òî F ∓
ζ ′ (ζ) = 0 ïðè âñåõ ζ ∈ Ur0(ζ0). Â ýòîì ñëó÷àå Ur0(ζ0) \ {ζ0} ⊆ M∓(ζ ′), ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 3.13. Ïîýòîìó âñå òî÷êè ζ0 ∈ C \M∓ íå ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè

ìíîæåñòâà M∓(ζ ′). Ëåììà 3.14 äîêàçàíà. �

Èç ëåìì 3.13 è 3.14 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.12. Ìíîæåñòâà M∓(ζ ′), ζ ′ ∈ M∓, íå èìåþò (êîíå÷íûõ) ïðåäåëüíûõ òî-
÷åê â C.

Ë å ì ì à 3.15. Ïóñòü ζ ′ ∈ M∓ è ζ ∈ M∓\M∓(ζ ′). Òîãäà äëÿ ëþáîé �óíêöèè χ ∈ HB

íàéäåòñÿ (åäèíñòâåííàÿ) �óíêöèÿ χ ′ ∈
(
H∓(ζ ′)

)⊥
òàêàÿ, ÷òî χ ′ − χ ∈ H∓(ζ). Ïðè ýòîì

‖χ ′‖B 6 (N + 1)(∆∓
ζ, ζ ′)

−1‖χ‖B .
2

Äëÿ ýòîé �óíêöèè, êàê è äëÿ �óíêöèé Φ
∓, (l)
ζ , âûáðàíû òàêèå æå îáîçíà÷åíèÿ, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå

ëåììû 3.13 äëÿ äðóãèõ �óíêöèé. Íî èñïîëüçîâàíèå òàêèõ îáîçíà÷åíèé äåëàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.14 àíà-

ëîãè÷íûì äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.13.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü E
∓, (l)
ζ è E

∓, (l ′)
ζ ′ , l, l ′ = 1, . . . ,N , � íåêîòîðûå îðòîíîðìèðî-

âàííûå áàçèñû â H∓(ζ) è H∓(ζ ′) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà óñëîâèå χ ′ − χ ∈ H∓(ζ) ýêâèâàëåíòíî

âûïîëíåíèþ ðàâåíñòâà χ ′ = χ+
N∑

l=1

c∓l E
∓, (l)
ζ , ãäå c∓l ∈ C, è óñëîâèå χ ′ ∈

(
H∓(ζ ′)

)⊥
îçíà÷àåò,

÷òî äëÿ âñåõ l ′ = 1, . . . ,N
N∑

l=1

c∓l (E
∓, (l ′)
ζ ′ , E

∓, (l)
ζ )B = −(E

∓, (l ′)
ζ ′ , χ)B . (3.20)

Òàê êàê ∆∓
ζ, ζ ′ > 0, òî èç óðàâíåíèé (3.20) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ êîý��èöèåíòû c∓l è, ñëå-

äîâàòåëüíî, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèÿ χ ′
. Ìîäóëè âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé

ýëåìåíòîâ ìàòðèöû

(
(E

∓, (l ′)
ζ ′ , E

∓, (l)
ζ )B

)N
l ′, l=1

íå ïðåâîñõîäÿò 1, ïîýòîìó ìîäóëè âñåõ ýëåìåíòîâ

îáðàòíîé ê íåé ìàòðèöû íå ïðåâîñõîäÿò (∆∓
ζ, ζ ′)−1

, îòêóäà

∥∥∥
N∑

l=1

c∓l E
∓, (l)
ζ

∥∥∥
B

6 N (∆∓
ζ, ζ ′)

−1 ‖P̂∓(ζ ′)χ‖B 6 N (∆∓
ζ, ζ ′)

−1 ‖χ‖B ,

‖χ ′‖B 6 ‖χ‖B +
∥∥∥

N∑

l=1

c∓l E
∓, (l)
ζ

∥∥∥
B

6 (N + 1) (∆∓
ζ, ζ ′)

−1 ‖χ‖B .

Ëåììà 3.15 äîêàçàíà. �

Òå î ð å ì à 3.2. Ïóñòü ζ ′ ∈ M∓. Òîãäà äëÿ ëþáîé �óíêöèè Φ∓
ζ ′ ∈ H∓(ζ ′) ñóùåñòâóåò

àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ M∓ \M∓(ζ ′) ∋ ζ 7→ Φ∓
ζ, ζ ′ ∈ H∓(ζ) ⊂ HB òàêàÿ, ÷òî Φ∓

ζ ′, ζ ′ = Φ∓
ζ ′

è Φ∓
ζ, ζ ′ − Φ∓

ζ ′ ∈
(
H∓(ζ ′)

)⊥
ïðè âñåõ ζ ∈ M∓\M∓(ζ ′).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çà�èêñèðóåì (íåíóëåâóþ) �óíêöèþ Φ∓
ζ ′ ∈ H∓(ζ ′), ζ ′ ∈ M∓, è ïóñòü

ζ0 ∈ M∓ \M∓(ζ ′). Äëÿ êàæäîé �óíêöèè Φ∓
ζ0

∈ H∓(ζ0) â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 3.1 âûáåðåì

�óíêöèè χ
∓, (j)
ζ0

∈ H2
B ∩

(
H∓(ζ0)

)⊥
, j ∈ N, äëÿ êîòîðûõ

Ĥ∓(ζ0)χ
∓, (j)
ζ0

= −Ẑ∓ χ
∓, (j−1)
ζ0

, j ∈ N

(ãäå χ
∓, (0)
ζ0

.
= Φ∓

ζ0
). Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû îöåíêè (3.13) è (3.14), â êîòîðûõ �èãóðèðóåò êîí-

ñòàíòà C∓ = C∓(ζ0) èç ëåììû 3.5

3

. Â äàëüíåéøåì, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, äëÿ êàêèõ �óíêöèé Φ∓
ζ0

îïðåäåëÿþòñÿ �óíêöèè χ
∓, (j)
ζ0

, áóäåò òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèå χ
∓, (j)
ζ0

= χ
∓, (j)
ζ0

{Φ∓
ζ0
},

j ∈ Z+.

Äëÿ âñåõ Φ∓
ζ0

∈ H∓(ζ0)

‖Ẑ∓Φ
∓
ζ0
‖B 6 C̃ ‖Φ∓

ζ0
‖B , (3.21)

ãäå C̃ = C̃(ζ0) > 0. (È èç ñëåäñòâèÿ 3.1 (è (3.5)), â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà

K ⊂ M∓ \M∓(ζ ′) êîíñòàíòó C̃ > 0 ìîæíî âûáðàòü íåçàâèñèìî îò ζ ∈ K.) Èç (3.14) è (3.21)

ïîëó÷àåì

‖χ∓, (j)
ζ0

‖B 6 c̃ c−j
∓ ‖Φ∓

ζ0
‖B , j ∈ N, (3.22)

ãäå c̃ = max {1, (2B)−
1
2 C̃} è c∓ = min {1,

√
2B C∓}. Îáîçíà÷èì Φ

∓, (0)
ζ0

.
= Φ∓

ζ0
(= χ

∓, (0)
ζ0

) è â ñîîò-

âåòñòâèè ñ ëåììîé 3.15 ïîñëåäîâàòåëüíî ïðè j = 1, 2, . . . îïðåäåëèì �óíêöèè Φ
∓, (j)
ζ0

∈ H∓(ζ0)
òàê, ÷òî (ïðè âñåõ j ∈ N)

χ̃
∓, (j)
ζ0

.
=

.
= χ

∓, (j)
ζ0

{Φ∓, (0)
ζ0

} + χ
∓, (j−1)
ζ0

{Φ∓, (1)
ζ0

} + . . . + χ
∓, (1)
ζ0

{Φ∓, (j−1)
ζ0

} + Φ
∓, (j)
ζ0

∈
(
H∓(ζ ′)

)⊥
.
(3.23)

3

Èç ëåììû 3.7 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ M∓ \M∓(ζ
′) íàéäåòñÿ êîíñòàíòà C∓ = C∓[K] > 0,

äëÿ êîòîðîé ïðè âñåõ ζ ∈ K è Φ ∈ H2
B ∩

(
H∓(ζ)

)⊥
èìååò ìåñòî îöåíêà ‖Ĥ∓(ζ)Φ‖B > C∓ ‖Ẑ−Ẑ+Φ‖B (òî åñòü

â óñëîâèÿõ ëåììû 3.5 ìîæíî âûáðàòü îäíó è òó æå êîíñòàíòó C∓ äëÿ âñåõ ζ ∈ K).
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Èç ëåììû 3.15 è (3.22) ñëåäóþò îöåíêè

‖Φ∓, (j)
ζ0

‖B 6 (N + 1) (∆∓
ζ0, ζ ′)

−1 ·
·
(
‖χ∓, (j)

ζ0
{Φ∓, (0)

ζ0
}‖B + ‖χ∓, (j−1)

ζ0
{Φ∓, (1)

ζ0
}‖B + . . . + ‖χ∓, (1)

ζ0
{Φ∓, (j−1)

ζ0
}‖B

)
6

6 c̃ (N + 1) (∆∓
ζ0, ζ ′)

−1
(
c−j
∓ ‖Φ∓, (0)

ζ0
‖B + c−j+1

∓ ‖Φ∓, (1)
ζ0

‖B + . . . + c−1
∓ ‖Φ∓, (j−1)

ζ0
‖B

)
, j ∈ N.

(3.24)

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòîé ëåììîé.

Ë å ì ì à 3.16. Ïóñòü a > 1, c > 0 è äëÿ ÷èñåë xj > 0, j ∈ Z+, âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

x1 6
a

c
x0, x2 6 a

(
x0
c2

+
x1
c

)
, . . . , xj 6 a

(
x0
cj

+ . . .+
xj−1

c

)
, . . . .

Òîãäà xj 6 2 j−1
(
a
c

)j
x0 äëÿ âñåõ j ∈ N.

Èç (3.24) è ëåììû 3.16 âûòåêàþò íåðàâåíñòâà

‖Φ∓, (j)
ζ0

‖B 6 2 j−1
(
c̃ (N + 1) c−1

∓ (∆∓
ζ0, ζ ′)

−1
)j ‖Φ∓

ζ0
‖B , j ∈ N. (3.25)

Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. (3.23)),

‖χ̃∓, (j)
ζ0

‖B 6 c̃ c−j
∓ ‖Φ∓, (0)

ζ0
‖B + c̃ c−j+1

∓ ‖Φ∓, (1)
ζ0

‖B + . . . + c̃ c−1
∓ ‖Φ∓, (j−1)

ζ0
‖B + ‖Φ∓, (j)

ζ0
‖B 6

6 2c̃
(
2(N + 1) c̃ c−1

∓ (∆∓
ζ0, ζ ′)

−1
)j ‖Φ∓

ζ0
‖B , j ∈ N.

Èç ýòèõ îöåíîê, îáîçíà÷èâ r∓0 = r∓0 (ζ
′, ζ0)

.
=

(
2(N + 1) c̃

)−1
c∓∆∓

ζ0, ζ ′ > 0 è âûáðàâ ÷èñëî

r∓ = r∓(ζ ′, ζ0) ∈ (0, r∓0 ] òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü âëîæåíèå Ur∓(ζ0) ⊂ M∓ , ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

ëþáîãî r ∈ (0, r∓) ðÿä

Φ∓
ζ0

+

+∞∑

j=1

(ζ − ζ0)
j χ̃

∓, (j)
ζ0

àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïðè âñåõ ζ ∈ Ur(ζ0) ñõîäèòñÿ ê àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè Ur∓(ζ0) ∋ ζ 7→
7→ Φ̃∓

ζ, ζ0
∈ HB. Ïðè ýòîì (ó÷èòûâàÿ âûáîð �óíêöèé χ̃

∓, (j)
ζ0

)

Φ̃∓
ζ, ζ0

− Φ∓
ζ0

∈
(
H∓(ζ

′)
)⊥
, ζ ∈ Ur∓(ζ0). (3.26)

(Òàê êàê �óíêöèþ Φ∓
ζ0

∈ H∓(ζ0) ìîæíî âûáèðàòü ëþáîé, òî èç (3.26) âûòåêàåò âëîæåíèå

Ur∓(ζ0) ⊂ M∓ \M∓(ζ ′).) �àññìîòðèì òàêæå �óíêöèè

C ∋ ζ 7→ Φ̃
∓, {N}
ζ, ζ0

.
= Φ∓

ζ0
+

N∑

j=1

(ζ − ζ0)
j χ̃

∓, (j)
ζ0

, N ∈ N.

Èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé χ̃
∓, (j)
ζ0

ñëåäóåò, ÷òî

Ĥ∓(ζ0) χ̃
∓, (j)
ζ0

= −Ẑ∓χ̃
∓, (j−1)
ζ0

, j ∈ N.

Îòêóäà

Ĥ∓(ζ) Φ̃
∓, {N}
ζ, ζ0

= (ζ − ζ0)
N+1 Ẑ∓χ̃

∓, (N)
ζ0

, ζ ∈ C, N ∈ N. (3.27)

Èç (3.13), (3.21) è (3.23) âûòåêàþò îöåíêè

‖Ẑ∓χ̃
∓, (j)
ζ0

‖B 6

j∑

µ=0

c−j+µ
∓ ‖Ẑ∓Φ

∓, (µ)
ζ0

‖B 6 C̃

j∑

µ=0

c−j+µ
∓ ‖Φ∓, (µ)

ζ0
‖B , j ∈ Z+,
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è, ñëåäîâàòåëüíî (ñì. (3.25)),

‖Ẑ∓χ̃
∓, (j)
ζ0

‖B 6 C̃c−j
∓

(
1 +

1

2

j∑

µ=1

(
2c̃ (N + 1) (∆∓

ζ0, ζ ′)
−1

)µ) ‖Φ∓
ζ0
‖B 6

6 2C̃
(
2c̃ (N + 1) c−1

∓ (∆∓
ζ0, ζ ′)

−1
)j ‖Φ∓

ζ0
‖B , j ∈ Z+.

Òîãäà èç (3.27) ïîëó÷àåì, ÷òî (äëÿ âñåõ ζ ∈ Ur∓(ζ0)) ‖Ĥ∓(ζ)Φ̃
∓, {N}
ζ, ζ0

‖B → 0 ïðè N → +∞,

è ïîýòîìó (â ñèëó çàìêíóòîñòè îïåðàòîðà Ĥ∓(ζ)) Φ̃
∓
ζ, ζ0

∈ H∓(ζ) äëÿ âñåõ ζ ∈ Ur∓(ζ0).

Òåïåðü äëÿ êàæäîãî ÷èñëà ζ0 ∈ M∓\M∓(ζ ′) (îäíîçíà÷íî) âûáåðåì �óíêöèþ Φ∓
ζ0

∈ H∓(ζ0),

äëÿ êîòîðîé Φ∓
ζ0

− Φ∓
ζ ′ ∈

(
H∓(ζ ′)

)⊥
. Âûøå îïðåäåëåíû ÷èñëà r∓(ζ ′, ζ0) > 0, äëÿ êîòîðûõ

Ur∓(ζ′,ζ0)(ζ0) ⊂ M∓\M∓(ζ ′), è àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè Ur∓(ζ′,ζ0)(ζ0) ∋ ζ 7→ Φ̃∓
ζ,ζ0

∈ H∓(ζ) ⊂ HB

òàêèå, ÷òî Φ̃∓
ζ0, ζ0

= Φ∓
ζ0

è Φ̃∓
ζ, ζ0

− Φ∓
ζ0

∈
(
H∓(ζ ′)

)⊥
ïðè âñåõ ζ ∈ Ur∓(ζ ′, ζ0)(ζ0). Ïîêàæåì, ÷òî

ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ M∓ \M∓(ζ ′) ∋ ζ 7→ Φ∓
ζ, ζ ′ ∈ H∓(ζ) ⊂ HB , ñîâïàäàþùàÿ

ñ êàæäîé �óíêöèåé Φ̃∓
ζ, ζ0

, ζ0 ∈ M∓ \M∓(ζ ′), ïðè âñåõ ζ ∈ Ur∓(ζ ′, ζ0)(ζ0). Òàê êàê

⋃

ζ0 ∈M∓ \M∓(ζ ′)

Ur∓(ζ ′, ζ0)(ζ0) = M∓ \M∓(ζ
′),

òî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ ζ ′
0, ζ

′′
0 ∈ M∓ \M∓(ζ ′) è ζ ∈ Ur∓(ζ ′, ζ ′

0)
(ζ ′

0)∩
∩Ur∓(ζ ′, ζ ′′

0 )(ζ
′′
0 ) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Φ̃∓

ζ, ζ ′
0
= Φ̃∓

ζ, ζ ′′
0
. Íî â ýòîì ñëó÷àå ζ 6∈ M∓(ζ ′) è âñå

�óíêöèè Φ̃∓
ζ, ζ ′

0
− Φ∓

ζ ′
0
, Φ∓

ζ ′
0
− Φ∓

ζ ′ , Φ̃
∓
ζ, ζ ′′

0
− Φ∓

ζ ′′
0
è Φ∓

ζ ′′
0
− Φ∓

ζ ′ ïðèíàäëåæàò

(
H∓(ζ ′)

)⊥
, ïîýòîìó

Φ∓
ζ, ζ ′

0
− Φ∓

ζ, ζ ′′
0

∈ H∓(ζ) ∩
(
H∓(ζ ′)

)⊥
= {0}, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî Φ̃∓

ζ, ζ ′
0
= Φ̃∓

ζ, ζ ′′
0
è, ñëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ M∓ \M∓(ζ ′) ∋ ζ 7→ Φ̃∓
ζ, ζ ′ , ñîâïàäàþùàÿ ñ �óíêöèÿìè

Φ̃∓
ζ, ζ0

, ζ0 ∈ M∓ \M∓(ζ ′), ïðè âñåõ ζ ∈ Ur∓(ζ ′, ζ0)(ζ0). Åñëè ζ ′ ∈ Ur∓(ζ ′, ζ0)(ζ0) äëÿ íåêîòîðî-

ãî ζ0 ∈ M∓ \M∓(ζ ′), òî �óíêöèè Φ̃∓
ζ ′, ζ0

− Φ∓
ζ0

è Φ∓
ζ0

− Φ∓
ζ ′ ïðèíàäëåæàò

(
H∓(ζ ′)

)⊥
. Îòêóäà

Φ̃∓
ζ ′, ζ0

− Φ∓
ζ ′ ∈ H∓(ζ ′) ∩

(
H∓(ζ ′)

)⊥
= {0} è, ñëåäîâàòåëüíî, Φ∓

ζ ′, ζ ′ = Φ̃∓
ζ ′, ζ0

= Φ∓
ζ ′ . Ôóíêöèÿ

ζ 7→ Φ∓
ζ, ζ ′ îáëàäàåò âñåìè íóæíûìè ñâîéñòâàìè. Òåîðåìà 3.2 äîêàçàíà. �

Ë å ì ì à 3.17. Ïóñòü ζ ′ ∈ M∓ , Φ
∓
ζ ′ ∈ H∓(ζ ′) è M∓ \M∓(ζ ′) ∋ ζ 7→ Φ∓

ζ, ζ ′ ∈ H∓(ζ) �

àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé Φ∓
ζ, ζ ′ − Φ∓

ζ ′ ∈
(
H∓(ζ ′)

)⊥
ïðè âñåõ ζ ∈ M∓\M∓(ζ ′) (ñó-

ùåñòâîâàíèå òàêîé �óíêöèè óòâåðæäàåòñÿ â òåîðåìå 3.2 ). Òîãäà äëÿ âñåõ ζ ∈ M∓ \M∓(ζ ′)
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖Φ∓
ζ, ζ ′‖B 6 N (∆∓

ζ, ζ ′)
−1 ‖Φ∓

ζ ′‖B .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ âñåõ ζ ∈ M∓\M∓(ζ ′) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Φ∓
ζ′ = P̂∓(ζ ′)Φ

∓
ζ,ζ′

(è, â ÷àñòíîñòè, Φ∓
ζ ′, ζ ′ = Φ∓

ζ ′). Ïóñòü E
∓, (l)
ζ è E

∓, (l ′)
ζ ′ , l, l ′ = 1, . . . ,N , � íåêîòîðûå îðòîíîð-

ìèðîâàííûå áàçèñû â H∓(ζ) è H∓(ζ ′) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà Φ∓
ζ, ζ ′ =

N∑
l=1

c∓l E
∓, (l)
ζ , ãäå c∓l ∈ C,

è äëÿ âñåõ l ′ = 1, . . . ,N

(E
∓, (l ′)
ζ ′ ,Φ∓

ζ ′)B =
N∑

l=1

c∓l (E
∓, (l ′)
ζ ′ , E

∓, (l)
ζ )B .

Òàê êàê ìîäóëè ýëåìåíòîâ îáðàòíîé ìàòðèöû ê ìàòðèöå

(
(E

∓, (l ′)
ζ ′ , E

∓, (l)
ζ )B

)N
l ′, l=1

íå ïðåâîñõî-

äÿò (∆∓
ζ, ζ ′)−1

(ñì. òàêæå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.15), òî

|c∓l | 6 (∆∓
ζ, ζ ′)

−1
N∑

l ′ =1

∣∣(E∓, (l ′)
ζ ′ ,Φ∓

ζ ′)B
∣∣ 6

√
N (∆∓

ζ, ζ ′)
−1 ‖Φ∓

ζ ′‖B , l = 1, . . . ,N ,
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è, ñëåäîâàòåëüíî,

‖Φ∓
ζ, ζ ′‖B =

( N∑

l=1

|c∓l |2
) 1

2

6 N (∆∓
ζ, ζ ′)

−1 ‖Φ∓
ζ ′‖B .

Ëåììà 3.17 äîêàçàíà. �

Ë å ì ì à 3.18. Ïóñòü ζ ′ ∈ M∓ è Φ∓ ∈ H∓(ζ ′). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ζ0 ∈ (C\M∓) ∪ M∓(ζ ′)
íàéäåòñÿ ÷èñëî r0 > 0 òàêîå, ÷òî Ur0(ζ0)\{ζ0} ⊂ M∓\M∓(ζ ′), è �óíêöèÿ M∓\M∓(ζ ′) ∋ ζ 7→
7→ Φ∓

ζ, ζ ′ ∈ H∓(ζ) ⊂ HB, îïðåäåëÿåìàÿ (äëÿ �óíêöèè Φ∓
ζ ′) â òåîðåìå 3.2, ëèáî èìååò â òî÷-

êå ζ0 ïîëþñ (êîíå÷íîãî ïîðÿäêà) è îïðåäåëåíà ïðè âñåõ ζ ∈ Ur0(ζ0) \ {ζ0}, ëèáî àíàëèòè÷åñêè
ïðîäîëæàåòñÿ íà âåñü îòêðûòûé êðóã Ur0(ζ0).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ζ0 ∈ (C \M∓) ∪ M∓(ζ ′). Ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà r ′0 > 0, äëÿ
êîòîðîãî U2r ′

0
(ζ0) \ {ζ0} ⊂ M∓ \M∓(ζ ′), âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 3.12. Äëÿ ÷èñëà r ′0 > 0 ìîæíî

íàéòè ÷èñëî r0 ∈ (0, r ′0] è àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè

U2r0(ζ0) \ {ζ0} ∋ ζ 7→ Φ
∓, (l)
ζ ∈ H∓(ζ) ⊂ HB, l = 1, . . . ,N ,

òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ ζ ∈ U2r0(ζ0) \ {ζ0} �óíêöèè Φ
∓, (l)
ζ , l = 1, . . . ,N , îáðàçóþò íåêîòîðûé áàçèñ

â H∓(ζ). Åñëè ζ0 ∈ C \M∓, òî ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ �óíêöèé óòâåðæäàåòñÿ â ñëåäñòâèè 3.11.

Åñëè ζ0 ∈ M∓(ζ ′), òî ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà r0 ∈ (0, r ′0] è �óíêöèé Φ
∓, (l)
ζ ñëåäóåò òàêæå èç

òåîðåìû 3.1 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.13). Ïóñòü E
∓, (l ′)
ζ ′

, l ′ = 1, . . . ,N , � êàêîé-ëèáî îð-

òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H∓(ζ ′). Îïðåäåëèì (êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåìì 3.13 è 3.14)

àíàëèòè÷åñêóþ �óíêöèþ

U2r0(ζ0) ∋ ζ 7→ F ∓
ζ ′ (ζ)

.
= det

(
(E

∓, (l ′)
ζ ′

,Φ
∓, (l)
ζ )B

)N
l ′, l=1

∈ C.

Òàê êàê ïðè êàæäîì ζ ∈ U2r0(ζ0) \ {ζ0} �óíêöèè Φ
∓, (l)
ζ , l = 1, . . . ,N , îáðàçóþò áàçèñ â H∓(ζ),

òî ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî âûáðàòü �óíêöèè

Φ̃
∓, (1)
ζ = Φ

∓, (1)
ζ , Φ̃

∓, (2)
ζ = Φ

∓, (2)
ζ − c2,1 Φ

∓, (1)
ζ , . . . ,

Φ̃
∓, (N )
ζ = Φ

∓, (N )
ζ − cN ,N−1Φ

∓, (N−1)
ζ − . . . − cN ,1Φ

∓, (1)
ζ ,

ãäå c l ′, l = c l ′, l(ζ) ∈ C (l ′ = 2, . . . ,N ; l = 1, . . . , l ′ − 1), êîòîðûå îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé (íî,

âîîáùå ãîâîðÿ, íå íîðìèðîâàííûé) áàçèñ â H∓(ζ). Ïðè ýòîì ‖Φ̃∓, (l)
ζ ‖B 6 ‖Φ∓, (l)

ζ ‖B äëÿ âñåõ

l = 1, . . . ,N . Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

F ∓
ζ ′ (ζ) = det

(
(E

∓, (l ′)
ζ ′

, Φ̃
∓, (l)
ζ )B

)N
l ′, l=1

,

îòêóäà (ïðè âñåõ ζ ∈ U2r0(ζ0) \ {ζ0})

|F ∓
ζ ′ (ζ)| = ∆∓

ζ, ζ ′ ·
N∏

l=1

‖Φ̃∓, (l)
ζ ‖B . (3.28)

Èç (3.28) (òàê êàê ∆∓
ζ, ζ ′ > 0), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî F ∓

ζ ′ (ζ) 6= 0. Òàê êàê U2r0(ζ0) ∋ ζ 7→
7→ F ∓

ζ ′ (ζ) ∈ C � àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, òî íàéäóòñÿ ÷èñëà C > 0 è m ∈ Z+ òàêèå, ÷òî ïðè

âñåõ ζ ∈ Ur0(ζ0)

|F ∓
ζ ′ (ζ)| > C |ζ − ζ0|m. (3.29)

Îáîçíà÷èì

C1 = max
ζ ∈Ur0(ζ0)

N∏

l=1

‖Φ∓, (l)
ζ ‖B ∈ (0,+∞).
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Èç (3.28) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî

|F ∓
ζ ′ (ζ)| 6 C1 ∆

∓
ζ, ζ ′ , ζ ∈ Ur0(ζ0). (3.30)

Òîãäà èç (3.29) è (3.30) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

∆∓
ζ, ζ ′ > CC−1

1 |ζ − ζ0|m, ζ ∈ Ur0(ζ0),

è â ñèëó ëåììû 3.17 äëÿ âñåõ ζ ∈ Ur0(ζ0) \ {ζ0}

‖Φ∓
ζ, ζ ′‖B 6 NC1C

−1 |ζ − ζ0|−m ‖Φ∓
ζ ′‖B ,

÷òî äîêàçûâàåò ëåììó 3.23. �

Ë å ì ì à 3.19. Äëÿ ëþáîãî R > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ ζ ∈ UR(0)
è âñåõ Φ ∈ H1

B ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖(Ẑ+ + ζÎ)Φ‖B > ε ‖Φ‖B .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî R > 0 íàéäóòñÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ζj ∈ UR(0) è �óíêöèè Φj ∈H1
B, ‖Φj‖B= 1, j ∈N, òàêèå, ÷òî ‖(Ẑ+ + ζj Î)Φj‖B → 0

ïðè j → +∞. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ‖Ẑ+Φj‖B , j ∈ N, îãðàíè÷åíà, òî {Φj : j ∈ N} �

ïðåäêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â HB . Ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ, åñëè íóæíî, ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ζj → ζ0 ∈ UR(0) è Φj → Φ0 ∈ HB ïðè j → +∞, ïðè÷åì ‖Φ0‖B = 1. Òîãäà

òàêæå Ẑ+Φj → −ζ0Φ0 ïðè j → +∞, è â ñèëó çàìêíóòîñòè îïåðàòîðà Ẑ+ ïîëó÷àåì, ÷òî Φ0 ∈ H1
B

è

(Ẑ+ + ζ0Î)Φ0 = 0. (3.31)

Åñëè ζ0 = 0, òî Ẑ+Φ0 = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî (ñì. (3.5)), Φ0 = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëî-

âèþ ‖Φ0‖B = 1. Åñëè ζ0 6= 0, òî, îáîçíà÷èâ ÷åðåç m íàèìåíüøåå ÷èñëî èç Z+, äëÿ êî-

òîðîãî P̂ (m)Φ0 6= 0 (à òàêîå ÷èñëî ñóùåñòâóåò â ñèëó óñëîâèÿ ‖Φ0‖ = 1), ïîëó÷àåì, ÷òî
P̂ (m)(Ẑ+ + ζ0Î)Φ0 = ζ0P̂

(m)Φ0 6= 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó (3.31). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå-

÷èå äîêàçûâàåò ëåììó. �

Òå î ð å ì à 3.3. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ ζ ∈ C è âñåõ �óíêöèé

Φ ∈ H2
B , äëÿ êîòîðûõ P̂

(0)Φ = 0, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖(Ẑ+Ẑ− + ζẐ−)Φ‖B > C |ζ| ‖Φ‖B . (3.32)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ×òîáû íå èñïîëüçîâàòü ïðè äîêàçàòåëüñòâå ãðîìîçäêèõ îáîçíà÷å-

íèé, ïîëîæèì ζ ′ = (2B)−
1
2 ζ è ââåäåì îïåðàòîðû Ẑ ′

∓ = (2B)−
1
2 Ẑ∓, äëÿ êîòîðûõ (ñì. (2.1))

Ẑ ′
+Ψ

(m)
j =

√
m+ 1Ψ

(m+1)
j , m ∈ Z+,

Ẑ ′
−Ψ

(m)
j =

√
mΨ

(m−1)
j , m ∈ N,

(3.33)

ïðè ýòîì Ẑ ′
−Ψ

(0)
j = 0, j = 1, . . . , P . Äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî (3.32) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

‖(Ẑ ′
+Ẑ

′
− + ζ ′Ẑ ′

−)Φ‖B > C ′ |ζ ′| ‖Φ‖B , (3.34)

ãäå C ′ =
√
2B C.

Òàê êàê HB = HB[Ψ1]⊕ . . .⊕HB[ΨP ] è ïîäïðîñòðàíñòâà HB[Ψj], j = 1, . . . , P , èíâàðèàíòíû

ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðîâ Ẑ+ è Ẑ−, òî îöåíêó (3.34) ìîæíî äîêàçûâàòü òîëüêî äëÿ �óíêöèé

Φ ∈ H2
B, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó èç ïîäïðîñòðàíñòâ HB[Ψj ]. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî Φ ∈ H2
B ∩ HB [Ψ1]. Èç ëåììû 3.19 (è ðàâåíñòâ (3.33)) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî îöåí-

êó (3.34) (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, îöåíêó (3.32)) ìîæíî äîêàçûâàòü òîëüêî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ |ζ ′| (ýòî ìîæåò ïðèâåñòè òîëüêî ê èçìåíåíèþ êîíñòàíòû C ′)4.
4

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü R > 0 è ε = ε(R) > 0 � ÷èñëî, îïðåäåëÿåìîå â ëåììå 3.19. Òîãäà äëÿ âñåõ

ζ ∈ UR(0) è âñåõ �óíêöèé Φ ∈ H2
B , äëÿ êîòîðûõ P̂ (0)Φ = 0, èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà ‖(Ẑ ′

+Ẑ
′
− + ζ ′Ẑ ′

−)Φ‖B =

= ‖(Ẑ ′
+ + ζ ′)Ẑ ′

−Φ‖B > (2B)−1/2ε ‖Ẑ ′
−Φ‖B > (2B)−1/2ε ‖Φ‖B > (2B)−1/2εR−1|ζ| ‖Φ‖B = εR−1|ζ ′| ‖Φ‖B .
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Ïóñòü Φ ∈ H2
B ∩ HB [Ψ1]. Òîãäà Φ =

+∞∑
j=0

cjΨ
(j)
1 , ãäå cj ∈ C. Óñëîâèå P̂ (0)Φ = 0 îçíà÷àåò, ÷òî

c0 = 0. Ñ ïîìîùüþ (3.33) ïîëó÷àåì

‖(Ẑ ′
+Ẑ

′
− + ζ ′Ẑ ′

−)Φ‖2B =
+∞∑

j=0

|dj |2,

ãäå dj = jcj + ζ ′√j + 1 cj+1, j ∈ Z+. Âûáåðåì êàêîå-ëèáî ÷èñëî δ ∈ (0, 14 ). Áóäåì äàëåå ïðåäïî-

ëàãàòü, ÷òî |ζ ′| > 2δ−1 > 8. Ïóñòü a > 2 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ïðåäñòàâèìîå â âèäå a = δ ′|ζ ′|,
ãäå δ ′ ∈ (12 δ, δ].

Ïîëîæèì jo = [|ζ ′|2] + 1 (ãäå [ξ] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà ξ ∈ R), òîãäà
√
j0 − 1 6 |ζ ′| < √

j0.
Îïðåäåëèì òàêæå íàòóðàëüíûå ÷èñëà j ′2 = j0 − 2a, j ′1 = j0 − a, j ′′1 = j0 + a è j ′′2 = j0 + 2a.

Îöåíèì âíà÷àëå ñíèçó ñóììó

N−∑
j=0

|dj |2, åñëè N− ∈ {j ′2, . . . , j ′1} (â äàëüíåéøåì ýòà îöåíêà

áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè N− = j ′2 è N− = j ′1 − 1). Îáîçíà÷èì N∗ = [12 |ζ ′|2] + 1. Ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

1

2
|ζ ′|2 < N∗ 6

1

2
|ζ ′|2 + 1 < |ζ ′|2 − 2δ |ζ ′| < j0 − 2a 6 N− 6 j0 − a < j0 − 1 6 |ζ ′|2.

Ïîëîæèì εN−

.
= 1

2 (j0 −N− − 1)|ζ ′|−2 . Òîãäà

εN− <
|ζ ′|2 −N−

|ζ ′| ( |ζ ′|+√
N− )

=
|ζ ′| − √

N−
|ζ ′| ,

√
N− < (1− εN−) |ζ ′|

è, ñëåäîâàòåëüíî, j < (1− εN−) |ζ ′|√j äëÿ âñåõ j = N∗ + 1, . . . , N−. Ïîýòîìó

( N−∑

j=N∗

|dj |2
) 1

2

> |ζ ′|
( N−+1∑

j =N∗+1

j|cj |2
) 1

2

−
( N−∑

j=N∗

j2|cj |2
) 1

2

>

> |ζ ′|
( N−+1∑

j=N∗+1

j|cj |2
)1

2

−
( N−∑

j=N∗+1

j2|cj |2
) 1

2

−N∗ |cN∗ | > εN− |ζ ′|
( N−+1∑

j=N∗+1

j|cj |2
) 1

2

−N∗ |cN∗ | >

>
1

2

a− 1

|ζ ′|
√
N∗ + 1

( N−+1∑

j=N∗+1

|cj |2
) 1

2

− N∗ |cN∗ | >
a

4
√
2

( N−+1∑

j=N∗+1

|cj |2
) 1

2

− N∗ |cN∗ |.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê

√
N∗ − 1 6 1√

2
|ζ ′|, òî j 6 1√

2
|ζ ′|√j äëÿ âñåõ j = 1, . . . , N∗ − 1,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

( N∗−1∑

j=0

|dj |2
) 1

2

> |ζ ′|
( N∗∑

j=1

j|cj |2
) 1

2

−
( N∗−1∑

j=1

j2|cj |2
) 1

2

>

√
2− 1√
2

|ζ ′|
( N∗∑

j =1

j|cj |2
) 1

2

>

> (2−
√
2) a

( N∗∑

j=1

|cj |2
) 1

2

+

√
2− 1

2
√
2

|ζ ′|
√
N∗ |cN∗ | > (2−

√
2) a

( N∗∑

j =1

|cj |2
)1

2

+

√
2− 1

2
√
2

N∗ |cN∗ |.
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

( N−∑

j=0

|dj |2
) 1

2

>
1√
2

( N∗−1∑

j=0

|dj |2
) 1

2

+
1√
2

( N−∑

j=N∗

|dj |2
) 1

2

>

>
1√
2

( N∗−1∑

j=0

|dj |2
) 1

2

+
1√
2

(√
2− 1

2
√
2

)( N−∑

j =N∗

|dj |2
) 1

2

>

> (
√
2− 1) a

( N∗∑

j=1

|cj |2
) 1

2

+

√
2− 1

16
√
2
a

( N−+1∑

j=N∗+1

|cj |2
) 1

2

>

>

√
2− 1

16
√
2
a

( N−+1∑

j=1

|cj |2
) 1

2

>
a

55

( N−+1∑

j=1

|cj |2
) 1

2

.

(3.35)

Òåïåðü ïîëó÷èì îöåíêó ñíèçó äëÿ ñóììû

+∞∑
j=N+

|dj |2 ïðè N+ ∈ {j ′′1 , . . . , j ′′2 } (ýòà îöåíêà áóäåò

èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè N+ = j ′′1 è N+ = j ′′2 ). Èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà |ζ ′|2 + a < j0 + a 6 N+ 6

6 j0 + 2a. Åñëè ε̃N+

.
= 1

3 a |ζ ′|−2
, òî

N+ > |ζ ′|2 + a = |ζ ′|2(1 + 3 ε̃N+) > |ζ ′|2(1 + ε̃N+)
2,

è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ j > N+ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî j > (1 + ε̃N+) |ζ ′|√j, îòêóäà
( +∞∑

j=N+

|dj |2
) 1

2

>

( +∞∑

j=N+

j2|cj |2
) 1

2

− |ζ ′|
( +∞∑

j=N++1

j|cj |2
) 1

2

>

> ε̃N+ |ζ ′|
( +∞∑

j=N+

j|cj |2
) 1

2

>
a

3|ζ ′|
√
N+

( +∞∑

j=N+

|cj |2
) 1

2

>

>
a

3

( +∞∑

j=N+

|cj |2
) 1

2

>
a

55

( +∞∑

j=N+

|cj |2
) 1

2

.

(3.36)

Äàëåå, îáîçíà÷èì

D1 =

( j ′′
1 − 1∑

j= j ′
1+1

|cj |2
) 1

2

, D2 =

(( j ′
1∑

j= j ′
2+1

+

j ′′
2 −1∑

j= j ′′
1

)
|cj |2

) 1
2

.

Âûáåðåì ÷èñëî ε ∈ (0, 1) òàê, ÷òî

C∗
.
=

1

4

√
1− ε2 −

√
2 ε − 4δ2 > 0.

�àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: D2 > εD è D2 6 εD, ãäå

D =
√
D2

1 +D2
2 =

( j ′′
2 − 1∑

j= j ′
2+1

|cj |2
) 1

2

.

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D2 > εD. Òîãäà èç (3.35) (ïðè N− = j ′1 − 1) è (3.36) (ïðè N+ = j ′′1 )
ïîëó÷àåì

+∞∑

j=0

|dj |2 >

( j ′
1−1∑

j=1

+

+∞∑

j= j ′′
1

)
|dj |2 >

(
a

55

)2 ( j ′
1∑

j=1

+

+∞∑

j= j ′′
1

)
|cj |2 =

=

(
a

55

)2 (( j ′
2∑

j=1

+
+∞∑

j = j ′′
2

)
|cj |2 + D2

2

)
> ε2

(
a

55

)2 +∞∑

j =1

|cj |2.

(3.37)
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2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D2 6 εD (â ýòîì ñëó÷àå D1 >
√
1− ε2D). Òîãäà íàéäóòñÿ èíäåêñû

l1 ∈ {j ′1 + 1, . . . , j ′′1 − 1} è l2 ∈ {j ′2 + 1, . . . , j ′1} ∪ {j ′′1 , . . . , j ′′2 − 1} òàêèå, ÷òî

|cl1 |2 >
D2

1

2a− 1
>

1

2a
(1− ε2)D2, |cl2 |2 6

D2
2

2a
6

ε2D2
2

2a
.

Ïóñòü l∗1 � ìåíüøåå èç ÷èñåë l1 è l2 , à l
∗
2 � áîëüøåå èç íèõ. Òîãäà

l∗2∑

j= l∗1

(
− ζ ′

|ζ ′|

)j − l∗1

dj =

l∗2∑

j= l∗1

(
− ζ ′

|ζ ′|

)j− l∗1

(jcj + ζ ′√j + 1 cj+1) =

= l∗1 cl∗1 +

l∗2∑

j= l∗1 +1

(
− ζ ′

|ζ ′|

)j− l∗1

(j − |ζ ′|
√
j ) cj +

(
− ζ ′

|ζ ′|

)l∗2 − l∗1

ζ ′√l∗2 + 1 cl∗2+1.

(3.38)

Ïðè ýòîì ∣∣l∗1 − |ζ ′|2
∣∣ 6 |l∗1 − j0| + j0 − |ζ ′|2 6 (a− 1) + 1 = a,

∣∣ |ζ ′|
√
l∗2 + 1 − |ζ ′|2

∣∣ = |ζ ′|
∣∣l∗2 + 1− |ζ ′|2

∣∣
√
l∗2 + 1 + |ζ ′|

6 2a + 1 < 3a

è äëÿ âñåõ j = l∗1 + 1, . . . , l∗2

∣∣j − |ζ ′|
√
j
∣∣ =

√
j

∣∣j − |ζ ′|2
∣∣

√
j + |ζ ′| <

∣∣j − |ζ ′|2
∣∣ < 2a.

Ïîýòîìó èç (3.38) ñëåäóåò îöåíêà

l∗2∑

j= l∗1

|dj | >
∣∣∣∣

l∗2∑

j= l∗1

(
− ζ ′

|ζ ′|

)j− l∗1

dj

∣∣∣∣ >
∣∣ l∗1 |cl∗1 | − |ζ ′|

√
l∗2 + 1 |cl∗2+1|

∣∣ − 2a

l∗2∑

j= l∗1 +1

|cj | >

> (|ζ ′|2 − 3a) |cl1 | − (|ζ ′|2 + 3a) |cl2 | − 2a

l∗2∑

j = l∗1 +1

|cj |.
(3.39)

Òàê êàê l∗2 − l∗1 6 4a− 2 < 4a,
l∗2∑

j= l∗1 +1

|cj | 6 2
√
aD è

|ζ ′|2 − 3a > |ζ ′|2 −
(

3

4|ζ ′|

)
|ζ ′|2 > |ζ ′|2

2
>

|ζ ′|2
2
√
2
, |ζ ′|2 + 3a < 2|ζ ′|2,

òî èç (3.39) ïîëó÷àåì

l∗2∑

j= l∗1

|dj | >
1

4
|ζ ′|2

√
1− ε2

D√
a

− 2|ζ ′|2 εD√
2a

− 4a
√
aD > C∗

|ζ ′|2√
a
D.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

l∗2∑

j= l∗1

|dj | 6 2
√
a

( l∗2∑

j= l∗1

|dj |2
)1

2

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

( j ′′
2 −1∑

j= j ′
2 +1

|dj |2
) 1

2

>

( l∗2∑

j= l∗1

|dj |2
) 1

2

>
1

2
√
a

l∗2∑

j= l∗1

|dj | >
1

2
C∗

|ζ ′|2
a

D.
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Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà âìåñòå ñ îöåíêàìè (3.35) (ïðè N− = j ′2) è (3.36) (ïðè N+ = j ′′2 ) ïðèâîäèò
ê íåðàâåíñòâó

+∞∑

j=0

|dj |2 =

( j ′
2∑

j=0

+

j ′′
2 −1∑

j= j ′
2 +1

+
+∞∑

j = j ′′
2

)
|dj |2 >

>

(
a

55

)( j ′
2+1∑

j=1

+

+∞∑

j= j ′′
2

)
|cj |2 +

(
1

2
C∗

|ζ ′|2
a

)2 j ′′
2 −1∑

j= j ′
2 +1

|cj |2 >

> a2
(
min

{ 1

55
,
1

2
C∗ δ

−2
})2

+∞∑

j =1

|cj |2.

(3.40)

Îöåíêè (3.37) è (3.40) ïîëó÷åíû â äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ. Ïîýòîìó èç íèõ ïðè

|ζ ′| > 2δ−1
(ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî a > 1

2 δ |ζ ′|) ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî (3.34),

ãäå C ′ = 1
2 δ min { ε

55 ,
1
2 C∗ δ−2}. Òåîðåìà 3.3 äîêàçàíà. �

Äëÿ âñåõ ζ ∈ C (ñì. (2.17))

Ker (Ẑ+Ẑ− + ζẐ+) = Ker (Ẑ− + ζÎ) =
{
e−

ζ
2B

Ẑ+ Ψ : Ψ ∈ H(0)
}

è

(
Ker (Ẑ+Ẑ− + ζẐ+)

)⊥
= Im (Ẑ+Ẑ− + ζẐ−).

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.13. Äëÿ âñåõ ζ ∈ C è âñåõ �óíêöèé Φ ∈ H2
B ∩

(
Ker (Ẑ+Ẑ− + ζẐ+)

)⊥
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖(Ẑ+Ẑ− + ζẐ+)Φ‖B > C |ζ| ‖Φ‖B , (3.41)

ãäå C > 0 � êîíñòàíòà èç òåîðåìû 3.3.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Φ � íåíóëåâàÿ �óíêöèÿ èçH2
B ∩

(
Ker (Ẑ+Ẑ−+ζẐ+)

)⊥
. Òîãäà

ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ �óíêöèÿ Φ ′ ∈ H2
B òàêàÿ, ÷òî P̂ (0)Φ ′ = 0 è Φ = (Ẑ+Ẑ− + ζẐ−)Φ ′

. Èç

òåîðåìû 3.3 âûòåêàåò íåðàâåíñòâî ‖Φ‖B > C |ζ| ‖Φ ′‖B . Ïîýòîìó

‖(Ẑ+Ẑ− + ζẐ+)Φ‖B · ‖Φ ′‖B >
∣∣((Ẑ+Ẑ− + ζẐ+)Φ,Φ

′)
B

∣∣ =
∣∣(Φ, (Ẑ+Ẑ− + ζẐ−)Φ ′)

B

∣∣ =

= ‖Φ‖2B > C |ζ| ‖Φ‖B · ‖Φ ′‖B ,
îêóäà ñëåäóåò îöåíêà (3.41). �

Äàëåå áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî V ∈ L∞
Λ (R2;R).

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.14. Åñëè V ∈ L∞
Λ (R2;R), òî äëÿ âñåõ ζ ∈ C è âñåõ �óíêöèé Φ−

ζ ∈ H−(ζ)

|ζ| · ‖(Î − P̂ (0))Φ−
ζ ‖B 6 C−1 ‖B + V ‖L∞

Λ (R2) ‖Φ−
ζ ‖B ,

ãäå C > 0 � êîíñòàíòà èç òåîðåìû 3.3.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê (äëÿ âñåõ ζ∈C è âñåõ �óíêöèé Φ−
ζ ∈H−(ζ))

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî P̂ (0)(Î − P̂ (0))Φ−
ζ = 0, òî èç òåîðåìû 3.3 ïîëó÷àåì

C |ζ| · ‖(Î − P̂ (0))Φ−
ζ ‖B 6 ‖(Ẑ+Ẑ− + ζẐ−)(Î − P̂ (0))Φ−

ζ ‖B = ‖(Ẑ+Ẑ− + ζẐ−)Φ
−
ζ ‖B =

= ‖(B + V )Φ−
ζ ‖B 6 ‖B + V ‖L∞

Λ (R2) ‖Φ−
ζ ‖B .

Ñëåäñòâèå 3.14 äîêàçàíî. �

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.15. Ïóñòü V ∈ L∞
Λ (R2;R) è Bv(K) = 2πP ∈ 2πN. Òîãäà N 6 P .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âûáåðåì ÷èñëî R > 0 òàê, ÷òî

(CR)−1 ‖B + V ‖L∞
Λ (R2;R)

(
2 + (CR)−1 ‖B + V ‖L∞

Λ (R2;R)

)
< N−1,

ãäå C > 0 � êîíñòàíòà èç òåîðåìû 3.3 (è ñëåäñòâèÿ 3.14), è ïóñòü ζ ∈ M− \UR(0) è Φ
−, (1)
ζ ,

. . . , Φ
−, (N )
ζ � íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H−(ζ). Òîãäà â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.14 äëÿ

ëþáûõ j, l = 1, . . . ,N ∣∣ δjl − (P̂ (0)Φ
−, (j)
ζ , P̂ (0)Φ

−, (l)
ζ )B

∣∣ 6

6 ‖(Î − P̂ (0))Φ
−, (j)
ζ ‖B + ‖(Î − P̂ (0))Φ

−, (l)
ζ ‖B + ‖(Î − P̂ (0))Φ

−, (j)
ζ ‖B · ‖(Î − P̂ (0))Φ

−, (l)
ζ ‖B 6

6 2 (C|ζ|)−1 ‖B + V ‖L∞
Λ (R2;R) + 2 (CR)−2 ‖B + V ‖2L∞

Λ (R2;R) < N−1.

Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî �óíêöèè P̂ (0)Φ
−, (j)
ζ , j = 1, . . . ,N , ëèíåéíî íåçàâèñèìû â H(0) ⊂ HB

è, ñëåäîâàòåëüíî, N 6 P . Ñëåäñòâèå 3.15 äîêàçàíî. �

Òå î ð å ì à 3.4. Ïóñòü V ∈ L∞
Λ (R2;R) è Bv(K) = 2πP ∈ 2πN. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(H−(ζ) 6= {0} ïðè âñåõ ζ ∈ C è) N = P . Òîãäà äëÿ ëþáûõ ζ0 ∈ M− è Φ−
ζ0

∈ H−(ζ0) \ {0}
ñóùåñòâóþò ÷èñëî m0 ∈ Z+ è �óíêöèè Φj ∈ H2

B , j = 0, 1, . . . ,m0 , òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ ζ ∈ C

�óíêöèÿ Φ−
ζ

.
=

m0∑
j=0

ζjΦj ïðèíàäëåæèò H−(ζ), Φm0 ∈ H(0) \ {0} è �óíêöèÿ Φ−
ζ ïðè ζ = ζ0

ñîâïàäàåò ñ �óíêöèåé Φ−
ζ0
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü R > 3C‖B + V ‖L∞
Λ (R2;R), ãäå C > 0 � êîíñòàíòà èç òåîðå-

ìû 3.3. Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî ζ0 ∈ M− \UR(0), è ïóñòü Φ−
ζ0

∈ H−(ζ0) \ {0}. Èç òåîðåìû 3.2

ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå �óíêöèè M− \M−(ζ0) ∋ ζ 7→ Φ−
ζ, ζ0

∈ H−(ζ) òàêîé, ÷òî Φ−
ζ0, ζ0

= Φ−
ζ0

è Φ−
ζ, ζ0

− Φ−
ζ0

∈
(
H−(ζ0)

)⊥
. Â ñèëó ñëåäñòâèé 3.10 è 3.12 ìíîæåñòâî (C \M−) ∪ M−(ζ0)

äèñêðåòíîå. Èç ëåììû 3.18 ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî êàæäàÿ òî÷êà ζ ′ ∈ (C \M−) ∪ M−(ζ0) ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëþñîì �óíêöèè ζ 7→ Φ−

ζ, ζ0
, ëèáî �óíêöèÿ ζ 7→ Φ−

ζ, ζ0
àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåò-

ñÿ â íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè ζ ′
. Ïóñòü ζ ∈ M− \M−(ζ0) è |ζ| > R. Òàê êàê â ñè-

ëó ñëåäñòâèÿ 3.14 è âûáîðà ÷èñëà R äëÿ âñåõ �óíêöèé Φ̃−
ζ0

∈ H−(ζ0) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

‖P̂ (0)Φ̃−
ζ0
‖B > 2

3 ‖Φ̃−
ζ0
‖B , òî íàéäåòñÿ �óíêöèÿ Φ̃−

ζ0
∈ H−(ζ0) òàêàÿ, ÷òî P̂ (0)Φ̃−

ζ0
= P̂ (0)Φ−

ζ, ζ0
,

è ïðè ýòîì ‖(Î−P̂ (0))Φ̃−
ζ0
‖B 6 1

2 ‖P̂ (0)Φ̃−
ζ0
‖B . Òîãäà, ó÷èòûâàÿ îöåíêè ‖P̂ (0)Φ−

ζ, ζ0
‖B > 2

3 ‖Φ−
ζ, ζ0

‖B ,
‖(Î − P̂ (0))Φ−

ζ, ζ0
‖B 6 1

2 ‖P̂ (0)Φ−
ζ, ζ0

‖B è òî, ÷òî Φ−
ζ, ζ0

− Φ−
ζ0

∈
(
H−(ζ0)

)⊥
, ïîëó÷àåì

3

4
‖P̂ (0)Φ−

ζ, ζ0
‖2B =

3

4
‖P̂ (0)Φ−

ζ, ζ0
‖B · ‖P̂ (0)Φ̃−

ζ0
‖B 6

6 ‖P̂ (0)Φ−
ζ, ζ0

‖B · ‖P̂ (0)Φ̃−
ζ0
‖B − ‖(Î − P̂ (0))Φ−

ζ, ζ0
‖B · ‖(Î − P̂ (0))Φ̃−

ζ0
‖B 6

6
∣∣(Φ−

ζ, ζ0
, Φ̃−

ζ0
)B

∣∣ =
∣∣(Φ−

ζ0
, Φ̃−

ζ0
)B

∣∣ 6 ‖Φ−
ζ0
‖B · ‖Φ̃−

ζ0
‖B 6

6
3

2
‖Φ−

ζ0
‖B · ‖P̂ (0)Φ̃−

ζ0
‖B =

3

2
‖Φ−

ζ0
‖B · ‖P̂ (0)Φ−

ζ, ζ0
‖B .

Îòêóäà ‖P̂ (0)Φ−
ζ, ζ0

‖B 6 2 ‖Φ−
ζ0
‖B è, ñëåäîâàòåëüíî, ‖Φ−

ζ, ζ0
‖B 6 3

2 ‖P̂ (0)Φ−
ζ, ζ0

‖B 6 3 ‖Φ−
ζ0
‖B . Ïî-

ýòîìó �óíêöèÿ ζ 7→ Φ−
ζ, ζ0

íå èìååò ïîëþñîâ è, áîëåå òîãî, îãðàíè÷åíà â C \UR(0). Ïîñëåäíåå

îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèþ ζ 7→ Φ−
ζ, ζ0

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Φ−
ζ, ζ0

=

ν0∑

ν=1

mν∑

µ=1

χν, µ

(ζ − ζν)µ
+ Φ̃ζ0(ζ), ζ ∈ C \

ν0⋃

ν=1

{ζν}, (3.42)

ãäå ν0 ∈ Z+, mν ∈ N, ν = 1, . . . , ν0 (ñóìì â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.42) ìîæåò íå áûòü

ïðè ν0 = 0), ζν′ 6= ζν′′ ïðè ν ′ 6= ν ′′
, ζν ∈ UR(0), χν, µ ∈ HB è C ∋ ζ 7→ Φ̃ζ0(ζ) ∈ HB �
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îãðàíè÷åííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. Íî òîãäà �óíêöèÿ ζ 7→ Φ̃ζ0(ζ) ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé:

Φ̃ζ0(ζ) ≡ Φ̃ζ0 ∈ HB. Òàê êàê ‖Φ−
ζ, ζ0

‖B > ‖Φ−
ζ0
‖B > 0 ïðè âñåõ ζ ∈ C \UR(0), òî Φ̃ζ0 6= 0.

Èç ñëåäñòâèÿ 3.14 ïîëó÷àåì, ÷òî Φ̃ζ0 ∈ H(0)
(è, ñëåäîâàòåëüíî, χν, µ ∈ H2

B). Îñòàëîñü óìíîæèòü

îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.42) íà

ν0∏
ν=1

(ζ− ζν)mν
. Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ïðèìåò

âèä (2.4) è ïðè âñåõ ζ ∈ C ïðèíàäëåæèò H−(ζ) (ñì. òàêæå ëåììó 3.3), ïðè ýòîì Φj ∈ H2
B,

j = 0, 1, . . . ,m0, ãäå m0 = m1+ . . .+mν , è Φm0 = Φ̃ζ0 ∈ H(0) \ {0}. (Ôóíêöèè χν,mν , ν = 1, . . . , ν0,
ïðèíàäëåæàò H−(ζν) â ñèëó ëåììû 3.3.)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðè ζ ′
0 ∈ M− ∩ UR(0) è Φ−

ζ ′
0
∈ H−(ζ ′

0) \ {0} ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ

Φ−
ζ0

∈ H−(ζ0) äëÿ íåêîòîðîãî ζ0 ∈ M− \UR(0) òàêàÿ, ÷òî �óíêöèÿ (2.4), îïðåäåëÿåìàÿ äëÿ ζ0

è �óíêöèè Φ−
ζ0

∈ H−(ζ0), ñîâïàäàåò ñ Φ−
ζ ′
0
ïðè ζ = ζ ′

0 . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

ζ ′
0 ∈ M−(ζ0) äëÿ âñåõ ζ0 ∈ M− \UR(0), òî äëÿ âñåõ ζ0 ∈ M− \UR(0) âûïîëíÿëîñü áû ðàâåíñòâî

∆−
ζ0, ζ ′

0
= ∆−

ζ ′
0 , ζ0

= 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, M− \UR(0) ⊆ M−(ζ ′
0), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 3.13. Ïî-

ýòîìó äëÿ íåêîòîðîãî ζ0 ∈ M− \UR(0) ÷èñëî ζ
′
0 íå ïðèíàäëåæèò M−(ζ0). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò,

÷òî ∆−
ζ ′
0 , ζ0

6= 0 è {Φ−
ζ ′
0 , ζ0

: Φ−
ζ0

∈ H−(ζ0)} = H−(ζ ′
0). Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå

ν0∏
ν=1

(ζ ′
0 − ζν)

mν 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ �óíêöèÿ Φ−
ζ0

∈ H−(ζ0) òàêàÿ, ÷òî �óíêöèÿ (2.4), êîòîðàÿ îïðåäå-

ëÿåòñÿ äëÿ ζ0 ∈ M− \UR(0) è �óíêöèè Φ−
ζ0

ñîâïàäàåò ïðè ζ = ζ ′
0 ñ �óíêöèåé Φ−

ζ ′
0
∈ H−(ζ ′

0).

Òåîðåìà 3.4 äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 2.1 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 3.15 è òåîðåìû 3.4. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

P = 1, òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.15 N = P = 1. Ïîýòîìó òðåáóåìûå ÷èñëî m0 ∈ Z+ è �óíêöèè

Φj ∈ H2
B , j = 0, 1, . . . ,m0 , ñóùåñòâóþò â ñèëó òåîðåìû 3.4.
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We onsider the two-dimensional Shr�odinger operator ĤB + V with a uniform magneti �eld B and a periodi

eletri potential V . The absene of eigenvalues (of in�nite multipliity) in the spetrum of the operator ĤB + V is

39



proved if the eletri potential V is a nononstant trigonometri polynomial and the ondition (2π)−1 Bv(K) = Q−1

for the magneti �ux is ful�lled where Q ∈ N and the v(K) is the area of the elementary ell K of the period

lattie Λ ⊂ R2
of the potential V . In this ase the singular omponent of the spetrum is absent so the spetrum

is absolutely ontinuous. In this paper, we use the magneti Bloh theory. Instead of the lattie Λ we hoose the

lattie ΛQ = {N1QE1 + N2E
2 : Nj ∈ Z, j = 1, 2} where E1

and E2
are basis vetors of the lattie Λ. The operator

ĤB +V is unitarily equivalent to the diret integral of the operators ĤB(k)+V with k ∈ 2πK∗
Q ating on the spae of

magneti Bloh funtions where K∗
Q is an elementary ell of the reiproal lattie Λ∗

Q ⊂ R2
. The proof of the absene

of eigenvalues in the spetrum of the operator ĤB + V is based on the following assertion: if λ is an eigenvalue of

the operator ĤB + V , then the λ is an eigenvalue of the operators ĤB(k + iκ) + V for all k, κ ∈ R2
and, moreover,

(under the assumed onditions on the V and the B) there is a vetor k0 ∈ C2 \ {0} suh that the eigenfuntions of

the operators ĤB(k + ζk0) + V with ζ ∈ C are trigonometri polynomials

∑
ζjΦj in ζ.
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