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�àññìàòðèâàåìûé òåêñò ïðåäíàçíà÷åí â ïåðâóþ î÷åðåäü ìàãèñòðàì, çàíèìàþùèìñÿ íà ñïåöèàëèçàöèè

¾äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿. Îí ïîñâÿùåí ïðèìåíåíèþ ê ðàññìàòðèâàåìûì óïðàâëÿåìûì ñèñòå-

ìàì õîðîøî ðàçðàáîòàííîé òåîðèè êëàññè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ìåòîäîâ äè��åðåíöèàëüíîé

ãåîìåòðèè, à òàêæå òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé, ðàçðàáîòàííîé â îñíîâíîì À.Ô. Ôèëèïïî-

âûì. Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå òåêñòà ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè òàê íàçûâàåìîé ñòàíäàðòíîé óïðàâëÿåìîé

ñèñòåìû. Ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì òàêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå. Ýòî

ïðåäïîëîæåíèå î÷åíü âàæíî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîðíîå

ïîëå ñèñòåìû ëîêàëüíî ëèïøèöåâî, à ãåîìåòðè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëÿåìûå ïàðàìåòðû êîìïàêò-

íû. �àññìàòðèâàåìûå çäåñü äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ ìîãóò áûòü êàê ïðîãðàììíûìè, òàê è ïîçèöèîí-

íûìè. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ïðèõîäèì ê òàê íàçûâàåìûì ñèñòåìàì óðàâíåíèé Êàðàòåîäîðè, âî âòîðîì �

â ñëó÷àå ðàçðûâîâ âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî �àçîâûì ïåðåìåííûì � ê äè��åðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèÿì Ôè-

ëèïïîâà. Ñåðüåçíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ çäåñü èçó÷åíèþ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ñîõðàíÿþòñÿ çàäàííûå

ïî óñëîâèÿì çàäà÷è ñâîéñòâà óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ïðè çàìûêàíèè ìíîæåñòâà ñäâèãîâ (â òîïîëîãèè

ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ) èñõîäíîé ñòàíäàðòíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, êîíå÷íîìåðíûå ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, îáûêíîâåííûå äè��å-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû, ìàãèñòðàëüíûå äâèæåíèÿ.
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Ââåäåíèå

Ñòàíäàðòíûé êóðñ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ñòóäåíòîâ-ìàòåìàòèêîâ êëàñ-

ñè÷åñêèõ óíèâåðñèòåòîâ ñòðàíû îñíîâàí íà îáñòîÿòåëüíîì èçó÷åíèè ñâîéñòâ ðåøåíèé

ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé





ẋ1 = v1(t, x1 . . . xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ẋn = vn(t, x1 . . . xn),

(0.1)

çàäàííîé íà ìíîæåñòâå (t∗, t
∗) × G, ãäå G � îáëàñòü

2

â R
n, à âåêòîðíîå ïîëå v(t, x)

ñèñòåìû óðàâíåíèé (0.1) íåïðåðûâíî ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ (t, x) è èìååò íåïðå-

ðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂vi(t, x)

∂xj
, i, j = 1 . . . n, ïðè âñåõ (t, x) ∈ (t∗, t

∗)×G.

Äëÿ ìàãèñòðîâ-ìàòåìàòèêîâ, ðåøèâøèõ ñïåöèàëèçèðîâàòüñÿ íà òåîðèè äè��åðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñïåöèàëèçàöèÿ ÂÀÊ 01. 01. 02 � äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ,

äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå), òàêîé îáúåì çíàíèé ïî îáûêíîâåí-

íûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ÿâíî íåäîñòàòî÷åí, ïîñêîëüêó èñêëþ÷àåò èç ðàñ-

ñìîòðåíèÿ áîëüøèíñòâî âàæíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ,

òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ èãð, òåîðèè óñòîé÷èâîñòè òàê íàçûâàåìûõ ìàãèñòðàëüíûõ

ïðîöåññîâ, ìíîãèå çàäà÷è êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, ñâÿçàííûå ñ óïðàâëåíèåì ìîáèëüíû-

ìè ðîáîòàìè è ðÿä çàäà÷, èìåþùèõ îòíîøåíèå ê ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêå.

Â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ ïÿòèäåñÿòè ëåò òåîðèÿ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé èíòåíñèâíî ðàçâèâàëàñü â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðåøåíèÿ îòìå÷åííûõ ïðèêëàä-

íûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ, è ñåé÷àñ ìû ïîëó÷èëè ïðåêðàñíóþ âîçìîæíîñòü ïåðåñìîòðåòü

êëàññè÷åñêèé êóðñ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è äîâåñòè åãî äî óðîâíÿ, íåîáõîäèìî-

ãî äëÿ èçó÷åíèÿ è ðàçâèòèÿ íåêîòîðûõ âàæíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Â ñâÿçè ñî ñêàçàííûì ðàññìàòðèâàåìûé òåêñò èìååò ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè.

Îñíîâíûì îáúåêòîì íàøåãî èçó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé





ẋ1 = v1(t, x1 . . . xn, u1 . . . um),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ẋn = vn(t, x1 . . . xn, u1 . . . um),

(0.2)

çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå (t∗, t
∗) × M × U, ãäå M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåð-

íîñòè n (íàçûâàåìîå �àçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñèñòåìû (0.2)), à âåêòîð ïàðàìåòðîâ

u = col(u1 . . . um), ïîðîæäàþùèé òàê íàçûâàåìûå äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ, èìååò êîì-

ïàêòíûå ãåîìåòðè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ u ∈ U â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R
m
.

Ñðåäè äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé ñèñòåìû (0.2) ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ïðèíöèïèàëüíî

ðàçëè÷íûõ äîïóñòèìûõ âèäà óïðàâëåíèÿ:

(1) äîïóñòèìîå ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå t→ u(t);

(2) äîïóñòèìîå ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå (t, x) → u(t, x).

2

Òî åñòü îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.

70



Â ïåðâîì ñëó÷àå óïðàâëåíèå u(t) � ýòî èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó �óíêöèÿ ñî çíà÷åíè-

ÿìè â çàäàííîì ìíîæåñòâå U, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè âñåõ t ∈ (t∗, t
∗) òàê íàçûâàåìîìó

óñëîâèþ íåâûðîæäåííîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî (â ñìûñëå Êàðàòåîäîðè [1℄)

ðåøåíèÿ t→ x(t) ñèñòåìû
ẋ = v

(
t, x, u(t)

)

èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

v
(
t, x(t), u(t)

)
∈ Tx(t)M, t ∈ (t∗, t

∗), (0.3)

ãäå TxM � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, êàñàòåëüíîå ê ìíîãîîáðàçèþ M â òî÷êå x ∈M.
Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå u(t, x) ïðè (t, x) ∈ (t∗, t

∗)×M óäîâëåòâî-

ðÿåò ãåîìåòðè÷åñêèì îãðàíè÷åíèÿì è óñëîâèþ íåâûðîæäåííîñòè (0.3) ñ ïðîãðàììíûì

óïðàâëåíèåì u(t), óäîâëåòâîðÿþùèì âêëþ÷åíèþ

u(t) ∈ U(t, x(t)
)
, (0.4)

ãäå

U(t, x
) .
=
⋂

ε>0

⋂

mesµ=0

co u(t,Oε(x) \ µ),

mes � ìåðà Ëåáåãà â R
n, coA � çàìûêàíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà A ⊂ R

n,
à x(t) â ðàâåíñòâå (0.4) � ýòî ðåøåíèå â ñìûñëå À.Ô. Ôèëèïïîâà [1℄ ñèñòåìû äè��å-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = v
(
t, x, u(t, x)

)
,

òî åñòü äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

ẋ ∈ v
(
t, x,U(t, x)

)
.

È íàêîíåö, âàæíîé îñîáåííîñòüþ ýòîãî òåêñòà ÿâëÿåòñÿ ìàññèðîâàííîå ïðèìåíå-

íèå êëàññè÷åñêîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è, â ÷àñòíîñòè, äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

ñäâèãîâ ïðè èññëåäîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ìíîæåñòâà ïðåäåëüíûõ

óðàâíåíèé, îáðàçóþùèõ òàê íàçûâàåìîå îìåãà-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ïðè çàìûêàíèè

(â òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ) ìíîæåñòâà ñäâèãîâ èñõîäíîé ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé (0.2).

Äåëî â òîì, ÷òî âî ìíîãèõ çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì èñ-

ñëåäóåìîãî ñâîéñòâà óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (0.2), ýòî ñâîéñòâî, êàê ïðàâèëî, ñîõðàíÿåòñÿ

ïðè âñåõ ñäâèãàõ âëåâî ñèñòåìû, íî â çàìûêàíèè ìíîæåñòâà ñäâèãîâ ñèñòåìû (0.2) ìî-

æåò íå ñîõðàíèòüñÿ. Ïðîñòîé ïðèìåð: äëÿ êàæäîãî τ ∈ R ìíîæåñòâî óïðàâëÿåìîñòè

óðàâíåíèÿ

ẋ =
u

(t+ τ)2 + 1
, u ∈ R,

íà îòðåçêå âðåìåíè 0 6 t 6 1 ñîâïàäàåò ñî âñåì �àçîâûì ïðîñòðàíñòâîì R, íî ìíî-

æåñòâî óïðàâëÿåìîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäåëüíîìó (ïðè τ → ∞) óðàâíåíèþ ẋ = 0,
ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè {0}.

Âîçìîæíîñòü òàêîãî íåïðåäñêàçóåìîãî ïîâåäåíèÿ ñâîéñòâ ñèñòåì äè��åðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé âûíóæäàåò íàñ îáðàòèòüñÿ ê ìåòîäàì õîðîøî ðàçðàáîòàííîé òåîðèè

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è â ñâÿçè ñ ýòèì ïîñâÿòèòü ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìîãî òåêñòà òåîðèè

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
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� ë à â à 1. Òîïîëîãè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

� 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ � ýòî äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû [2�5℄,

êîíå÷íîìåðíûå ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ [6�11℄ è äè��åîìîð�èçìû, à ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ � ýòî, â ÷àñòíîñòè, êîíêðåòíûå çàäà÷è èç ïðàêòèêè, äîïóñ-

êàþùèå ðåãóëÿðíûé ñèíòåç óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì.

Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Íà÷í¼ì ñ íàïîìèíàíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé, íà êîòîðûõ

áàçèðóåòñÿ òåîðèÿ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Âñïîìíèì [9℄, ÷òî:

(1) R
n
� ýòî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå n ýêçåìïëÿðîâ ÷èñëîâîé ïðÿìîé R

.
= (−∞,∞)

ñ íîðìîé

|x|0 = |x1|+ · · ·+ |xn|;

(2) An
� ýòî à��èííîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n; â à��èííîì ïðîñòðàíñòâå íå

�èêñèðîâàíî íà÷àëî êîîðäèíàò, è ïîýòîìó ñóììà òî÷åê x, y â An
íå îïðåäåëåíà,

íî îïðåäåëåíà ðàçíîñòü x− y, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì v = x− y; ñëåäîâà-
òåëüíî, â à��èííîì ïðîñòðàíñòâå äåéñòâóåò ãðóïïà ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ;

(3) åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R
n
ðàçìåðíîñòè n � ýòî ïðîñòðàíñòâî, ñíàáæåííîå ãðóï-

ïîé ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ è ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé áèëèíåéíîé ñèììåò-

ðè÷åñêîé �îðìîé x∗Qy, íàçûâàåìîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Åñëè â ïðîñòðàí-

ñòâå R
n, �èêñèðîâàí îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, òî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Q = E,

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòèöà, è òîãäà

|x− y| =
√
(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2.

Â äàëüíåéøåì ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

On
r (x) = {y ∈ R

n : |y − x| < r}, On
r (x) = {y ∈ R

n : |y − x| 6 r}
� îòêðûòûé è çàìêíóòûé øàðû ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå x ïðîñòðàíñòâà R

n

(åñëè x = 0, òî ïèøåì On
r , O

n
r èëè Or, Or, åñëè ðàçìåðíîñòü øàðîâ ïîíÿòíà); ∂M �

ãðàíèöà è clM, èëè X � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà M.
Äàëåå, â ðàññìàòðèâàåìûõ ëåêöèÿõ îáëàñòü � ýòî âñåãäà îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíî-

æåñòâî ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (â ÷àñòíîñòè, åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R
n
);

à êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâà K â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå S îçíà÷àåò, ÷òî

âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xi} òàêàÿ, ÷òî xi ∈ K ïðè âñåõ i = 1, 2 . . . èìååò ñõîäÿ-

ùóþñÿ â S ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðåäåë êîòîðîé ïðèíàäëåæèò K.
Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî è äè��åîìîð�èçìû. Íàì ïîíàäîáèòñÿ îïðåäåëå-

íèå êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê ãðàíèöå ∂M ìíîæåñòâà M â çàäàííîé òî÷êå x.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1 (êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà). Ïóñòü çàäàíû ñâÿçíîå ìíîæå-

ñòâî M â R
N

è òî÷êà x, ïðèíàäëåæàùàÿ ∂M. Äëÿ êàæäîé ãëàäêîé

3

�óíêöèè

p : (−ε, ε) → ∂M,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó p(0) = x, ïîñòðîèì âåêòîð ñêîðîñòè v(x, p) êðèâîé t → p(t)
â òî÷êå x. Ýòîò âåêòîð îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

v(x, p) =
dp(t)

dt

∣∣∣
t=0
.

3

Òî åñòü èìåþùåé ïî êðàéíåé ìåðå îäíó íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ.
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Ñîâîêóïíîñòü âñåõ âåêòîðîâ ñêîðîñòè v(x, p) ñ åñòåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ

è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî îêàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, ýòî ïðîñòðàíñòâî íàçû-

âàåòñÿ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ê ìíîæåñòâó M â òî÷êå x è îáîçíà÷àåòñÿ TxM .

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàçìåðíîñòü n êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TxM óäîâëåòâî-

ðÿåò íåðàâåíñòâó n 6 N .

Íà ïðîòÿæåíèè ýòîãî òåêñòà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TxM ñíàáæàåòñÿ ñòðóêòóðîé

åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R
n
.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2 (äè��åîìîð�èçìû (ïðåäâàðèòåëüíîå îïðåäåëåíèå)). Ôóíêöèÿ

f : W → U, äåéñòâóþùàÿ èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà W ⊂ R
N

â îáëàñòü U åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà R
n, íàçûâàåòñÿ äè��åîìîð�èçìîì, åñëè ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ �óíêöèÿ

f−1 : U →W

è îáå �óíêöèè y = f(x) è x = f−1(y) íåïðåðûâíû è íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìû.

� 2. Ñòàöèîíàðíîå âåêòîðíîå ïîëå

Óñëîâèå Ëèïøèöà. �àññìîòðèì ñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé

ẋ = v(x), x ∈ X, (2.1)

âåêòîðíîå ïîëå v(x) êîòîðîé çàäàíî â îáëàñòè X åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R
n
è óäî-

âëåòâîðÿåò ëîêàëüíîì óñëîâèþ Ëèïøèöà.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1 (óñëîâèå Ëèïøèöà (ïðåäâàðèòåëüíîå îïðåäåëåíèå)). Ôóíêöèÿ

v : X → R
n, óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè x

îáëàñòè X è ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε òàêîãî, ÷òî Oε(x) ⊂ X, íàéä¼òñÿ ÷èñëî ℓε(x),
îáåñïå÷èâàþùåå äëÿ âñåõ y, z ∈ Oε(x) íåðàâåíñòâî

|v(y)− v(z)| 6 ℓε(x)|y − z|. (2.2)

Äàëåå, åñëè �óíêöèÿ v(x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X , ãäå X � çàìûêàíèå îáëà-

ñòè X â R
n
è äëÿ âñåõ x ∈ ∂X =X \X èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

v(x) ∈ Tx(∂X),

òî óñëîâèå Ëèïøèöà âûïîëíåíî, åñëè îíî âûïîëíåíî â îáëàñòè X è äëÿ êàæäîé òî÷êè

x ∈ ∂X è ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî ℓε(x), ÷òî äëÿ âñåõ

y, z ∈ Oε(x)
⋂

Tx(∂X)

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (2.2).

Íàïîìíèì, ÷òî ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1) íà èíòåðâàëå (t∗, t
∗) âðåìåíè íà-

çûâàåòñÿ âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ t → ϕ(t) ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè âñåõ t èç

èíòåðâàëà (t∗, t
∗) ðàâåíñòâó

ϕ̇(t) = v
(
ϕ(t)

)
.

Â äàëüíåéøåì, åñëè íåò ñïåöèàëüíûõ îãîâîðîê, ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ìàêñèìàëü-

íûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1), òî åñòü òàêèå ðåøåíèÿ, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ íà ìàê-

ñèìàëüíîì èíòåðâàëå (t∗, t
∗) ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ.

Ñëåäóåò îòëè÷àòü:
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(1) ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) ( ýòî �óíêöèÿ t→ ϕ(t));

(2) äâèæåíèå ñèñòåìû (2.1), èëè ïî-äðóãîìó èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ (ýòî ìíîæåñòâî

òî÷åê (t, ϕ(t)) â ðàñøèðåííîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå);

(3) òðàåêòîðèþ

orb(ϕ, t∗, t
∗)

.
=
{
ϕ(t) ∈ X : t ∈ (t∗, t

∗)
}

äâèæåíèÿ ñèñòåìû (2.1) (ýòî ïðîåêöèÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé íà �àçîâîå ïðîñòðàí-

ñòâî X ñèñòåìû (2.1)).

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ñóùåñòâåííû ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû, äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà êîòîðûõ ïîëåçíî îçíàêîìèòüñÿ ñ çàìå÷àòåëüíîé êíèãîé Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà [12℄.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå ñèñòåìû (2.1) ëîêàëüíî ëèïøèöåâî. Òîãäà

äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X íàéä¼òñÿ èíòåðâàë

(
t∗(x), t

∗(x)
)
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ

t→ ϕ(t, x) çàäà÷è Êîøè

ẋ = v(x), x(0) = x. (2.3)

�åøåíèå çàäà÷è (2.3) åäèíñòâåííî. Êðîìå òîãî, êîíöû t∗(x), t
∗(x) èíòåðâàëà ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.3) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû ïî x â îáëàñòè X.

Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè òîïîëîãè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ýòî òåî-

ðåìà î ãëîáàëüíîì ïðîäîëæåíèè ðåøåíèé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

âåêòîðíîå ïîëå ñèñòåìû èìååò ïîäëèíåéíûé ðîñò. �àçëè÷íûå îáîáùåíèÿ ýòîé òåîðåìû

áóäóò äàíû íèæå.

Ò å î ð å ì à 2.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå v(x) ñèñòåìû

ẋ = v(x), x ∈ X, (2.4)

ëîêàëüíî ëèïøèöåâî íà ìíîæåñòâå X, ãäå X � îáëàñòü â R
n
è äëÿ âñåõ x ∈ ∂X

èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå v(x) ∈ Tx(∂X).
Åñëè îáëàñòü X îãðàíè÷åíà â R

n
èëè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòå-

ìû (2.4) èìååò ïîäëèíåéíûé ðîñò

lim
x∈X, |x|→∞

|v(x)|
|x| <∞,

òî âñÿêîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(0) = x ∈ X îòâå÷àåò ðåøåíèå t → ϕ(t, x) ñèñòå-

ìû (2.4), îïðåäåëåííîå íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R. Äàëåå, â ñèëó ëèïøèöåâîñòè âåêòîðíîãî

ïîëÿ ñèñòåìû (2.4) îíî åäèíñòâåííî è íåïðåðûâíî ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ (t, x)
íà ìíîæåñòâå R×X. Êðîìå òîãî, èç óñëîâèÿ v(x) ∈ Tx(∂X) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé

òî÷êè x ∈ ∂X ðåøåíèå t→ ϕ(t, x) îñòàåòñÿ â ∂X äëÿ âñåõ t ∈ R.

Ç à ä à ÷ à 2.1. Äîêàæèòå òåîðåìû 2.1 è 2.2.

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé óäîáíî çíà÷åíèå ðåøåíèÿ ϕ(t, x) ñèñòåìû (2.4), óäî-

âëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(0) = x, ïåðåîáîçíà÷èòü òàê: ϕ(t, x) = gtx. Â ñèëó

ñòàöèîíàðíîñòè ñèñòåìû (2.4) ïðè âñåõ t, s ∈ R èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ϕ(t+ s, x) = ϕ
(
t, ϕ(s, x)

)
,

êîòîðîå òåïåðü ïåðåïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

gt+s(x) = gtgs(x). (2.5)
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�èñ. 1. Äæîðæ Äàâèä Áèðêãî� (1884�1944)

Èç ðàâåíñòâà (2.5) ñëåäóåò, ÷òî ïðè êàæäîì t �óíêöèÿ gt : X → X ïðåäñòàâëÿåò îäíîïà-

ðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà X â ñåáÿ. Ýòà �óíêöèÿ â òåîðèè

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ñäâèãà âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòå-

ìû (2.4).

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (2.4) ïîðîæäàåò ïàðó (X, gt), ïîëíîñòüþ îïèñûâàþùóþ ïî-

âåäåíèå ðåøåíèé ñèñòåìû (2.4). Â äåéñòâèòåëüíîñòè, â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ïðîñòðàí-

ñòâà ∂X îòíîñèòåëüíî ðåøåíèé ñèñòåìû (2.4), íà÷èíàþùèõñÿ â ∂X, èìååò ñìûñë ðàñ-

ñìàòðèâàòü äâå íåçàâèñèìûå ïàðû: (∂X, gt) è (X, gt), êîòîðûå îòâå÷àþò äâóì ñèñòåìàì

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: ñèñòåìå

ẋ = v(x), x ∈ ∂X, (2.6)

è ñèñòåìå

ẋ = v(x), x ∈ X. (2.7)

� 3. Òîïîëîãè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

Â ýòîì ïàðàãðà�å ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî ñâåäåíèÿ èç òåîðèè äè-

íàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Èçëîæåíèå îïèðàåòñÿ â îñíîâíîì íà ãëàâó 5 ìîíîãðà�èè Â.Â. Íå-

ìûöêîãî è Â.Â. Ñòåïàíîâà [5℄, ÷òî âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ íàøèõ öåëåé. Ñîâðåìåííîå

ñîñòîÿíèå òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñì. â [3℄.

Îïðåäåëåíèÿ è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1 (äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû Áèðêãî�à [2℄). Òîïîëîãè÷åñêàÿ äèíà-

ìè÷åñêàÿ ñèñòåìà � ýòî ïàðà (Σ, gt), ãäå Σ � �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî (êîòîðîå äàëåå

ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîëíûì ìåòðèçóåìûì

4

ïðîñòðàíñòâîì), à gt � îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ

4

Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Σ íàçûâàåòñÿ ìåòðèçóåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò ìåòðè-

êà ρ, ñîõðàíÿþùàÿ òîïîëîãèþ ïðîñòðàíñòâà Σ, è â ýòîé ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâî Σ ïîëíîå.
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ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà Σ â ñåáÿ. Ýòî îçíà÷àåò ÷òî ïàðàìåòð t, íàçûâà-
åìûé ¾âðåìåíåì¿, ìåíÿåòñÿ íà ïðÿìîé R

.
= (−∞,∞) (èëè íà ïîëóîñè R+ = [0,∞)),

à �óíêöèÿ (t, x) → gtx óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì:

(1) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ (t, x),

(2) óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ gtx
∣∣
t=0

= x,

(3) óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ãðóïïû gtgs = gt+s
(èëè ïîëóãðóïïû, t, s > 0).

Ôóíêöèÿ t→ gtx íàçûâàåòñÿ äâèæåíèåì (òî÷êè x), à ìíîæåñòâà

orb(x)
.
=

∞⋃

t=−∞

gtx, orb+(x)
.
=

∞⋃

t=0

gtx è orb−(x)
.
=

0⋃

t=−∞

gtx

�òðàåêòîðèåé, ïîëîæèòåëüíîé ïîëóòðàåêòîðèåé è îòðèöàòåëüíîé ïîëóòðàåêòîðèåé

òî÷êè x �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Σ.
Äàëåå, òî÷êà x0 ∈ Σ íàçûâàåòñÿ ω-ïðåäåëüíîé (α-ïðåäåëüíîé) äëÿ òî÷êè x, åñëè íàé-

äåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk} ìîìåíòîâ âðåìåíè, ÷òî tk → ∞ (ñîîòâåòñòâåííî

tk → −∞ ) è gtkx → x0. Ìíîæåñòâà ω-ïðåäåëüíûõ è α-ïðåäåëüíûõ òî÷åê, îòâå÷àþùèõ

òî÷êå x, îáîçíà÷èì ω(x) è α(x), òîãäà

ω(x) =

∞⋂

T=0

( ⋃

t> T

gtx
)
, α(x) =

−∞⋂

T=0

( ⋃

t6 T

gtx
)
. (3.1)

Ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ïåðå÷èñëåííûõ ñâîéñòâ ïîòîêà gt ñëóæàò ñëåäóþùèå ëåììû.

Ë å ì ì à 3.1. Âñÿêîå äâèæåíèå òîïîëîãè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (Σ, gt) íåïðå-
ðûâíî çàâèñèò îò íà÷àëüíîé òî÷êè ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t íà ëþáîì êîíå÷íîì

îòðåçêå âðåìåíè, òî åñòü äëÿ êàæäîé òî÷êè x0 ∈ Σ è ëþáûõ ε > 0 è ϑ > 0 íàéäåòñÿ
òàêîå δ > 0, ÷òî åñëè ρ(x, x0) 6 δ, òî

ρ(gtx, gtx0) 6 ε

äëÿ âñåõ |t| 6 ϑ.

Äåé ñ ò â è ò å ë ü í î, �èêñèðóåì ε > 0, ϑ > 0 è x0. Èç íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè

(t, x) → ρ(gtx, gtx0)

ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè

x→ κ(x)
.
= max

|t|6ϑ
ρ(gtx, gtx0).

Òàê êàê κ(x0) = 0, òî ïðè x, áëèçêèõ ê x0, áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî κ(x) 6 ε.

Ë å ì ì à 3.2. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå âëîæåíèÿ:

ω(x) ⊆ orb+(x), α(x) ⊆ orb−(x).

Ýòî óòâåðæäåíèå ïðîñòî ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé. Åñëè x0 ∈ ω(x), òî
íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ti}, ÷òî ti → ∞ è htix → x0. Ñëåäîâàòåëüíî ïðè

âñåõ ti èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå htix ∈ orb+(x). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x0 ∈ orb+(x), è ýòî

äîêàçûâàåò ëåììó.

Ïðèìåðû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Òåîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

âîçíèêëà â ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèåì ñòàöèîíàðíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. �àññìîòðèì â ñâÿçè

ñ ýòèì äâà ïîó÷èòåëüíûõ ïðèìåðà.
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�èñ. 2. Íèêîëàé Íèêîëàåâè÷ Êðàñîâñêèé (1924�2012)

Ï ð è ì å ð 3.1. Ïðèìåðû àâòîíîìíûõ ñèñòåì (2.6) è (2.7), ðàññìîòðåííûõ â ïðåäû-

äóùåì ïàðàãðà�å â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.2, äîñòàâëÿþò äâà òèïè÷íûõ ïðèìåðà (∂X, gt)
è (X, gt) òîïîëîãè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ï ð è ì å ð 3.2. Âàæíûé êëàññ äè��åðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñîñòàâëÿþò ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé ñ ïîñëåäåéñòâèåì. Ïóñòü S
.
= C

(
[−r, 0],Rn

)
� ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâ-

íûõ �óíêöèé ñ íîðìîé

‖u‖0 = max
−r6t60

|u(t)|.

Ïóñòü, äàëåå, ïðè êàæäîì t çàäàíà �óíêöèÿ s→ xt(s)
.
= x(t+s) ïåðåìåííîé s ∈ [−r, 0].

�àññìîòðèì àâòîíîìíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ ïîñëåäåéñòâèåì [13℄, [14℄ è ñîîòâåòñòâóþ-

ùóþ çàäà÷ó Êîøè

ẋ(t) = v(xt), xt ∈ S, v : S → R
n; (3.2)

xt
∣∣
t=0

= u, u ∈ S, t > 0. (3.3)

Í.Í. Êðàñîâñêèé ïîêàçàë [15℄, ÷òî åñòåñòâåííûì �àçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé (3.2), îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè è ãëîáàëüíîé ïðàâîñòî-

ðîííåé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ t → x(t, u) çàäà÷è (3.2), (3.3), ÿâëÿåòñÿ �àçîâîå ïðî-

ñòðàíñòâî S, â êîòîðîì äâèæåíèå t→ xt(·, u) ∈ S ñòðîèòñÿ ïî ðåøåíèþ t→ x(t, u).
Òàêèì îáðàçîì, àâòîíîìíîé ñèñòåìå (3.2) îòâå÷àåò òîïîëîãè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ

ñèñòåìà (S, gt), ãäå ïîëóïîòîê gt : S → S, t > 0, îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì

gtu
.
=
{
xt(s, u), s ∈ [−r, 0]

}
.

� 4. Ââåäåíèå â òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Ïðåäåëüíûå òî÷êè è ìíîæåñòâà. Íà÷íåì ñ ïðîñòîãî ïðèìåðà, ñâÿçàííîãî ñ òàê

íàçûâàåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé ñäâèãîâ.
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�èñ. 3. Àëåêñàíäð Àëåêñàíäðîâè÷ Ìàðêîâ (ìë.) (1903�1979)

Ï ð è ì å ð 4.1. �àññìîòðèì �óíêöèþ

t→ p(t)
.
=

{
sin
(
ln(t+ 1)

)
, åñëè t > 0,

0, åñëè t < 0.

Ñäâèã �óíêöèè t→ p(t) íà êîíñòàíòó τ îáîçíà÷èì pτ (t): pτ (t)
.
= p(τ + t). �àññìîòðèì

ìíîæåñòâî ñäâèãîâ {t → pτ (t) : τ ∈ R} �óíêöèè p(t) è äîáàâèì ê ýòîìó ìíîæåñòâó

âñå �óíêöèè t → q(t), ïîëó÷åííûå èç p(t) ñ ïîìîùüþ çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà ñäâèãîâ

â òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà îòðåçêàõ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêîé ïðåäåëüíîé �óíêöèè q(t) îòâå÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τi},
îáåñïå÷èâàþùàÿ äëÿ ëþáûõ ε > 0 è ϑ > 0 íåðàâåíñòâà

|q(t)− pτi(t)| 6 ε,

âûïîëíåííûå ïðè t ∈ [−ϑ, ϑ] è âñåõ i, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî i0 = i0(ε, ϑ). Ïîñòðîåííîå
òàê ñåìåéñòâî �óíêöèé îáîçíà÷èì

F(p)
.
= cl{ t→ pτ (t) : τ ∈ R }.

Ýòî ñåìåéñòâî ñîäåðæèò íàðÿäó ñ �óíêöèÿìè pτ (t) (ïîëó÷åííûìè èç p(t) ñ ïîìîùüþ
ïðîñòîãî ñäâèãà íà êîíñòàíòó τ) âñå ïðåäåëüíûå �óíêöèè

q(t) ≡ const ∈ [−1, 1]

(ïîëó÷åííûå íà ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ {τi}, τi → ∞) è �óíêöèþ q(t) ≡ 0
(ïîëó÷åííóþ èç �óíêöèè p(t) íà ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {τi}, τi → −∞). Îïðåäåëèì

äàëåå ïîòîê hτ íà ìíîæåñòâå F(p) ðàâåíñòâîì τ → hτq
.
= qτ , ãäå q ∈ F(p).

Òåì ñàìûì ïîñòðîåíà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (F(p), hτ), êîòîðóþ, ñëåäóÿ çà À.À. Ìàð-

êîâûì (ìë.), íàçûâàþò äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé ñäâèãîâ. Ïóñòü ω(p) � ìíîæåñòâî
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âñåõ ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ (â ëîêàëüíî-êîìïàêòíîé òîïîëîãèè) äâèæåíèÿ τ → hτp ïðè

τ → +∞. Ìíîæåñòâî ω(p) ÿâëÿåòñÿ îìåãà-ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì òî÷åê q ∈ F(p), îò-
âå÷àþùèõ íà÷àëüíîé òî÷êå p (îìåãà-ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì), è, íåñëîæíî ïðîâåðèòü

(ñì. (3.1)), ÷òî îíî îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

ω(p) = { q(t) ≡ const ∈ [−1, 1] }.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ìíîæåñòâî α(p), ñîñòîÿùåå èç îäíîé �óíêöèè q(t) ≡ 0, ÿâ-

ëÿåòñÿ àëü�à-ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì, îòâå÷àþùèì òî÷êå p. Ýòè ìíîæåñòâà ω(p) è α(p)
õàðàêòåðèçóþò àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà �óíêöèè p(t) è åå ñäâèãîâ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 4.1. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî M ⊂ Σ íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíò-

íûì îòíîñèòåëüíî ïîòîêà ht, åñëè orb(x) ⊂M äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈M. Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíûå è îòðèöàòåëüíî èíâàðèàíòíûå ìíîæå-

ñòâà: orb+(x) ⊂M èëè orb−(x) ⊂M äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈M .

Ò å î ð å ì à 4.1. Êàæäîå èç ìíîæåñòâ ω(x), α(x) èíâàðèàíòíî è çàìêíóòî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì, ÷òî îìåãà-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ω(x) èíâàðèàíò-
íî. Ôèêñèðóåì x0 ∈ ω(x) è τ ∈ R. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî hτx0 ∈ ω(x). Íàéäåòñÿ
òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk}, ÷òî tk → ∞ è ρ(htkx, x0) → 0. Â ñèëó ëåììû 3.1 äëÿ

ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ íîìåð k0 òàêîé, ÷òî

ρ(htk+τx, hτx0) 6 ε ïðè âñåõ k > k0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ρ(htk+τx, hτx0) → 0 ïðè k → ∞. Òàê êàê tk+τ → ∞ è htk+τx = htkhτx,
òî hτx0 ÿâëÿåòñÿ îìåãà-ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ x, è ïîýòîìó hτx0 ∈ ω(x).

Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ω(x) çàìêíóòî. �àññìîòðèì ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {xk} òî÷åê xk èç ω(x). Ïóñòü x0 � ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàäî ïîêà-

çàòü, ÷òî òî÷êà x0 íàõîäèòñÿ â ω(x). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé

íîìåð k0, ÷òî ρ(xk, x0) 6 ε/2 ïðè âñåõ k > k0. Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî k ñóùåñòâóåò

ìîìåíò âðåìåíè tk òàêîé, ÷òî ρ(htkx, xk) 6 ε/2. Ñëåäîâàòåëüíî,

ρ(htkx, x0) 6 ρ(htkx, xk) + ρ(xk, x0) 6 ε,

òî åñòü x0 ÿâëÿåòñÿ îìåãà-ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ òî÷êè x. �

Â äàëüíåéøåì ðàññòîÿíèå ρ(x,Σ0) îò òî÷êè x äî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà Σ0 ⊂ Σ
îçíà÷àåò êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå:

ρ(x,Σ0)
.
= min{ρ(x, x0) : x0 ∈ Σ0}.

Àíàëîãè÷íî, ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ êîìïàêòíûìè ìíîæåñòâàìè Σ0 è Σ1 îïðåäåëÿ-

åòñÿ ðàâåíñòâîì

ρ(Σ0,Σ1) = min{ρ(x0, x1) : x0 ∈ Σ0, x1 ∈ Σ1}. (4.1)

Çàìêíóòàÿ ε-îêðåñòíîñòü Oε(Σ0) êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà Σ0 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Oε(Σ0) = {x ∈ Σ: ρ(x,Σ0) 6 ε}.
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ Σ0, Σ1 è ëþáîé òî÷êè x ∈ Σ
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà

ρ(Σ0,Σ1) 6 ρ(x,Σ0) + ρ(x,Σ1),

è åñëè x ∈ Σ0, òî â ñèëó ðàâåíñòâà (4.1) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ρ(Σ0,Σ1) 6 ρ(x,Σ1).

Êîìïàêòíîñòü è ñâÿçíîñòü ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ. Äîêàæåì òåîðåìó îá îñíîâ-

íûõ ñâîéñòâàõ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ.
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Òå î ð å ì à 4.2. Åñëè çàìûêàíèå ïîëîæèòåëüíîé ïîëóòðàåêòîðèè orb+(x) äâèæå-

íèÿ t → htx êîìïàêòíî, òî îìåãà-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ω(x) íåïóñòî, êîìïàêòíî

è ñâÿçíî. Êðîìå òîãî, ρ
(
htx, ω(x)

)
→ 0 ïðè t→ ∞. Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ âåðíû

è äëÿ àëü�à-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà α(x).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì orb+(x) çàìûêàíèå ïîëîæèòåëüíîé ïîëóòðàåêòî-
ðèè orb+(x) òî÷êè x. Åñëè ìíîæåñòâî orb+(x) êîìïàêòíî, òî èç âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {htkx}, tk → ∞, ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðåäåë êî-
òîðîé ÿâëÿåòñÿ îìåãà-ïðåäåëüíîé òî÷êîé. Ñëåäîâàòåëüíî, îìåãà-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî

ω(σ) íåïóñòî.

Ïîêàæåì, ÷òî îìåãà-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ω(σ) êîìïàêòíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

äàíà ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} òî÷åê èç ω(σ). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëî-

æèòåëüíîãî ε íàéäåòñÿ òàêîé ìîìåíò âðåìåíè tk, ÷òî ρ(htkx, xk) 6 ε/2. Âûäåëèì èç

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {htkx} ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {htkix}. Òîãäà, íà÷èíàÿ
ñ íåêîòîðîãî i, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ρ(htkix, x̂) 6 ε/2, ãäå x̂ � ïðåäåë ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {htkix} è, ñëåäîâàòåëüíî, x̂ ∈ ω(σ). Ïîýòîìó

ρ(xki , x̂) 6 ρ(xki, h
tkix) + ρ(htkix, x̂) 6 ε.

Òàêèì îáðàçîì, ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xki} ñõîäèòñÿ ê x̂.
Äîêàæåì, ÷òî ρ

(
htx, ω(x)

)
→ 0 ïðè t → ∞. Åñëè ýòî íå òàê, òî íàéäóòñÿ ÷èñëî

ε > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk} òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

ρ
(
htkx, ω(x)

)
> ε, tk → ∞. (4.2)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {htkσ} èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó (îáîçíà÷èì åå x̂), è x̂ ∈ ω(x).
Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (4.2) ê ïðåäåëó íà ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ρ
(
x̂, ω(σ)

)
> ε.

Ïîêàæåì, êðîìå òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî ω(x) ñâÿçíî. Åñëè ýòî íåâåðíî, òî

ω(x) = ω0(x)
⋃

ω1(x),

ãäå ω0(x) è ω1(x) çàìêíóòû è ω0(x)
⋂
ω1(x) = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó êîìïàêòíîñòè

ωi(x) ρ
(
ω0(x), ω1(x)

)
= ε > 0. Äàëåå, ÿñíî, ÷òî íàéäóòñÿ äâå òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{tk} è {τk}, ÷òî tk → ∞, τk → ∞ è

htkx ∈ Oε/3

(
ω0(x)

)
, hτkx ∈ Oε/3

(
ω1(x)

)
.

Ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

t1 < τ1 < t2 < τ2 < · · · < tk < τk < tk+1 < · · · .

Èç íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè t→ ρ
(
htx, ω0(x)

)
è íåðàâåíñòâ

ρ
(
htkx, ω0(x)

)
6
ε

3
,

ρ
(
hτkx, ω0(x)

)
> ρ
(
hτkx,Oε/3(ω

0(x))
)
> ρ
(
Oε/3(ω

0(x)), Oε/3(ω
1(x))

)
=
ε

3

ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϑk}, äëÿ êîòîðîé

ρ(hϑkσ,Σ0
ω) = ε/3, tk 6 ϑk 6 τk. (4.3)
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Ïåðåõîäÿ â ðàâåíñòâàõ (4.3) ê ïðåäåëó (âîçìîæíî, íà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè), ïîëó÷èì,

÷òî ρ
(
x̂, ω0(x)

)
= ε/3, ãäå x̂ = limhϑkx � îìåãà-ïðåäåëüíàÿ òî÷êà è, ñëåäîâàòåëüíî,

x̂ ∈ ω(x). Íî x̂ /∈ ω0(x), à â ñèëó íåðàâåíñòâà (4)

ρ
(
x̂, ω1(x)

)
> ρ(ω0(x), ω1(x)

)
− ρ
(
x̂, ω0(x)

)
= 2ε/3,

x̂ /∈ ω1(x), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó ω(x) = ω0(x)
⋃
ω1(x). �

Ç à ä à ÷ à 4.1. Ïóñòü M � êîìïàêòíîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Σ. Äî-
êàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Σ �óíêöèÿ t→ ρ(htx,M) íåïðåðûâíà íà R.

� ë à â à 2. Ìèíèìàëüíûå ìíîæåñòâà äèíàìè÷åñêîé

ñèñòåìû, ðåêóððåíòíîñòü è ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòü

� 5. Ìèíèìàëüíûå ìíîæåñòâà è ðåêóððåíòíûå äâèæåíèÿ

Ìèíèìàëüíûå ìíîæåñòâà. Åñëè èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíî, òî îíî

ñîñòîèò èç ðåêóððåíòíûõ ïî Äæ.Ä. Áèðêãî�ó äâèæåíèé. Ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäå-

ëåíèÿ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 5.1. Ìíîæåñòâî M ⊂ Σ, ãäå (Σ, gt) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà,

íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì, åñëè îíî íåïóñòî, çàìêíóòî, èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïî-

òîêà ht è íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà, îáëàäàþùåãî ýòèìè ñâîéñòâàìè.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ 5.1 ñëåäóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ìèíèìàëü-

íîñòè: ìíîæåñòâî M ìèíèìàëüíî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷-

êè x ∈ M çàìûêàíèå òðàåêòîðèè orb(x) ñîâïàäàåò ñ M. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî
orb(x) èíâàðèàíòíî, çàìêíóòî è ñîäåðæèòñÿ â M. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x ∈ M
ìíîæåñòâî orb(x) íå ñîâïàäàåò ñ M, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòüþ M.

Òå î ð å ì à 5.1. Âñÿêîå èíâàðèàíòíîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò êîìïàêò-

íîå ìèíèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî.

Î ï ð å ä å ë å í è å 5.2. Ïóñòü M � êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî â ïîëíîì

ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Σ è x ∈M. Äâèæåíèå t→ htx íàçûâàåòñÿ ðåêóððåíòíûì,

åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìíîæåñòâî

∆(ε) = ∆(ε, x)
.
= {τ ∈ R : ρ(hτx, x) 6 ε} (5.1)

îòíîñèòåëüíî ïëîòíî íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R, òî åñòü íàéäåòñÿ òàêîå ϑ = ϑ(ε) > 0, ÷òî
äëÿ êàæäîãî s ∈ R îòðåçîê [s, s + ϑ] èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ìíîæåñòâîì ∆(ε).
Â ÷àñòíîñòè, åñëè x ∈ Σ è ìíîæåñòâî orb(x) êîìïàêòíî, òî äâèæåíèå t → htx ðåêóð-

ðåíòíî â òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìíîæåñòâî (5.1) îòíîñèòåëüíî ïëîòíî íà R.

Åñëè äâèæåíèå t→ htx ðåêóððåíòíî, òî òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ðåêóððåíòíîé.

Ò å î ð å ì à 5.2. Äâèæåíèå t → htσ â êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå Σ ðåêóððåíòíî

â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ ëþáûõ ε > 0, ϑ > 0 ìíîæåñòâî

θ(ε, ϑ) = θ(ε, ϑ, x)
.
=
{
τ ∈ R : max

|t|6ϑ
ρ(ht+τx, htx) 6 ε

}
(5.2)

(ε, ϑ)-ïî÷òè ïåðèîäîâ îòíîñèòåëüíî ïëîòíî íà ïðÿìîé R.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè òî÷êà x ðåêóððåíòíà, òî äëÿ çàäàííûõ ε è ϑ íàéäåòñÿ

δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè τ ∈ ∆(δ) è âñåõ t ∈ [−ϑ, ϑ] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
ρ(ht+τx, htx) 6 ε.

Ïîýòîìó τ ∈ θ(ε, ϑ). Òàê êàê ìíîæåñòâî ∆(δ) îòíîñèòåëüíî ïëîòíî, òî ìíîæåñòâî

θ(ε, ϑ) òîæå îòíîñèòåëüíî ïëîòíî. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. �

Êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî

γ(x, t0, t0 + ϑ)
.
= {htx : t ∈ [t0, t0 + ϑ] } (5.3)

òî÷åê �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Σ áóäåì íàçûâàòü äóãîé òðàåêòîðèè orb(x) âðåìåíí�îé
äëèíû ϑ. Äàëåå, ε-òðóáêîé äóãè (5.3) íàçîâåì ìíîæåñòâî òî÷åê �àçîâîãî ïðîñòðàí-

ñòâà Σ, îòñòîÿùèõ îò äóãè (5.3) íå áîëåå ÷åì íà ε. Ïóñòü Oε(γ(x, t0, t0 + ϑ)) � ε-òðóáêà
äóãè, îïðåäåëåííîé ðàâåíñòâîì (5.3).

�åêóððåíòíûå äâèæåíèÿ. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîéñòâîì ðåêóððåíòíîñòè äâè-

æåíèÿ t→ htx â êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå Σ ñëóæèò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: äëÿ âñÿêîãî

ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ϑ > 0, ÷òî ëþáàÿ äóãà γ(x, t0, t0 + ϑ) âðåìåíí�îé äëèíû ϑ àï-

ïðîêñèìèðóåò òðàåêòîðèþ orb(x) ñ òî÷íîñòüþ äî ε, òî åñòü

orb(x) ⊆ Oε

(
γ(x, t0, t0 + ϑ)

)

äëÿ ëþáîãî t0 ∈ R.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàé-

äåòñÿ ϑ > 0, îáåñïå÷èâàþùåå ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: êàæäîìó t ∈ R è ëþáîìó t0 îòâå÷à-

åò òàêîé ìîìåíò âðåìåíè s ∈ [t0, t0 + ϑ], ÷òî ρ(htx, hsx) 6 ε. Íî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî,
î÷åâèäíî, âûïîëíåíî ïðè s = t+ τ è ëþáîì

τ ∈ θ(ε, ϑ)
⋂

[t0 − t, t0 − t + ϑ],

ãäå θ(ε, ϑ) � ìíîæåñòâî (ε, ϑ)-ïî÷òè ïåðèîäîâ äâèæåíèÿ t→ htx (ñì. (5.2)).

Íåñëîæíî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ íà òðàåêòîðèè ðåêóððåíòíîãî

äâèæåíèÿ, òîæå ðåêóððåíòíà, òî åñòü åñëè äâèæåíèå t → htx ðåêóððåíòíî, òî äëÿ

êàæäîãî τ ∈ R äâèæåíèå t→ ht(hτx) òîæå ðåêóððåíòíî. Ïîýòîìó êàæäîå èç ìíîæåñòâ
∆(ε, x̂) è θ(ε, ϑ, x̂) (ñì. (5.1) è (5.2)) îòíîñèòåëüíî ïëîòíî íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R äëÿ

âñåõ x̂ ∈ orb(x). Áîëåå òîãî, èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà ðåêóððåíòíîñòè ñëåäóåò,

÷òî åñëè òî÷êà x ðåêóððåíòíà, òî âñÿêàÿ òî÷êà x̂ èç çàìûêàíèÿ orb(x) òðàåêòîðèè
orb(x) òîæå ðåêóððåíòíà.

Ë å ì ì à 5.1. Çàìûêàíèå orb(x) òðàåêòîðèè orb(x) ðåêóððåíòíîãî äâèæåíèÿ t→htx
â êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå êîìïàêòíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ çàäàííîãî ε > 0 íàéäåì òàêîå ÷èñëî ϑ > 0, ÷òî

orb(x) ⊆ Oε/2

(
γ(x, t0, t0 + ϑ)

)
.

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè äóãè γ(x, t0, t0+ϑ) ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε/2-ñåòü {x1 . . . xr} (èíû-

ìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîé òî÷êè x∗ äóãè γ(x, t0, t0+ϑ) íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ i ∈ {1 . . . r},
÷òî x∗ ∈ Oε/2(xi)). Ïîýòîìó èç çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà Oε/2(γ(x, t0, t0+ϑ)) ñëåäóåò âêëþ-
÷åíèå

orb(x) ⊆ Oε/2

(
γ(x, t0, t0 + ϑ)

)
.

Äàëåå íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûáðàííîå ìíîæåñòâî òî÷åê {x1 . . . xr} îáðàçóåò
ε-ñåòü äëÿ ìíîæåñòâà orb(x). �

Òåîðåìà î ðåêóððåíòíîñòè. Ñ�îðìóëèðîâàííîå íèæå óòâåðæäåíèå ïðèíàäëåæèò

Äæ.Ä. Áèðêãî�ó.
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Òå î ð å ì à 5.3. Âñÿêàÿ òî÷êà x ìèíèìàëüíîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà ïîðîæ-

äàåò ðåêóððåíòíîå äâèæåíèå t → htx. Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, åñëè òî÷-

êà x â êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå ïîðîæäàåò ðåêóððåíòíîå äâèæåíèå, òî ìíîæå-

ñòâî orb(x) ìèíèìàëüíî è

α(x) = orb−(x) = orb(x) = orb+(x) = ω(x).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü M åñòü ìèíèìàëüíîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â Σ
è x ∈ M. Ïîêàæåì, ÷òî äâèæåíèå t → htx ðåêóððåíòíî. Åñëè ýòî íå òàê, òî íàéäóòñÿ

÷èñëî ε > 0, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ [ti − ϑi, ti + ϑi], ãäå ϑi → ∞, è ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü òàêèõ òî÷åê τi, ÷òî

hτix /∈ Oε

(
γ(σ, ti − ϑi, ti + ϑi)

)

(äðóãèìè ñëîâàìè, òðàåêòîðèÿ orb(x) íå àïïðîêñèìèðóåòñÿ äóãîé

γ(x, ti − ϑi, ti + ϑi) = γ(htix,−ϑi, ϑi)

äëèíû 2ϑi ñ òî÷íîñòüþ äî ε).
�àññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xi} è {x∗i } òî÷åê, ëåæàùèõ íà òðàåêòîðèè

orb(x) : xi = hτix, x∗i = htix. Êàæäàÿ èç ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èìååò ïðåäåëüíóþ

òî÷êó, è ìû, íå óñëîæíÿÿ îáîçíà÷åíèé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

èìåþò ïðåäåë. Ïóñòü x̂ � ïðåäåë ïåðâîé, à x∗ � âòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîêàæåì

òîãäà, ÷òî ìíîæåñòâî orb(x∗) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòüþ ìíîæåñòâà M.
Ôèêñèðóåì ϑ > 0 è ðàññìîòðèì äóãó γ(x∗,−ϑ, ϑ) òðàåêòîðèè orb(x∗) äëèíû 2ϑ.

Ïóñòü δ > 0 òàêîâî, ÷òî èç íåðàâåíñòâà ρ(x∗, x0) 6 δ äëÿ âñåõ t ∈ [−ϑ, ϑ] ñëåäóåò

íåðàâåíñòâî

ρ(htx∗, htx0) 6 ε/3.

Äàëåå, íàéäåòñÿ òàêîå i, ÷òî

ϑ 6 ϑi, ρ(x∗, x∗i ) 6 δ, ρ(x̂, xi) 6 ε/3.

Ñëåäîâàòåëüíî, ρ(htx∗, htx∗i ) 6 ε/3 ïðè âñåõ t ∈ [−ϑ, ϑ], íî ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâ

|t| 6 ϑ 6 ϑi

èìååì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

ρ(htx∗i , xi) = ρ(ht+tix, xi) > ε.

Èç ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâà ρ(x̂, xi) 6 ε/3 ïðè âñåõ |t| 6 ϑ ñëåäó-

åò íåðàâåíñòâî ρ(x̂, htx∗) > ε/3, ÷òî ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ϑ âëå÷åò íåðàâåíñòâî

ρ(x̂, orb(x∗)) > ε/3. Òàê êàê x∗ ∈M, òî ìíîæåñòâî orb(x∗) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòüþ
ìíîæåñòâà M, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè M. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêîå äâèæåíèå
â M ðåêóððåíòíî.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè x � ðåêóððåíòíàÿ òî÷êà, òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

orb(x) = ω(x).

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ðåêóððåíòíîñòè òî÷êè x äëÿ âñÿêîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε íàéäåò-

ñÿ îòíîñèòåëüíî ïëîòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τi} òàêàÿ, ÷òî ρ(hτix, x) 6 ε. Ïîýòîìó

íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ti}, ÷òî ti → ∞ è htix→ x. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñè-
ëó èíâàðèàíòíîñòè è çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà ω(x) èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå x ∈ ω(x),
è ïîýòîìó orb(x) ⊆ ω(x).
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Ïóñòü x0 ∈ α(σ), òîãäà orb(x0) ⊂ α(x). Åñëè

orb(x0)
⋂

orb(x) 6= ∅,

òî orb(x0) = orb(x) (â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè). Åñëè æå ìíîæåñòâà orb(x0) è orb(x)
íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî (â ñèëó èõ êîìïàêòíîñòè)

ρ(orb(x0), orb(x)) = ε > 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ti} òàêàÿ, ÷òî htix → x0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, orb(x0) = orb(x) (â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè x0), è ïîýòîìó ω(x) ⊂ orb(x).

Îòìåòèì äàëåå, ÷òî, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü âñå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {ti}, ó÷àñòâóþùèå â äîêàçàòåëüñòâå ðàâåíñòâà orb(x) = ω(x), íåîòðèöàòåëüíû-
ìè (ti > 0), ïîýòîìó ðàâåíñòâî orb+(x) = ω(x) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ðàâåíñòâó

orb(x) = ω(x).
Ïóñòü òî÷êà x ðåêóððåíòíà. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ω(x) (à ñëåäîâàòåëüíî, è ìíî-

æåñòâî orb(x)) ìèíèìàëüíî. Åñëè ýòî íåâåðíî, òî íàéäåòñÿ òàêîå x0 ∈ ω(x), ÷òî

êîìïàêòíîå è èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî orb(x0) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòüþ ìíîæå-

ñòâà ω(x). Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîëüêî ÷òî äîêàçàííîìó ðàâåíñòâó orb(x0) = ω(x). �

� 6. Ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

Îïðåäåëåíèå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ. Ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå äâèæå-

íèÿ çàíèìàþò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó ïåðèîäè÷åñêèìè è ðåêóððåíòíûìè äâè-

æåíèÿìè è çà÷àñòóþ áîëåå òî÷íî (ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè äâèæåíèÿìè) ìîäå-

ëèðóþò êîëåáàòåëüíûå ïðîöåññû â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Òåîðèè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ

äâèæåíèé è �óíêöèé ïîñâÿùåíû ìîíîãðà�èè [16�18℄.

Î ï ð å ä å ë å í è å 6.1. Äâèæåíèå t → htx íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì (ïî

Áîðó), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìíîæåñòâî ε-ïî÷òè ïåðèîäîâ

θ(ε)
.
=
{
τ ∈ R : sup

t∈R
ρ(ht+τx, htx) 6 ε

}
(6.1)

îòíîñèòåëüíî ïëîòíî íà R. Â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì ãîâîðèòü òàêæå, ÷òîòî÷êà x ïî÷òè

ïåðèîäè÷íà.

Åñëè òî÷êà x ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 6.1 îíà ðåêóððåíòíà, è ïî-

ýòîìó çàìûêàíèå orb(x) òðàåêòîðèè orb(x) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì êîìïàêòíûì ìíî-

æåñòâîì. Ñëåäîâàòåëüíî, orb(x) ñîñòîèò èç ðåêóððåíòíûõ òî÷åê. Â �îðìóëèðóåìîé íè-

æå òåîðåìå Áîõíåðà óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ìíîæåñòâî orb(x) ñîñòîèò

òîëüêî èç ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6.1 íàì ïîíàäîáèò-

ñÿ ëåììà î ðàâíîìåðíîé äâóñòîðîííåé óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé

òî÷êè îòíîñèòåëüíî ñâîåé òðàåêòîðèè.

Ë å ì ì à 6.1. Äîïóñòèì, ÷òî äâèæåíèå t → htx ïî÷òè ïåðèîäè÷íî. Òîãäà âñÿêî-

ìó ε > 0 îòâå÷àåò δ = δε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê κ,κ0 ∈ orb(x),
óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó ρ(κ,κ0) 6 δ, ïðè âñåõ t ∈ R âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

ρ(htκ, htκ0) 6 ε.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü çàäàíî ε > 0. Íàéäåòñÿ òàêîå ℓε > 0, ÷òî

∆(ε/3, x)
⋂

[t, t+ ℓε] 6= ∅
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äëÿ ëþáîãî t ∈ R. Çäåñü

∆(ε, x) =
{
τ ∈ R : sup

t
ρ(ht+τx, htx) 6 ε

}
(6.2)

� ìíîæåñòâî ε-ïî÷òè ïåðèîäîâ òî÷êè x. Îòìåòèì åù¼, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî èç (6.2)

âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

åñëè κ ∈ orb(x), òî ∆(ε, x) = ∆(ε,κ).

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå t ∈ R è τ ∈ ∆(ε/3, σ). Òîãäà

ρ(ht+τ
κ, htκ) 6 ε/3, ρ(ht+τ

κ0, h
t
κ0) 6 ε/3.

Âûáåðåì òåïåðü òàêîå δε > 0, ÷òî èç íåðàâåíñòâà ρ(κ,κ0) 6 δε ïðè âñåõ η ∈ [0, ℓε]
ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ρ(hηκ, hηκ0) 6 ε/3. Ïóñòü, êðîìå òîãî, τ ∈ [−t,−t + ℓε], òîãäà

t + τ ∈ [0, ℓε], è ïîýòîìó

ρ(ht+τ
κ, ht+τ

κ0) 6 ε/3.

Îòìåòèì òåïåðü, ÷òî â ñèëó êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà orb(x) è íåïðåðûâíîñòè �óíê-
öèè (κ,κ0) → ρ(κ,κ0) êîíñòàíòó δε > 0 ìîæíî âûáðàòü îáùåé äëÿ âñåõ òî÷åê

κ,κ0 ∈ orb(x). Ïîýòîìó, ñ ó÷åòîì äîêàçàííûõ ε/3-íåðàâåíñòâ, ïîëó÷àåì äëÿ âñåõ t ∈ R

íåðàâåíñòâî ρ(htκ, htκ0) 6 ε. �

Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèÿõ.

Òå î ð å ì à 6.1. Åñëè äâèæåíèå t → htx ïî÷òè ïåðèîäè÷íî è íå ñîâïàäàåò ñ ïî-

ëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ è ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèåì, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x∗ ∈ orb(x)
äâèæåíèå t→ htx∗ òîæå ïî÷òè ïåðèîäè÷íî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ âñÿêîé òî÷êè x∗, íàõîäÿùåéñÿ íà òðàåêòîðèè orb(x),
äâèæåíèå t → htx∗ ïî÷òè ïåðèîäè÷íî (ñäâèã ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ � ïî÷òè

ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå). Ïóñòü x∗ ∈ orb(x) è x∗ /∈ orb(x). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {xi}, ãäå xi = htix ∈ orb(x), òàêàÿ, ÷òî xi → x∗. Ïîêàæåì, ÷òî äâèæåíèå

t→ htx∗ òîæå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå.

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xi} �óíäàìåíòàëüíàÿ, òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëü-

íîãî δ íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð kδ, ÷òî íåðàâåíñòâî ρ(xi, xj) 6 δ âûïîëíåíî äëÿ âñåõ

èíäåêñîâ i, j > kδ. Äàëåå, èç ëåììû 6.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé

íîìåð kε, ÷òî äëÿ âñåõ i, j > kε è âñåõ t ∈ R âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà ρ(htxi, h
txj) 6 ε.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé t → htxi �óíäà-

ìåíòàëüíàÿ â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå C(R,Σ) ñ ìåòðèêîé sup
t∈R

ρ(htκ, htκ0).

Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
t∈R

ρ(htxi, h
tx∗) → 0, i→ ∞.

Ïîêàæåì, ÷òî äâèæåíèå t→htx∗ ïî÷òè ïåðèîäè÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü τ ∈∆(ε, x),
òîãäà τ ∈ ∆(ε, xi) ïðè ëþáîì i. Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî ρ(ht+τxi, h

txi) 6 ε âûïîë-

íåíî ïðè âñåõ t ∈ R. Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè i→ ∞, ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî

ρ(ht+τx∗, htx∗) 6 ε,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. �
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� ë à â à 3. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ

è êîíñòðóêöèÿ Ôàâàðà

� 7. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ

Ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ òîïîëîãèÿ. Ïóñòü X � ëèíåéíîå êîíå÷íîìåðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî ñ íîðìîé |x|, X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, îïðåäåëåí-

íûõ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé R è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â X. Ââåäåì íà ïðîñòðàí-

ñòâå X ìåòðèêó Áåáóòîâà (ñì. [4, 5, ãë. 6, � 9℄)

ρ(ϕ, ψ) = sup
t∈R

min
{
|ϕ(t)− ψ(t)|, |t|−1

}
, ϕ, ψ ∈ X. (7.1)

Ë å ì ì à 7.1. Ïðîñòðàíñòâî X ñ ìåòðèêîé (7.1) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ñåïàðàáåëüíûì

ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Òîïîëîãèÿ, ïîðîæäåííàÿ ìåòðèêîé (7.1), ýêâèâàëåíòíà

òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà îòðåçêàõ (íàçûâàåìîé ëîêàëüíî êîìïàêòíîé

òîïîëîãèåé).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ìåòðèêè (7.1) ñëåäóåò, ÷òî

íåðàâåíñòâî ρ(ϕ, ψ) 6 ε âëå÷åò çà ñîáîé íåðàâåíñòâî |ϕ(t) − ψ(t)| 6 ε, âûïîëíåííîå
äëÿ âñåõ òàêèõ t, ÷òî |t| 6 ε−1. Ñëåäîâàòåëüíî, èç ñõîäèìîñòè ρ(ϕk, ϕ) → 0 ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {ϕk} �óíêöèé ϕk ∈ X ê �óíêöèè ϕ ∈ X ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ϕk(t) → ϕ(t),
ðàâíîìåðíàÿ íà ëþáîì îòðåçêå Iϑ

.
= [−ϑ, ϑ].

Ïóñòü òåïåðü çàäàíû �óíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕk}, ãäå ϕk ∈ X,
è �óíêöèÿ t→ ϕ(t) ∈ X , îïðåäåëåííàÿ ïðè âñåõ t ∈ R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî

îòðåçêà Iϑ ñóæåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ϕk} íà Iϑ ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ϕ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, �óíêöèÿ t → ϕ(t) íåïðåðûâíà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R è äëÿ ëþáîãî ε > 0
íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð k0 = k0(ε), ÷òî äëÿ êàæäîãî k > k0 ïðè âñåõ t, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ íåðàâåíñòâó |t| 6 ε−1, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |ϕk(t) − ϕ(t)| 6 ε. Èç ýòèõ äâóõ

íåðàâåíñòâ, êàê ëåãêî çàìåòèòü, ïðè êàæäîì t âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

min
{
|ϕk(t)− ϕ(t)|, |t|−1

}
6 ε,

èç êîòîðîãî ÿñíî, ÷òî ρ(ϕk, ϕ) 6 ε. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè {ϕk} ê ϕ â ìåòðèêå ρ ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè, ðàâíîìåðíîé íà îòðåçêàõ.

Îòìåòèì òåïåðü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X èìååò ñ÷åòíóþ áàçó (íàïðèìåð, ñ÷åòíóþ áàçó

îáðàçóåò ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ âèäà

a0t
n + · · ·+ an

ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè a0 . . . an ∈ X, n = 0, 1 . . . ). �

Ïóñòü çàäàíî ïîäìíîæåñòâî X0 ïðîñòðàíñòâà X. Êàæäîé òî÷êå ϕ ìíîæåñòâà X0

ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äâèæåíèå τ → gτϕ, ãäå

gτϕ
.
= ϕτ (·), ϕτ (t)

.
= ϕ(t + τ), t ∈ R,

è òðàåêòîðèþ

orb(ϕ)
.
= { gτϕ ∈ X0 : τ ∈ R },

à çàòåì çàìêíåì å¼ â ìåòðèêå Áåáóòîâà. Îáúåäèíåíèå çàìûêàíèÿ âñåõ òðàåêòîðèé, ïî-

ñòðîåííûõ ïî êàæäîé òî÷êå ϕ ìíîæåñòâà X0, îáîçíà÷èì R(X0) è âìåñòå ñ îïåðàòîðîì

ñäâèãà gτ ïîñòðîèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (R(X0), g
τ), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷å-

ñêîé ñèñòåìîé ñäâèãîâ À.À. Ìàðêîâà (ìë.).
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�èñ. 4. Ìèõàèë Âàëåðüåâè÷ Áåáóòîâ (1913�1942)

Ë å ì ì à 7.2. Ïàðà (X, gτ) îáðàçóåò òîïîëîãè÷åñêóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî gτϕ ïðèíàäëåæèò X äëÿ ëþáûõ τ ∈ R è ϕ ∈ X.

Êðîìå òîãî, gτϕ
∣∣
τ=0

= ϕ è gτ+s = gτgs. Äàëåå, ïóñòü (τk, ϕ
k) → (τ, ϕ), k → ∞, òîãäà

ñõîäèìîñòü gτkϕk
ê gτϕ ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

|ϕk(t+ τk)− ϕ(t+ τ)| 6 |ϕk(t + τk)− ϕ(t + τk)|+ |ϕ(t+ τk)− ϕ(t+ τ)|.

Ë å ì ì à 7.3. Äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ïðÿìîé R

�óíêöèè t→ ϕ(t) ∈ X çàìûêàíèå orb(ϕ) òðàåêòîðèè

orb(ϕ)
.
= {gtϕ ∈ X : t ∈ R}

â ìåòðèêå (7.1) êîìïàêòíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñåìåéñòâî �óíêöèé

{ψ} .
= {ψ : R → X, ψ ∈ orb(ϕ)}

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî íà R.
Äëÿ âñÿêîé �óíêöèè ψ èç ýòîãî ñåìåéñòâà íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {gtkϕ}, ñõî-

äÿùàÿñÿ ê ψ â ëîêàëüíî êîìïàêòíîé òîïîëîãèè. Ïîýòîìó ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü

ñåìåéñòâà {ψ} ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà

|ψ(t)| 6 |ψ(t)− ϕtk(t)|+ |ϕtk(t)|, t ∈ R,

ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

sup
t

|ψ(t)| 6 sup
t

|ϕ(t)|,
à ðàâíîñòåïåííàÿ íåïðåðûâíîñòü � èç íåðàâåíñòâà

|ψ(t+τ)−ψ(t)| 6 |ψ(t+τ)−ϕtk(t+τ)|+ |ψ(t)−ϕtk(t)|+ |ϕtk(t+τ)−ϕtk(t)|, t ∈ R. �
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Èç ýòîé ëåììû è òåîðåìû 4.2 ñëåäóåò, ÷òî åñëè �óíêöèÿ ϕ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà

è îãðàíè÷åíà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R, òî îìåãà-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ω(ϕ) íåïóñòî,

êîìïàêòíî è ñâÿçíî. Åñëè, êðîìå òîãî, äâèæåíèå τ → gτϕ ðåêóððåíòíî, òî â ñèëó

òåîðåìû 5.3 ìíîæåñòâî orb(ϕ) ìèíèìàëüíî è

ω(ϕ) = orb(ϕ) = orb+(ϕ).

�åêóððåíòíîñòü è ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòü. Åñëè îìåãà-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ω(ϕ),
îòâå÷àþùåå �óíêöèè ϕ ∈ X, ñîäåðæèò ýòó �óíêöèþ (ϕ ∈ ω(ϕ)), òî íàéäåòñÿ òàêàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τi} ìîìåíòîâ âðåìåíè, ÷òî τi → ∞ è ρ(ϕτi , ϕ) → 0. Ïîñëåäíåå
îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ε > 0 è ϑ > 0 è ëþáîãî t0 ìíîæåñòâî

{
τ ∈ R : max

|t|6ϑ
|ϕτ (t)− ϕ(t)| 6 ε

}
(7.2)

èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ïîëóèíòåðâàëîì [t0,∞). Ôóíêöèÿ ϕ, îáëàäàþùàÿ ýòèì

ñâîéñòâîì, íàçûâàåòñÿ P+
-óñòîé÷èâîé (óñòîé÷èâîé ïî Ïóàññîíó âïðàâî). Ïîíÿòíûì îá-

ðàçîì ââîäÿòñÿ P−
-óñòîé÷èâîñòü è P -óñòîé÷èâîñòü (â ýòîì ïîñëåäíåì ñëó÷àå èìååò

ìåñòî âêëþ÷åíèå ϕ ∈ α(ϕ)
⋂
ω(ϕ)).

Òàêèì îáðàçîì, P+
-óñòîé÷èâîñòü õàðàêòåðèçóåò íåêîòîðîå ñâîéñòâî ¾ïîâòîðÿåìî-

ñòè¿ (ãîâîðÿò åùå ¾âîçâðàùàåìîñòè¿) òðàåêòîðèè τ → ϕτ , îòâå÷àþùåé �óíêöèè ϕ:
ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñäâèãîâ ϕτi, âîçâðàùàþ-

ùàÿ ýòè ñäâèãè â ε-îêðåñòíîñòü �óíêöèè ϕ âðåìåíí�îé äëèíû 2ϑ. �åêóððåíòíîñòü

è ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòü äåìîíñòðèðóþò áîëåå ñèëüíûå ñâîéñòâà âîçâðàùàåìîñòè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 7.1. Îãðàíè÷åííàÿ è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ íà R �óíêöèÿ ϕ(t)
ñî çíà÷åíèÿìè â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ ðåêóððåíòíîé, åñëè äëÿ

ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ε è ϑ ìíîæåñòâî

Θ(ε, ϑ)
.
=
{
τ ∈ R : max

|t|6ϑ
|ϕτ (t)− ϕ(t)| 6 ε

}
(7.3)

(ε, ϑ)-ïî÷òè ïåðèîäîâ îòíîñèòåëüíî ïëîòíî íà R. Åñëè æå äëÿ âñÿêîãî ε > 0 îòíîñè-

òåëüíî ïëîòíî ìíîæåñòâî

Θ(ε)
.
=
{
τ ∈ R : sup

t∈R
|ϕτ (t)− ϕ(t)| 6 ε

}
(7.4)

ε-ïî÷òè ïåðèîäîâ, òî �óíêöèÿ ϕ(t) íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé (â ñìûñëå Áîðà).

Ë å ì ì à 7.4. Ïóñòü �óíêöèÿ t → ϕ(t) îãðàíè÷åíà è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà

ïðÿìîé R. Äâèæåíèå τ → gτϕ ðåêóððåíòíî (ñì. îïðåäåëåíèå 5.2) â òîì è òîëüêî

â òîì ñëó÷àå, åñëè �óíêöèÿ ϕ(t) ðåêóððåíòíà. Àíàëîãè÷íî, äâèæåíèå τ → gτϕ ïî÷òè

ïåðèîäè÷íî (îïðåäåëåíèå 6.1) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè �óíêöèÿ ϕ(t) ïî÷òè

ïåðèîäè÷íà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, íåðàâåíñòâî ρ(ϕ, ψ) 6 ε ýêâèâàëåíòíî

íåðàâåíñòâó |ϕ(t)−ψ(t)| 6 ε, âûïîëíåííîìó äëÿ âñåõ |t| 6 ε−1
. Ïîýòîìó åñëè τ ∈ Θ(ε, ϑ),

òî

τ ∈ ∆(δ)
.
=
{
τ ∈ R : ρ(hτϕ, ϕ)

}

ïðè âñåõ δ ∈ (0, ϑ−1). Ñëåäîâàòåëüíî, èç ðåêóððåíòíîñòè �óíêöèè ϕ(t) ñëåäóåò ðåêóð-

ðåíòíîñòü äâèæåíèÿ τ → gτϕ.
Ïóñòü äâèæåíèå τ → gτϕ ðåêóððåíòíî. Ïî çàäàííûì ε > 0 è ϑ > 0 âûáåðåì δ > 0,

óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì δ 6 ε è δ 6 ϑ−1. Òîãäà åñëè τ ∈ ∆(δ), òî τ ∈ Θ(ε, ϑ).
Óòâåðæäåíèå îá ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ îïðåäåëåíèé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè äîêàçûâà-

åòñÿ àíàëîãè÷íî. �
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Ç à ä à ÷ à 7.1. Ïóñòü X � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé |x|, S � ëèíåéíîå

ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó �óíêöèé ϕ : R → X ñ ìåòðèêîé

̺(ϕ, ψ) = sup
t∈R

min

{∫ t+1

t

|ϕ(s)− ψ(s)| ds, 1

|t|

}
(7.5)

(ïðîñòðàíñòâî Â.Â. Ñòåïàíîâà). Ìåòðèêà (7.5) ïîðîæäàåò òîïîëîãèþ ðàâíîìåðíîé

â ñðåäíåì ñõîäèìîñòè íà îòðåçêàõ (êîòîðàÿ òîæå íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíîé òî-

ïîëîãèåé). Ïîòîê íà S îïðåäåëèì îáû÷íûì îáðàçîì: gτϕ = ϕτ , ãäå g
τϕ(t) = ϕ(τ + t).

Ïîëó÷èòå àíàëîãè ëåìì 7.1, 7.2 è 7.3 äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (S, gt). Ââåäèòå
îïðåäåëåíèÿ ðåêóððåíòíîñòè è ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè, îòâå÷àþùèå ìåòðèêå (7.5), è ïî-

ëó÷èòå àíàëîã ëåììû 7.4 äëÿ ïðîñòðàíñòâà S. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñ-
ëè ïðîñòðàíñòâî X ñîñòîèò èç íåïðåðûâíûõ íà ïðÿìîé R �óíêöèé, òî ñõîäèìîñòü

â ïðîñòðàíñòâå (X, ̺) ñ ìåòðèêîé (7.5) ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå (X, ρ)
ñ ìåòðèêîé ρ, îïðåäåëåííîé ðàâåíñòâîì (7.1).

Çàäà÷à î êîëåáëåìîñòè. �àññìîòðèì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

ñäâèãîâ â çàäà÷å î êîëåáëåìîñòè íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

ÿ + p(t)y = 0 (7.6)

ñ çàäàííîé �óíêöèåé ( ñì. ïðèìåð 4.1 íà ñòð. 78 )

p(t) =

{
sin
(
ln(1 + t)

)
, åñëè t > 0,

0, åñëè t < 0.

Ñ ýòîé öåëüþ ïîñòðîèì çàìûêàíèå R(p) ìíîæåñòâà ñäâèãîâ �óíêöèè p(t) (óðàâíå-

íèÿ (7.6)) â òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà îòðåçêàõ.

Íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèå (7.6) íàçûâàåòñÿ êîëåáëþùèìñÿ, åñëè:

(1) äëÿ êàæäîé òî÷êè t0 ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.6) èìååò íà

èíòåðâàëå (t0,∞) ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íóëü

è óðàâíåíèå (7.6) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî êîëåáëþùèìñÿ, åñëè:

(2) íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî ℓ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî t0 ∈ R âñÿêîå íåòðèâèàëüíîå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.6) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íóëü íà îòðåçêå âðåìåíè

[t0, t0 + ℓ].

�àññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ óðàâíåíèþ (7.6) äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (R(p), gτ)
è ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî Ω(p). Ìíîæåñòâî Ω(p) ñîñòîèò èç �óíêöèé, òîæäåñòâåííî

ðàâíûõ êîíñòàíòàì p0(t) ≡ c, ïðèíàäëåæàùèì îòðåçêó [−1, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè
óðàâíåíèé

ÿ + cy = 0

åñòü íå òîëüêî êîëåáëþùèåñÿ, íî è íåêîëåáëþùèåñÿ, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå (7.6)

êîëåáëþùååñÿ, íî íåðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî âðåìåíè t (ýòîò �àêò íóæäàåòñÿ

â äîêàçàòåëüñòâå).
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� 8. Êîíñòðóêöèÿ Ôàâàðà

Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé

äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà. �àññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó

ẋ = F (t)x, t ∈ R, (8.1)

ñ îãðàíè÷åííîé íà îñè R ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó �óíêöèåé F : R → M(n),
óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè â ñðåäíåì: äëÿ êàæäîãî ε > 0
íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ, ÷òî íåðàâåíñòâî

∫ t+1

t

|F (s+ τ)− F (s)| ds 6 ε (8.2)

âûïîëíåíî äëÿ ëþáûõ |τ | 6 δ è âñåõ t ∈ R.
Íàðÿäó ñ ñèñòåìîé (8.1) ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî X(F ) ñèñòåì, ïîëó÷åííûõ èç F çà-

ìûêàíèåì ìíîæåñòâà ñäâèãîâ F â ëîêàëüíî êîìïàêòíîé òîïîëîãèè. Ñêàçàííîå îçíà÷àåò,

÷òî âêëþ÷åíèå G ∈ X(F ) âûïîëíåíî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τi}, ÷òî ̺(Fτi , G) → 0 ïðè âñåõ i→ ∞, ãäå ìåòðèêà ̺ îïðåäåëÿ-

åòñÿ ðàâåíñòâîì (7.5), èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, äëÿ ëþáûõ ε > 0 è ϑ > 0 íàéäåòñÿ òàêîé

íîìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè kεϑ, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

max
|t|6ϑ

∫ t+1

t

|Fτi(s)−G(s)| ds 6 ε

äëÿ âñåõ i > kεϑ.
Ñíàáäèì ïðîñòðàíñòâî X(F ) ìåòðèêîé (7.5) è îïðåäåëèì ïîòîê {gτ} íà X(F ) ðà-

âåíñòâîì

gτG = Gτ , G ∈ X(F ), τ ∈ R,

ãäå ïî-ïðåæíåìó Gτ (t)
.
= G(τ + t). Òîãäà ìû èìååì âîçìîæíîñòü èçó÷àòü ñåìåéñòâî

ñèñòåì

ẋ = A(gtG )x,

çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà G. Çäåñü �óíêöèÿ A : X(F ) → M(n) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

A(gtG) = G(t). Îòìåòèì åùå, ÷òî â ñèëó óñëîâèé íà �óíêöèþ A ïðîñòðàíñòâî X(F )
êîìïàêòíî è èíâàðèàíòíî è ïîýòîìó èìååò íåïóñòûå àëü�à è îìåãà-ïðåäåëüíûå ìíî-

æåñòâà (ñì. ëåììó 7.3 è òåîðåìó 4.2).

Ââîäÿ ïðèâû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ

Σ = X(F ), σ = G, A : Σ → M(n), A(gtσ) = σ(t) = G(t),

ïîëó÷åííîå ñåìåéñòâî çàïèøåì â âèäå

ẋ = A(gtσ)x, σ ∈ Σ, t ∈ R, (8.3)

ãäå σ � ïàðàìåòð, ïðîáåãàþùèé ïðîñòðàíñòâî Σ. Îñîáåííîñòü ñèñòåìû (8.3) ñîñòîèò

â òîì, ÷òî îíà ñòàöèîíàðíà îòíîñèòåëüíî ïîòîêà. Òåì ñàìûì, ðàññóæäàÿ �îðìàëüíî,

íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìå (8.1) ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ¾ñòàöèîíàðíóþ ñèñòå-

ìó¿ (8.3), à òî÷íåå ñåìåéñòâî ñèñòåì ( ñ ïàðàìåòðîì σ ) ñî ñòàöèîíàðíîé îòíîñèòåëüíî

ñäâèãîâ ïðàâîé ÷àñòüþ.

Ýòó êîíñòðóêöèþ óäîáíî èñïîëüçîâàòü â ñèòóàöèè, êîãäà ñóæåíèå ñèñòåìû (8.3) íà

îìåãà-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ω(σ0), σ0 ∈ Σ, ïðèâîäèò ê áîëåå îáîçðèìîìó ñåìåéñòâó

ñèñòåì

ẋ = A(htσ)x, σ ∈ ω(σ0), t ∈ R, (8.4)
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à ñâîéñòâî, êîòîðîå ìû èçó÷àåì ó ñèñòåìû (8.3), íàñëåäóåòñÿ ñèñòåìîé (8.4).

Ïðîñòîé ïðèìåð: åñëè �óíêöèÿ F (t), ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìó (8.1), ñòðåìèòñÿ ïðè

t→ ∞ ê T -ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèè t→ H(t) (â ñìûñëå ââåäåííîé ìåòðèêè ̺, ò. å. äëÿ
ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé ñäâèã Fτ (t), ÷òî

∫ t+τ

t

|Fτ (s)−H(s)| ds 6 ε

ïðè âñåõ t ∈ [0, T ]) è ñèñòåìà

ẋ = H(t)x

ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà, òî ñèñòåìà (8.3) òîæå ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà. Äåé-

ñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå îìåãà-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî {Hτ} ñîñòîèò èç âñåõ �óíêöèé

t → H(τ + t), ãäå τ ∈ [0, T ]. Îíî êîìïàêòíî è ìèíèìàëüíî, à ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé-

÷èâîñòü (ñîâïàäàþùàÿ â ýòîì ïðèìåðå ñ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòüþ) ñîõðàíÿåòñÿ

ïðè ìàëûõ ( â ìåòðèêå ̺ ) âîçìóùåíèÿõ èñõîäíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ìîæíî íå �èêñèðîâàòü ñèñòåìó F, à ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî X âñåõ ñèñòåì

âèäà (8.1) ñ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûìè ïî Ëåáåãó �óíêöèÿìè t→ F (t) ∈ M(n) (n �èê-

ñèðîâàíî). Òîãäà, ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ìû ïîëó÷èì äèíàìè÷åñêóþ ñè-

ñòåìó (X, ht), ñîäåðæàùóþ âñå ëèíåéíûå ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çà-

äàííîé ðàçìåðíîñòè. Ýòî î÷åíü ¾îáøèðíàÿ¿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, è, íå ñìîòðÿ íà

òî, ÷òî X � ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à ïîòîê {gt} ¾óñòðîåí¿

äîñòàòî÷íî ïðîñòî, íàäåÿòüñÿ íà ñîäåðæàòåëüíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ òåîðèþ â òàêîé ñè-

òóàöèè íå ïðèõîäèòñÿ. Íî â X åñòü èíâàðèàíòíûå êîìïàêòíûå (à ñëåäîâàòåëüíî, åñòü

è ìèíèìàëüíûå, ñì. òåîðåìó 5.1) ìíîæåñòâà. Íà òàêèõ ìíîæåñòâàõ ìîæíî ââîäèòü äî-

ïîëíèòåëüíûå ñòðóêòóðû (íàïðèìåð, èíâàðèàíòíûå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû), è ïîýòîìó

ñóæåíèå ïîòîêà íà òàêèå ìíîæåñòâà óæå ïðèâîäèò ê ñîäåðæàòåëüíûì ðåçóëüòàòàì.

Íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà. Îòìåòèì òåïåðü, ÷òî àíàëîãè÷íóþ êîíñòðóêöèþ ìîæíî

ïîâòîðèòü äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû

ẋ = q(t, x), (t, x) ∈ R×M,

ãäå M � îáëàñòü â R
n
è ïðàâàÿ ÷àñòü q îãðàíè÷åíà è ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáå-

ãó îòíîñèòåëüíî t íà ïðÿìîé R ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x íà ëþáîì êîìïàêòå â M.
Ïóñòü X(q) � ïðîñòðàíñòâî ñèñòåì (�óíêöèé (t, x) → q̂(t, x)), ïîëó÷åííûõ èç q çà-

ìûêàíèåì ìíîæåñòâà ñäâèãîâ qτ �óíêöèè q ïî ïåðåìåííîé t â ëîêàëüíî êîìïàêòíîé

òîïîëîãèè. Òîãäà âêëþ÷åíèå q̂ ∈ X(q) âûïîëíåíî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè íàé-

äåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τi}, ÷òî äëÿ ëþáûõ ε > 0, ϑ > 0 è âñÿêîãî êîìïàêòà

K ⊂ M íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè k = k(ε, ϑ,K), íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî

ïðè âñåõ (t, x) ∈ [−ϑ, ϑ] ×K âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∫ t+τ

t

|qτi(s, x)− q̂(s, x)| ds 6 ε, i > k.

Îïðåäåëèâ íà X(q) ïîòîê {gt} ðàâåíñòâîì gτ q̂ = q̂τ , ïîëó÷èì òîïîëîãè÷åñêóþ äèíàìè-

÷åñêóþ ñèñòåìó (X(q), gt) è ñåìåéñòâî ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðîå

â ïîíÿòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ẋ = v(gtσ, x), (t, σ, x) ∈ R× Σ× R
n,

ãäå Σ = X(q), σ = q̂, gτσ = q̂τ , v(g
tσ, x) = q̂(t, x).
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Ç à ä à ÷ à 8.1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè �óíêöèÿ (t, x) → q(t, x) ∈ M îãðàíè÷åíà è ëî-

êàëüíî èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó îòíîñèòåëüíî t íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R ðàâíîìåðíî

îòíîñèòåëüíî x íà ëþáîì êîìïàêòå â M, òî X(q) � ïîëíîå (â êîìïàêòíî îòêðûòîé

òîïîëîãèè) ñåïàðàáåëüíîå ïðîñòðàíñòâî (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.1). Áîëåå òîãî,

ïðîñòðàíñòâî (X(q), ̺) êîìïàêòíî (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.3).

Çàäà÷à î áûñòðîäåéñòâèè. �àññìîòðèì ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà

(çàäà÷à î áûñòðîäåéñòâèè [19℄) ñîäåðæàùèé óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẋ = v(t, x, u), x ∈ R
n, u ∈ U ⊂ R

m,

ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè U íà äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ u(t), ãäå U � êîì-

ïàêò. Ïóñòü çàäàíû äîïîëíèòåëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

x(t0) = x0, x(t0 + τ) = x1,

�óíêöèîíàë áûñòðîäåéñòâèÿ

τ
(
u(·)

)
→ min

u(·)∈U
.

Òîãäà èìååò ìåñòî ïðèíöèï ìàêñèìóìà

max
u∈U

H(t, x(t), ψ(t), u) = H
(
t, x(t), ψ(t), u(t)

)
, t ∈ [t0, t0 + τ ],

ãäå

H(t, x, ψ, u) = ψv(t, x, u) = ψ1v1(t, x, u) + · · ·+ ψnvn(t, x, u)

� ãàìèëüòîíèàí,

(
x(t), u(t)

)
� äîïóñòèìàÿ ïàðà, îïòèìàëüíàÿ â ñìûñëå áûñòðîäåé-

ñòâèÿ, ψ(t) � ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû

ψ̇ = −ψ ∂v
(
t, x(t), u(t)

)

∂x
.

Ï ð è ì å ð 8.1. �àññìîòðèì ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

{
α̇ = v,

v̇ = −ω2 sinα + u, |u| 6 1,
(8.5)

îïèñûâàþùóþ êîëåáàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, ñíàáæåííîãî ìîòîðîì â òî÷êå ïîä-

âåñà. Ïðåäïîëàãàåì äàëåå, ÷òî ìàññà m ãðóçà (òî÷êè p) ðàâíà åäèíèöå, à êîíñòàíòà ω
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì ω =

√
ℓ/g, ãäå ℓ � äëèíà ìàÿòíèêà, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî

ïàäåíèÿ òî÷êè p.

Îòìåòèì òåïåðü, ÷òî åñòåñòâåííûì �àçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñèñòåìû (8.5) ÿâëÿåòñÿ

ãëàäêîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M = S ×R, ãäå S � îêðóæíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ëî-

êàëüíûå êîîðäèíàòû òî÷êè p ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû (8.5) èìåþò âèä (αmod 2π, v),
ãäå α � óãîë îòêëîíåíèÿ òî÷êè p îò âåðòèêàëè, −π 6 α 6 π ( òî÷êè −π è π îòîæ-

äåñòâëÿþòñÿ ), à v � óãëîâàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òî÷êè p, v ∈ R.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî óïðàâëåíèå ìàÿòíèêîì îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äîïó-

ñòèìûõ ïîçèöèîííûõ óïðàâëåíèé u(α, v), à çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè äîïóñòèìîãî

ïîçèöèîííîãî óïðàâëåíèÿ u(α, v), ïðèâîäÿùåãî ìàÿòíèê èç âñÿêîé òî÷êè (α, v) �àçî-

âîãî ïðîñòðàíñòâà M â çàäàííóþ òî÷êó (π, 0) çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ T (α, v) (çàäà÷à

ñòàáèëèçàöèè ìàÿòíèêà â íèæíåé òî÷êå ïîäâåñà).
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�èñ. 5. Ëåâ Ñåìåíîâè÷ Ïîíòðÿãèí (1908�1988)

�àññìîòðèì ñíà÷àëà ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñâîáîäíîé ñèñòåìû (8.5) (òî åñòü ñèñòå-

ìû (8.5) ïðè óïðàâëåíèè u(t), òîæäåñòâåííî ðàâíîì íóëþ):

{
α̇ = v,

v̇ = −ω2 sinα.
(8.6)

Ñèñòåìà (8.6) èìååò äâå îñîáûå òî÷êè (0, 0) è (π, 0) (òî÷êè (−π, 0) è (π, 0) îòîæ-

äåñòâëÿþòñÿ) è äâå ñåïàðàòðèñû

v(α) = ω
√
2(cosα + 1), v(α) = −ω

√
2(cosα + 1) (8.7)

èç ñåäëà (π, 0) â ñåäëî (−π, 0), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè äâóõ çàäà÷ Êîøè

dv

dα
= −ω2 sinα

v
, v(0) = 2ω,

dv

dα
= −ω2 sinα

v
, v(0) = −2ω.

Îñòàëüíûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (8.6) � çàìêíóòûå êðèâûå. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ ïðè êàæ-

äîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà β ðàâåíñòâîì

v2 = 2(ω2 cosα+ β),

ãäå β ìåíÿåòñÿ â ñëåäóþùèõ ïðåäåëàõ: −ω2 6 β <∞. Îòìåòèì åùå, ÷òî îñîáûì òî÷êàì

(0, 0) è (π, 0) ñèñòåìû (8.6) îòâå÷àþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà β = −ω2
è β = ω2. Êðîìå

òîãî, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû (8.6), äâèãàÿñü

âäîëü ñâîåé òðàåêòîðèè ñ âîçðàñòàíèåì âðåìåíè t, äâèæåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

�àññìîòðèì îáëàñòü G1 ìíîãîîáðàçèÿ M , îãðàíè÷åííóþ äâóìÿ ñåïàðàòðèñàìè (8.7),

è äâå îáëàñòè G2, G3, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ M \G1. Áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî íèæíÿÿ ãðàíèöà îáëàñòè G2 îãðàíè÷åíà ïåðâîé ñåïàðàòðèñîé (8.7), à âåðõíÿÿ
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ãðàíèöà îáëàñòè G3 � âòîðîé ñåïàðàòðèñîé. Ïîñòðîèì òåïåðü ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå

u(α, v) =

{
1, åñëè (α, v) ∈ G1,

−1, åñëè (α, v) ∈ G2

⋃
G3.

Òîãäà çàìêíóòàÿ ñèñòåìà èìååò âèä

{
α̇ = v,

v̇ = −ω2 sinα + u(α, v),
(8.8)

è íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî âñå òî÷êè �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, äâèãàÿñü ïî òðàåêòîðèÿì

ñèñòåìû (8.8), ïðèõîäÿò â òî÷êó (π, 0) çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

Ç à ä à ÷ à 8.2. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íàéòè âðåìÿ áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ñèñòåìû (8.5)

èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè (α, v) ∈ S × R â òî÷êó (π, 0).

� ë à â à 4. Ñòàíäàðòíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà

� 9. Êîíå÷íîìåðíûå ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ

Äè��åðåíöèðóåìûì ìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ [6�11℄ êîíå÷íîìåðíîå òîïîëîãè÷å-

ñêîå ìíîãîîáðàçèå ñíàáæåííîå ãëàäêèì àòëàñîì. Àòëàñ, ïîêðûâàþùèé ìíîãîîáðàçèå,

íàçûâàåòñÿ äè��åðåíöèðóåìîé ñòðóêòóðîé. Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ìíîãîîáðàçèÿ

ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ãëîáàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Íåñêîëüêî ïðèìåðîâ êîíå÷íîìåðíûõ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé.

1. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R
n
ðàçìåðíîñòè n èëè îáëàñòü G â R

n.
2. Ñ�åðà

Sn .
=
{
x ∈ R

n+1 : x21 + · · ·+ x2n+1 = 1
}

â R
n+1

è âñÿêîå ìíîæåñòâî, äè��åîìîð�íîå ñ�åðå Sn.
3. Mn =

{
x ∈ R

N : f1(x1 . . . xN ) = 0 . . . fk(x1 . . . xN ) = 0
}
,

rank

(
∂fi
∂xj

)

i=1...k
j=1...N

= N − k = n.

4. Òîð

T
m .
= S1 × · · · × S1

ðàçìåðíîñòè m, ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â T
m

ìîãóò áûòü òàêèìè:

ϕ = (ϕ1 . . . ϕm), 0 6 ϕi < 2π, i = 1 . . .m.

5. Ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî

RP n .
= {x0 : x1 : . . . : xn},

� ýòî ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò â R
n+1.

6. �ëàäêîå ìíîãîîáðàçèå Mn
ñ êðàåì (êðàé ìíîãîîáðàçèÿ Mn

� ýòî ãëàäêîå ìíîãî-

îáðàçèå Mn−1
ðàçìåðíîñòè n− 1).
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Mn

✬

✫

✩

✪
❄

ϕ(x)=(x1 . . . xn)

rx W

✫✪
✬✩

rϕ(x)
✲

✻
R

n

U = ϕ(W )

�èñ. 6. Êàðòà (W,ϕ,Rn) ìíîãîîáðàçèÿ Mn

Âñþäó äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ M, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ïðîñòðàíñòâàìè Õàóñäîð�à ñî ñ÷åòíîé áàçîé.

Êàðòû ìíîãîîáðàçèé. Íàïîìíèì [20℄, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Õàóñäîð�à ñî ñ÷åòíîé

áàçîé, ýòî òàêîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû ðàçëè÷íûõ

òî÷åê x, y ñóùåñòâóþò îòêðûòûå ìíîæåñòâà X è Y ïðîñòðàíñòâà M òàêèå, ÷òî

x ∈ X, y ∈ Y è X
⋂

Y = ∅,

è, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî B(A) îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàí-

ñòâà M îáðàçóþùåå, áàçó ïðîñòðàíñòâà M, òî åñòü äëÿ ëþáîãî îòðûòîãî ìíîæåñòâà

V ïðîñòðàíñòâà M íàéä¼òñÿ òàêîå ïîäìíîæåñòâî U ∈ B(A), ÷òî U ⊂ V.

Î ï ð å ä å ë å í è å 9.1 (êàðòà ìíîãîîáðàçèÿ (ñì. ðèñ. 6)). Êàðòà ìíîãîîáðàçèÿ Mn
�

ýòî îáëàñòü U â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R
n

ðàçìåðíîñòè n âìåñòå ñ âçàèìíî-

îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì ϕ : W → U, ãäå W � ìíîæåñòâî â Mn
:

x ∈ W, ϕ(x) = (x1 . . . xn) ∈ U ⊆ R
n.

Äëÿ çàïèñè êàðòû ϕ :W → U ìîãóò óïîòðåáëÿòüñÿ òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

(W,ϕ, U) èëè (W,ϕ,Rn).

Ñîãëàñîâàííîñòü êàðò ìíîãîîáðàçèÿ Mn

Î ï ð å ä å ë å í è å 9.2 (ñì. ðèñ. 7). Äâå êàðòû (Wi, ϕi, Ui), (Wj, ϕj , Uj) ìíîãîîáðà-

çèÿ Mn
íàçûâàþòñÿ ñîãëàñîâàííûìè, åñëè ìíîæåñòâà

Uij = ϕi

(
Wi

⋂
Wj

)
è Uji = ϕj

(
Wj

⋂
Wi

)

îáðàçóþò îáëàñòè â R
n
è ïðè ýòîì îòîáðàæåíèÿ

ϕij .
= ϕjϕ

−1
i : Uij → Uji, ϕji .= ϕiϕ

−1
j : Uji → Uij

äè��åîìîð�íû:





ϕij
1 (x

i
1 . . . x

i
n)=x

j
1,

.. . . . . . . . . . . . . . . .

ϕij
n (x

i
1 . . . x

i
n)=x

j
n,

det

(
∂ϕij

k (x
i
1 . . . x

i
n)

∂xjs

)

i=1...n
s=1...n

6=0.
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Mn

✬

✫

✩

✪
✁

✁
✁

✁
✁✁

✁
✁✁☛

Wi

ϕi(x)=(xi1 . . . x
i
n)

❅
❅
❅
❅
❅
❅
❅

❅❅❘

Ui

ϕj(x)=(xj1 . . . x
j
n)

✫✪
✬✩

rx Wj

✫✪
✬✩✻

✲

ϕij

✻

✲
Uj

R
n

R
n

Uij Uji

✲

ϕij .
= ϕjϕ

−1
i : Uij → Uji, ϕij

k (x
i
1 . . . x

i
n) = xjk, k = 1 . . . n

�èñ. 7. Ñîãëàñîâàííîñòü êàðò ìíîãîîáðàçèÿ Mn

Î ï ð å ä å ë å í è å 9.3 (ñòðóêòóðà ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn
). Àòëàñ íà M � ýòî

ñîâîêóïíîñòü òàêèõ êàðò, ÷òî ëþáûå äâå êàðòû ñîãëàñîâàíû è ëþáàÿ òî÷êà x ìíîæå-

ñòâà M èìååò èçîáðàæåíèå ïî êðàéíåé ìåðå íà îäíîé êàðòå.

Äâà àòëàñà ýêâèâàëåíòíû åñëè ëþáàÿ êàðòà îäíîãî àòëàñà ñîãëàñîâàíà ñ ëþáîé

êàðòîé äðóãîãî àòëàñà. Ñòðóêòóðîé äè��åðåíöèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ M íàçûâàåò-

ñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ àòëàñîâ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 9.4 (äè��åîìîð�èçìû êëàññà Ck
). Íàïîìíèì, ÷òî �óíêöèÿ

p : (−ε, ε) → M äîïóñòèìà â òî÷êå x (ïðèíàäëåæèò êëàññó Ck
), åñëè p(0) = x è â ëî-

êàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

t→ p(t)
.
=
(
p1(t) . . . pn(t)

)

íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà k ðàç â òî÷êå t = 0.
Äè��åîìîð�íûå ìíîãîîáðàçèÿ. Ïóñòü M è N � ìíîãîîáðàçèÿ êëàññà Cr,

r > 1, âëîæåííûå â åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà, è f : M → N . Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ

f ïðèíàäëåæèò êëàññó Ck, 1 6 k 6 r, â òî÷êå x ∈M,

åñëè äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé �óíêöèè t→ p(t) âåêòîð-�óíêöèÿ

(
f1(p1(t) . . . pn(t)) . . . fn(p1(t) . . . pn(t))

)

â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà k ðàç â òî÷êå t = 0.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f ïðèíàäëåæèò êëàññó Ck

íà ìíîãîîáðàçèè M , åñëè f ïðè-

íàäëåæèò êëàññó Ck
â êàæäîé òî÷êå x ∈M .

Äàëåå, îòîáðàæåíèå df(x), äåéñòâóþùåå èç ïðîñòðàíñòâà TxM, êàñàòåëüíîãî ê ìíî-
ãîîáðàçèþ M â òî÷êå x, â ïðîñòðàíñòâî TyN, êàñàòåëüíîå ê ìíîãîîáðàçèþ N â òî÷êå

y = f(x) è îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì

df(x)v
.
=

(
df1
(
p1(t) . . . pn(t)

)

dt
· · · dfn

(
p1(t) . . . pn(t)

)

dt

)

t=0
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M
✬

✫

✩

✪

N
✬

✫

✩

✪
f

✲
p(t)

xr
f
(
p(t)

)
rf(x)

✻

✲
(S, ψ, V )

ψfϕ−1
✲

R
n

R
n

ϕ
(
p(t)

)
=
(
p1(t) . . . pn(t)

)
ψ
(
f(p(t))

)
=
(
f1(p(t)) . . . fn(p(t))

)

❄ ❄

✲

✻

(W,ϕ, U)

(
f1(p1 . . . pn) . . . fn(p1 . . . pn)

)
ψ
(
f(x)

)r
ϕ(x)
r

�èñ. 8. Äè��åîìîð�íûå ìíîãîîáðàçèÿ

äëÿ âñÿêîé Ck
-êðèâîé

p : (−ε, ε) →M, p(0) = x,
dp(t)

dt

∣∣∣
t=0

.
= v(x),

íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå x.
Ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèå f : M → N íàçûâàåòñÿ Ck

-äè��åîìîð�èçìîì, ãäå

k > 1, åñëè îíî ïðèíàäëåæèò êëàññó Ck
â êàæäîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ M è èìååò

îáðàòíîå òîãî æå êëàññà.

Î ï ð å ä å ë å í è å 9.5 (ýêâèâàëåíòíûå êðèâûå). �àññìîòðèì êàðòó (W,ϕ, U) ãëàä-

êîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn
è òî÷êó x ∈ W. Ïî îïðåäåëåíèþ äâå ãëàäêèå êðèâûå

t→ pi(t) ∈ W, t ∈ (−ε, ε),
ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè â òî÷êå x, åñëè p1(0) = p2(0) = x è èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
t→0

∣∣ϕ
(
p1(t)

)
− ϕ

(
p2(t)

)∣∣
R
n

t
= 0.

Òå î ð å ì à 9.1 (î äè��åîìîð�íûõ ìíîãîîáðàçèÿõ (ñì. ðèñ. 8)). Ïóñòü M è N �

ãëàäêèå êîíå÷íîìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ, âëîæåííûå â åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà,

à f : M → N � îòîáðàæåíèå êëàññà Ck, k > 1, è

df(x) : TxM → Tf(x)N

� èçîìîð�èçì

5

äëÿ êàæäîãî x ∈M .

Òîãäà îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ äè��åîìîð�èçìîì êëàññà Ck.

Íàïîìíèì, ÷òî

1) ìíîãîîáðàçèå Mn
íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì, åñëè íåðàâåíñòâà

det

(
∂ϕij

k (x
i
1 . . . x

i
n)

∂xjs

)

k,s=1...n

> 0

5

Òî åñòü äëÿ ëþáûõ v1, v2 ∈ TxM èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî |v1 − v2| = |f(x)v1 − f(x)v2|.
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âûïîëíåíû äëÿ âñåõ êàðò (Wi, ϕi, Ui), (Wj , ϕj, Uj) ìíîãîîáðàçèÿ M
n, èìåþùèõ íåïóñòîå

ïåðåñå÷åíèå; çäåñü

ϕij .
= ϕjϕ

−1
i : Uij → Uji, Uij = ϕi

(
Wi

⋂
Wj

)
, Uji = ϕj

(
Wj

⋂
Wi

)
;

2) ñâÿçíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ìíîãîîáðàçèÿ M íàéäåòñÿ

òàêîé íàáîð êàðò (Wi, ϕi, Ui), i = 1 . . . k, ÷òî x ∈ W1, y ∈ Wk è

Wi−1

⋂
Wi 6= ∅, i = 2 . . . k;

3) ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíîãî àòëàñà îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò àòëàñ íå áîëåå ÷åì èç

ñ÷åòíîãî ÷èñëà êàðò;

4) ìíîæåñòâî G ìíîãîîáðàçèÿ M ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè åãî

èçîáðàæåíèå ϕ(W
⋂
G) íà êàæäîé êàðòå (W,ϕ, U) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì

îáëàñòè U ïðîñòðàíñòâà R
n
;

5) ïîäìíîæåñòâî K ìíîãîîáðàçèÿ M íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî

ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà K îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè íàéäåòñÿ êîíå÷íîå ïîêðûòèå.

Ò å î ð å ì à 9.2 (òåîðåìà Õ. Óèòíè). Âñÿêîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå Mn
ñî ñ÷åòíîé

áàçîé äîïóñêàåò ãëàäêîå âëîæåíèå â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R
2n+1

.

� 10. Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå TM ìíîãîîáðàçèÿ M

Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n. Òîãäà ìíîæåñòâî

TM =
⋃

x∈M

TxM

èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè 2n. Îíî íàçûâàåòñÿ
êàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì ìíîãîîáðàçèÿ M .

Îêàçûâàåòñÿ äàëåå, ÷òî åñëè M � ìíîãîîáðàçèå êëàññà Cr, r > 1, òî TM � ìíî-

ãîîáðàçèå êëàññà Cr−1
.

Êàæäàÿ òî÷êà (x1 . . . xn, ξ1 . . . ξn) êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TM èìååò 2n êîîðäèíàò,

ãäå x = (x1 . . . xn) � êîîðäèíàòû òî÷êè x ∈M, à ξ = (ξ1 . . . ξn) � êîîðäèíàòû âåêòîðà,

íàõîäÿùåãîñÿ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TxM ê ìíîãîîáðàçèþ M â òî÷êå x.

Ïóñòü çàäàíû êàðòà (W,ϕ,Rn) ìíîãîîáðàçèÿ M,, è ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû

ϕ(x) = (x1 . . . xn)

òî÷êè x ∈ W. Òîãäà, êàê íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ýòîé êàðòå îòâå÷àåò êàðòà (TW,ψ,R2n),
ãäå

TW =
⋃

x∈W

TxM, ψ(x, ξ) = (x1 . . . xn, ξ1 . . . ξn) ∈ W×TW,

è ëþáûì äâóì ñîãëàñîâàííûì êàðòàì ìíîãîîáðàçèÿ M îòâå÷àþò ñîãëàñîâàííûå êàð-

òû êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TxM. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî TM âñåõ êàñàòåëüíûõ

ê ìíîãîîáðàçèþ M âåêòîðîâ èìååò ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè 2n.
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� 11. Óïðàâëÿåìûå äè��åðåíöèàëüíûå ñèñòåìû íà ãëàäêèõ

ìíîãîîáðàçèÿõ êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè

Ñòàíäàðòíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âàæíîå äëÿ äàëü-

íåéøåãî èçëîæåíèÿ îïðåäåëåíèå òàê íàçûâàåìîé ñòàíäàðòíîé ñèñòåìû. Âàæíûì ñâîé-

ñòâîì òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî ñîõðàíÿòü ¾ñòàíäàðòíîñòü¿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû

íå òîëüêî ïðè ñäâèãàõ ïî âðåìåíè âåêòîðíîãî ïîëÿ, íî è ïðè çàìûêàíèè ìíîæåñòâà ñäâè-

ãîâ èñõîäíîé ñèñòåìû â òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ. Êðîìå òîãî,

ïðîñòðàíñòâî ñòàíäàðòíûõ ñèñòåì � ýòî äîñòàòî÷íî îáùåå ïðîñòðàíñòâî, îíî ñîäåðæèò

ìíîãèå âàæíûå äëÿ ïðèëîæåíèé îáúåêòû.

Î ï ð å ä å ë å í è å 11.1. Óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẋ = v(t, x, u), (11.1)

(t, x, u) ∈ R×M×U, áóäåì íàçûâàòü ñòàíäàðòíîé, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

1. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî M ñèñòåìû (11.1) � ýòî ñâÿçíîå, îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîá-

ðàçèå ðàçìåðíîñòè n, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì îòäåëèìîñòè è èìåþùåå ñ÷åòíûé àò-

ëàñ [6, 7, 9℄. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, êðîìå òîãî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M íå èìååò êðàÿ è ãëàäêî

âëîæåíî â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R
2n+1

ðàçìåðíîñòè 2n+1 (ïðè âûñêàçàííûõ ïðåä-

ïîëîæåíèÿõ â ñèëó òåîðåìû Õ.Óèòíè [7℄ òàêîå âëîæåíèå âñåãäà âîçìîæíî).

2. Îòíîñèòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé U íà äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ ñèñòå-

ìû (11.1) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî U � êîìïàêò â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R
m
êîíå÷íîé

ðàçìåðíîñòè (êàê ïðàâèëî, m 6 n, íî ýòî íåðàâåíñòâî íå ïðåäïîëàãàåòñÿ).
3. Äëÿ ëþáîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé �óíêöèè t → x(t) ∈ M â êàæäîé òî÷êå(

t, x(t)
)
âûïîëíåíî óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè

v(t, x(t), U)
⋂

Tx(t)M 6= ∅,

ãäå TxM � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, êàñàòåëüíîå ê ìíîãîîáðàçèþ M â òî÷êå x ∈M .

4. Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî äëÿ êàæäîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè (x, u) ìíîæåñòâà

M × U �óíêöèÿ t → v(t, x, u) ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó, îãðàíè÷åíà è ðàâ-

íîìåðíî íåïðåðûâíà â ñðåäíåì íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ëþáîãî

ìíîæåñòâà ZK
.
= K × U, ãäå K � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò ìíîãîîáðàçèÿ M.

5. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèÿ x→ v(t, x, u) óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíî-

ìó óñëîâèþ Ëèïøèöà äëÿ êàæäîé òî÷êè (t, u) ìíîæåñòâà R× U .

Íàïîìíèì òåïåðü, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ ëþáîé òî÷êè (t, u) ∈ R× U �óíêöèÿ

x→ v(t, x, u), x ∈M,

óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè x0 ∈ M è âñÿ-

êîé êàðòû (W,σ, V ) ìíîãîîáðàçèÿ M, ñîäåðæàùåé òî÷êó x0, âûïîëíåíî ñëåäóþùåå

óñëîâèå:

äëÿ êàæäîãî êîìïàêòà K ⊂W òàêîãî, ÷òî x0 ∈ K, íàéäåòñÿ ÷èñëî ℓ
K
(x0), îáåñ-

ïå÷èâàþùåå äëÿ âñåõ x, y ∈ K íåðàâåíñòâî

∣∣v
(
t, σ(x), u

)
− v
(
t, σ(y), u

)∣∣
Rn

6 ℓ
K
(x0)

∣∣σ(x)− σ(y)
∣∣
Rn
, (11.2)

ãäå σ(x) = (x1 . . . xn) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû òî÷êè x ∈ W, à

v(t, x, u) =
(
v1(t, x1 . . . xn, u1 . . . um) . . . vn(t, x1 . . . xn, u1 . . . um)

)

99



� êîîðäèíàòû âåêòîðíîãî ïîëÿ v(t, x, u) ñèñòåìû (11.1), âûõîäÿùåãî èç òî÷êè σ(x) ∈ V
è íàõîäÿùåãîñÿ â ïðîñòðàíñòâå TxM , êàñàòåëüíîì ê M â òî÷êå x.

Äàëåå, íàïîìíèì, ÷òî ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó �óíêöèÿ t→ v(t, x, u) íà-

çûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé â ñðåäíåì íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R ðàâíîìåðíî îòíî-

ñèòåëüíî êàæäîãî ìíîæåñòâà ZK
.
= K×U, ãäå K � êîìïàêò â M , åñëè

äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî β = β(ε,K) > 0, ÷òî ïðè

âñåõ t ∈ R, τ ∈ [−β, β] è ëþáûõ (x, u) ∈ ZK âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

6

∫ t+1

t

∣∣v(s+ τ, x1 . . . xn, u1 . . . um)− v(s, x1 . . . xn, u1 . . . um)
∣∣
Rn
ds 6 ε. (11.3)

Ôèêñèðóåì óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 3.1 ìíîãîîáðàçèå M = Mn

è ìíîæåñòâî U ⊂ R
m

è ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî S = S(M,U) ñòàí-

äàðòíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ìåòðèêîé

b(v1, v2)
.
= sup

t,K
min

{∫ t+1

t

max
(x,u)∈ZK

∣∣v1(s, x, u)− v2(s, x, u)
∣∣
Rn
ds,

1

|t|

}
, (11.4)

ïîñòðîåííîé íà îñíîâå ìåòðèêè Ì.Â. Áåáóòîâà ( ñì. [4, 5℄ ). Çäåñü K � ïðîèçâîëüíûé

êîìïàêò ìíîãîîáðàçèÿ M, u = (u1 . . . um) ∈ U,

σ(x) = (x1 . . . xn) ∈ WK
.
= σ

(
W
⋂

K
)
, ZK =

( ⋃

(W,σ,Rn)

WK

)
× U, (11.5)

ãäå (W,σ, V ) � êàðòà ìíîãîîáðàçèÿ M , èìåþùàÿ íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ìíîæåñòâîì

W
⋂
K.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó gτ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàí-

ñòâà S â ñåáÿ, îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì gτv = vτ , ãäå vτ (t, x, u)
.
= v(t+ τ, x, u), τ ∈ R.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

gτv
∣∣
τ=0

= v, gτ(gsv) = gτ+sv è �óíêöèÿ (τ, v) → gτv íåïðåðûâíà.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà (S, gτ) îïðåäåëÿåò òîïîëîãè÷åñêóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñäâè-

ãîâ.

�àññìîòðèì òåïåðü òðàåêòîðèþ

orb(v)
.
= {gτv : τ ∈ R} (11.6)

äâèæåíèÿ τ → gτv ñèñòåìû (11.1) è çàìêíåì å¼ â ìåòðèêå (11.4).

Ë å ì ì à 11.1 (î çàìûêàíèè). Ïóñòü v ∈ S. Âêëþ÷åíèå v̂ ∈ orb(v) âûïîëíåíî òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τi} ìîìåíòîâ âðåìåíè,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó: äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε è âñÿêîãî êîì-

ïàêòà K ⊂ M íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ i0 = i0(ε,K), ÷òî äëÿ âñåõ i, óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâó i > i0, è âñåõ òî÷åê (t, x, u) ìíîæåñòâà [−ε−1, ε−1] × ZK , ãäå ZK îïðå-

äåëåíî ðàâåíñòâîì (11.5), âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∫ t+1

t

max
(x,u)∈ZK

|vτi(s, x, u)− v̂(s, x, u)|
Rn
ds 6 ε. (11.7)

Êðîìå òîãî, âñÿêîå âåêòîðíîå ïîëå v̂, ïðèíàäëåæàùåå orb(v), ñîäåðæèòñÿ â S.

6

Ýòî íåðàâåíñòâî ñëåäóåò ïîíèìàòü òàê: äëÿ êàæäîé êàðòû (W,σ,Rn) ìíîãîîáðàçèÿ M , èìåþ-

ùåé íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ êîìïàêòîì K, è êàðòû (TW, γ,R2n) ìíîãîîáðàçèÿ TM íåðàâåíñòâî (11.3)

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ t ∈ R, τ ∈ [−β, β], (x1 . . . xn) ∈ σ(W
⋂
K), u = (u1 . . . um) ∈ U è âêëþ÷åíèÿ(

x1 . . . xn, v1(t, x1 . . . xn, u1 . . . um) . . . vn(t, x1 . . . xn, u1 . . . um)
)
∈ γ(TW ).
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Äîïóñòèìûé ïðîöåññ. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûÿñíèòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìàãè-

ñòðàëüíûõ ïðîöåññîâ, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùåå âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî îïðå-

äåëåíèå äîïóñòèìîãî ïðîöåññà.

Î ï ð å ä å ë å í è å 11.2. Ôóíêöèÿ

t→ ξ(t) =
(
ϕ(t), u(t)

)
∈M×U, (11.8)

ñîñòîÿùàÿ èç óïðàâëåíèÿ u(t) è ðåøåíèÿ ϕ(t) ñèñòåìû

ẋ = v
(
t, x, u(t)

)
, (11.9)

íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì ïðîöåññîì ñòàíäàðòíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (11.1), åñëè

1) ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå u : R → U ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìî ïî Ëåáåãó è ðàâíî-

ìåðíî íåïðåðûâíî â ñðåäíåì;

7

.

2) ðåøåíèå ϕ(t) ñèñòåìû (11.9) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Êàðàòåîäîðè è ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî îíî îïðåäåëåíî íà ïðÿìîé R è îãðàíè÷åíî íà ïîëóîñè R+
.
= [0,∞);

3) Äëÿ ïðîöåññà (11.8) ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ R âûïîëíåíî óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè

v
(
t, ϕ(t), u(t)

)
∈ Tϕ(t)M.

Åñëè ξ(t)� äîïóñòèìûé ïðîöåññ, òî u(t) è ϕ(t) íàçûâàþòñÿ äîïóñòèìûìè óïðàâëåíèåì
è ðåøåíèåì ñèñòåìû (11.9).

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î ëîêàëüíîé ëèïøèöåâîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ

v(t, x, u) ñèñòåìû (11.1) äëÿ êàæäîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ u0(t) (òî åñòü óïðàâëå-

íèÿ, âõîäÿùåãî â äîïóñòèìûé ïðîöåññ) ðåøåíèå âñÿêîé çàäà÷è Êîøè ñèñòåìû (11.9)

åäèíñòâåííî, è ïîýòîìó, â ñèëó àíàëîãà òåîðåìû Íàãóìî, ýòî ðåøåíèå îñòàåòñÿ â M
ïðè êàæäîì t èç èíòåðâàëà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 11.3 (óñëîâèÿ Êàðàòåîäîðè). Ôóíêöèè

v : R×M×U → TM

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè, åñëè:

1) ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì t �óíêöèÿ (x, u) → v(t, x, u) íåïðåðûâíà íà ìíîæå-

ñòâå M × U, U � êîìïàêò â R
m
;

2) äëÿ ëþáîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè (x, u) ∈M×U �óíêöèÿ t → v(t, x, u) ëîêàëüíî

èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó;

3) äëÿ êàæäîãî êîìïàêòà K ⊂M íàéäåòñÿ òàêàÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó

�óíêöèÿ t→ m
K
(t), ÷òî äëÿ âñåõ (t, x) ∈ R×K× U â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

v(t, x, u) =
(
v1(t, x1 . . . xn, u1 . . . um) . . . vn(t, x1 . . . xn, u1 . . . um)

)

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|v(t, x1 . . . xn, u1 . . . um)| 6 m
K
(t).

7

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî β = β(ε),

÷òî äëÿ âñåõ |τ | 6 β è t ∈ R âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∫
t+1

t

|u0(s+ τ)− u0(s)| ds 6 ε.
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�èñ. 9. Êîíñòàíòèí Êàðàòåîäîðè (1873�1950)

� ë à â à 5. Òåîðåìà î ðàâíîìåðíîé ëîêàëüíîé

óïðàâëÿåìîñòè ìàãèñòðàëüíîãî ïðîöåññà

� 12. Ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå è ðåøåíèÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû

â ñìûñëå À.Ô. Ôèëèïïîâà

Î ï ð å ä å ë å í è å 12.1 (äîïóñòèìîå ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå). Çàäàííàÿ �óíêöèÿ

u : R×M → U

íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì ïîçèöèîííûì óïðàâëåíèåì ñòàíäàðòíîé ñèñòåìû (11.1), åñëè

1) äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈M �óíêöèÿ t→ u(t, x) ïåðåìåííîãî t ëîêàëüíî èíòåãðè-
ðóåìà ïî Ëåáåãó è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà â ñðåäíåì;

2) ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü G ìíîãîîáðàçèÿ M ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà îá-

ëàñòåé Gi
, â êàæäîé èç êîòîðûõ âåêòîðíîå ïîëå

q(t, x)
.
= v
(
t, x, u(t, x)

)
(12.1)

çàìêíóòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

ẋ = q(t, x), (t, x) ∈ R×M, (12.2)

ëîêàëüíî ëèïøèöåâî ( ñì. (11.2) ) è ïðè ïðèáëèæåíèè ê ëþáîé òî÷êå x̂ ãðàíèöû

îáëàñòè Gi
âåêòîðíîå ïîëå (12.1) èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë

8

;

8

Ïðè âûñêàçàííûõ óñëîâèÿõ �óíêöèÿ x → u(x) ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðèìà â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

åñëè �óíêöèÿ t → x(t) ëîêàëüíî èçìåðèìà ïî Ëåáåãó, òî �óíêöèÿ t → u(x(t)) òîæå ëîêàëüíî èçìåðèìà
ïî Ëåáåãó (ñì. [21℄).
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3) ñóùåñòâóåò äîïóñòèìûé ïðîöåññ ξ(t) =
(
ϕ(t), u(t)

)
ñèñòåìû (12.2), ýòîò ïðîöåññ

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

à) ϕ(t) � îïðåäåëåííîå íà îè R è îãðàíè÷åííîå íà ïîëóîñè R+ ðåøåíèå äè�-

�åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

ẋ ∈ v
(
t, x,U(t, x)

)
,

ãäå

U(t, x)
.
= co{u(t, x)}, (12.3)

à {u(t, x)} � ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê �óíêöèè x → u(t, x) ïðè �èêñè-

ðîâàííîì x è âñåâîçìîæíûõ y → x;

á) u(t) � òàêîå äîïóñòèìîå ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå, ÷òî u(t) ∈ U
(
t, ϕ(t)

)
ïðè

âñåõ t è äëÿ êàæäîãî t âûïîëíåíî óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè

v
(
t, ϕ(t), u(t)

)
∈ Tϕ(t)M.

Åñëè u : R×M → U � äîïóñòèìîå ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå, à ñèñòåìà (11.1) ñòàí-

äàðòíàÿ, òî ñèñòåìó

ẋ = q(t, x), (12.4)

ãäå q(t, x) = v
(
t, x, u(t, x)

)
, òîæå áóäåì íàçûâàòü ñòàíäàðòíîé.

Ç à ì å ÷ à í è å 2. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà U äîïóñòèìîå ïðî-

ãðàììíîå óïðàâëåíèå u(t) îãðàíè÷åíî íà ïðÿìîé R. Êðîìå òîãî, èç îïðåäåëåíèÿ äîïó-
ñòèìîãî ïðîöåññà, óñëîâèé 1�4 îïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû è èç-

âåñòíîé òåîðåìû î ëîêàëüíîì ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

ẋ = v
(
t, x, u(t)

)
, x(0) = x0, (12.5)

ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå ϕ(t) çàäà÷è (12.5) íà ìàêñèìàëüíîì èíòåðâàëå åãî ñóùåñòâîâàíèÿ

íå ïîêèäàåò �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî

9

ñèñòåìû (12.2), çàäàííîå ìíîãîîáðàçèåì M.
Íàïîìíèì �îðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ â ñìûñëå À.Ô. Ôèëèïïîâà [1℄ ñèñòåìû

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (12.2) ñ ðàçðûâíûì ïî �àçîâûì ïåðåìåííûì âåêòîðíûì

ïîëåì q(t, x). �åøåíèåì (â ñìûñëå Ôèëèïïîâà) ñèñòåìû (12.2) íàçûâàåòñÿ âñÿêîå àáñî-

ëþòíî íåïðåðûâíîå ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ

ẋ ∈ Q(t, x), (12.6)

ïðàâàÿ ÷àñòü Q(t, x) êîòîðîãî îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

Q(t, x) =
⋂

ε>0

⋂

mesµ=0

co q(t,Oε(x) \ µ). (12.7)

Çäåñü âåêòîðíîå ïîëå q(t, x) ñèñòåìû (12.2) â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ìíîãîîáðàçèÿ M
èìååò ïðåäñòàâëåíèå

q(t, x) =
(
q1(t, x1 . . . xn) . . . qn(t, x1 . . . xn)

)
,

mes � ìåðà Ëåáåãà â R
n, à coA � çàìûêàíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà A ⊂ R

n.

9

Åñòü ïðîñòûå ïðèìåðû ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íå îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì åäèíñòâåí-

íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, íà îñîáûõ ìíîãîîáðàçèÿõ êîòîðûõ (òî åñòü íà ìíîãîîáðàçèÿõ, íå îáëà-

äàþùèõ ñâîéñòâîì åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè) ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ, ïîêèäàþùèå ãëàäêîå

ìíîãîîáðàçèå M, íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà.
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Îòìåòèì [1, ñ. 40�42℄, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ 2 îïðåäåëåíèÿ ïîçèöèîííîãî óïðàâëåíèÿ

äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ M íåïðåðûâíîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ q(t, x) ìíîæåñòâî (12.7)

ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, ñîâïàäàþùèé ñ q(t, x); åñëè æå x̂ � òî÷êà ðàçðûâà �óíêöèè

x → q(t, x) (â ýòîì ñëó÷àå x̂ íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå îáúåäèíåíèÿ îáëàñòåé {Gi}), òî

ïðàâàÿ ÷àñòü Q(t, x) âêëþ÷åíèÿ (12.6) â òî÷êå x = x̂ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëûé

ìíîãîãðàííèê, îáðàçîâàííûé èç âñåõ òàêèõ òî÷åê qi(t, x̂), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëî-
âèå

qi(t, x̂) = lim
x→x̂
x∈Gi

q(t, x).

Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâà Q(t, x)
óïðîùàåòñÿ: Q(t, x) = q(t, x), åñëè x � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ q(t, x),
åñëè æå x̂ � òî÷êà ðàçðûâà âåêòîðíîãî ïîëÿ, òî

Q(t, x̂) = co{qi(t, x̂)},

ãäå {qi(t, x̂)} � ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê âåêòîðíîãî ïîëÿ q(t, x) ïðè âñåâîçìîæíûõ
x→ x̂.

� 13. Òåîðåìà î ðàâíîìåðíîé ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè

äîïóñòèìîãî ïðîöåññà

Ïóñòü çàäàíû ñòàíäàðòíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà

ẋ = v(t, x, u), (13.1)

äîïóñòèìîå ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå u(t, x) è äîïóñòèìûé ïðîöåññ ξ(t)
.
=
(
ϕ(t), u(t)

)

çàìêíóòîé ñèñòåìû

ẋ = v
(
t, x, u(t, x)

)
. (13.2)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ

(t, x) → ψ(t, x)
.
=
(
q(t, x), ξ(t)

)
, (13.3)

êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ïîëíûì äîïóñòèìûì ïðîöåññîì. Çäåñü

q(t, x)
.
= v
(
t, x, u(t, x)

)
.

Åñëè ïðîöåññ (13.3) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, íî íå îáÿçàòåëüíî äîïóñòèìûì â òîì ñìûñëå,

÷òî v(t, x, u) � ñòàíäàðòíîå âåêòîðíîå ïîëå, u(t, x) � äîïóñòèìîå ïîçèöèîííîå óïðàâ-

ëåíèå, íî ïðîöåññ ξ(t) =
(
x(t), u(t)

)
íå ïðåäïîëàãàåòñÿ äîïóñòèì, òî òàêîé ïðîöåññ ìû

íàçûâàåì ïîëíûì ïðîöåññîì ïðîïóñêàÿ ñëîâî ¾äîïóñòèìûé¿.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî Ψ = {
(
q(t, x), ξ(t)

)
} ïîëíûõ ïðîöåññîâ ñ ìåòðè-

êîé, îïðåäåëåííîé ðàâåíñòâîì

b(ψ1, ψ2) = sup
t,K

min

{∫ t+1

t

max
x∈K

(∣∣q1(s, x)− q2(s, x)
∣∣
Rn
+

+
∣∣u1(s, x)− u

2(s, x)
∣∣
Rn

+
∣∣u1(s)− u2(s)

∣∣
Rn

)
ds+

∣∣ϕ1(t)− ϕ2(t)
∣∣
Rn
,
1

|t|

}
, (13.4)
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ãäå qi(t, x) = vi
(
t, x, ui(t, x)

)
, ξi(t) = (ϕi(t), ui(t)

)
, i = 1, 2, K � ïðîèçâîëüíûé êîì-

ïàêò â M. Òàêàÿ ìåòðèêà, êàê íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ïîðîæäàåò òîïîëîãèþ ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ [−ϑ, ϑ]×K.

Äàëåå, äëÿ ïîëíîãî äîïóñòèìîãî ïðîöåññà (13.3) è êàæäîé òî÷êè x ∈ M ïîñòðîèì

ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóòðàåêòîðèþ

orb+(ψ, x) = {ψτ (·, x) : τ > 0}

äâèæåíèÿ τ → ψτ ïðîöåññà ψ, ãäå

ψτ (t, x)
.
=
(
q(t+ τ, x), ξ(t+ τ)

)
,

è çàìêíåì orb+(ψ, x) â ìåòðèêå (13.4).

Â ñèëó âûñêàçàííûõ ðàíåå óñëîâèé î ñòàíäàðòíîì âåêòîðíîì ïîëå v(t, x, u), äîïó-
ñòèìîì ïîçèöèîííîì óïðàâëåíèè u(t, x) è äîïóñòèìîì ïðîöåññå ξ(t) è ñ ïîìîùüþ ñî-

îòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäåíèÿ Áåáóòîâà [4, òåîðåìà 1℄ íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ

x ∈M ïðîñòðàíñòâî orb+(ψ, x) êîìïàêòíî â ìåòðèêå (13.4). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé

�èêñèðîâàííîé òî÷êè x äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (orb+(ψ, x), g
τ), ãäå gτ ψ̂ = ψ̂τ � îïå-

ðàòîð ñäâèãà ïî âðåìåíè τ, èìååò äëÿ êàæäîãî ïîëíîãî ïðîöåññà ψ̂, ïðèíàäëåæàùåãî
�àçîâîìó ïðîñòðàíñòâó orb+(ψ, x), îìåãà-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî Ω(ψ̂); îíî êîìïàêòíî

è èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïî ïåðåìåííîé τ .

Î ï ð å ä å ë å í è å 13.1 (ðàâíîìåðíî óïðàâëÿåìîãî ïîëíîãî ïðîöåññà). Ôèêñèðóåì äî-

ïóñòèìûé ïðîöåññ ξ0(t) =
(
ϕ0(t), u0(t)

)
è îáîçíà÷èì ϕ(t, x1) ðåøåíèå ñèñòåìû (13.2) ñ íà-

÷àëüíûì óñëîâèåì ϕ(0, x1) = x1 ∈ M. Ôèêñèðóåì ïîëíûé äîïóñòèìûé ïðîöåññ (13.3).

Òîãäà ìíîæåñòâîì óïðàâëÿåìîñòè Dϑ(ψ) ðåøåíèÿ ϕ0(t) ñèñòåìû (13.2) íà îòðåçêå

[0, ϑ] íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Dϑ(ψ)
.
=
{
x1 ∈M : ϕ(t, x1)

∣∣
t=ϑ

= ϕ0(t)
∣∣
t=ϑ

}
. (13.5)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ äàëåå, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [0, ϑ] âûïîëíåíî óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè

v
(
t, ϕ(t, x1), u(t, x1)

)
∈ Tϕ(t,x1)M,

ãäå u(t, x1) ∈ U
(
t, ϕ(t, x1)

)
, ìíîæåñòâî U(t, x) îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (12.3), à óïðàâ-

ëåíèå u(t, x1) òàêîâî, ÷òî ïàðà

(
ϕ(t, x1), u(t, x1)

)
âìåñòå  âåêòîðíûì ïîëåì v(t, x, u)

è ïîçèöèîííûì óïðàâëåíèåì u(t, x) îáðàçóþò ïîëíûé äîïóñòèìûé ïðîöåññ çàìêíóòîé

ñèñòåìû (13.2).

Äàëåå, ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ

orb+(ϕ0) = {ϕ0(·+ τ) : τ > 0}

ðåøåíèÿ ϕ0(t) ñèñòåìû (13.2) ïîëíîãî äîïóñòèìîãî ïðîöåññà (13.3) íàçûâàåòñÿ ðàâíî-

ìåðíî ëîêàëüíî óïðàâëÿåìîé, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ε, ϑ, ÷òî äëÿ

âñåõ ψ̂ ∈ orb+(ψ) èìååò ìåñòî âëîæåíèå Oε

(
ϕ̂0(0)

)
⊆ Dϑ(ψ̂).

Èç ñêàçàííîãî â îïðåäåëåíèè 13.1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ψ(t, x) � óïðàâëÿåìûé ïîëíûé

äîïóñòèìûé ïðîöåññ, òî ïðè êàæäîì íåîòðèöàòåëüíîì êîíå÷íîì τ ïðîöåññ ψ(t+τ, x) òî-
æå ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿåìûì ïîëíûì äîïóñòèìûì ïðîöåññîì, íî, êàê ïîêàçûâàþò ïðîñòûå

ïðèìåðû, â îìåãà-ïðåäåëüíîì ìíîæåñòâå Ω(ψ) äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (orb+(ψ), g
τ), îò-

âå÷àþùåé óïðàâëÿåìîìó ïîëíîìó äîïóñòèìîìó ïðîöåññó, íàðÿäó ñ óïðàâëÿåìûìè ïðî-

öåññàìè ìîãóò ïîÿâèòüñÿ è ïîëíûå íåóïðàâëÿåìûå ïðîöåññû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èç
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óñëîâèÿ óïðàâëÿåìîñòè ïîëíîãî äîïóñòèìîãî ïðîöåññà ψ(t, x) àâòîìàòè÷åñêè íå ñëåäó-

åò åãî ðàâíîìåðíàÿ ëîêàëüíàÿ óïðàâëÿåìîñòü.

Èíòåðåñíî, ÷òî åñòü è òàêèå ïðèìåðû: èñõîäíûé ïîëíûé ïðîöåññ ψ(t, x) ïðè êàæäîì
�èêñèðîâàííîì x ∈ M íåäîïóñòèì, íî â îìåãà-ïðåäåëüíîì ìíîæåñòâå äèíàìè÷åñêîé

ñèñòåìû (orb+(ψ, x), g
τ) íàðÿäó ñ ïîëíûìè ïðîöåññàìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåäîïóñòè-

ìûìè, åñòü è äîïóñòèìûå ïîëíûå ïðîöåññû. �àññìîòðèì ïî ýòîìó ïîâîäó ñëåäóþùèé

ïðèìåð.

Ï ð è ì å ð 13.1. �àññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẋ = a(t)u, a(t) =

{
sin
(
ln(t+ 1)

)
− 0.5 ïðè t > 0,

− 0.5 ïðè t < 0,
|u| 6 1,

äîïóñòèìîå ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå

u(x) =





−1 ïðè x 6 −1,
x ïðè −1 6 x 6 1,

1 ïðè 1 6 x

è äîïóñòèìûé ïðîöåññ ξ(t) =
(
x0(t), u0(t)

)
, ãäå x0(0) = ε exp

(
−(2 +

√
3)/4

)
, ε ∈ (0, 1),

x0(t) = x0(0) exp
(
0.5(t+1)

[
sin
(
ln(t+1)

)
− cos

(
ln(t+1)

)]
− 0.5t+0.5

)
, u0(t) = u

(
x0(t)

)
,

ïðè âñåõ t > 0. Òàê êàê ðåøåíèå x0(t) óðàâíåíèÿ ẋ = a(t)u(x), êàê íåñëîæíî óáåäèòüñÿ,
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|x0(t)| 6 ε exp (−λt) , ãäå λ = (2−
√
3)/4,

òî ïðè âñåõ t > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |x0(t)| 6 ε. Ïîýòîìó u0(t) ≡ x0(t).
Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè λ = (2 −

√
3)/4 �óíêöèÿ ψ(t, x) =

(
a(t)u(x), ξ(t)

)
îáðàçóåò

äîïóñòèìûé ïîëíûé ïðîöåññ. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî â îìåãà-ïðåäåëüíîì ìíîæåñòâå Ω(ψ)
ïîëíîãî ïðîöåññà ψ(t, x) íàðÿäó ñ äîïóñòèìûìè ïîëíûìè ïðîöåññàìè åñòü íåäîïóñòè-

ìûå.

ξ(t) =
(
x0(t), u0(t)

)
íàïîìíèì îáîçíà÷åíèå

q(t, x) = v
(
t, x, u(t, x)

)

è ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå x(t) ñèñòåìû (13.2), óäîâëåòâîðÿþùåå ïðè çàäàí-

íîì ïîëîæèòåëüíîì ε âêëþ÷åíèþ 10 x(0) ∈ Oε

(
x0(0)

)
. Äàëåå ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé

ẋ = q
(
t, x
)
− q
(
t, x0(t)

)

è òàêîå ðåøåíèå x(t) ýòîé ñèñòåìû, ÷òî x(0) ∈ Oε

(
x0(0)

)
.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü òåîðåìó 1, ïî äîïóñòèìîìó ïðîöåññó

ξ0(t) =
(
x0(t), u0(t)

)
ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå äâå �óíêöèè, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü òîæå

äîïóñòèìûìè.

10

Óìåñòíî íàïîìíèòü, ÷òî ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàÿ ñèñòåìà (13.2) îïðåäåëåíà íà ìíîãîîáðàçèè M,

òî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàéäåòñÿ îáëàñòü B, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó x(0) è íàõîäÿùàÿñÿ íà îäíîé êàðòå

(W,φ,Rn) ìíîãîîáðàçèÿ M. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ε, ÷òî âûïîëíåíî âêëþ-

÷åíèå O
(
x0(0)

)
⊆ φ(B).
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1. Ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ L(t, y1 . . . yn) ïåðåìåííûõ (t, y) ∈ R×R
n
ïðè êàæäîì y àáñî-

ëþòíî íåïðåðûâíà ïî t è îãðàíè÷åíà íà ïîëóîñè R+ âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè

∂

∂t
L(t, y),

∂

∂y
L(t, y), è ïðè ïî÷òè âñåõ t > 0 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî L

(
t, σ(ϕ0(t))

)
≡ 0 11

.

2. Ôóíêöèÿ a(t) ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó, îãðàíè÷åíà, è ïðè çàäàííîì ïî-

ëîæèòåëüíîì ϑ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

sup
t>0

∫ t+ϑ

t

a(s) ds < 0.

Òå î ð å ì à 13.1. Ïóñòü çàäàíû äîïóñòèìàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (13.1), äîïóñòè-

ìîå ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå u(t, x), äîïóñòèìûé ïðîöåññ ξ0(t)
.
=
(
ϕ0(t), u0(t)

)
, îòâå-

÷àþùèé ñèñòåìå (13.2) è óïðàâëåíèþ u(t, x), ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ϑ, ε, äîïóñòèìûå
�óíêöèè L(t, x) è a(t) è îìåãà-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî Ω(η) òðàåêòîðèè orb(η), ãäå

η(t, x, y) =
(
v
(
t, x, u(t, x)

)
, L(t, y), a(t)

)
.

Òîãäà åñëè äëÿ âñåõ η̂ ∈ Ω(η), t ∈ [0, ϑ] è x ∈ Oε

(
x̂(0)

)
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∂

∂t
L̂
(
t, ŷ(t, x)

)
+
〈 ∂
∂x
L̂
(
t, ŷ(t, x)

)
, v̂
(
t, ϕ̂(t, x), û(t, x)

)
− v̂
(
t, ϕ̂0(t), û0(t)

)〉
6

6 â(t) sgn
(
L̂(t, ŷ(t, x))

)
,

ãäå ŷ(t, x) = σ(ϕ̂(t, x))− σ(ϕ̂0(t)
)
, òî ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ

orb+(ϕ0) = {ϕ0(·+ τ) : τ > 0}

ðàâíîìåðíî ëîêàëüíî óïðàâëÿåìà.

� 14. Ëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà

Ëèíåéíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẋ = A(t)x+B(t)u, (t, x) ∈ R× R
n, u ∈ U ⊂ R

m, (14.1)

áóäåì íàçûâàòü ñòàíäàðòíîé, åñëè �óíêöèÿ t→
(
A(t), B(t)

)
ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà ïî

Ëåáåãó è îãðàíè÷åíà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R, à ìíîæåñòâî U , çàäàþùåå ãåîìåòðè÷åñêèå
îãðàíè÷åíèÿ íà äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ, êîìïàêòíî. Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðè-

âàòü òîëüêî ñòàíäàðòíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó.

Î ï ð å ä å ë å í è å 14.1 (çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ). Çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ ñîñòîèò

â îòûñêàíèè èíòåãðèðóåìîãî ïî Ëåáåãó ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ

u0(t) = u(t; t0, x0) ∈ U

è òàê íàçûâàåìîãî âðåìåíè áûñòðîäåéñòâèÿ τ , òî åñòü âðåìåíè, ìèíèìèçèðóþùåãî

ñêîðîñòü âûïîëíåíèÿ âòîðîãî èç óñëîâèé êðàåâîé çàäà÷è

x(t0) = x0, x(t0 + τ) = 0. (14.2)

11

Óìåñòíî íàïîìíèòü, ÷òî ïîñêîëüêó ñèñòåìà (13.2) îïðåäåëåíà íà ìíîãîîáðàçèè M, òî íàéäåòñÿ êàð-

òà (W,σ, V ), V = σ(W ) ⊂ R
n, ìíîãîîáðàçèÿ M, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó ϕ0(0), è, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ

òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ϑ, ε, ÷òî Oε

(
σ(ϕ0(t))

)
⊆ V ïðè âñåõ t ∈ [0, ϑ], σ(ϕ) = (ϕ1 . . . ϕn).
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�èñ. 10. Ìíîæåñòâî óïðàâëÿåìîñòè D3π(0) ñèñòåìû (14.6)

Òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ áûñòðîäåéñòâèÿ τ(t0, x0) çàäà÷è (14.1), (14.2) îïðåäåëÿåòñÿ

ðàâåíñòâîì

τ(t0, x0) = min
|u(·)|61

{
τ > 0 : x

(
t0 + τ ; t0, x0, u(·)

)
= 0
}
. (14.3)

Åñëè äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè (t0, x0) íåò êîíå÷íîãî âðåìåíè τ(t0, x0), îáåñïå÷èâàþùåãî âû-
ïîëíåíèå âòîðîãî óñëîâèÿ çàäà÷è (14.2), òî ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì, ÷òî τ(t0, x0) = ∞.

Áóäåì èçó÷àòü çàäà÷ó áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ñòàíäàðòíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (14.1)

è åå ìíîæåñòâî óïðàâëÿåìîñòè íà çàäàííîì îòðåçêå âðåìåíè. Â ñâÿçè ñ ýòèì èìååò

ñìûñë èçó÷àòü äâà ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè:

1) ìíîæåñòâî óïðàâëÿåìîñòè

D(t0, x0) =
{
y ∈ R

n : τ(t0, y) 6 τ(t0, x0)
}

(14.4)

ïðè çàäàííîì âðåìåíè áûñòðîäåéñòâèÿ τ(t0, x0);
2) ìíîæåñòâî óïðàâëÿåìîñòè

Dϑ(t0) =
{
x ∈ R

n : τ(t0, x) 6 ϑ
}

(14.5)

íà çàäàííîì îòðåçêå âðåìåíè [t0, t0 + ϑ].
Èç îïðåäåëåíèé ìíîæåñòâ óïðàâëÿåìîñòè (14.4) è (14.5) ñèñòåìû (14.1) ñëåäóåò, ÷òî

â ý��åêòèâíîé îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèè áûñòðîäåéñòâèÿ τ(t, x) èìåþò ìåñòî

ðàâåíñòâà

∂D(t, x) = τ(t, x), D(t, x) = D(t,x)(t),

ãäå ∂D(t, x) � ãðàíèöà ìíîæåñòâà D(t, x). Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Dϑ(t0) = −
∫ ϑ

0

Xt0(0, t)Bt0(t)U dt.

Íà ðèñóíêå 10 ïîêàçàíî ìíîæåñòâî óïðàâëÿåìîñòè D3π(0) ñèñòåìû




ẋ1 = −x2,
ẋ2 = x1 − x3,

ẋ3 = u, |u| 6 1,

(14.6)
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�èñ. 11. Ôðàãìåíò ðàñøèðåííîãî ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè Dϑ ñèñòåìû (14.7) ïðè

ϑ = 6

íà îòðåçêå âðåìåíè âðåìåíè [0, 3π] (ïîñòðîåííîå Í.Â. Ìèëè÷åì [15℄). Òîíêèìè ëèíèÿìè

îòäåëåíû ìíîãîîáðàçèÿ, â êîòîðûõ îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ ïëþñ åäèíèöû

èëè ìèíóñ åäèíèöû.

Íàðÿäó ñ ìíîæåñòâàìè óïðàâëÿåìîñòè (14.4) è (14.5) èìååò ñìûñë ïðè ðàññìîòðå-

íèè çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ (14.1), (14.2) ââåñòè â îáèõîä äâà ðàñøèðåííûõ ìíîæåñòâà

óïðàâëÿåìîñòè:

1) ðàñøèðåííîå ìíîæåñòâî óïðàâëÿåìîñòè D(x)
.
=
⋃
t∈R

(
t, D(t, x)

)
ïðè çàäàííîì âðå-

ìåíè áûñòðîäåéñòâèÿ (t, x) → τ(t, x);
2) ðàñøèðåííîå ìíîæåñòâî óïðàâëÿåìîñòè Dϑ

.
=
⋃
t∈R

(
t, Dϑ(t)

)
íà îòðåçêå çàäàííîé

äëèíû ϑ.
Íà ðèñóíêå 11 â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîñòðîåíî ðàñøèðåííîå ìíîæåñòâî óïðàâëÿåìîñòè

ñèñòåìû óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû

{
ẋ1 = x2,

ẋ2 = −(1 + 0.5 sin 2t)x1 + u, |u| 6 1,
(14.7)

ïîñòðîåííîå Ñ.Ô. Íèêîëàåâûì.

� 15. Íåîñöèëëÿöèÿ

Î ï ð å ä å ë å í è å 15.1. Óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẋ = A(t)x+ b(t)u (15.1)

áóäåì íàçûâàòü äîêðèòè÷åñêîé â òî÷êå t0 (à èíòåðâàë
[
t0, t0+σ(t0)

)
� äîêðèòè÷åñêèì),

åñëè íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî σ(t0) > 0, ÷òî �óíêöèè

ξ1(t)
.
= ϕ1(t)b(t) . . . ξn(t)

.
= ϕn(t)b(t),
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�èñ. 12. Ïà�íóòèé Ëüâîâè÷ ×åáûøåâ (1821�1894)

ãäå ϕ1(t) . . . ϕn(t) � áàçèñ ðåøåíèé ñèñòåìû

ϕ̇ = −ϕA(t),
îáðàçóþò íà èíòåðâàëå

[
t0, t0 + σ(t0)

)
ñèñòåìó �óíêöèé Ï.Ë. ×åáûøåâà.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ �óíêöèé ξ1(t) . . . ξn(t)
èìååò íà èíòåðâàëå

[
t0, t0 + σ(t0)

)
íå áîëåå n− 1 ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ íóëåé.

Åñëè σ0 = ∞, òî ïîëóîñü [t0,∞) íàçûâàåòñÿ äîêðèòè÷åñêîé.

Î ï ð å ä å ë å í è å 15.2 (Óñëîâèå (À)). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (15.1) äîêðèòè÷å-

ñêàÿ â êàæäîé òî÷êå t0 ïðÿìîé R. Ìàêñèìàëüíóþ äëèíó èíòåðâàëà [t0, t0+σ) äîêðèòè÷-
íîñòè â òî÷êå t0 îáîçíà÷èì σ(t0). Ìû ãîâîðèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (A) åñëè èìååò

ìåñòî íåðàâåíñòâî

inf
t∈R

σ(t)
.
= σ0 > 0

(åñëè σ0 = ∞, òî ñèñòåìà (15.1) íàçûâàåòñÿ äîêðèòè÷åñêîé íà ïðÿìîé R).

Ò å î ð å ì à 15.1 (î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè). Ïóñòü âûïîëíåíî óñëî-

âèå (A). Äëÿ êàæäîé òî÷êè (t, x) òàêîé, ÷òî τ(t, x) 6 ϑ (ϑ = σ0, åñëè σ0 < ∞, è ϑ �

ëþáîå, åñëè σ0 = ∞) ãðàíèöà ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû

ẋ = A(t)x+ b(t)u, |u| 6 1, (15.2)

èìååò âèä

∂D(t, x) = cl
(
M

n−1
+ (t, x)

⋃
M

n−1
− (t, x)

)
,

ãäå

M
k−1
+ (t, x) = Mk−1

+ (t, x)
⋃

Mk−2
− (t, x)

⋃
· · ·
⋃

M0
±(t, x),

M
k−1
− (t, x) = Mk−1

− (t, x)
⋃

Mk−2
+ (t, x)

⋃
· · ·
⋃

M0
∓(t, x),

k = 1 . . . n. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî k ∈ {1 . . . n} êàæäîå èç ìíîãîîáðàçèé M
k−1
+ (t, x),

M
k−1
− (t, x) ñëàáî èíâàðèàíòíî è ìíîãîîáðàçèå M

k−1
+ (t, x)

⋃
M

k−1
− (t, x) ÿâëÿåòñÿ îáùèì

êðàåì ìíîãîîáðàçèé clMk
+(t, x), clM

k
−(t, x).
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Òå î ð å ì à 15.2 (òåîðåìà 15.1 (bi)). Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (A). Äëÿ êàæäîé

òî÷êè (t, x) òàêîé, ÷òî τ(t, x) 6 ϑ (ϑ = σ0, åñëè σ0 < ∞, è ϑ � ëþáîå, åñëè σ0 = ∞),
ãðàíèöà ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (15.2) èìååò âèä

∂Dϑ(t) = cl
(
M

n−1
ϑ+ (t)

⋃
M

n−1
ϑ− (t)

)
, ãäå

M
k−1
ϑ+ (t) =Mk−1

ϑ+ (t)
⋃

Mk−2
ϑ− (t)

⋃
· · ·
⋃

M0
ϑ±(t),

M
k−1
ϑ− (t) =Mk−1

ϑ− (t)
⋃

Mk−2
ϑ+ (t)

⋃
· · ·
⋃

M0
ϑ∓(t),

k = 1 . . . n. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî k ∈ {1 . . . n} êàæäîå ìíîãîîáðàçèå M
k−1
ϑ+ (t), Mk−1

ϑ− (t)

ñëàáî èíâàðèàíòíî, à ìíîãîîáðàçèå M
k−1
ϑ+ (t)

⋃
M

k−1
ϑ− (t) ÿâëÿåòñÿ îáùèì êðàåì ìíîãîîá-

ðàçèé clMk
ϑ+(t) è clMk

ϑ−(t).

Âàæíîå çàìå÷àíèå. Åñëè â óñëîâèè (A) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

inf
t∈R

σ(t) = ∞,

òî â òåîðåìå î ñòðóêòóðå ãðàíèöû ∂D(t, x) ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè D(t, x), òàê æå

êàê è â òåîðåìå î ñòðóêòóðå ãðàíèöû ∂D(x) ðàñøèðåííîãî ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè

D(x)
.
=
(
t, D(t, x)

)
, ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâà

Dϑ(t)
.
=
{
x ∈ R

n : τ(t, x) 6 ϑ
}

è Dϑ
.
=
(
t, Dϑ(t)

)
äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ϑ > 0. Àíàëîãè ýòèõ òåîðåì äëÿ ìíîæåñòâ

Dϑ(t), Dϑ òîæå âåðíû ( ñì. òåîðåìû 15.1 è 15.2).

Ò å î ð å ì à 15.3 (î ñòðóêòóðå ðàñøèðåííîãî ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè). Ïóñòü âû-

ïîëíåíî óñëîâèå (A). Äëÿ êàæäîé òî÷êè (t, x) òàêîé, ÷òî τ(t, x) 6 ϑ (ϑ = σ0, åñëè
σ0 <∞, è ϑ � ëþáîå, åñëè σ0 = ∞), ãðàíèöà ðàñøèðåííîãî ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè

ñèñòåìû (15.2) èìååò âèä ∂D(x) = cl
(
N

n
+(x)

⋃
N

n
−(x)

)
,

N
k
+(x) = N k

+(x)
⋃

N k−1
− (x)

⋃
N k−2

+ (x)
⋃

· · ·
⋃

N 1
±(x),

N
k
−(x) = N k

−(x)
⋃

N k−1
+ (x)

⋃
N k−2

− (x)
⋃

· · ·
⋃

N 1
∓(x),

16k6n. Äàëåå, äëÿ êàæäîãî k∈{1 . . . n} ìíîãîîáðàçèÿ N
k
+(x), N

k
−(x) ñëàáî èíâàðèàíò-

íû è ìíîãîîáðàçèå N
k−1
+ (x)

⋃
N

k−1
− (x) ÿâëÿåòñÿ îáùèì êðàåì ìíîãîîáðàçèé clNk

+(x),
clNk

−(x).

Òå î ð å ì à 15.4 (Òåîðåìà 15.3 (bi)). Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (A). Äëÿ êàæäîé

òî÷êè (t, x) òàêîé, ÷òî τ(t, x) 6 ϑ (ϑ = σ0, åñëè σ0 < ∞, è ϑ � ëþáîå, åñëè

σ0 = ∞), ãðàíèöà ðàñøèðåííîãî ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (15.2) èìååò âèä

∂Dϑ = cl
(
Nn

ϑ+

⋃
Nn

ϑ−

)
,

N
k
ϑ+ = Nk

ϑ+

⋃
Nk−1

ϑ−

⋃
Nk−2

ϑ+

⋃
· · ·
⋃

N1
ϑ±,

N
k
ϑ− = Nk

ϑ−

⋃
Nk−1

ϑ+

⋃
Nk−2

ϑ−

⋃
· · ·
⋃

N1
ϑ∓,

k = 1 . . . n. Äàëåå, äëÿ êàæäîãî k ∈ {1 . . . n} ìíîãîîáðàçèÿ N
k
ϑ+, N

k
ϑ− ñëàáî èíâàðèàíòíû

è ìíîãîîáðàçèå N
k−1
ϑ+

⋃
N

k−1
ϑ− ÿâëÿåòñÿ îáùèì êðàåì ìíîãîîáðàçèé clNk

ϑ+ è clNk
ϑ−.





ẋ1 = −x2,
ẋ2 = x1 − x3,

ẋ3 = u, |u| 6 1.

(15.3)
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�èñ. 13. Ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè D3π(0) è D2π(0) ñèñòåìû (15.3) (Í.Â. Ìèëè÷)
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This paper is intended primarily for graduate students specializing in differential equations. It covers the ap-
plications to control systems of the well-developed theory of classical dynamic systems, methods of differential
geometry and the theory of differential inclusions, mainly developed by A. F Filippov. The main content of
the paper is the study of the so-called standard control system. The phase space of such a system is a finite-
dimensional smooth manifold. This assumption is very important from the point of view of applications. In
addition, it is assumed that the vector field of the system is locally Lipschitz, and the geometric constraints
on the controlled parameters are compact. Admissible control functions can be program and/ or positional.
In the first case, we arrive at the so-called systems of Caratheodory equations. In the second case, if the
vector field is discontinuous with respect to phase variables, we arrive at Filippov’s differential inclusions.
Serious attention is given to the study of the conditions under which specified properties of the control system
continue to hold after closing the set of shifts (in the topology of uniform convergence on compact sets) of
the initial standard control system.
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