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1 = R. .!�
� t1, t2 ∈ R,
t1 � t2, F ⊂ R

n � $�,��������'� ,!'�-�� f : [t1, t2] → F. @ ��!� �>�+ � � 1
�* ,!'�-��
&!��� ���� �$���
� � ��!"#�� �&�$'�%�'��M

f [t1[·]t2] = {f(t) ∈ F, t1 � t � t2}.

.� �'� ���� ,!'�-�" f : [t1, t2) → F &!��� �&�$'�%�
� %���$

f [t1[·]t2) = {f(t) ∈ F, t1 � t < t2}.
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�� ��,,���'-��
� �'(� !���'�'���

dz(t)/dt = B(t)u(t) +C(t)v(t), t0 � t < ϑ,

z ∈ R
d, u ∈ P ⊂ R

nu, v ∈ Q ⊂ R
nv .
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 �$�-�* !���� �'�� u[t∗[·]ϑ) � ������ v[t∗[·]ϑ) �,�������� ��� ���)�'�� z[t∗[·]ϑ] ���
��
�( 4���7� ��%��
�� ���-���� !���� �'�� �-�'����
�� ����$�
� ��

γ = γ
(
z[t∗[·]ϑ], u[t∗[·]ϑ), v[t∗[·]ϑ)

)
= μ(z(ϑ)− c) +

∫ ϑ

t∗

(
α(t, u(t)) + β(t, v(t))

)
dt. 4��:7

I���� c ∈ R
d; μ(l) ∈ R, l ∈ R

d, G '����N α(t, u) ∈ R, (t, u) ∈ [t0, ϑ]× P, � β(t, v) ∈ R,
(t, v) ∈ [t0, ϑ]×Q, G '�����(�'(� ,!'�-���

I���%� !���� �'�� ���
��
 � 
��+ %
�&( ���
���
� ����$�
� " γ ��� ��)'� ��'�2��
$'�%�'��� .�� 1
�� ��*�
��� ������ '��$���
'( �+ � %��
'��
�+ ���!
 &(
� '�-� �'(
'� �������$�-�" γ.

� ������ 
����
������������ ������� 1
� $���%� �� ��(���
�� � �'
���'��
�%���!"
��$�-��''!" ��,,���'-�� �'!" ���! ��!�  �-� .���(* �����+ �������)�"#�*�� ��$�
��*�
����� !���� �'�� u(t), �
����
�� ��'���$�����
� ����$�
� � γ, �
���* �����+
�������)�"#�*�� ��$��*�
����� ������ v(t), G �������$�����
�� ?
! ��,,���'-��
� �'!" ���! ,���� �$!�� � ��!"#�� �&��$���

9:



@
��
����* !���� �'�� u(·) ������� ������ '�$(���
�� ,!'�-��

u(t, z, ε) ∈ P, (t, z) ∈ [t0, ϑ]× R
d, ε > 0,

��� ε G ������
� 
�%'��
��
.!�
� t∗ ∈ [t0, ϑ] � �(&��'� ��$&��'��

Δk = Δk{τj} =
{
τj : τ1 = t∗, τj < τj+1, j = 1, k, τk+1 = ϑ

}
4��>7

�
��$�� �����'� [t∗, ϑ]. 0��*�� {u(·), ε,Δk} ������ ��
 $���' !���� �'�� ������� ���
����+ ��
��(* �� 2���� ��$&��'�� Δk � -��� �&��
'�* ���$� ,�����!�
 �!��%'��
���
��''!" ��� �$�-�" u[t∗[·]ϑ) �� ����� !

u(t) = u(τj, z(τj), ε), t ∈ [τj , τj+1), j = 1, k. 4��97

B���'
�����''(* ��$! �
�
 � � $���'� {u(·), ε,Δk} � ��$�-�� (t∗, z∗), z∗ ∈ R
d, �����

�� ��
�� ����'�
���

ρu
[
u(·), ε,Δk; t∗, z∗

]
= sup

v[t∗[·]ϑ)
γ
(
u(·), ε,Δk; v[t∗[·]ϑ); t∗, z∗

)
,

��� γ
(
u(·), ε,Δk; v[t∗[·]ϑ); t∗, z∗

)
G $'�%�'�� ����$�
� � ��%��
�� 4��:7+ �
��%�"#�� ����

 �$�-�� ���-���� !���� �'��+ �,���������2�*�� �$ ��$�-�� (t∗, z∗) ��� ��*�
��� $��
��'� {u(·), ε,Δk} � ���� � ��� �$�-��* v[t∗[·]ϑ); 
�%'�� ����'�� ���'� &���
�� �� ����
���!�
��(� ��� �$�-��� v[t∗[·]ϑ). <����� �� ����'
�����''(* ��$! �
�
 � � �
��
��
��� u(·) � ��$�-�� (t∗, z∗)M

ρu
[
u(·); t∗, z∗

]
= lim

ε↓0
lim
δ↓0

sup
Δk

ρu
[
u(·), ε,Δk; t∗, z∗

]
,

��� 
�%'�� ����'�� ���'� �(%�� ��
�� �� ���� ��$&��'��� Δk ���� 4��>7 � �����
���
δk = maxj=1,k(τj+1 − τj) � δ. <�
��� �'(� ����'
�����''(� ��$! �
�
�� !���� �'��
������� ������ � � ��$�-�� (t∗, z∗) '�$(���
�� �� �%�'�

ρ0u(t∗, z∗) = inf
u(·)

ρu
[
u(·); t∗, z∗

]
,

��� 
�%'�� '�)'�� ���'� &���
�� �� ���� �
��
����� u(·). O� � 1
� '�)'�� ���'� ���
�
����
��+ 
� ���
��
�
�!"#�� �
��
���� u0(·) '�$(���
�� ��
��� �'�* ��'�����'�*
�
��
����* !���� �'�� ������� �������

;!��� ������
�+ %
� � � %�� � ζ > 0 � ��$�-�� (t∗, z∗) $���' !���� �'�� �������
������ {u(·), ε,Δk} �� ��
�� ζ���
��� �'(�+ �� � �(�� '��
�� '�����'�
��

ρu
[
u(·), ε,Δk; t∗, z∗

]
� ρ0u(t∗, z∗) + ζ.

@
��
����* !���� �'�� v(·) �
����� ������ '�$(���
�� ,!'�-��

v(t, z, ε) ∈ Q, (t, z) ∈ [t0, ϑ]× R
d, ε > 0.

.!�
� t∗ ∈ [t0, ϑ] � Δk G ��$&��'�� ���� 4��>7� I���' !���� �'�� �
����� �����
�� {v(·), ε,Δk} �� 2���� ��$&��'�� Δk � -��� �&��
'�* ���$� ,�����!�
 �!��%'��
���
��''!" ��� �$�-�" v[t∗[·]ϑ) �� ����� !

v(t) = v(τj, z(τj), ε), t ∈ [τj , τj+1), j = 1, k. 4���7

9>



B���'
�����''(* ��$! �
�
 � � $���'� {v(·), ε,Δk} � ��$�-�� (t∗, z∗), z∗ ∈ R
d, �����

�� ��
�� ����'�
���

ρv
[
v(·), ε,Δk; t∗, z∗

]
= inf

u[t∗[·]ϑ)
γ
(
v(·), ε,Δk; u[t∗[·]ϑ); t∗, z∗

)
,

��� γ
(
v(·), ε,Δk; u[t∗[·]ϑ); t∗, z∗

)
G $'�%�'�� ����$�
� � ��%��
�� 4��:7+ �
��%�"#�� ����

 �$�-�� ���-���� !���� �'��+ �,���������2�*�� �$ ��$�-�� (t∗, z∗) ��� ��*�
��� $����
'� {v(·), ε,Δk} � ���� � ��� �$�-��* u[t∗[·]ϑ); 
�%'�� '�)'�� ���'� �(%�� ��
�� �� ����
���!�
��(� ��� �$�-��� u[t∗[·]ϑ). B���'
�����''(� ��$! �
�
�� � � �
��
���� v(·)
�
����� ������ � ��$�-�� (t∗, z∗) '�$(���
�� �� �%�'�

ρv
[
v(·); t∗, z∗

]
= lim

ε↓0
lim
δ↓0

inf
Δk

ρv
[
v(·), ε,Δk; t∗, z∗

]
,

��� 
�%'�� '�)'�� ���'� &���
�� �� ���� ��$&��'��� Δk ���� 4��>7 � �����
��� δk � δ.
�� �%�'� ��
��� �'��� ����'
�����''��� ��$! �
�
� !���� �'�� �
����� ������ � �
��$�-�� (t∗, z∗)M

ρ0v(t∗, z∗) = sup
v(·)

ρv
[
v(·); t∗, z∗

]
,

��� 
�%'�� ����'�� ���'� �(%�� ��
�� �� ���� �
��
����� v(·). O� � 1
� ����'�� ���'�
���
����
��+ 
� ���
��
�
�!"#�� �
��
���� v0(·) '�$(���
�� ��
��� �'�* �������''�*
�
��
����* !���� �'�� �
����� �������

;!��� ������
�+ %
� � � %�� � ζ > 0 � ��$�-�� (t∗, z∗) $���' !���� �'�� �
�����
������ {v(·), ε,Δk} �� ��
�� ζ���
��� �'(�+ �� � �(�� '��
�� '�����'�
��

ρv
[
v(·), ε,Δk; t∗, z∗

]
� ρ0v(t∗, z∗)− ζ.

O� � ������� ��� ����'�
��

ρ0u(t∗, z∗) = ρ0v(t∗, z∗), (t∗, z∗) ∈ [t0, ϑ]× R
d,


� ������
+ %
� ��,,���'-�� �'�� ���� 4���7+ 4��:7 ����
 -�'!� �� �%�'! ρ(t∗, z∗) =
= ρ0u(t∗, z∗) = ρ0v(t∗, z∗) '�$(��"
 -�'�* ���(+ � ���! {u0(·), v0(·)}, ���
��#!" �$ ��
��
�� �'(� ��'�����'�* u0(·) � �������''�* v0(·) �
��
���*+ G ��� ���* 
�%��* ���(�

0 � � � � � � ���� �����������	
��� ���� (1.1), (1.2) �
��� ���� ρ(·) � ���	���� ����
�� {u0(·), v0(·)}.

�%�
(��� ��� ���
��( 4���7 � ����$�
� � 4��:7+ �
��
���� u0(·) � v0(·) ��)'� �(&��
�
!'������ �'(�� � ��
��� �'(�� ���'����'� � � ����� �'�)��
�� ��$�-�* (t, z) ∈
∈ [t0, ϑ]× R

d. D ���''�+ 
���� �&��$��+ %
�&( &( � ������� ��( � ��!"#�� !
����
)��'���

� 
 � � � ) � � ' � � ���� �	� 	����� ���	� ζ > 0 �������� ����� ���	� ε∗ > 0 � �����
��� δ∗(ε) > 0, ε ∈ (0, ε∗], ���� ������ �� �� ��	� ������� (t∗, z∗) ∈ [t0, ϑ]×R

d, ��������
����
���� �������� ε ∈ (0, ε∗] � ��������� Δk ���� (1.3) � ���
����
 δk � δ∗(ε), �����
�����	���� ������� ������ {u0(·), ε,Δk} ����� ζ�����
�	
��
�

� 
 � � � ) � � ' � � ��:� �	� 	����� ���	� ζ > 0 �������� ����� ���	� ε∗ > 0 � �����
��� δ∗(ε) > 0, ε ∈ (0, ε∗], ���� ������ �� �� ��	� ������� (t∗, z∗) ∈ [t0, ϑ]×R

d, ��������
����
���� �������� ε ∈ (0, ε∗] � ��������� Δk ���� (1.3) � ���
����
 δk � δ∗(ε), �����
�����	���� ������� ������ {v0(·), ε,Δk} ����� ζ�����
�	
��
�
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� ��$� ��%&' ()*+, )- .(��-+ &/& &0�,

� � ���& �)�''��� �(%�� �'�� -�'( � ���
���'�� ��
��� �'(� $���'�� !���� ��
'�� ������� � ��,,���'-�� �'�* ���� 4���7+ 4��:7 �����'�� ��
�� �(�!� (� �����!
�&� �%���

.!�
� t∗ ∈ [t0, ϑ) � Δk = Δk{τj} G ��$&��'�� ���� 4��>7+ !��� �
����"#�� � ��!"�
#��! !� ���"M

��
��-(�,!'�-�� B(t) � C(t) '�����(�'( '� [τj , τj+1), j = 1, k. 4��57

.� �)��

G =
{
l ∈ R

d : μ∗(l) � 1
}
, 4���7

Δψj(l) =

∫ τj+1

τj

min
u∈P

max
v∈Q

(〈l,B(t)u+C(t)v〉+ α(t, u) + β(t, v)
)
dt,

l ∈ R
d, j = 1, k,

4��67

��� μ∗(·) G '����+ �����)�''�� � '���� μ(·) �$ ����$�
� � ��%��
�� 4��:7M

μ∗(l) = max
z∈Rd:μ(z)�1

〈l, z〉, l ∈ R
d.

.���
'� �� 2���� ��$&��'�� Δk ������ �� ,!'�-�� ϕj(l) ∈ R, l ∈ G, j = 1, k + 1,
��� ��'� � ��!"#��! ���!���'
'��! ����� !�

.�� j = k + 1 �� �����

ϕk+1(l) = −〈l, c〉, l ∈ G, 4���7

��� c G ���
�� �$ ����$�
� � ��%��
�� 4��:7�

.�� j = 1, k ������ ���

ψj(l) = Δψj(l) + ϕj+1(l), l ∈ G,

ϕj(l) =
{
ψj(·)

}∗
G
(l), l ∈ G,

4���A7

��� ����� {ψ(·)}∗G(·) �$'�%��
 �(�!� !" �����! �&� �%�! ,!'�-�� ψ(·) '� �'�)��
�� G,

� ��
� ��'��� �'!" �$ ���'!
(� ,!'�-�*+ ��)����!"#�� ψ(·) '� G.

F�)'� �������
�+ %
� � � ��)���� j = 1, k + 1 ,!'�-�� ϕj(·) �� �"
�� �� !'�����
�(�'(�� �����! '� G. ����� 
���+ �� ���
���'�" 1
� ,!'�-�� �� �"
�� ���'!
(��
'� G.

<����� �� ���
��! �� �%�'

ej(z) = ej(z; Δk) = max
l∈G

(〈l, z〉+ ϕj(l)
)
, z ∈ R

d, j = 1, k + 1. 4����7

<
��
��+ %
� ���"
 ���
� ���
'�2�'��

ek+1(z) = μ(z− c), z ∈ R
d, 4���:7

ej(z) �
∫ ϑ

τj

min
u∈P

max
v∈Q

(
α(t, u) + β(t, v)

)
dt, z ∈ R

d, j = 1, k + 1. 4���>7

@ ��!"#�� ���  ���( !�
�'�� ���"
 ���
��
�
��''� ���*�
�� u� � v��
�&� �'��
�
���
��( �� �%�' ej(·) 4����7�
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P � � � � ���� ����
 j = 1, k, z∗ ∈ R
d � v∗ ∈ Q.  ���� �	� ���������� ���	������

��
�!� v∗[τj [·]τj+1) = {v∗(t) = v∗, τj � t < τj+1} �������� ����� �������
�� ���	��
����� �����	���� u[τj [·]τj+1), ��� �� ������� (τj , z∗) ��� ��������
 "��! ���	������

�����
� (1.1) �������� � ������� (τj+1, z(τj+1)), �	� ������� ����� ����	���� �����

�������

ej+1(z(τj+1)) +

∫ τj+1

τj

(
α(t, u(t)) + β(t, v∗)

)
dt � ej(z∗).

P � � � � ��:� ����
 j = 1, k, z∗ ∈ R
d � u∗ ∈ P.  ���� �	� ���������� ���	������

�����	���� u∗[τj [·]τj+1) = {u∗(t) = u∗, τj � t < τj+1} �������� ����� �������
�� ���
�	������ ��
�!� v[τj [·]τj+1), ��� �� ������� (τj , z∗) ��� ��������
 "��! ���	������

�����
� (1.1) �������� � ������� (τj+1, z(τj+1)), �	� ������� ����� ����	���� �����

�������

ej+1(z(τj+1)) +

∫ τj+1

τj

(
α(t, u∗) + β(t, v(t))

)
dt � ej(z∗).

E�����
��� �
��
���� !���� �'�� ������� uΔk
(·) � �
����� vΔk

(·) �������+ ��
��(�
� ����'
( �����'� τj ��$&��'�� Δk ������ �"
�� ��
���� 1��
���� �'��� ������ '�
���!
�
�!"#�� 
�%��+ �(&�����(� �� �� �%�'�� ej(·) 4����7M

uΔk
(τj, z, ε) ∈ argmin

u∈P

(〈s(u)j (z, ε),B(τj)u〉+ f
(u)
j (z, ε)α(τj, u)

)
,

vΔk
(τj , z, ε) ∈ argmax

v∈Q

(〈s(v)j (z, ε),C(τj)v〉+ f
(v)
j (z, ε)β(τj, v)

)
,

j = 1, k, z ∈ R
d, ε > 0,

4���97

� � ��
� �'(� ����'
( �����'� �������� �"
�� ����$�� �'(� �&��$��� I����

s
(u)
j (z, ε) =

r(τj , ε)l
(u)
j (z, ε)√

1 + ‖l(u)j (z, ε)‖2
, f

(u)
j (z, ε) = − r(τj , ε)√

1 + ‖l(u)j (z, ε)‖2
,

s
(v)
j (z, ε) =

r(τj , ε)l
(v)
j (z, ε)√

1 + ‖l(v)j (z, ε)‖2
, f

(v)
j (z, ε) =

r(τj , ε)√
1 + ‖l(v)j (z, ε)‖2

,

l
(u)
j (z, ε) ∈ argmax

l∈G

(
〈l, z〉+ ϕj(l)− r(τj , ε)

√
1 + ‖l‖2

)
,

l
(v)
j (z, ε) ∈ argmax

l∈G

(
〈l, z〉+ ϕj(l) + r(τj, ε)

√
1 + ‖l‖2

)
,

r(t, ε) =
√
ε+ (t− t0)ε, t ∈ [t0, ϑ].

4����7

H���
 ���
� � ��!"#��  �����

P � � � � ��>� �	� 	����� ���	� ε > 0 �������� ���	� δ > 0, �	� �������� �����
�������	��� �	����#�� �����$������

����
 t∗ ∈ [t0, ϑ) � Δk = Δk{τj} % ��������� ���� (1.3), (1.6) � ���
����
 δk � δ.

����
 j = 1, k, z
(1)
∗ ∈ R

d, z
(2)
∗ ∈ R

d, f∗ ∈ R � ��� ��������
 R � 1 ����	������
�����������

‖s∗‖2 + f 2
∗ � r2(τj , ε)R, s∗ = z(1)∗ − z(2)∗ .

����
 ���$���� z(1)[τj [·]τj+1] �����
� (1.1) ����$���� �� ������� (τj , z
(1)
∗ ) ��������


�� ���	������� ��
�!� v[τj [·]τj+1) � ���������� ���	������� �����	���� u[τj[·]τj+1) =
= {u(t) = ue, τj � t < τj+1}, ���

ue ∈ argmin
u∈P

(〈s∗,B(τj)u〉+ f∗α(τj , u)
)
.

95



����
 ���$���� z(2)[τj [·]τj+1] �����
� (1.1) ����$���� �� ������� (τj , z
(2)
∗ ) ��������


�� ���	������� �����	���� u∗[τj [·]τj+1) � ���������� ���	������� ��
�!� v∗[τj [·]τj+1) =
= {v∗(t) = ve∗, τj � t < τj+1}, ���

ve∗ ∈ argmax
v∗∈Q

(〈s∗,C(τj)v∗〉+ f∗β(τj, v)
)
.

 ���� �
��� 
���� �����������

‖z(1)(τj+1)− z(2)(τj+1)‖2 + (f ∗)2 � r2(τj+1, ε)R,

f ∗ = f∗ +
∫ τj+1

τj

(
α(t, ue) + β(t, v(t))

)
dt−

∫ τj+1

τj

(
α(t, u∗(t)) + β(t, ve∗)

)
dt.

<
��
��+ %
� ������� %�� � δ > 0 ��)�
 &(
� �(&��'� �$ !� ���*

16M2
(
B(·),C(·), α(·), β(·))δ � ε,

64(1 + ϑ− t0)
(
ω1

(
B(·), α(·); δ)+ ω2

(
C(·), β(·); δ))2 � ε,

4���57

���

ω1

(
B(·), α(·); δ) = sup

{
‖B(t1)u−B(t2)u‖+ |α(t1, u)− α(t2, u)| :

t1, t2 ∈ [t0, ϑ], B(t) G '���� '� [t1, t2), |t1 − t2| � δ, u ∈ P
}
, 4����7

ω2

(
C(·), β(·); δ) = sup

{
‖C(t1)v −C(t2)v‖+ |β(t1, v)− β(t2, v)| :

t1, t2 ∈ [t0, ϑ], C(t) G '���� '� [t1, t2), |t1 − t2| � δ, v ∈ Q
}
, 4���67

M
(
B(·),C(·), α(·), β(·)) = sup

{
‖B(t)u+C(t)v‖+ |α(t, u) + β(t, v)| :

t ∈ [t0, ϑ], u ∈ P, v ∈ Q
}
. 4����7

.������''(� ���*�
�� ���
��( �� �%�' ej(·) 4����7 ��$�� �"
 � �����* '� 
�����
�! ��� �  ���! ��> !�
�'���
� ������� ����
� � ��!"#�� 
������

0 � � � � � � ��:� �	� 	����� ���	� ξ > 0 
�$�� ������
 ����� ���	� δ > 0, ����
������ �� �� ��	� ������� (t∗, z∗) ∈ [t0, ϑ)× R

d � ��������� Δk ���� (1.3), (1.6) � ����

����
 δk � δ, ����� �������	��� �����������

|e1(z∗)− ρ(t∗, z∗)| � ξ,

��� ρ(·) % ���� �����������	
��� ���� (1.1), (1.2).

0� � � � � � ��>� �	� 	����� ���	� ζ > 0 �������� ����� ���	� ε∗ > 0 � �������
δ∗(ε) > 0, ε ∈ (0, ε∗], ���� ������ �� �� ��	� ������� (t∗, z∗) ∈ [t0, ϑ) × R

d, ��������
����
���� �������� ε ∈ (0, ε∗] � ��������� Δk ���� (1.3), (1.6) � ���
����
 δk � δ∗(ε),
������ �����	���� ������� {uΔk

(·), ε,Δk} � ������� {vΔk
(·), ε,Δk} �������� ���������

��� �� ������ ��������� uΔk
(·) � vΔk

(·) (1.14), ����� ζ�����
�	
��
��

0���� �&��$��+ ���& �)�''�� �(%�� �'�� -�'( � ���
���'�� ��
��� �'(� $����
'�� !���� �'�� ������� � ��,,���'-�� �'�* ���� 4���7+ 4��:7 �����
�� � ������ �'�"
� ��� ���� � ����
'�* ���!���'
'�* ���-��!��* 4���7�4���A7 �(�!� (� �����! �&� ��
%�� ϕj(·) ��������
� �'(� ,!'�-�* ψj(·) '� �'�)��
�� G.
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� �	 ����
������ �������� ��� ������������ � ����������

� 1
�* %��
� ������
�����
��  �'�*'�� ��'���%����� ���
���+ ������)�''�� '����
�! � �� �$'(� !���� �'��� ��$��*�
���� '���'
�� ��!��(� ����� � �����)�#�� $��
��$�(��'�� � !���� �'��� <�
���$��!��(* ����$�
� � ��%��
�� ���-���� !���� �'��
�� ��
�� '�
����'� �'(� � �����
�� ��
 ��&�* �!��! '���( �����!�'��
� �
� �'�'�*
���)�'�� ���
��( � $���''(� ����'
( �����'� �
 $���''(� -� ��(� 
�%�� � �'
��
��� �'�* �-�'�� ��� �$�-�* !���� �'�� � ������� � ������ 
����
������������ ������
�� �
���
�� $���%� �& ��
���$�-�� ����'
�����''��� ��$! �
�
�� 3� &�$� �������#�*
,!'�-��'� �'�* 
���
���� ���-���� !���� �'�� $���%� �����
�� � ��������
� �'�*
��,,���'-�� �'�* ���� &�$ $���$�(��'�� � � 
����'� �'�* � �
�*+ '� � ����
��'�
��
&� �2�* 4������-��'� �'�* �� �%��
�! ����'
�� �����'� �-�'�� ��%��
�� ���)�'��7
��$���'��
�� 3� ��'��� �����'�'�� ��
��� �(�!� (� �����! �&� �%�� �� ���������

� �'�* ���� � � ���& �)�''��� ��2�'�� $���%� ���� ����
�� �'�����$���'�� ���!��
��'
'�� ���-��!�� ����
'��� ���
���'�� �(�!� (� �����! �&� �%�� ��������
� �'(�
,!'�-�*� <���(���
�� ���' '�
����� �'(* � ��� $���%+ � ��
��(� 
��&!��(� �(�!��
 (� �����! �&� �%�� !���
�� �(����
� � ��'�� ����+ � ���� �)�''(� ��'�
�!�-��
�������
 � 1,,��
��'��! ��2�'�"� E�����
�����
�� ���� �'(* ������+ �������
��
��$! �
�
( %�� �''��� ���� �����'���

� $��� 
&.%��&(,� 1�'�0�

E�����
��� ��'���%���!" ���
��!+ ���)�'�� ��
���* ����(���
�� ��,,���'-��
� �'(� !���'�'���

dx(t)/dt = A(t)x(t) +B(t)u(t) +Bτ (t)u(t− τ) + C(t)v(t), t0 � t < ϑ,

x ∈ R
n, u ∈ P ⊂ R

nu, v ∈ Q ⊂ R
nv , τ = 
QRST > 0.

4:��7

I���� x G,�$��(* ���
��+ t G 
��!#�* ����'
 �����'�+ u G ���
�� !���� �'��+ v G
���
�� ������N τ G ���
��''�� �� �%�'� $���$�(��'��N t0 � ϑ G '�%� �'(* � 
�����
'� �'(* ����'
( �����'� ���
��
�
��''�N P � Q G $���''(� ������
'(� �'�)��
��N
A(t), B(t), Bτ (t) � C(t) G '�����(�'(� '� [t0, ϑ] ��
��-(�,!'�-���

<&�$'�%�� %���$ P �'�)��
�� �$�����(� �� ;��� " ,!'�-�* p(ξ) ∈ P, ξ ∈ [−τ, 0).
.�$�-��* ���
��( 4:��7 '�$���� 
��*�! (t, x, p(·)) ∈ [t0, ϑ] × R

n × P, ��� ,!'�-�� p(·)
�����
 �� � ��
���� !���� �'�� � �'( $���$�(��'�� τ, �,���������2�*�� � ����'
!
�����'� t. ������ �'�)��
�� K = [t0, ϑ]× R

n × P ��$�-�* ���
��( 4:��7�

H$ ��$�-�� (t∗, x∗, p∗(·)) ∈ K ���!�
��(� 4�$�����(� �� ;��� "7 ��� �$�-�� !�����
 �'�� u[t∗[·]t∗) = {u(t) ∈ P, t∗ � t < t∗} � ������ v[t∗[·]t∗) = {v(t) ∈ Q, t∗ � t < t∗},
t∗ ∈ [t∗, ϑ], ���'�
��''(� �&��$�� ����)��"
 ���)�'�� ���
��( 4:��7 G �&�� "
'�
'�����(�'!" ,!'�-�" x[t∗[·]t∗] = {x(t) ∈ R

n, t∗ � t � t∗}, ��
���� !��� �
�����

!� ���" x(t∗) = x∗ � ��%
� ��"�! '� [t∗, t∗] ����
� � u(t) � v(t) !��� �
�����
 !����
'�'�" 4:��7� .�� 1
�� � ��� ���� � $���''�* ��
����* p∗(·) �������� ��� ��� �$�-�"
!���� �'�� ��� t ∈ [t∗ − τ, t∗) �$ !� ���� u(t) = p∗(t− t∗). ��"�! �� �� � � �&�$'�%�'��
��
���� !���� �'�� � �'( τ, � �)��2�*�� � ����'
! �����'� t, &!��� ���� �$���
�
� ��!"#�� �&�$'�%�'��M

ut(·) = {ut(ξ) = u(t+ ξ), ξ ∈ [−τ, 0)}.

.����� �)��+ %
� �$ '�%� �'�* ��$�-�� (t0, x0, p0(·)) ∈ K ��� ��*�
��� ���!�
��(�
��� �$�-�* !���� �'�� u[t0[·]ϑ) � ������ v[t0[·]ϑ) �,�������� ��� ���)�'�� x[t0[·]ϑ]
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���
��( 4:��7� ��%��
�� ���-���� !���� �'�� &!��� �-�'���
� ����$�
� ��

γ = γ
(
x[t0[·]ϑ], u[t0[·]ϑ), v[t0[·]ϑ)

)
=

= μ
(
D1(x(ϑ1)− c1), . . . , DN(x(ϑN )− cN)

)
+

∫ ϑ

t0

(
α(t, u(t)) + β(t, v(t))

)
dt.

4:�:7

I���� ϑi ∈ (t0, ϑ], i = 1, N, G $���''(� ����'
( �����'�+ ϑi < ϑi+1, i = 1, N − 1,
� ϑN = ϑ; Di G (di × n)���
��-�+ 1 � di � n, i = 1, N ; ci ∈ R

n, i = 1, N ; μ(l1, . . . , lN) ∈ R,
(l1, . . . , lN) ∈ R

d1 × . . . × R
dN , G '����N α(t, u) ∈ R, (t, u) ∈ [t0, ϑ] × P, � β(t, v) ∈ R,

(t, v) ∈ [t0, ϑ]×Q, G '�����(�'(� ,!'�-���
/� � !���� �'�� G ���
���
� ����$�
� " ��%��
�� γ 4:�:7 ��� ��)'� ��'�2�� $'��

%�'��� .�� 1
�� ��*�
��� ������ '��$���
'( �+ � %��
'��
�+ ���!
 &(
� '�-� �'( '�
�������$�-�" γ.

.���*��� � ,���� �$�-�� $���%� !���� �'��� @
��
����* !���� �'�� U(·) '�$����
,!'�-�"

U(t, x[t0[·]t], p(·), ε) ∈ P, t ∈ [t0, ϑ], x[t0[·]t] ∈ C[t0, t], p(·) ∈ P, ε > 0,

��� ,!'�-�� x[t0[·]t] �����
 �� � ��
���� ���)�'�� ���
��( 4:��7+ � �)��2�*�� � ���
��'
! �����'� t, ε G ������
� 
�%'��
�+ C[t0, t] G �'�)��
�� '�����(�'(� ,!'��
-�* x(ξ) ∈ R

n, ξ ∈ [t0, t].
@
��
���� U(·) ��*�
�!�
 '� ���
��! 4:��7 � ������
'�* �� �����'� ����� '� &�$�

��$&��'��
Δk = Δk{τj} =

{
τj : τ1 = t0, τj < τj+1, j = 1, k, τk+1 = ϑ

}
4:�>7

�
��$�� �����'� [t0, ϑ]. 0��*�� {U(·), ε,Δk} ������ ��
 $���' !���� �'��+ ��
��(* ��
2���� ��$&��'�� Δk � -��� �&��
'�* ���$� ,�����!�
 �!��%'�����
��''!" ��� �$�-�"
!���� �'�� u[t0[·]ϑ) ��� ��'� ����� !

u(t) = U
(
τj , x[t0[·]τj ], uτj(·), ε

)
, t ∈ [τj , τj+1), j = 1, k, 4:�97

��� x[t0[·]τj ] G ��
���� ���)�'�� ���
��( 4:��7+ �,���������2���� � ����'
! ����
��'� τj . 0���� �&��$��+ �$ '�%� �'�* ��$�-�� (t0, x0, p0(·)) ∈ K $���' !���� �'��
{U(·), ε,Δk} � ���� �� � !%��2�*�� ���!�
���* ��� �$�-��* ������ v[t0[·]ϑ) ���'�
��'�
'(� �&��$�� ������ ��
 ���)�'�� x[t0[·]ϑ] � ��� �$�-�" !���� �'�� u[t0[·]ϑ). @��
��
�
�
�!"#�� $'�%�'�� ����$�
� � 4:�:7 �&�$'�%�� %���$ γ

(
U(·), ε,Δk; v[t0[·]ϑ); t0, x0, p0(·)

)
.

B���'
�����''(* ��$! �
�
 � � $���'� !���� �'�� {U(·), ε,Δk} � '�%� �'�* ��$��
-�� (t0, x0, p0(·)) ������ ��� ����'�
���

Γu

[
U(·), ε,Δk; t0, x0, p0(·)

]
= sup

v[t0[·]ϑ)
γ
(
U(·), ε,Δk; v[t0[·]ϑ); t0, x0, p0(·)

)
,

��� 
�%'�� ����'�� ���'� �(%�� ��
�� �� ���� ���!�
��(� ��� �$�-��� ������ v[t0[·]ϑ).
B���'
�����''(� ��$! �
�
�� � � �
��
���� !���� �'�� U(·) � ��$�-�� (t0, x0, p0(·))
'�$(���� �� �%�'!

Γu

[
U(·); t0, x0, p0(·)

]
= lim

ε↓0
lim
δ↓0

sup
Δk

Γu

[
U(·), ε,Δk; t0, x0, p0(·)

]
,

��� 
�%'�� ����'�� ���'� &���
�� �� ���� ��$&��'��� Δk ���� 4:�>7 � �����
��� δk =
= maxj=1,k(τj+1 − τj) � δ. 3��������
��''� �$ ��''��� ������ �'�� � ��!�
 ������� ��
���
� � ��!"#��� !
���)��'���
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� 
 � � � ) � � ' � � :��� �	� 	���! ����	
��� ������� (t0, x0, p0(·)) ∈ K � ����

	� ζ > 0 �������� ����� ���	� ε∗ > 0 � ������� δ∗(ε) > 0, ε ∈ (0, ε∗], ���� ������
�� �� ��	� �������� ����
���� �������� ε ∈ (0, ε∗] � ��������� Δk ���� (2.3) � ����

����
 δk � δ∗(ε), ��� 	���� �������
�� ���	������ ��
�!� v[t0[·]ϑ) ����� �����	��
��� {U(·), ε,Δk} ����� �����������
 �����������

γ � Γu

[
U(·); t0, x0, p0(·)

]
+ ζ.

&������� Γu

[
U(·); t0, x0, p0(·)

]
���
 ���
��
'�� �� ����	� ��	����#�! �������


��������
�

�� �%�'� ��
��� �'��� ����'
�����''��� ��$! �
�
� !���� �'�� � � '�%� �'�* ���
$�-�� (t0, x0, p0(·)) ������ ��
�� � ��!"#�� �&��$��M

Γ0
u

(
t0, x0, p0(·)

)
= inf

U(·)
Γu

[
U(·); t0, x0, p0(·)

]
, 4:��7

��� 
�%'�� '�)'�� ���'� �(%�� ��
�� �� ���� �
��
����� U(·). O� � 1
� '�)'�� ���'�
���
����
��+ 
� ���
��
�
�!"#!" �
��
���" U0(·) '�$(���� ��
��� �'�* ��'�����'�*
�
��
����* !���� �'���

;!��� ������
�+ %
� � � %�� � ζ > 0 � ��$�-�� (t0, x0, p0(·)) $���' !���� �'��
{U(·), ε,Δk} �� ��
�� ζ���
��� �'(�+ �� � �(�� '��
�� '�����'�
��

Γu

[
U(·), ε,Δk; t0, x0, p0(·)

]
� Γ0

u

(
t0, x0, p0(·)

)
+ ζ.

/� � ��&�
( $�� "%��
�� � ��$��&�
�� ��
���� ���& �)�''��� �(%�� �'�� �� �%��
'( ��
��� �'��� ����'
�����''��� ��$! �
�
� � ���
���'�� � � $���''��� %�� � ζ > 0
ζ���
��� �'��� $���'� !���� �'���

E�����
��� ���� '�
� �'� $���%! � ,��������'�� ���(� '�& �������
'(� � 
�%�
�� $��'�� -� �* !���� �'�� ��$��*�
��* ������+ 
� ��
� ��$��*�
��*+ '�-� �''(� '�
�������$�-�" ����$�
� � ��%��
�� 4:�:7�

@
��
����* ,��������'�� ������ V (·) '�$���� ,!'�-�"

V (t, x[t0[·]t], p(·), ε) ∈ Q, t ∈ [t0, ϑ], x[t0[·]t] ∈ C[t0, t], p(·) ∈ P, ε > 0.

0��*�� {V (·), ε,Δk} ������ ��
 $���' ,��������'�� ������+ ��
��(* �� 2���� ��$�
&��'�� Δk � -��� �&��
'�* ���$� ,�����!�
 �!��%'�����
��''!" ��� �$�-�" ������
v[t0[·]ϑ) ��� ��'� ����� !

v(t) = V
(
τj , x[t0[·]τj ], uτj(·), ε

)
, t ∈ [τj , τj+1), j = 1, k. 4:�57

H$ '�%� �'�* ��$�-�� (t0, x0, p0(·)) ∈ K $���' {V (·), ε,Δk} � ���� � ���!�
���* ��� �$��
-��* !���� �'�� u[t0[·]ϑ) ���'�
��''(� �&��$�� ������ ��
 ���)�'�� x[t0[·]ϑ] � ��� ��
$�-�" ������ v[t0[·]ϑ). <&�$'�%�� %���$ γ

(
V (·), ε,Δk; u[t0[·]ϑ); t0, x0, p0(·)

)
���
��
�
�!�

"#�� $'�%�'�� ����$�
� � ��%��
�� 4:�:7�
<����� �� �� �%�'! ����'
�����''��� ��$! �
�
� � � $���'� ,��������'�� ������

{V (·), ε,Δk} � ��$�-�� (t0, x0, p0(·)) ����'�
���
Γv

[
V (·), ε,Δk; t0, x0, p0(·)

]
= inf

u[t0[·]ϑ)
γ
(
V (·), ε,Δk; u[t0[·]ϑ); t0, x0, p0(·)

)
,

��� 
�%'�� '�)'�� ���'� �(%�� ��
�� �� ���� ���!�
��(� ��� �$�-��� !���� �'��
u[t0[·]ϑ). B���'
�����''(� ��$! �
�
�� � � �
��
���� ,��������'�� ������ V (·) � ���
$�-�� (t0, x0, p0(·)) '�$(���� �� �%�'!

Γv

[
V (·); t0, x0, p0(·)

]
= lim

ε↓0
lim
δ↓0

inf
Δk

Γv

[
V (·), ε,Δk; t0, x0, p0(·)

]
,

��� 
�%'�� '�)'�� ���'� &���
�� �� ���� ��$&��'��� Δk ���� 4:�>7 � �����
��� δk � δ.
.� �'� ���� � !
���)��'��� :�� ����
 ���
�

�A



� 
 � � � ) � � ' � � :�:� �	� 	���! ����	
��� ������� (t0, x0, p0(·)) ∈ K � ���	�

ζ > 0 �������� ����� ���	� ε∗ > 0 � ������� δ∗(ε) > 0, ε ∈ (0, ε∗], ���� ������ ��

�� ��	� �������� ����
���� �������� ε ∈ (0, ε∗] � ��������� Δk ���� (2.3) � ���
���
��
 δk � δ∗(ε), ��� 	���� �������
�� ���	������ �����	���� u[t0[·]ϑ) ����� ���
����
����� ��
�!� {V (·), ε,Δk} ����� �����������
 �����������

γ � Γv

[
V (·); t0, x0, p0(·)

]− ζ.

&������� Γv

[
V (·); t0, x0, p0(·)

]
���
 �����	
'�� �� ����	� ��	����#�! �������


��������
�

�� �%�'� ��'
���
��� �'��� ����'
�����''��� ��$! �
�
� � � ��$�-�� (t0, x0, p0(·))
������ ��
�� � ��!"#�� �&��$��M

Γ0
v

(
t0, x0, p0(·)

)
= sup

V (·)
Γv

[
V (·); t0, x0, p0(·)

]
, 4:��7

��� 
�%'�� ����'�� ���'� �(%�� ��
�� �� ���� �
��
����� V (·). O� � 1
� ����'�� ���'�
���
����
��+ 
� ���
��
�
�!"#!" �
��
���" V 0(·) '�$(���� ��
��� �'�* �������''�*
�
��
����* ,��������'�� �������

;!��� ������
�+ %
� � � %�� � ζ > 0 � ��$�-�� (t0, x0, p0(·)) $���' ,��������'��
������ {V (·), ε,Δk} �� ��
�� ζ���
��� �'(�+ �� � �(�� '��
�� '�����'�
��

Γv

[
V (·), ε,Δk; t0, x0, p0(·)

]
� Γ0

v

(
t0, x0, p0(·)

)− ζ.

<
��
�� � ��!"#�* ��$! �
�
+ �(
���"#�* �$ !
���)��'�* :�� � :�:�

P � � � � :��� (����� �� �� ��	� ����	
��� ������� (t0, x0, p0(·)) ∈ K, ���������
�����	���� U(·) � ��������� ���
�������� ��
�!� V (·), �
��� 
���� �����������

Γv

[
V (·); t0, x0, p0(·)

]
� Γu

[
U(·); t0, x0, p0(·)

]
.

��������	
����� ����$�
� ��
��  ���( �������
�� �� ����� �$ �>+  ���� 6��+ �� 6:��
.����� �)��+ %
� � � ��$�-�� (t0, x0, p0(·)) ∈ K, �
��
���* U(·) � V (·) � %�� � η > 0
�(�� '��
�� '�����'�
��

Γv

[
V (·); t0, x0, p0(·)

]
� Γu

[
U(·); t0, x0, p0(·)

]
+ η. 4:�67

.� %�� ! ζ = η/3 � ���
��
�
��� � !
���)��'���� :�� � :�: �(&���� %�� � ε(1)∗ > 0

� ε
(2)
∗ > 0 � ,!'�-�� δ

(1)
∗ (ε) > 0, ε ∈ (0, ε

(1)
∗ ], � δ

(2)
∗ (ε) > 0, ε ∈ (0, ε

(2)
∗ ]. I�,�����!��

$'�%�'�� ������
�� 
�%'��
� ε = min{ε(1)∗ , ε
(2)
∗ } � ��$&��'�� Δk ���� 4:�>7 � �����
�

��� δk � min{δ(1)∗ (ε), δ
(2)
∗ (ε)}. E�����
��� ���)�'�� x[t0[·]ϑ] ���
��( 4:��7+ ����)��''��

�$ ��$�-�� (t0, x0, p0(·)) ��� ��*�
��� $���'�� {U(·), ε,Δk} � {V (·), ε,Δk}. 0���� � �
��� �$����2����� $'�%�'�� γ ����$�
� � ��%��
�� 4:�:7 ���"
 ���
� ���
'�2�'��

Γv

[
V (·); t0, x0, p0(·)

]− η/3 � γ � Γu

[
U(·); t0, x0, p0(·)

]
+ η/3,

�$ ��
��(� �(
����
 �-�'��

Γv

[
V (·); t0, x0, p0(·)

]
� Γu

[
U(·); t0, x0, p0(·)

]
+ 2η/3. 4:��7

.� !%�''�� '�����'�
�� 4:��7 ���
�����%�
 ��� �''��! ������ �)�'�" 4:�67� P����
����$�'��

H$  ���( :��+ �� � !%��
� ������ �'�� ��
��� �'��� 4:��7 � ��'
���
��� �'��
�� 4:��7 ����'
�����''(� ��$! �
�
��+ �� !%���

@  � � � 
 � � � :��� �	� 	���� ����	
��� ������� (t0, x0, p0(·)) ∈ K �
��� 
����

�����������

Γ0
v(t0, x0, p0(·)) � Γ0

u(t0, x0, p0(·)).

��



� $�$� �.*&2&#�%� !��" '���������� !��" �#��

� � �����'�� ��������
� �'�* ��,,���'-�� �'�* ���( ������
��� � ��!"#��
��������
� �'(� ���
���'���

I�,�����!�� i = 1, N. � � (t, x, p(·)) ∈ K �� �)��

wi(t, x, p(·)) = DiX(ϑi, t)x+

∫ t+τ

t

DiX(ϑi, ξ)Bτ(ξ)p(ξ − τ − t)χ(ϑi − ξ) dξ, 4:��A7

��� Di G ��
��-� �$ ����$�
� � ��%��
�� 4:�:7+ X(t, ξ) G ��
��-� ��2� ��'����'�*
���
��( dx(t)/dt = A(t)x(t), χ(t) G ,!'�-�� U�����*��M

χ(t) =

{
0, t � 0,

1, t > 0,
t ∈ R.

<
��
��+ %
� � �(��)�'�� 4:��A7 ,���� �'� ���!
 !%��
����
� $'�%�'�� ��
��-(�
,!'�-�� Bτ (t) ��� t > ϑ. � ���$� � 1
�� ��� t > ϑ �������� ��� Bτ (t) = Bτ (ϑ).

� � (t, x[t0[·]t], p(·)) ∈ [t0, ϑ]× C[t0, t]× P �&�$'�%��

ŵi(t, x[t0[·]t], p(·)) =
{
wi(t, x(t), p(·)), t ∈ [t0, ϑi],

Dix(ϑi), t ∈ (ϑi, ϑ].
4:���7

E�����
��� ��������
� �'!" zi����
��!+ ���)�'�� ��
���* ����(���
�� ��,,���'�
-�� �'(� !���'�'���

dzi(t)/dt = Bi(t)u(t) + Ci(t)v(t), t0 � t < ϑ,

zi ∈ R
di, u ∈ P, v ∈ Q,

4:��:7

���

Bi(t) = DiX(ϑi, t)B(t)χ(ϑi − t) +DiX(ϑi, t+ τ)Bτ (t+ τ)χ(ϑi − t− τ),

Ci(t) = DiX(ϑi, t)C(t)χ(ϑi − t).
4:��>7

@ ��!"#��  ���� !�
�'�� ����
 ���$� ��)�! �$��'�'��� ���
��� ŵi(·) 4:���7 � �� !
�����'�* ���
��( 4:��7 � �������#�� ���)�'��� ��������
� �'�* zi����
��( 4:��:7�

P � � � � :�:� ����
 t∗ ∈ [t0, ϑ), x∗[t0[·]t∗] = {x∗(t) ∈ R
n, t0 � t � t∗} ∈ C[t0, t∗]

� p∗(·) ∈ P. ����
 t∗ ∈ (t∗, ϑ] � ���$���� x[t∗[·]t∗] �����
� (2.1) ����$���� �� �����
��� (t∗, x∗(t∗), p∗(·)) ��� �������� �������
�! ���	������ �����	���� u[t∗[·]t∗) � ���

�!� v[t∗[·]t∗). ����
 i = 1, N � zi[t∗[·]t∗] = {zi(t) ∈ R

di , t∗ � t � t∗} % ���$����

zi������
� (2.12), ����$������ �� �������
(
t∗, ŵi(t∗, x∗[t0[·]t∗], p∗(·))

)
��
� $� ���	��

�����
� �����	���� � ��
�!��  ���� �
��� 
���� ���������

zi(t
∗) = ŵi

(
t∗, x[t0[·]t∗], ut∗(·)

)
, 4:��97

��� ������� x[t0[·]t∗] ������	����� ��� t ∈ [t0, t∗) �� ��	���� x(t) = x∗(t).

��������	
����� .� ,���! � ��2� � � ���)�'�� x[t∗[·]t∗] ������� ��� �����
�� �'��

x(t) = X(t, t∗)x(t∗) +
∫ t

t∗
X(t, ξ)

(
B(ξ)u(ξ) + C(ξ)v(ξ)

)
dξ +

+

∫ t

t∗
X(t, ξ)Bτ (ξ)u(ξ − τ) dξ, t ∈ [t∗, t∗].

4:���7

�:



.����� �)�� �'�%� �+ %
� t∗ � ϑi. 0���� � ��� ���� � ���
'�2�'���� 4:��A7+ 4:���7
� 4:��>7+ !%�
(��� ����'�
�� 4:���7 ��� t = t∗, �(�����

ŵi

(
t∗, x[t0[·]t∗], ut∗(·)

)
= DiX(ϑi, t∗)x∗(t∗) +

+

∫ t∗

t∗
DiX(ϑi, ξ)

(
B(ξ)u(ξ) + C(ξ)v(ξ)

)
dξ +

+

∫ t∗+τ

t∗
DiX(ϑi, ξ)Bτ(ξ)p∗(ξ − τ − t∗)χ(ϑi − ξ) dξ +

+

∫ t∗+τ

t∗+τ

DiX(ϑi, ξ)Bτ(ξ)u(ξ − τ)χ(ϑi − ξ) dξ =

= ŵi

(
t∗, x∗[t0[·]t∗], p∗(·)

)
+

∫ t∗

t∗

(
Bi(ξ)u(ξ) + Ci(ξ)v(ξ)

)
dξ = zi(t

∗).

4:��57

�� ��+ ������
��� � !%�*+ ����� t∗ > ϑi � t∗ � ϑi. .��'���� �� �'���'�� ����'�
�
�� 4:��57 ��� t∗ = ϑi � ���
'�2�'�� 4:���7+ �����

ŵi

(
t∗, x[t0[·]t∗], ut∗(·)

)
= ŵi

(
ϑi, x[t0[·]ϑi], uϑi

(·)) = zi(ϑi).

I���
��+ %
� � ���
��
�
��� � ���
'�2�'���� 4:��>7 ��� t � ϑi ������� ��( ����'�
�
�� Bi(t) = 0 � Ci(t) = 0, �$ ��
��(� �(
����
 ����'�
�� zi(ϑi) = zi(t

∗), %
� $����2��

����$�
� ��
�� ����'�
�� 4:��97 � ������
�������� � !%���

� � !%�� t∗ > ϑi, ����!)��� �'� ���%'(� �&��$��+ �� !%��� zi(t
∗) = zi(t∗)+ �
�!��

� !%�
�� ���
'�2�'�� 4:���7 � ��!�
 ������� ����
� ����'�
�� 4:��97� P���� ����$�'��

.� �)��

d̂ =
N∑
i=1

di 4:���7

� ������
��� �',����-��''(* �&��$

ŵ(t, x[t0[·]t], p(·)) =
{
ŵ1(t, x[t0[·]t], p(·)), . . . , ŵN(t, x[t0[·]t], p(·))

} ∈ R
̂d,

(t, x[t0[·]t], p(·)) ∈ [t0, ϑ]× C[t0, t]×P,
4:��67

���
�� �''(* �$ ���
���� ŵi(t, x[t0[·]t], p(·)) ∈ R
di , i = 1, N, ��
��(� ������ �"
�� � ���

� ���� � ���
'�2�'��� 4:���7� I���� � �� �� ����&'�� $����� �$'�%��
+ %
� ����(� d1 ���
����'�
 ���
��� ŵ(t, x[t0[·]t], p(·)) �������"
 � ������'�
��� ���
��� ŵ1(t, x[t0[·]t], p(·)),
� ��!"#�� d2 ������'�
 ���
��� ŵ(t, x[t0[·]t], p(·)) �������"
 � ������'�
��� ���
���
ŵ2(t, x[t0[·]t], p(·)) � 
�� �� ��N ��� ��'�� dN ������'�
 ���
��� ŵ(t, x[t0[·]t], p(·)) ������
��"
 � ������'�
��� ���
��� ŵN(t, x[t0[·]t], p(·)).

������ � ��!"#!" ��������
� �'!" ẑ����
��!� V�$��(* ���
�� 1
�* ���
��( ẑ =

= {ẑ1, . . . , ẑN} ∈ R
̂d ���
�� ��
�� �$ ���
���� ẑi, i = 1, N, ��)�(* �$ ��
��(� ����
 ���

'����! ���
��
�
�!"#�* ��������
� �'�* zi����
��( 4:��:7� 0���� �&��$��+ ���)�'��
ẑ����
��( ����(���
�� ��,,���'-�� �'(� !���'�'���

d ẑ(t)/dt = B̂(t)u(t) + Ĉ(t)v(t), t0 � t < ϑ,

ẑ ∈ R
̂d, u ∈ P, v ∈ Q,

4:���7

���
B̂(t) =

{
B1(t), . . . , BN(t)

}
, Ĉ(t) =

{
C1(t), . . . , CN(t)

}
.

�>



I���� � �� �� ����&'�� $����� �$'�%��
+ %
� ����(� d1 �
��� ��
��-( B̂(t) �������"


�� �
������ ��
��-( B1(t), � ��!"#�� d2 �
��� ��
��-( B̂(t) �������"
 �� �
������

��
��-( B2(t) � 
�� �� ��N ��� ��'�� dN �
��� ��
��-( B̂(t) �������"
 �� �
������

��
��-( BN(t). F�
��-� Ĉ(t) ���
�� ��
�� �$ ��
��- Ci(t), i = 1, N, �� 
����! )�
����� !�

.!�
� ���)�'�� ẑ [t0[·]ϑ] = {ẑ(t) ∈ R
̂d, t0 � t � ϑ} ẑ����
��( ����)��'� �$ '�%� ��

'�* ��$�-�� (t0, ẑ0), ẑ0 = {ẑ10, . . . , ẑN0} ∈ R
̂d, ��� ��*�
��� ���!�
��(� ��� �$�-�*

u[t0[·]ϑ) � v[t0[·]ϑ). <
��
��+ %
� � � ��)���� i = 1, N �$��'�'�� �����'�'
( ẑi ,�$����
�� ���
��� 1
�* ���
��( ��)'� ������
����
� �
�� �'� � ��%��
�� ���)�'�� ẑi[t0[·]ϑ]
zi����
��(+ ����)��''��� �$ '�%� �'�* ��$�-�� (t0, zi0) 
��� )� ��� �$�-���� !���� ��
'�� � ������� �%�
(��� ��� ����$�
� � 4:�:7+ ��%��
�� ���-���� !���� �'�� � ẑ����
���
&!��� �-�'���
� ��� ����#� ��������
� �'��� ����$�
� �

γ̂ = γ̂
(
ẑ [t0[·]ϑ], u[t0[·]ϑ), v[t0[·]ϑ)

)
= μ(ẑ(ϑ)− ĉ) +

∫ ϑ

t0

(
α(t, u(t)) + β(t, v(t))

)
dt, 4:�:A7

���

ĉ =
{
D1c1, . . . , DNcN

} ∈ R
̂d.

H
��+ ��������
� �'�� ��,,���'-�� �'�� ���� ������
�����
�� � � ẑ����
��(
4:���7 � ����$�
� � ��%��
�� γ̂ 4:�:A7� .� 
������ ��� 1
� ��,,���'-�� �'�� ���� ����
�
 -�'! ρ̂ (t, ẑ) � ��� ��!" 
�%�! �$ ��
��� �'(� ��'�����'�* û 0(t, ẑ, ε) � �������'�
'�* v̂ 0(t, ẑ, ε) �
��
���*�

��
�'���� ���$� ��)�! �����'�* $���%�* 4:��7+ 4:�:7 � ��������
� �'�* ��,,���'�
-�� �'�* ����* 4:���7+ 4:�:A7�

0 � � � � � � :��� )
��� 
���� ���������

Γ0
u(t0, x0, p0(·)) = Γ0

v(t0, x0, p0(·)) = ρ̂
(
t0, ŵ(t0, x0, p0(·))

)
, (t0, x0, p0(·)) ∈ K. 4:�:�7

*�������� �����	���� � ���
�������� ��
�!�

Û(t, x[t0[·]t], p(·), ε) = û 0
(
t, ŵ(t, x[t0[·]t], p(·)), ε

)
,

V̂ (t, x[t0[·]t], p(·), ε) = v̂ 0
(
t, ŵ(t, x[t0[·]t], p(·)), ε

)
,

t ∈ [t0, ϑ], x[t0[·]t] ∈ C[t0, t], p(·) ∈ P, ε > 0,

4:�::7

��	����� ����
�	
��
��

&���
 Γ0
u(·) � Γ0

v(·) % ��	����� ����
�	
���� (2.5) � ���������
�	
���� (2.7) ���
������������! ����	
������ ρ̂ (·) � {û 0(·), v̂ 0(·)} % ���� � ���	���� ����� ����
����

��	
��� �����������	
��� ���� (2.19), (2.20), ŵ(·) % �����
�������� ����� (2.18).

��������	
����� I�,�����!�� %�� � ζ > 0..� 1
��! %�� !+ �����'�� !
���)��'�� ���
� ��: � ��������
� �'�* ��,,���'-�� �'�* ���� 4:���7+ 4:�:A7+ �(&���� ���
��
�
��''�

%�� � ε
(u)
∗ > 0 � ε

(v)
∗ > 0 � ,!'�-�� δ

(u)
∗ (ε) > 0, ε ∈ (0, ε

(u)
∗ ], � δ

(v)
∗ (ε) > 0, ε ∈ (0, ε

(v)
∗ ].

.� �)��

ε∗ = min{ε(u)∗ , ε(v)∗ }, δ∗(ε) = min{δ(u)∗ (ε), δ(v)∗ (ε)}, ε ∈ (0, ε∗]. 4:�:>7

.!�
� (t0, x0, p0(·)) ∈ K, ε ∈ (0, ε∗] � Δk = Δk{τj} G ��$&��'�� ���� 4:�>7 � �����
���
δk � δ∗(ε).

E�����
��� ���)�'�� x[t0[·]ϑ] ���
��( 4:��7+ ����)��''�� �$ ��$�-�� (t0, x0, p0(·))
$���'�� !���� �'�� {Û(·), ε,Δk} '� &�$� �
��
���� Û(·) 4:�::7 � ���� � ���!�
���*

�9



��� �$�-��* ������ v[t0[·]ϑ). L���$ u[t0[·]ϑ) �&�$'�%�� ���
��
�
�!"#!" ��� �$�-�"
!���� �'���

<����� ��
ẑ0 = ŵ(t0, x0, p0(·)) 4:�:97

� ������
��� ���)�'�� ẑ [t0[·]ϑ] ẑ����
��( 4:���7+ �,��������''�� �$ ��$�-�� (t0, ẑ0)
��� ��*�
��� $���'� !���� �'�� {û 0(·), ε,Δk} '� ��'��� ��
��� �'�* ��'�����'�*
� ��,,���'-�� �'�* ���� 4:���7+ 4:�:A7 �
��
���� û 0(·) � 
�* )� ����* ��� �$�-�� �����
�� v[t0[·]ϑ). � � ��)���� i = 1, N %���$ ẑi[t0[·]ϑ] �&�$'�%�� ���
��
�
�!"#�� ���)�'��
zi����
��(�

.���)�� �� �'�!�-��+ %
� ���"
 ���
� ����'�
��

ẑ(τj) = ŵ
(
τj, x[t0[·]τj ], uτj(·)

)
, j = 1, k + 1. 4:�:�7

.�� j = 1 ����'�
�� 4:�:�7 ������� ��� � �� ! �(&��� 4:�:97 '�%� �'�* ��$�-��� �� ��+
�!�
� ����'�
�� 4:�:�7 ����$�'� � � j = q, q = 1, k. 0����+ !%�
(��� ������ �'�� 4:�::7

�
��
���� Û(·), �����

û 0(τq, ẑ(τq), ε) = û 0
(
τq, ŵ

(
τq, x[t0[·]τq], uτq(·)

)
, ε
)
= Û

(
τq, x[t0[·]τq], uτq(·), ε

)
,

�
�!��+ � ���
��
�
��� � ���
'�2�'���� 4��97 � 4:�97 $�� "%���+ %
� '� �����)!
��
[τq, τq+1) ��� ,��������'�� ���)�'�* x[t0[·]ϑ] � ẑ [t0[·]ϑ] � �����'�* ���
��� � ẑ����
���
��*�
���� � ��'� � 
� )� ��� �$�-�� !���� �'�� u[τq[·]τq+1).����� 
���+ �� ���
���'�"+
'� 1
�� �����)!
�� � �&��� ���
���� ��*�
���� � ��'� � 
� )� ��� �$�-�� ������
v[τq[·]τq+1). 0���� �&��$��+ !%�
(��� ����'�
�� 4:�:�7 � � j = q � ���
'�2�'�� 4:��67+
�����'��  ���! :�: � � ��)���� i = 1, N � ���)�'�" ẑi[τq[·]τq+1], �� !%��� ����'�
��
4:�:�7 � � j = q + 1.

H��� �$!� ����'�
�� 4:�:�7 ��� j = k+1 � ���'���� �� �'���'�� ���
'�2�'�� 4:���7
� 4:��67+ �����

ẑ(ϑ) = ŵ
(
ϑ, x[t0[·]ϑ], uϑ(·)

)
=

{
D1x(ϑ1), . . . , DNx(ϑN )

}
.

;� �� 
���+ ��� ����$�
� ��
�� ����'�
� 4:�:�7 &( � !�
�'�� �'�+ %
� ���)�'�� ẑ [t0[·]ϑ]
�,��������'� ��� ��*�
��� ��� �$�-�* u[t0[·]ϑ) � v[t0[·]ϑ), ������ �"#�� ���)�'��
x[t0[·]ϑ], ��1
��!

γ
(
x[t0[·]ϑ], u[t0[·]ϑ), v[t0[·]ϑ)

)
= γ̂

(
ẑ [t0[·]ϑ], u[t0[·]ϑ), v[t0[·]ϑ)

)
.

<
�"�� & ������� �(&��! 4:�:>7 %�� � ε∗ � ,!'�-�� δ∗(·) �(�����
γ
(
x[t0[·]ϑ], u[t0[·]ϑ), v[t0[·]ϑ)

)
� ρ̂ (t0, ẑ0) + ζ.

0���� �&��$��+ � !%�
�� ����'�
�� 4:�:97 � !
���)��'�� :�� $�� "%���

Γu

[
Û(·); t0, x0, p0(·)

]
� ρ̂

(
t0, ŵ(t0, x0, p0(·))

)
. 4:�:57

@������ ����
� '�����'�
��

Γv

[
V̂ (·); t0, x0, p0(·)

]
� ρ̂

(
t0, ŵ(t0, x0, p0(·))

)
4:�:�7

!�
�'�� ����
�� �'� ���%'(� �&��$��� � � 1
��� � ��!�
 ������
��
� ���)�'�� ���
��
�( 4:��7+ ����)��''�� �$ '�%� �'�* ��$�-�� (t0, x0, p0(·)) $���'�� ,��������'�� �����

�� {V̂ (·), ε,Δk} '� &�$� �
��
���� V̂ (·) 4:�::7 � ���� � ���!�
���* ��� �$�-��* !���� ��
'�� u[t0[·]ϑ), � ���)�'�� ẑ����
��( 4:���7+ �,��������''�� �$ ��$�-�� (t0, ẑ0) 4:�:97 ���

��



��*�
��� $���'� ,��������'�� ������ {v̂ 0(·), ε,Δk} '� ��'��� ��
��� �'�* �������'�
'�* � ��,,���'-�� �'�* ���� 4:���7+ 4:�:A7 �
��
���� v̂ 0(·) � 
�* )� ����* ��� �$�-��*
!���� �'�� u[t0[·]ϑ), � ����
� !
���)��'�� :�� ����� �$���
��� !
���)��'��� :�:�

H$ ���
'�2�'�* 4:�:57 � 4:�:�7+ ���'���� �� �'���'�� ������ �'�� ��
��� �'���
4:��7 � ��'
���
��� �'��� 4:��7 ����'
�����''(� ��$! �
�
��+ �� !%��� -���%�! '����
��'�
�

Γ0
u(t0, x0, p0(·)) � Γu

[
Û(·); t0, x0, p0(·)

]
� ρ̂

(
t0, ŵ(t0, x0, p0(·))

)
�

� Γv

[
V̂ (·); t0, x0, p0(·)

]
� Γ0

v(t0, x0, p0(·)),
��
��(� � !%�
�� � ���
��� :�� �&��#�"
�� � ����'�
��+ %
� $����2��
 ����$�
� ��
��

�����(�

� $�3� 
��/ �4���&� ��5���� 1�'�0�

� � ���& �)�''��� �(%�� �'�� �� �%�'( ��
��� �'��� ����'
�����''��� ��$! ��

�
� � ���
���'�� ��
��� �'��� $���'� !���� �'�� � �����'�* $���%� 4:��7+ 4:�:7 ������
'�� �� ��������
� �'�* ��,,���'-�� �'�* ���� 4:���7+ 4:�:A7 ��
�� �(�!� (� �����!
�&� �%���

.!�
� Δk = Δk{τj} G ��$&��'�� ���� 4:�>7+ !��� �
����"#�� !� ���"

ϑi ∈ Δk,

ϑi − τ ∈ Δk, �� � ϑi − τ ∈ [t0, ϑ], i = 1, N.
4:�:67

<
��
��+ %
� � ��$&��'�� Δk �����)�
�� ��� 
�%�� ��$�(�� ��
��-�,!'�-�* Bi(t)
� Ci(t), i = 1, N, �$ 4:��>7�

<������� '� ���
��
�
�!"#!" ��������
� �'�* ��,,���'-�� �'�* ���� 4:���7+
4:�:A7 ���!���'
'!" ���-��!�! ����
'��� ���
���'�� �(�!� (� �����! �&� �%�� 4���7�
4���A7+ ������ �� � ��� ���� � ���
'�2�'���� 4����7 � 4���97 ���
��! �� �%�'

êj(ẑ), ẑ ∈ R
̂d, j = 1, k + 1,

� �
��
���� !���� �'�� ������� � �
����� �������

ûΔk
(t, ẑ, ε), v̂Δk

(t, ẑ, ε), (t, ẑ) ∈ [t0, ϑ]× R
̂d, ε > 0.

� ��%��
�� '��������
��''��� � ���
��� �$ 
�����( ��:+ �����'����* � ��,,���'�
-�� �'�* ���� 4:���7+ 4:�:A7+ � 
�����( :�� �� !%��� � ��!"#�* ��$! �
�
�

0 � � � � � � :�:� �	� 	����� ���	� ξ > 0 
�$�� ������
 ����� ���	� δ > 0, ����
������ �� �� ��	� ����	
��� ������� (t0, x0, p0(·)) ∈ K � ��������� Δk ���� (2.3), (2.28)
� ���
����
 δk � δ, ����� �������	��� �����������

|ê1
(
ŵ(t0, x0, p0(·))

)− Γ0
u(t0, x0, p0(·))| � ξ,

��� Γ0
u(·) % ��	����� ����
�	
���� ���������������� ����	
���� (2.5), ŵ(·) % ������


�������� ����� (2.18).

� ��� ���� � ���
'�2�'���� 4:�::7 ������
��� � ��!"#�� �
��
���� !���� �'��
� ,��������'�� ������M

ÛΔk
(t, x[t0[·]t], p(·), ε) = ûΔk

(
t, ŵ(t, x[t0[·]t], p(·)), ε

)
,

V̂Δk
(t, x[t0[·]t], p(·), ε) = v̂Δk

(
t, ŵ(t, x[t0[·]t], p(·)), ε

)
,

t ∈ [t0, ϑ], x[t0[·]t] ∈ C[t0, t], p(·) ∈ P, ε > 0.
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0� � � � � � :�>� �	� 	����� ���	� ζ > 0 �������� ����� ���	� ε∗ > 0 � �������
δ∗(ε) > 0, ε ∈ (0, ε∗], ���� ������ �� �� ��	� ����	
��� ������� (t0, x0, p0(·)) ∈ K,
�������� ����
���� �������� ε ∈ (0, ε∗] � ��������� Δk ���� (2.3), (2.28) � ���
����


δk � δ∗(ε), ������ �����	���� {ÛΔk
(·), ε,Δk} � ���
�������� ��
�!� {V̂Δk

(·), ε,Δk}
����� ζ�����
�	
��
��

��������	
����� .� %�� ! ζ > 0, �����'�� 
�����! ��> � ��������
� �'�* ��,,���'�
-�� �'�* ���� 4:���7+ 4:�:A7+ �(&���� %�� � ε∗ > 0 � ,!'�-�" δ∗(ε) > 0, ε ∈ (0, ε∗]. .!�
�
(t0, x0, p0(·)) ∈ K, ε ∈ (0, ε∗] � Δk G ��$&��'�� ���� 4:�>7+ 4:�:67 � �����
��� δk � δ∗(ε).

E�����
��� ���)�'�� x[t0[·]ϑ] ���
��( 4:��7+ ����)��''�� �$ ��$�-�� (t0, x0, p0(·))
$���'�� !���� �'�� {ÛΔk

(·), ε,Δk} � ���� � ���!�
���* ��� �$�-��* ������ v[t0[·]ϑ).
<&�$'�%�� %���$ u[t0[·]ϑ) ���
��
�
�!"#!" ��� �$�-�" !���� �'��� E�����
��� 
��)�
���)�'�� ẑ [t0[·]ϑ] ẑ����
��( 4:���7+ ��� �$����2���� �$ ��$�-��

(
t0, ẑ0 = ŵ(t0, x0, p0(·))

)
��� ��*�
��� $���'� !���� �'�� {ûΔk

(·), ε,Δk} � 
�* )� ����* ��� �$�-��* ������
v[t0[·]ϑ). .� �'� ���� � ����$�
� ��
��� 
�����( :�� ��)'� ����$�
�+ %
� ��� ,���
������'�� ���)�'�� ẑ [t0[·]ϑ] � ẑ����
��� ��*�
���� � ��� �$�-�� !���� �'�� u[t0[·]ϑ)
� ����
 ���
� ����'�
��

γ
(
x[t0[·]ϑ], u[t0[·]ϑ), v[t0[·]ϑ)

)
= γ̂

(
ẑ [t0[·]ϑ], u[t0[·]ϑ), v[t0[·]ϑ)

)
,

� !%�
�� ��
�����+ �� �(&��! %�� � ε∗ � ,!'�-�� δ∗(·) �(�����
γ
(
x[t0[·]ϑ], u[t0[·]ϑ), v[t0[·]ϑ)

)
� ρ̂

(
t0, ŵ(t0, x0, p0(·))

)
+ ζ.

.� !%�''�� �-�'��+ �� � ���'�
� �� �'���'�� ���
'�2�'�� 4:�:�7+ $����2��
 ����$��


� ��
�� ζ���
��� �'��
� $���'� !���� �'�� {ÛΔk
(·), ε,Δk}.

D'� ���%'(� �&��$�� � ��'�
'(�� �$��'�'���� !�
�'�� ����
�� ζ���
��� �'��
�
$���'� ,��������'�� ������ {V̂Δk

(·), ε,Δk}.
0���� �&��$��+ ���& �)�''�� ��2�'�� �����'�* $���%� 4:��7+ 4:�:7 �����
�� � ���

�!���'
'�* ���-��!�� ����
'��� ���
���'�� �(�!� (� �����! �&� �%�� ��������
� ��
'(� ,!'�-�* 4���7�4���A7+ �
��%�"#�* ��������
� �'�* ��,,���'-�� �'�* ���� 4:���7+

4:�:A7� <
��
��+ %
� ��$���'��
� d̂ 4:���7 �'�)��
�� ������ �'�� ��(�!� ���(� ,!'��
-�* $�����
 �
 �� �%��
�� N �-�'�%'(� ����'
�� �����'� ϑi �$ ����$�
� � ��%��
��
4:�:7 � ��1
��! ��)�
 &(
� ������ &� �2�* ��)� ��� �� �* ��$���'��
� n ,�$�����
���
��� �����'�* ���
��( 4:��7� ?
� �� �'���� ����'�%����
 ���� �$���'�� ���-��!�(
��� %�� �''�� ���
���'�� �(�!� (� �����! �&� �%�� ,!'�-�*� � � ��!"#�� ��$�� �
����(���
�� ���' � ��� '�
����� �'(� $���%+ � ��
��(� 
��&!��(� �&� �%�� !���
��
�(����
� � ��'�� ����+ � ���� �)�''(* ������ �������
 � 1,,��
��'��! ��2�'�"
��)� ��� �
'���
� �'� &� �2�� $'�%�'��� N � n.

� $�6� 
��2��

� ������ ��''��� ��$�� � &!��� ������ ���
�+ %
� ����$�
� � ��%��
�� 4:�:7 !���
� �
�����
 � ��!"#�� ���� '�
� �'(� !� �����M '���� μ(·) �� ��
�� ��� �����*+
� ,!'�-�� α(·) � β(·) ���"
 ���

α(t, u) = 〈u,Φ(t)u〉, (t, u) ∈ [t0, ϑ]× P, β(t, v) = −〈v,Ψ(t)v〉, (t, v) ∈ [t0, ϑ]×Q,

��� Φ(t) � Ψ(t) G �����
��%'(� '�����(�'(� '� [t0, ϑ] ��
��-(�,!'�-��+ � � ��
��(�
������
�%'(� ,���( 〈u,Φ(t)u〉 � 〈v,Ψ(t)v〉 �� �"
�� ������ �''���� �)�
� �'(��
��� t ∈ [t0, ϑ]. ����� 
���+ &!��� �%�
�
�+ %
� �����
��%����� ����'�%�'�� '� ��$�
��*�
��� !���� �'�� � ������ � ���
��� 4:��7 ������ �"
�� ����'�
����

P = {u ∈ R
nu : ‖u‖ � M}, Q = {v ∈ R

nv : ‖v‖ �M},

��



��� ��'�
�'
� M > 0 !��� �
�����
 ���
'�2�'�"

max
̂l∈R̂d: ‖̂l‖�1

max
{‖Φ−1(t)B̂T (t) l̂ ‖, ‖Ψ−1(t)ĈT (t) l̂ ‖} � 2M, t ∈ [t0, ϑ].

I���� � �� �� ����'�� ����� ( −1 � T �$'�%�"
 �&��
'!" � 
��'���'�����''!" ��
�
��-( ���
��
�
��''��

<
��
��+ %
� � ��� ���� � ��$! �
�
��� ��'����,�� �>� ��� ��� �''(� ������ ��
)�'��� ��2�'�� �����'�* $���%� ��
���$�-�� ����'
�����''��� ��$! �
�
� 4:��7+ 4:�:7
��������
 � ��2�'��� �'� ���%'�* $���%�+ '� &�$ �����
��%����� ����'�%�'�* '� ��$�
��*�
��� !���� �'�� � ������M

u ∈ R
nu , v ∈ R

nv .

.����'�� ��
�� �(�!� (� �����! �&� �%�� � ���
��
�
�!"#�* ��������
� �'�*
��,,���'-�� �'�* ���� 4:���7+ 4:�:A7+ �� !%��� ��:� � ��!"#�� �����$�'
�
��'(� ,���
�! ( � � -�'( ρ̂ (·) � ��
��� �'(� ��'�����'�* û 0(·) � �������''�* v̂ 0(·) �
��
���*
� 1
�* ����� <&�$'�%��

K(t) =
1

4

∫ ϑ

t

(
Ĉ(ξ)Ψ−1(ξ)ĈT (ξ)− B̂(ξ)Φ−1(ξ)B̂T (ξ)

)
dξ, t ∈ [t0, ϑ].

.!�
� λ(t) G ������� �'�� ��&�
��''�� %�� � ��
��-( K(t). .� �)��

λ0(t) = max
ξ∈[t,ϑ]

λ(ξ), t ∈ [t0, ϑ].

0���� �����

ρ̂ (t0, ẑ) = max
̂l∈R̂d: ‖̂l‖�1

(〈 l̂, ẑ+ ĉ 〉+ 〈 l̂,K(t0)̂l 〉 − λ0(t0)‖̂l‖2
)
+ λ0(t0),

û 0(t, ẑ, ε) = −1

2
Φ−1(t)B̂T (t) l̂ (u)(t, ẑ, ε), v̂ 0(t, ẑ, ε) =

1

2
Ψ−1(t)ĈT (t) l̂ (v)(t, ẑ, ε),

(t, ẑ) ∈ [t0, ϑ]× R
̂d, ε > 0.

4:�:�7

I���� ĉ G ���
�� �$ ����$�
� � ��%��
�� 4:�:A7+

l̂ (u)(t, ẑ, ε) ∈ argmax
̂l∈R̂d: ‖̂l‖�1

(
〈 l̂, ẑ+ ĉ+K(t)̂l 〉 − λ0(t)‖̂l‖2 − r(t, ε)

√
1 + ‖̂l‖2

)
,

l̂ (v)(t, ẑ, ε) ∈ argmax
̂l∈R̂d: ‖̂l‖�1

(
〈 l̂, ẑ+ ĉ+K(t)̂l 〉 − λ0(t)‖̂l‖2 + r(t, ε)

√
1 + ‖̂l‖2

)
,

��� ,!'�-�� r(·) ������ ��
�� � ���
��
�
��� � 4����7�

@��
'�2�'�� 4:�:�7 ��$�� �"
 � �����* '� 
�����! :�� �� !%�
� �����$�'
�
���
'(� ,���! ( � � �� �%�'( ��
��� �'��� ����'
�����''��� ��$! �
�
� � ��
��� �'(�
�
��
���* !���� �'�� � ,��������'�� ������ � �����'�* $���%� 4:��7+ 4:�:7�

.���  "�
���!�� ��
���� ��''��� ��$�� � '� ���� �'�� �������� E�����
���
��'���%���!" ���
��!+ ���)�'�� ��
���* ����(���
�� � ��!"#��� ��,,���'-�� ��

�6



'(�� !���'�'����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1(t)/dt = x2(t)− 0.8 u1(t− 1),

dx2(t)/dt = −x1(t)− 0.1 x2(t) + x5(t) + 0.8 v1(t),

dx3(t)/dt = x4(t),

dx4(t)/dt = −1.5 x3(t)− 0.1 x4(t) + x6(t) + v2(t),

dx5(t)/dt = x6(t)− 2 u2(t− 1),

dx6(t)/dt = 2 u1(t) + u2(t) + v3(t),

t0 = 0 � t < 10, x = (x1, x2, x3, x4, x5, x6) ∈ R
6,

u = (u1, u2) ∈ R
2, v = (v1, v2, v3) ∈ R

3.

4:�>A7

I���'( '�%� �'�� ��$�-��

x0 = (0, 1, 0, 0.5, 0, 0), p0(ξ) = (cos(πξ), sin(πξ)), ξ ∈ [−1, 0), 4:�>�7

� ����$�
� � ��%��
��

γ =
(
x22(1) + x24(1) + x21(2) + x23(2) + x22(3) + x24(3) + x21(4) + x23(4) + x21(5) +

+ x22(5) + x23(5) + x24(5) + x22(6) + x24(6) + x21(7) + x23(7) + x22(8) +

+ x24(8) + x21(9) + x23(9) + x21(10) + x22(10) + x23(10) + x24(10)
)1/2

+

+

∫ 10

0

(
0.5 u21(t) + u22(t)

)
dt−

∫ 10

0

(
v21(t) + 0.5 v22(t) + v23(t)

)
dt.

4:�>:7

I���%� ��
���$�-�� ����'
�����''��� ��$! �
�
� 4:�>A7�4:�>:7 ��2� ��� '� ��'���

�����''(� � 1
�� ��$�� � ��'�
�!�-�*� <
��
��+ %
� � ��''�� � !%�� ��$���'��
� d̂
��������
� �'�* ẑ����
��( 4:���7 ���'� 24.

.������� ��$! �
�
( %�� �''��� ���� �����'��� .�� �(%�� �'��� &( � �(&��'�
���'����'�� ��$&��'�� Δk �
��$�� �����'� [0, 10] � 2���� δk = 0.002 � $'�%�'�� �����
��
�� 
�%'��
� ε = 0.02. D�����'� ���%�
�''�� �� �%�'� ��
��� �'��� ����'
�����'�
'��� ��$! �
�
�M

Γ0
u = Γ0

u

(
t0, x0, p0(·)

) ≈ 2.673.

3� ���!'�� � �  ���* %��
� �$�&��)�'( �����'�'
( ���)�'�� ���
��( 4:�>A7+ �,���

�������2����� ��� ������
'�� ��*�
��� $���'�� !���� �'�� {Û(·), ε,Δk} � ,�������

��'�� ������ {V̂ (·), ε,Δk} '� &�$� ��
��� �'(� �
��
���* Û(·) � V̂ (·) 4:�::7+ 4:�:�7� .��
1
�� ���
 (�� 
�%���� ����$�'( $'�%�'�� �����'�'
 ,�$����� ���
���+ �� ��
��(�
� ��� ���� � 4:�>:7 ����$����
�� �-�'�� ���)�'��� � �����* %��
� ���!'�� � ����$�'(
���
��
�
�!"#�� ��� �$�-�� !���� �'�� � ������� E�� �$����2���� $'�%�'�� ����$��

� � ��%��
��M

γ ≈ 2.672 ≈ Γ0
u.

3� ���!'�� : �  ���* %��
� �$�&��)�'( �����'�'
( ���)�'�� ���
��( 4:�>A7+ ��� ��

$����2����� ��� ��*�
��� $���'� !���� �'�� {Û(·), ε,Δk} � ��� �$�-�� ������ v(t) ≡ 0.
� �����* %��
� ���!'�� : ����$�'� ���
��
�
�!"#�� ��� �$�-�� !���� �'��� .� !%�'�
'(* ��$! �
�
M

γ ≈ 2.121 < Γ0
u.

��
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�

�

�

xi

� � �  ! t

x1(t)

x2(t)

x3(t)

x4(t)

��

�

�

ui, vi

� � �  ! t

u1(t)

u2(t)

v1(t)

v2(t)

v3(t)

��.� �� E�$! �
�
 ���! �����'�� ���-���� !���� �'�� � $���%� 4:�>A7�4:�>:7 ��� ��*�

�
��� ��
��� �'(� $���'�� !���� �'�� {Û(·), ε,Δk} � ������ {V̂ (·), ε,Δk}

��

�

�

xi

� � � � � t

x1(t)

x2(t)

x3(t)

x4(t)

��

�

ui

� � �  ! t

u1(t)

u2(t)

��.� $� E�$! �
�
 ���! �����'�� ���-���� !���� �'�� � $���%� 4:�>A7�4:�>:7 ��� ��*�

�
��� ��
��� �'��� $���'� !���� �'�� {Û(·), ε,Δk} � ��� �$�-�� ������ v(t) ≡ 0
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� �	 ����� ������������ ��!������� !���
���

?
� %��
� �����#�'� �� �'�*2��! ��$��
�" ���� �)�''��� �� �
���* %��
� ����
���� � ��2�'�"  �'�*'���(�!� �* $���%� ��
���$�-�� ����'
�� ��� $���$�(��'��
� !���� �'�� 4:��7+ 4:�:7 � � !%��+ ����� ����$�
� � ��%��
�� 4:�:7 !��� �
�����
 ���
�� '�
� �'(� ������ �)�'���+ ��
��(� �&����%���"
 ��� ��$�-��''��
� �9+ =� 9���
@ !%�
�� 1
�� ������ �)�'�* $���%� 4:��7+ 4:�:7 �����
�� � ������! �$ N 4�� %�� !
�-�'�%'(� ����'
�� �����'� ϑi � ����$�
� � 4:�:77 ��������
� �'(� ��,,���'-�� ��
'(� ��� � ,�$��(� ����
��'�
��� !��'�2�"#�*�� ��$���'��
�� 3� ��'��� �����'�'��
��
��� �(�!� (� �����! �&� �%�� � ��)��* �$ ��������
� �'(� ��� ������� � � ����
& �)�''��� ��2�'�� $���%� 4:��7+ 4:�:7 ���� ����
�� ���!���'
'�� ���-��!�� ����
'��
�� ���
���'�� �(�!� (� �����! �&� �%�� �������#�� ��������
� �'(� ,!'�-�*� .��
1
�� !��'�2�"#���� ��$���'��
� ��,,���'-�� �'(� ��� ������� � �%�
 !��'�2�"�
#!"�� ��$���'��
� �'�)��
� ������ �'�� 1
�� ,!'�-�*+ %
� ���(2��
 1,,��
��'��
�
���-��!�( �� ����'�'�" � ��$��2�"#��� ��'�
�!�-���� �$ �
���* %��
�� E�����
���
��"
�� ��� ���� �'(� ��������

� 3��� 
&1���&��)7 *&,�1�%� ! ,�0�.%(�

��"�! �� �� �
'���
� �'� �
�!�
!�( ����$�
� � ��%��
�� 4:�:7 &!��� ���� '�
� ��
'� ������ ���
�+ %
� �
�!
�
�!�
 �'
���� �'�� � �������M

α(t, u) = 0, (t, u) ∈ [t0, ϑ]× P, β(t, v) = 0, (t, v) ∈ [t0, ϑ]×Q, 4>��7

� � � '���( μ(·) ��)'� ����&��
� '���(

μi(li, . . . , lN) ∈ R, (li, . . . , lN) ∈ R
di × . . .× R

dN , i = 1, N,

� %�
'(� �� ν ,!'�-��

σi(li, ν) ∈ R, (li, ν) ∈ R
di × R, i = 1, N − 1, 4>�:7


��+ %
�&( �(�� '� ��� ����'�
��

μ(l1, . . . , lN) = μ1(l1, . . . , lN), (l1, . . . , lN) ∈ R
d1 × . . .× R

dN ,

�
μi(li, li+1, . . . , lN) = σi

(
li, μi+1(li+1, . . . , lN)

)
,

(li, . . . , lN) ∈ R
di × . . .× R

dN , i = 1, N − 1.
4>�>7

H$ 1
�� ����'�
� � ��!�
 ��9�+ %
� � �  "&��� i = 1, N − 1 ,!'�-�� σi(·) �� �"
��
'������+ '� !&(��"#��� �� ν ��� ν � 0, � ����$�
� � 4:�:7+ ���'���"#�* 
����� ���

γ = γ
(
x[t0[·]ϑ]

)
= μ1

(
D1(x(ϑ1)− c1), . . . , DN(x(ϑN )− cN)

)
, 4>�97

�� ��
�� ��$�-��''(��
3�)� &!��
 ����$�'�+ � %��
'��
�+ %
� � $���%� 4:��7+ 4>�97 �!#��
�!"
 ��
��� ��

'(� �
��
���� !���� �'�� � ,��������'�� ������+ ��
��(� �$ ���* ��
���� ���)�'��
x[t0[·]t] ���
��( 4:��7+ �,���������2�*�� � 
��!#��! ����'
! �����'� t, ���� �$!"

�',����-�" 
� ��� � 
��!#�� $'�%�'�� x(t) ,�$����� ���
���� 0���� �&��$��+ &!�!

������
����
��� �
��
���� � ��!"#��� ����M

U(t, x, p(·), ε) ∈ P, V (t, x, p(·), ε) ∈ Q, (t, x, p(·)) ∈ K, ε > 0.
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� ��� ���� � ���
'�2�'���� 4:�97 � 4:�57 ��'���''(� '� 
���� �
��
����� $���'(
{U(·), ε,Δk} � {V (·), ε,Δk},�����!"
 �!��%'�����
��''(� ��� �$�-�� u[t0[·]ϑ) � v[t0[·]ϑ)
���
��
�
��''� �� ����� !M

u(t) = U
(
τj , x(τj), uτj(·), ε

)
, t ∈ [τj , τj+1), j = 1, k, 4>��7

v(t) = V
(
τj , x(τj), uτj(·), ε

)
, t ∈ [τj , τj+1), j = 1, k. 4>�57

� 3�$� ��.,�' (.*&2&#�%� !�)- '���������� !�)- �#�

��)��� �$ ��������
� �'(� ��,,���'-�� �'(� ��� ������� �
��%��
 �����! �-��
'�%'��! ����'
! �����'� ϑi �$ ����$�
� � ��%��
�� 4>�97 � ������ ��
�� �� 
����! )�
���'-��!+ ��� � ��������
� �'�� ��,,���'-�� �'�� ���� 4:���7+ 4:�:A7�

<&�$'�%�� ϑ0 = t0, $�,�����!�� i = 1, N, �� �)��

d[i] =
N∑
h=i

dh 4>��7

� ������
��� �
��%�"#�* �'����! i �',����-��''(* �&��$

w[i](t, x, p(·)) = {
wi(t, x, p(·)), . . . , wN(t, x, p(·))

} ∈ R
d[i]
,

(t, x, p(·)) ∈ K, t ∈ [ϑi−1, ϑi),
4>�67

���
�� �''(* �$ ���
���� wh(t, x, p(·)) ∈ R
dh , h = i, N, ��
��(� ������ �"
�� � ��� ����

� ���
'�2�'��� 4:��A7�

������ ��������
� �'!" z[i]����
��!� V�$��(* ���
�� z[i] = {z[i]i , . . . , z[i]N } ∈ R
d[i]

1
�*

���
��( ���
�� ��
�� �$ ���
���� z
[i]
h ∈ R

dh , h = i, N, ��)�(* �$ ��
��(� ����
 ���
'����! ���
��
�
�!"#�* zh����
��( 4:��:7� ���)�'�� z[i]����
��( ����(���
�� ��,,��
��'-�� �'(� !���'�'���

dz[i](t)/dt = B[i](t)u(t) +C[i](t)v(t), t0 � t < ϑ,

z[i] ∈ R
d[i]
, u ∈ P, v ∈ Q,

4>��7

���
B[i](t) =

{
Bi(t), . . . , BN(t)

}
, C[i](t) =

{
Ci(t), . . . , CN(t)

}
. 4>��A7

.!�
� ���)�'�� z[i][t∗[·]ϑ] = {z[i](t) ∈ R
d[i]
, t∗ � t � ϑ} z[i]����
��( ����)��'� �$

��$�-�� (t∗, z
[i]
∗ = {z[i]i∗ , . . . , z[i]N∗}) ∈ [t0, ϑ] × R

d[i]
��� ��*�
��� ���!�
��(� ��� �$�-�*

u[t∗[·]ϑ) � v[t∗[·]ϑ). <
��
��+ %
� � � ��)���� h = i, N �$��'�'�� �����'�'
( z
[i]
h ,�$����

�� ���
��� 1
�* ���
��( ��)'� ������
����
� �
�� �'� � ��%��
�� ���)�'�� z
[i]
h [t∗[·]ϑ]

zh����
��(+ ����)��''��� �$ ��$�-�� (t∗, z
[i]
h∗) 
��� )� ��� �$�-���� !���� �'�� � ���

����� � ���
��
�
��� � ��$�-��''�* �
�!�
!��* 4>��7�4>�>7 ����$�
� � ��%��
�� 4>�97
���)�'�� z[i][t∗[·]ϑ] &!��� �-�'���
� ����$�
� ��

γ[i] = γ[i]
(
z[i][t∗[·]ϑ]

)
= μi(z

[i](ϑ)− c[i]), 4>���7

���
c[i] =

{
Dici, . . . , DNcN

}
. 4>��:7

0���� �&��$��+ i��� ��������
� �'�� ��,,���'-�� �'�� ���� ������� ������
���
���
�� � � z[i]����
��( 4>��7 � ����$�
� � ��%��
�� γ[i] 4>���7� � ��� ���� � 
������* ���
1
� ��,,���'-�� �'�� ���� ����
 -�'! ρ[i](t, z[i]) � ��� ��!" 
�%�! �$ ��
��� �'(�
�
��
���* u[i]0(t, z[i], ε) � v[i]0(t, z[i], ε).

/�'( i��* � (i + 1)��* ��������
� �'(� ��,,���'-�� �'(� ��� ������� ���$�'(
� ��!"#�� �&��$���

5:



P � � � � >��� ����
 i = 1, N − 1 � (t∗, z
[i]
∗ = {z[i]i∗ , . . . , z[i]N∗}) ∈ [ϑi, ϑ)×R

d[i]
.  ���� ���

z
[i+1]
∗ = {z[i]i+1∗, . . . , z

[i]
N∗} ∈ R

d[i+1]
�
��� 
���� ���������

ρ[i](t∗, z[i]∗ ) = σi
(
z
[i]
i∗ −Dici, ρ

[i+1](t∗, z[i+1]
∗ )

)
,

��� σi(·) % ���
� �� (3.2).

��������	
����� I�,�����!�� %�� � ζ > 0. .� 1
��! %�� !+ �������(�+ �����'��
!
���)��'�� ��� � i��* ��������
� �'�* ��,,���'-�� �'�* ���� 4>��7+ 4>���7+ �(&��

��� %�� � ε
[i]
∗ > 0 � ,!'�-�" δ

[i]
∗ (ε) > 0, ε ∈ (0, ε

[i]
∗ ], �+ ����
��(�+ �����'�� !
����

)��'�� ��: � (i+ 1)��* ��������
� �'�* ��,,���'-�� �'�* ���� 4>��7+ 4>���7+ �(&����

%�� � ε
[i+1]
∗ > 0 � ,!'�-�" δ

[i+1]
∗ (ε) > 0, ε ∈ (0, ε

[i+1]
∗ ]. .� �)��

ε = min{ε[i]∗ , ε[i+1]
∗ }, δ = min{δ[i]∗ (ε), δ[i+1]

∗ (ε)} 4>��>7

� $�������� ��$&��'��� Δk = Δk{τj} ���� 4��>7 � �����
��� δk � δ.

.!�
� z[i][t∗[·]ϑ] G ���)�'�� z[i]����
��( 4>��7+ ����)��''�� �$ ��$�-�� (t∗, z
[i]
∗ ) $��

��'�� !���� �'�� {u[i]0(·), ε,Δk} '� &�$� ��
��� �'�* ��'�����'�* � i��* ��,,���'�

-�� �'�* ���� �
��
���� u[i]0(·) � $���'�� ,��������'�� ������ {v[i+1]
∗ (·), ε,Δk}, ���

�
��
���� v
[i+1]
∗ (·) ������ ��
�� '� ��'��� ��
��� �'�* �������''�* � (i + 1)��* ��,�

,���'-�� �'�* ���� �
��
���� v[i+1]0(·) �� ����� !

v
[i+1]
∗

(
t, z[i] = {z[i]i , . . . , z[i]N }, ε) = v[i+1]0

(
t, {z[i]i+1, . . . , z

[i]
N }, ε),

(t, z[i]) ∈ [t0, ϑ]× R
d[i]
.

4>��97

0���� & ������� �(&��! 4>��>7 %��� ε � δ �����

γ[i]
(
z[i][t∗[·]ϑ]

)
= μi(z

[i](ϑ)− c[i]) � ρ[i](t∗, z[i]∗ ) + ζ. 4>���7

.!�
� z[i+1][t∗[·]ϑ] G ���)�'�� z[i+1]����
��( 4>��7+ ����)��''�� �$ ��$�-�� (t∗, z
[i+1]
∗ )

$���'�� !���� �'�� {u[i]∗ (·), ε,Δk}, ��� �
��
���� u
[i]
∗ (·) ������ ��
�� '� ��'��� ��
��

�� �'�* ��'�����'�* � i��* ��,,���'-�� �'�* ���� �
��
���� u[i]0(·) �� ����� !

u
[i]
∗
(
t, z[i+1] = {z[i+1]

i+1 , . . . , z
[i+1]
N }, ε) = u[i]0

(
t, {z[i]i∗ , z[i+1]

i+1 , . . . , z
[i+1]
N }, ε),

(t, z[i+1]) ∈ [t0, ϑ]× R
d[i+1]

,
4>��57

� $���'�� ,��������'�� ������ {v[i+1]0(·), ε,Δk} '� &�$� ��
��� �'�* �������''�*
� (i + 1)��* ��,,���'-�� �'�* ���� �
��
���� v[i+1]0(·). .� �(&��! 4>��>7 %��� ε � δ
�� !%���

γ[i+1]
(
z[i+1][t∗[·]ϑ]

)
= μi+1(z

[i+1](ϑ)− c[i+1]) � ρ[i+1](t∗, z[i+1]
∗ )− ζ. 4>���7

E�����
��� ���� '�
� �'� ���)�'�� z
[i]
h [t∗[·]ϑ], h = i, N, � z

[i+1]
h [t∗[·]ϑ], h = i+ 1, N,

zh����
�� 4:��:7+ ��
��(� �
��%�"
 ���)�'��� z[i][t∗[·]ϑ] � z[i+1][t∗[·]ϑ] ���
��
�
��''��
0�� ��� t∗ � ϑi, 
� � �� ! ���
'�2�'�* 4:��>7 ����� Bi(t) = 0 � Ci(t) = 0 ��� t � t∗.

.�1
��! ������� ��� ����'�
��

z
[i]
i (t) = z

[i]
i∗ , t ∈ [t∗, ϑ]. 4>��67

.���)�� �� �'�!�-��+ %
� ��� j = 1, k + 1 ���"
 ���
� ����'�
��

z
[i]
h (τj) = z

[i+1]
h (τj), h = i+ 1, N. 4>���7

5>



��*�
��
� �'�+ ��� j = 1 ����'�
�� 4>���7 �(
���"
 '��������
��''� �$ ������ �'��

���
��� z
[i+1]
∗ . �� ��+ �!�
� ����'�
�� 4>���7 ����$�'( � � j = q, q = 1, k. 0����+ !%��


(��� ������ �'�� �
��
���* u
[i]
∗ (·) 4>��57 � v

[i+1]
∗ (·) 4>��97+ � 
��)� ����'�
�� 4>��67+

�� !%���

u[i]0(τq, z
[i](τq), ε) = u[i]∗ (τq, z

[i+1](τq), ε), v[i+1]
∗ (τq, z

[i](τq), ε) = v[i+1]0(τq, z
[i+1](τq), ε).

0���� �&��$��+ � ���
��
�
��� � ���
'�2�'���� 4��97 � 4���7 � � ��)���� h = i+ 1, N

���)�'�� z
[i]
h [t∗[·]ϑ] � z

[i+1]
h [t∗[·]ϑ] zh����
��( '� �����)!
�� [τq, τq+1] �,��������'(

��� ��*�
��� ���'����(� ��� �$�-�* !���� �'�� � ������� .�1
��! � !%�
�� ���
��'�
� 4>���7 � � j = q $�� "%��� ������� ����
� ����'�
� 4>���7 � � j = q + 1.

H��� �$!� ����'�
�� 4>���7 ��� j = k+1, ���'���� �� �'���'�� ���
'�2�'�� 4>�>7+
4>��:7 � 4>��67+ �� !%���

μi(z
[i](ϑ)− c[i]) = σi

(
z
[i]
i∗ −Dici, μi+1(z

[i+1](ϑ)− c[i+1])
)
.

<������� '� '�����'�
�� 4>���7 � 4>���7 � ���*�
�� '���( σi(·), �(�����

ρ[i](t∗, z
[i]
∗ ) + ζ � σi

(
z
[i]
i∗ −Dici, μi+1(z

[i+1](ϑ)− c[i+1]) + ζ
)− σi(0, ζ) �

� σi
(
z
[i]
i∗ −Dici, ρ

[i+1](t∗, z
[i+1]
∗ )

)− ζσi(0, 1),

�
�!�� � �� ! ����$�� �'��
� %�� � ζ > 0 $�� "%���

ρ[i](t∗, z[i]∗ ) � σi
(
z
[i]
i∗ −Dici, ρ

[i+1](t∗, z[i+1]
∗ )

)
.

@������ ����
� '�����'�
��

ρ[i](t∗, z[i]∗ ) � σi
(
z
[i]
i∗ −Dici, ρ

[i+1](t∗, z[i+1]
∗ )

)
��������
�� �'� ���%'(� �&��$�� � ��'�
'(�� �$��'�'�����

��
�'���� ���$� ��)�! $���%�* ��
���$�-�� ����'
�� 4:��7+ 4>�97 � �������� �����
����
� �'(� ��,,���'-�� �'(� ��� 4>��7+ 4>���7�

0 � � � � � � >��� )
��� 
���� ���������

Γ0
u(t0, x0, p0(·)) = Γ0

v(t0, x0, p0(·)) = ρ[1]
(
t0,w

[1](t0, x0, p0(·))
)
, (t0, x0, p0(·)) ∈ K. 4>�:A7

*�������� �����	���� � ���
�������� ��
�!�

Ũ(t, x, p(·), ε) = u[i]0
(
t,w[i](t, x, p(·)), ε),

Ṽ (t, x, p(·), ε) = v[i]0
(
t,w[i](t, x, p(·)), ε),

(t, x, p(·)) ∈ K, t ∈ [ϑi−1, ϑi), ε > 0, i = 1, N,

4>�:�7

��	����� ����
�	
��
��

&���
 Γ0
u(·) � Γ0

v(·) % ��	����� ����
�	
���� (2.5) � ���������
�	
���� (2.7) ���
������������! ����	
������ ρ[i](·) � {u[i]0(·), v[i]0(·)} % ���� � ���	���� ����� i���
����
�����	
��� �����������	
��� ���� (3.9), (3.11), w[i](·) % �����
�������� ���

��� (3.8), i = 1, N.
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��������	
����� <
��
��+ %
� � ���
'�2�'��� 4>�:�7 '� ������ �'( $'�%�'�� �
��
��

��* Ũ(·) � Ṽ (·) ��� t = ϑ. <�'��� � �� ! ���
'�2�'�* 4>��7 � 4>�57 ��� ,��������'��
���
��
�
�!"#�� ��� �$�-�* 1
� $'�%�'�� '� !%��
�!"
+ ��1
��! &!��� �%�
�
� �� $��
��''(�� ����$�� �'��

� � ����$�
� ��
�� 
�����(+ � ��!� ����� �&��'���'�� 
�����( :��+ ���
�
�%'�
!�
�'���
� � � $���''�* ��$�-�� (t0, x0, p0(·)) ∈ K ������� ����
� '�����'�
�

Γu

[
Ũ(·); t0, x0, p0(·)

]
� ρ[1]

(
t0,w

[1](t0, x0, p0(·))
)
� Γv

[
Ṽ (·); t0, x0, p0(·)

]
. 4>�::7

����)�� ������ �$ '���
I�,�����!�� %�� � ζ > 0. .� �)��

σ = max{1, max
i=1,N−1

σi(0, 1)}, ζ0 = ζ/(1 + σ)N−1. 4>�:>7

� � ��)���� i = 1, N �� %�� ! ζ0, �����'�� � i��* ��������
� �'�* ��,,���'-�� �'�*
���� 4>��7+ 4>���7 !
���)��'�� ���+ �(&���� %�� � ε

[i]
∗ > 0 � ,!'�-�" δ

[i]
∗ (ε) > 0+ ���

ε ∈ (0, ε
[i]
∗ ]� <����� �� %�� � δ

[0]
∗ > 0 �$ !� ����

δ[0]∗ � min
i=1,N

(ϑi − ϑi−1).

.� �)��
ε∗ = min

i=1,N
ε[i]∗ , δ∗(ε) = min{δ[0]∗ , min

i=1,N
δ[i]∗ (ε)}, ε ∈ (0, ε∗]. 4>�:97

.!�
� �(&��'( $'�%�'�� ������
�� 
�%'��
� ε ∈ (0, ε∗] � ��$&��'�� Δk = Δk{τj} ���
�� 4:�>7 � �����
��� δk � δ∗(ε).

E�����
��� ���)�'�� x[t0[·]ϑ] ���
��( 4:��7+ ����)��''�� �$ ��$�-�� (t0, x0, p0(·))
$���'�� !���� �'�� {Ũ(·), ε,Δk} '� &�$� �
��
���� Ũ(·) 4>�:�7 � ���� � '���
���* ���!�
�
���* ��� �$�-��* ������ v[t0[·]ϑ). L���$ u[t0[·]ϑ) �&�$'�%�� ���
��
�
�!"#!" ��� ��
$�-�" !���� �'���

.� �)��
j[i] = min{j = 1, k + 1 : τj � ϑi−1}, i = 1, N + 1. 4>�:�7

<
��
��+ %
� � �� ! �(&��� 4>�:97 ,!'�-�� δ∗(·) � � ��)���� i = 1, N ���"
 ���
�
'�����'�
�� j[i] < j[i+1] � �� "%�'��

τj ∈ [ϑi−1, ϑi), j = j[i], j[i+1] − 1. 4>�:57

� � �����#�'�� $����� � � ��)���� i = 1, N ������ �&�$'�%�'��

w
[i]
h = wh

(
τj[i] , x(τj[i]), uτ

j[i]
(·)), h = i, N,

w[i] = w[i]
(
τj[i], x(τj[i]), uτj[i] (·)

)
= {w[i]

i , . . . , w
[i]
N},

μi = μi

(
Di(x(ϑi)− ci), . . . , DN(x(ϑN )− cN)

)
.

��
�'���� ������� ����
� '�����'�
�

σi
(
Di(x(ϑi)− ci), ρ

[i+1](τj[i+1],w[i+1])
)
� ρ[i](τj[i],w

[i]) + ζ0, i = 1, N − 1,

μN � ρ[N ](τj[N] ,w[N ]) + ζ0.
4>�:�7

I�,�����!�� i = 1, N. .!�
� z[i][τj[i] [·]ϑ] G ���)�'�� z[i]����
��( 4>��7+ ����)��''��

�$ ��$�-�� (τj[i],w
[i]) $���'�� !���� �'�� {u[i]0(·), ε,Δk} '� &�$� ��
��� �'�* ��'������

'�* � i��* ��,,���'-�� �'�* ���� �
��
���� u[i]0(·) � ��� �$�-��* ������ v[τj[i][·]ϑ), ���

���� ��*�
���� � � ���
��� 4:��7 ��� ,��������'�� ���)�'�� x[t0[·]ϑ] '� �����)!
��

5�



[τj[i], ϑ). � � ��)���� h = i, N ������
��� ���)�'�� z
[i]
h [τj[i][·]ϑ] zh����
��( 4:��:7+ ���
�

��
�
�!"#�� 1
��! ���)�'�" z[i][τj[i] [·]ϑ].
<
��
��+ %
� � �� ! ���
'�2�'�* 4:���7 � 4>�:57 ������� ��( ����'�
��

ŵh

(
τj , x[t0[·]τj ], uτj(·)

)
= wh

(
τj , x(τj), uτj(·)

)
, h = i, N, j = j[i], j[i+1] − 1. 4>�:67

.������� �� �'�!�-�� %
� ��� j = j[i], j[i+1] �(�� '�"
�� ����'�
��

z
[i]
h (τj) = ŵh

(
τj, x[t0[·]τj ], uτj(·)

)
, h = i, N. 4>�:�7

.�� j = j[i] ����'�
�� 4>�:�7 � ��!"
 �$ �(&��� �����'�* ��$�-�� � � ���)�'��
z[i][τj[i] [·]ϑ] � ����'�
� 4>�:67 ��� j = j[i]. �� ��+ �!�
� ����'�
�� 4>�:�7 ����$�'( � �

j = q, q = j[i], j[i+1] − 1. 0���� � �� ! ����'�
� 4>�:67 � � j = q �� !%��� z[i](τq) =

= w[i]
(
τq, x(τq), uτq(·)

)
, �
�!��+ !%�
(��� ������ �'�� 4>�:�7 �
��
���� Ũ(·) � �� "%��

'�� 4>�:57 � � j = q, �(�����

u[i]0(τq, z
[i](τq), ε) = u[i]0

(
τq,w

[i]
(
τq, x(τq), uτq(·)

)
, ε
)
= Ũ

(
τq, x(τq), uτq(·), ε

)
.

0���� �&��$��+ � ���
��
�
��� � ���
'�2�'���� 4��97 � 4>��7 $�� "%���+ %
� ��� ,�����
����'�� ���)�'�* x[t0[·]ϑ] � z[i][τj[i][·]ϑ] � �����'�* ���
��� � z[i]����
��� '� �����)!
��
[τq, τq+1) ��*�
���� � ��'� � 
� )� ��� �$�-�� !���� �'�� u[τq[·]τq+1). ����� 
���+ ��
���
���'�"+ '� 1
�� �����)!
�� � �&��� ���
���� ��*�
���� � ��'� � 
� )� ��� �$�-��
������ v[τq[·]τq+1). � �
���+ !%�
(��� ����'�
�� 4>�:�7 � � j = q � �����'��  ���! :�:

� ��)���! ���)�'�" z
[i]
h [τq[·]τq+1], h = i, N, �� !%���+ %
� ����'�
�� 4>�:�7 ������� ��(

� � j = q + 1.
@ !%�
�� ���
'�2�'�* 4:���7 � 4>�:�7 ����'�
�� 4>�:�7 ��� j = j[i+1] ��)'� ��������
�

� ����

z
[i]
i (τj[i+1]) = Dix(ϑi), z

[i]
h (τj[i+1]) = w

[i+1]
h , h = i+ 1, N.

�� ��+ � � !%�� i = N, ���'���� �� �'���'�� ����'�
�� τj[N+1] = ϑ, ������� !� ���� � �
,!'�-�� -�'(

ρ[N ](ϑ, z[N ]) = μN(z
[N ] − c[N ]), z[N ] ∈ R

d[N]

,

� 
��)� ���
'�2�'�� 4>��:7+ �(�����

ρ[N ](τj[N+1] , z[N ](τj[N+1])) = μN(z
[N ](ϑ)− c[N ]) = μN ,

� ��� i = 1, N − 1, �������� � !%�
�� ���
'�2�'�* 4>�:�7 '�  ���! >��+ �� !%���

ρ[i](τj[i+1], z[i](τj[i+1])) = ρ[i]
(
τj[i+1] , {Dix(ϑi), w

[i+1]
i+1 , . . . , w

[i+1]
N }) =

= σi
(
Di(x(ϑi)− ci), ρ

[i+1](τj[i+1],w[i+1])
)
.

0���� �&��$��+ � � ����$�
� ��
�� '�����'�
� 4>�:�7 ���
�
�%'� !�
�'���
� �����
��� ����
� '�����'�
�

ρ[i](τj[i+1], z[i](τj[i+1])) � ρ[i](τj[i] ,w
[i]) + ζ0, i = 1, N.

I�,�����!�� i = 1, N � ������ �)��+ %
� � � '���
����� %�� � ζ̃ > 0 �(�� '��
��
'�����'�
��

ρ[i](τj[i+1], z[i](τj[i+1])) > ρ[i](τj[i],w
[i]) + ζ0 + ζ̃ . 4>�>A7
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.� 1
��! %�� ! ζ̃ > 0, �����'�� !
���)��'�� ��: � i��* ��,,���'-�� �'�* ����+ �(�
&���� %�� � ε̃

[i]
∗ > 0 � ,!'�-�" δ̃

[i]
∗ (ε), ε ∈ (0, ε̃

[i]
∗ ]. I�,�����!�� $'�%�'�� ������
��


�%'��
� ε̃ ∈ (0, ε̃
[i]
∗ ] � ��$&��'��

Δ̃
˜k = Δ̃

˜k{τ̃j} =
{
τ̃j : τ̃1 = τj[i+1], τ̃j < τ̃j+1, j = 1, k̃, τ̃

˜k+1 = ϑ
}

�
��$�� �����'� [τj[i+1] , ϑ] � �����
���

δ̃k = max
j=1,˜k

(τ̃j+1 − τ̃j) � δ̃ [i]
∗ (ε̃).

E�����
��� ���)�'�� z̃ [i][τj[i][·]ϑ] = {z̃ [i](t) ∈ R
d[i]
, τj[i] � t � ϑ} z[i]����
��(+ ����)��'�

'�� �$ ��$�-�� (τj[i],w
[i]) $���'�� !���� �'�� {u[i]0(·), ε,Δk}, ��� 1
�� '� �����)!
��

[τj[i] , τj[i+1]) ��*�
���� � ��� �$�-�� ������ v[τj[i][·]τj[i+1]), � '� �����)!
�� [τj[i+1] , ϑ) ���

���� ,�������� ��� � ��� ���� � $���'�� {v[i]0(·), ε̃, Δ̃
˜k} '� &�$� ��
��� �'�* ������

��''�* � i��* ��,,���'-�� �'�* ���� �
��
���� v[i]0(·). 0����+ �������(�+ & �������
�(&��! 4>�:97 %�� � ε∗ � ,!'�-�� δ∗(·) ������� ��� '�����'�
��

γ[i]
(
z̃ [i][τj[i] [·]ϑ]

)
= μ[i](z̃ [i](ϑ)− c[i]) � ρ[i](τj[i],w

[i]) + ζ0,

� ����
��(�+ �� �(&��! %�� � ε̃ [i]
∗ � ,!'�-�� δ̃

[i]
∗ (·) ����
 ���
� �-�'��

γ[i]
(
z̃ [i][τj[i+1] [·]ϑ]) = μ[i](z̃ [i](ϑ)− c[i]) � ρ[i](τj[i+1], z̃ [i](τj[i+1]))− ζ̃ .

0���� �&��$��+ �� !%��� '�����'�
��

ρ[i](τj[i+1] , z̃ [i](τj[i+1])) � ρ[i](τj[i],w
[i]) + ζ0 + ζ̃ ,

��
���� � !%�
�� ����'�
�� z̃ [i](τj[i+1]) = z[i](τj[i+1]), ������� ����� �� ���
���'�" ���)��

'�� z̃ [i][τj[i] [·]ϑ], ���
�����%�
 ��� �''��! ������ �)�'�" 4>�>A7� 0���� �&��$��+ '����
��'�
�� 4>�:�7 ����$�'(�

3���'�-+ ����)�� �� �'�!�-��+ %
� � � ��)���� i = 1, N �(�� '��
�� '�����'�
��

μi � ρ[i](τj[i],w
[i]) + ωi, ωi = (1 + σ)N−iζ0. 4>�>�7

.�� i = N '�����'�
�� 4>�>�7 ��������
 � ��� ��'�� �$ '�����'�
� 4>�:�7� �� ��+ �!�
�
'�����'�
�� 4>�>�7 ����$�'� � � i = q+1, q = 1, N − 1. 0���� � !%�
�� ���
'�2�'�* 4>�>7+
���*�
� '���( σq(·) � '�����'�
�� 4>�:�7 ��� i = q �(�����

μq = σq
(
Dq(x(ϑq)− cq), μq+1

)
� σq

(
Dq(x(ϑq)− cq), ρ

[q+1](τj[q+1] ,w[q+1])
)
+ ωq+1σq(0, 1) �

� ρ[q](τj[q] ,w
[q]) + ζ0 + ωq+1σq(0, 1) � ρ[q](τj[q] ,w

[q]) + ωq.

� �
��� �$ '�����'�
�� 4>�>�7 ��� i = 1, �� � ���'�
� �� �'���'�� ������ �'�� 4>�:>7
%�� � ζ0 � ����'�
�� τj[1] = t0, �(
����
 �-�'��

γ
(
x[t0[·]ϑ]

)
� ρ[1](τj[1] ,w

[1]) + ω1 = ρ[1]
(
t0,w

[1](t0, x0, p0(·))
)
+ ζ,

�$ ��
���* � !%�
�� !
���)��'�� :�� � ��!�
 ������ �$ '�����'�
� 4>�::7� �
���� �$
'�����'�
� 4>�::7 ����$(���
�� �'� ���%'(� �&��$�� � ��'�
'(�� �$��'�'����� 0���
���� ����$�'��

5�



� 3�3� ��1��5�89�" *�&��'+��

� � ���& �)�''��� �(%�� �'�� �� �%�'( ��
��� �'��� ����'
�����''��� ��$! ��

�
� � ���
���'�� ��
��� �'��� $���'� !���� �'�� � $���%� 4:��7+ 4>�97 � � ��)����
i = 1, N �����'�� � i��* ��������
� �'�* ��,,���'-�� �'�* ���� 4>��7+ 4>���7 ��
��
�(�!� (� �����! �&� �%���

.!�
� i = 1, N � Δk = Δk{τj} G ��$&��'�� ���� 4:�>7+ 4:�:67� � ��� ���� � ����
�
'�* ���!���'
'�* ���-��!��* 4���7�4���A7 � � i��* ��������
� �'�* ��,,���'-�� �'�*

���( 4>��7+ 4>���7 ������ �� �'�)��
�� G[i] ⊂ R
d[i]

� ,!'�-�� ϕ
[i]
j (l

[i]) ∈ R, l[i] ∈ G[i],

j = 1, k + 1. � � !��&�
�� �� �'�*2�� ����!)��'�* �������� $���� ���
��
�
�!"#��
,���! (�

.� �)��
G[i] = {l[i] ∈ R

d[i]

: μ∗
i (l

[i]) � 1}, 4>�>:7

Δψ
[i]
j (l[i]) =

∫ τj+1

τj

min
u∈P

max
v∈Q

〈l[i],B[i](t)u+C[i](t)v〉 dt, l[i] ∈ R
d[i]

, j = 1, k, 4>�>>7

��� μ∗
i (·) G '����+ �����)�''�� � '���� μi(·) �$ ����$�
� � ��%��
�� 4>���7�

.�� j = k + 1 ������ ���

ϕ
[i]
k+1(l

[i]) = −〈l[i], c[i]〉, l[i] ∈ G[i]. 4>�>97

.�� j = 1, k �����

ψ
[i]
j (l[i]) = Δψ

[i]
j (l[i]) + ϕ

[i]
j+1(l

[i]), l[i] ∈ G[i],

ϕ
[i]
j (l

[i]) =
{
ψ

[i]
j (·)}∗

G[i](l
[i]), l[i] ∈ G[i].

4>�>�7

�� ��+ � ��� ���� � ���
'�2�'���� 4����7 � 4���97+ � !%�
�� ����'�
� 4>��7 ������ ��
���
��
�
��''� ���
��! �� �%�'

e
[i]
j (z

[i]) = e
[i]
j (z

[i]; Δk) = max
l[i]∈G[i]

(〈l[i], z[i]〉+ ϕ
[i]
j (l

[i])
)
, z[i] ∈ R

d[i]

, j = 1, k + 1, 4>�>57

� �
��
���� !���� �'�� ������� � �
����� �������

ũ
[i]
Δk

(t, z[i], ε), ṽ
[i]
Δk

(t, z[i], ε), (t, z[i]) ∈ [t0, ϑ]× R
d[i]

, ε > 0. 4>�>�7

<
��
��+ %
� ��������
� �'�� ��,,���'-�� �'�� ���� 4:���7+ 4:�:A7 � � ������
�
�������* $���%� 4:��7+ 4>�97 ��������
 � �����* 4��� i = 17 ��������
� �'�* ��,,���'�
-�� �'�* ����* 4:��:7+ 4>���7 �������� .�1
��! � ��%��
�� '��������
��''��� � ���
���
�$ 
�����( :�:+ �� � !%��
� ������� ���� � �� ! ���
'�2�'�* 4:��67 � 4>�67 ����'�
��

ŵ(t0, x0, p0(·)) = w[1](t0, x0, p0(·)), (t0, x0, p0(·)) ∈ K,

�� !%��� � ��!"#�* ��$! �
�
�

0 � � � � � � >�:� �	� 	����� ���	� ξ > 0 
�$�� ������
 ����� ���	� δ > 0, ����
������ �� �� ��	� ����	
��� ������� (t0, x0, p0(·)) ∈ K � ��������� Δk ���� (2.3), (2.28)
� ���
����
 δk � δ, ����� �������	��� �����������

|e[1]1

(
w[1](t0, x0, p0(·))

)− Γ0
u(t0, x0, p0(·))| � ξ,

��� Γ0
u(·) % ��	����� ����
�	
���� ���������������� ����	
���� (2.5), w[1](·) % ���

���
�������� ����� (3.8).
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� ��� ���� � ���
'�2�'���� 4>�:�7 ������
��� � ��!"#�� �
��
���� !���� �'��
� ,��������'�� ������M

ŨΔk
(t, x, p(·), ε) = ũ

[i]
Δk

(
t,w[i](t, x, p(·)), ε),

ṼΔk
(t, x, p(·), ε) = ṽ

[i]
Δk

(
t,w[i](t, x, p(·)), ε),

(t, x, p(·)) ∈ K, t ∈ [ϑi−1, ϑi), ε > 0, i = 1, N.

4>�>67

0 � � � � � � >�>� �	� 	����� ���	� ζ > 0 �������� ����� ���	� ε∗ > 0 � �������
δ∗(ε) > 0, ε ∈ (0, ε∗], ���� ������ �� �� ��	� ����	
��� ������� (t0, x0, p0(·)) ∈ K,
�������� ����
���� �������� ε ∈ (0, ε∗] � ��������� Δk ���� (2.3), (2.28) � ���
���

��
 δk � δ∗(ε), ������ �����	���� {ŨΔk
(·), ε,Δk} � ���
�������� ��
�!� {ṼΔk

(·), ε,Δk}
����� ζ�����
�	
��
��

��������	
����� .� %�� ! ζ > 0 ������ �� %�� � ζ0 � ��� ���� � ���
'�2�'��� 4>�:>7�
� � ��)���� i = 1, N �� 1
��! %�� ! ζ0, �����'�� � i��* ��������
� �'�* ��,,���'-��
� �'�* ���� 
�����! ��>+ �(&���� %�� � ε

[i]
∗ > 0 � ,!'�-�" δ

[i]
∗ (ε), ε ∈ (0, ε

[i]
∗ ]. .� �)��

ε∗ = min
i=1,N

ε[i]∗ , δ∗(ε) = min
i=1,N

δ[i]∗ (ε), ε ∈ (0, ε∗].

.!�
� (t0, x0, p0(·)) ∈ K, ε ∈ (0, ε∗] � Δk G ��$&��'�� ���� 4:�>7+ 4:�:67 � �����
���
δk � δ∗(ε).

.!�
� x[t0[·]ϑ] G ���)�'�� ���
��( 4:��7+ ����)��''�� �$ ��$�-�� (t0, x0, p0(·)) ���
��*�
��� $���'� !���� �'�� {ŨΔk

(·), ε,Δk} '� &�$� �
��
���� ŨΔk
(·) 4>�>67 � ���� � '����


���* ���!�
���* ��� �$�-��* ������ v[t0[·]ϑ), � u[t0[·]ϑ) G ���
��
�
�!"#�� ��� �$��
-�� !���� �'���

�� �'�*2�� ����!)��'�� �������
�� �� �'� ���� � ����$�
� ��
��� 
�����( >���
@'�%� � !�
�'�� ����
�� ������� ����
� '�����'�
� 4>�:�7� .�� 1
�� � � ��)���� i =
1, N ������
�����
�� ���)�'�� z[i][ϑi−1[·]ϑ] z[i]����
��( 4>��7+ ����)��''�� �$ ��$�-��(
ϑi−1,w

[i]
(
ϑi−1, x(ϑi−1), uϑi−1

(·))) $���'�� !���� �'�� {ũ [i]
Δk

(·), ε,Δk} '� &�$� �
��
����

ũ
[i]
Δk

(·) 4>�>�7 � ��� �$�-��* ������ v[ϑi−1[·]ϑ). I���� !%
�'�+ %
� ����'
( �����'� τj[i]
4>�:�7 ���-�� �'� �����
� '� '!)'�+ 
�� ��� � �� ! �� "%�'�* 4:�:67 ���"
 ���
�
����'�
�� τj[i] = ϑi−1, i = 1, N + 1. .�� � 1
��� � �����* '� �� !%�''(� '�����'�
��
�(����
�� �-�'��

γ
(
x[t0[·]ϑ]

)
� ρ[1]

(
t0,w

[1](t0, x0, p0(·))
)
+ ζ,

�$ ��
���* � !%�
�� ���
'�2�'�� 4>�:A7 � ��!�
 ζ���
��� �'��
� $���'� !���� �'��

{ŨΔk
(·), ε,Δk}.

D'� ���%'(� �&��$�� � ��'�
'(�� �$��'�'���� !�
�'�� ����
�� ζ���
��� �'��
�
$���'� ,��������'�� ������ {ṼΔk

(·), ε,Δk}.

� ��� ���� � ���
'�2�'���� 4>�>67 � � ���
���'�� �����(� �
��
���* ŨΔk
(·) � ṼΔk

(·)
� � ��)���� i = 1, N '��&������ $'�
� $'�%�'�� �
��
���* ũ

[i]
Δk

(·) � ṽ
[i]
Δk

(·) 4>�>�7 ���
t ∈ [ϑi−1, ϑi). � ���
��
�
��� � ���
'�2�'���� 4���97 � 4����7 � � ������ �'�� 1
�� $'��

%�'�* 
��&!�
�� '�*
� ,!'�-�� ϕ
[i]
j (·) ��� j = j[i], j[i+1] − 1, ��� �'����( j[i] � j[i+1] 4>�:�7

������ �"
�� �$ !� ���* τj[i] = ϑi−1 � τj[i+1] = ϑi. � ��� ���� � ����
'�* ���!���'
'�*
���-��!��* 4>�>97+ 4>�>�7 � � '���)��'�� !��$�''(� ,!'�-�* '!)'� �'�%� � ���
���
�

,!'�-�� ϕ
[i]
j (·) ��� ���� j = j[i+1], k + 1. @ ��!"#�� !
���)��'�� ��$�� ��
 � ������ ��

)�'�� � 
��+ %
� '� ����(�!#�� 2��� 4� � i+ 17 !)� &( � '�*��'� ,!'�-�� ϕ
[i+1]

j[i+1](·),

5�



�$&�)�
� 1
�� ���� '�
� �'(� ���
���'�* � ������ �
� ,!'�-�" ϕ
[i]

j[i+1](·) '��������
�
��''�� H����(� )� ,!'�-�� ϕ

[i]
j (·), j = j[i], j[i+1] − 1, ��)'� ��� � 1
��� ���
���
� ��

,���! �� 4>�>�7 !)� '� &�$� ,!'�-�� ϕ
[i]

j[i+1](·).

� 
 � � � ) � � ' � � >��� ����
 h = 1, N − 1 � Δk = Δk{τj} % ��������� ���� (2.3),

(2.28).  ���� 
��$����� G[h] � G[h+1] � ������� ϕ
[h]
j (·) � ϕ

[h+1]
j (·), j = 1, k + 1, �����

��	��
�� �� ���
�	�
 (3.32)+(3.35) ��� i = h � i = h + 1 ��������������� �������
������'����
�

G[h] =
{
l[h] ∈ R

d[h]

: M [h](l[h]) �= ∅
}
, 4>�>�7

ϕ
[h]
j (l[h]) = max

(ν,l[h+1]∗)∈M [h](l[h])
νϕ

[h+1]
j (l[h+1]∗)− 〈lh, Dhch〉,

l[h] = {lh, . . . , lN} ∈ G[h], j = j[h+1], k + 1.
4>�9A7

&���
 ������ j[h+1] ������	����� � ���	���� � ������'����
 (3.25) �� ��	����
τj[h+1] = ϑh, �

M [h](l[h] = {lh, . . . , lN}) =
{
(ν, l[h+1]∗ = {l∗h+1, . . . , l

∗
N}) ∈ R×G[h+1] :

ν � 0, σ∗
h(lh, ν) � 1, li = νl∗i , i = h+ 1, N

}
, 4>�9�7

��� σ∗
h(·) % ���
�� �����$����� � ���
� σh(·) �� (3.2).

��������	
����� .��)�� %�� ��������
� � ����$�
� ��
�! !
���)��'��+ �������� ���
,��
�+ ��
��(� &!�!
 ���� �$���
��� '�)�� �������(�+ �� � ���
��" �$ 
�����( �����

������ ��>+ �� ���� � � �(�!� �* �����! �&� �%�� ϕ(l) = {ψ(·)}∗G(l), l ∈ G, �� !'�����
�(�'�* �����! ,!'�-�� ψ(l) ∈ R, l ∈ G, '� �(�!� �� ������
'�� �'�)��
�� G ⊂ R

d

������� ��� �����
�� �'��

ϕ(l) = max
{ d+1∑

r=1

λ(r)ψ(l(r)) : (λ(r), l(r)) ∈ [0, 1]×G, r = 1,d+ 1,

d+1∑
r=1

λ(r) = 1,

d+1∑
r=1

λ(r)l(r) = l
}
, l ∈ G, 4>�9:7

�$ ��
�����+ � %��
'��
�+ �(
����
 '�����'�
��

ϕ(l) � ψ(l), l ∈ G. 4>�9>7

����
��(�+ � �� ! ���
'�2�'�* 4>�>7 ���"
 ���
� ����'�
��

μ∗
i (li, li+1, . . . , lN) = σ∗

i

(
li, μ

∗
i+1(li+1, . . . , lN)

)
,

(li, . . . , lN) ∈ R
di × . . .× R

dN , i = 1, N − 1,

� '���( σ∗
i (li, ν), (li, ν) ∈ R

di × R, '� !&(��"
 �� ν ��� ν � 0.

.������� ������� ����
� ����'�
�� 4>�>�7� <&�$'�%�� %���$ G̃[h] �'�)��
��+ �
��

�#�� � �����* %��
� 1
��� ����'�
��� .!�
� l[h] = {lh, . . . , lN} ∈ G̃[h] � (ν, l[h+1]∗) ∈
M [h](l[h]). H����

μ∗
h(l

[h]) = σ∗
h

(
lh, μ

∗
h+1(lh+1, . . . , lN)

)
= σ∗

h

(
lh, νμ

∗
h+1(l

[h+1]∗)
)
� σ∗

h(lh, ν) � 1,

�A



�
�!�� �(����� l[h] ∈ G[h].
@ ��!��* �
���'(+ �!�
� l[h] = {lh, . . . , lN} ∈ G[h]. 0���� � � ν = μ∗

h+1(lh+1, . . . , lN)
�� !%���

σ∗
h(lh, ν) = σ∗

h

(
lh, μ

∗
h+1(lh+1, . . . , lN)

)
= μ∗

h(l
[h]) � 1.

� � !%�� ν = 0 ����� li = 0, i = h+ 1, N, ��1
��! ������� ��� �� "%�'�� (ν, l[h+1]∗ =

0) ∈M [h](l[h]), � $'�%�
+ l[h] ∈ G̃[h]. � � !%�� ν > 0 �� �)�� l∗i = 1/νli, i = h+ 1, N. 0����
�����

μ∗
h+1(l

[h+1]∗ = {l∗h+1, . . . , l
∗
N}) = 1/νμ∗

h+1(lh+1, . . . , lN) = 1,

�
�!�� l[h+1]∗ ∈ G[h+1]. � �
��� (ν, l[h+1]∗) ∈M [h](l[h])+ � ��1
��! l[h] ∈ G̃[h].
.���*��� � ����$�
� ��
�! ����'�
� 4>�9A7� .��)�� ����� �
��
��+ %
� � �  "�

&(� j = j[h+1], k + 1 � l[h] ∈ G[h] �$ �� !'�����(�'��
� �����! ,!'�-�� ϕ
[h+1]
j (·)

'� �'�)��
�� G[h+1] � ��!�
 �� !'�����(�'��
� �����! ,!'�-�� νϕ
[h+1]
j (l[h+1]∗) ∈ R,

(ν, l[h+1]∗) ∈ M [h](l[h]). .�1
��! � !%�
�� ������
'��
� �'�)��
�� M [h](l[h]) ������!�
� �(��)�'�� 4>�9A7 ��*�
��
� �'� ���
����
���

0�� ��� � �� ! ���
'�2�'�* 4:��>7 ��� t � ϑh ������� ��( ����'�
�� Bh(t) = 0

� Ch(t) = 0, 
�+ !%�
(��� '�����'�
�� τj � ϑh, j = j[h+1], k, � ���
��
�
��� � ���
'�2��
'���� 4>��A7 � 4>�>>7 �� !%���

Δψ
[h]
j (l[h] = {lh, . . . , lN}) = Δψ

[h+1]
j ({lh+1, . . . , lN}), l[h] ∈ R

d[h]

, j = j[h+1], k. 4>�997

I�,�����!�� l[h] = {lh, . . . , lN} ∈ G[h]. � ��� ���� � ���
'�2�'���� 4>��:7 � 4>�>97+
������ &( '� &( � ���� (ν, l[h+1]∗) ∈M [h](l[h]), ���"
 ���
� ����'�
��

ϕ
[h]
k+1(l

[h]) = −〈l[h], c[h]〉 = −ν〈l[h+1]∗, c[h+1]〉 − 〈lh, Dhch〉 = νϕ
[h+1]
k+1 (l[h+1]∗)− 〈lh, Dhch〉,

�$ ��
��(� � ��!�
 ������� ����
� ����'�
�� 4>�9A7 ��� j = k+1. �� ��+ ������ �)��+

%
� ����'�
�� 4>�9A7 ����$�'� � � j = q + 1, q = j[h+1], k, � ����)�� ��� � � j = q.
<&�$'�%�� ,!'�-�"+ �
��#!" � �����* %��
� ����'�
�� 4>�9A7 ��� j = q, %���$

ϕ̃
[h+1]
q (·). <������� '� ���
'�2�'�� 4>�>�7 � 4>�9:7+ �(&���� %�� � λ(r) ∈ [0, 1] � ���
��(

l(r) = {l(r)h , . . . , l
(r)
N } ∈ G[h], r = 1,d[h] + 1, ������ �$ !� ���*

ϕ[h]
q (l[h]) =

d[h]+1∑
r=1

λ(r)ψ[h]
q (l(r)),

d[h]+1∑
r=1

λ(r) = 1,

d[h]+1∑
r=1

λ(r)l(r) = l[h]. 4>�9�7

.�� 1
�� &!��� �%�
�
�+ %
� λ(r) > 0 ��� r = 1,d[h] + 1. � ���
��'�� � !%�� � ����!)�
��'��� '�)� � ��!�
 ������
����
� 
� ��� 
� $'�%�'�� �'����� r, ��� ��
��(� λ(r) > 0.
� � ��)���� r = 1,d[h] + 1, ���� �$!� ����'�
�� 4>�9A7 ��� j = q + 1, �(&���� ���!

(ν(r), l(r)∗) ∈M [h](l(r)) 4>�957


��+ %
�&( �(�� '� ��� ����'�
��

ϕ
[h]
q+1(l

(r)) = ν(r)ϕ
[h+1]
q+1 (l(r)∗)− 〈l(r)h , Dhch〉. 4>�9�7

<
��
��+ %
� � � !��&�
�� $����� � �&�$'�%�'��� l(r) � l(r)∗ ��!#�'( ����'�� �'����(
[h] � [h+1] ���
��
�
��''�� H$ ���
'�2�'�* 4>�997 ��� j = q, 4>�9�7 � 4>�9�7 �(�����

ϕ[h]
q (l[h]) =

d[h]+1∑
r=1

λ(r)ν(r)ψ[h+1]
q (l(r)∗)− 〈lh, Dhch〉.

��



�� ��+ �� � ν(r) = 0 ��� ���� r = 1,d[h] + 1, 
� � �� ! �� "%�'�� 4>�957 � � ��)����

r = 1,d[h] + 1 ����� l
(r)
i = 0, i = h + 1, N. @ !%�
�� ���
'�2�'�* 4>�9�7 �(����� li = 0,

i = h + 1, N, �
�!�� (0, l[h+1]∗ = 0) ∈M [h](l[h]). 0���� �&��$��+ � ������
�������� � !%��
�� !%���

ϕ[h]
q (l[h]) = −〈lh, Dhch〉 � ϕ̃ [h+1]

q (l[h]).

� � !%�� ����� ν(r) > 0 ��� '���
���� r = 1,d[i] + 1, �� �)��

ν =

d[h]+1∑
r=1

λ(r)ν(r) > 0, l[h+1]∗ =
d[h]+1∑
r=1

λ(r)ν(r)/νl(r)∗.

0���� � �� ! �� "%�'�� 4>�957 � � ��)���� r = 1,d[h] + 1 � ���
'�2�'�� 4>�9�7 �(���
��� (ν, l[h+1]∗) ∈ M [h](l[h]). � �
���+ !%�
(��� '�����'�
�� 4>�9>7 � ���'!
��
� ,!'�-��

ϕ
[h+1]
q (·), �����

ϕ
[h]
q (l[h]) � ν

d[h]+1∑
r=1

λ(r)ν(r)/νϕ[h+1]
q (l(r)∗)− 〈lh, Dhch〉 �

� νϕ
[h+1]
q (l[h+1]∗)− 〈lh, Dhch〉 � ϕ̃

[h+1]
q (l[h]).

0���� �&��$��+ !�
�'�� �'� ������� ����
� '�����'�
��

ϕ[h]
q (l[h]) � ϕ̃ [h+1]

q (l[h]). 4>�967

@ ��!��* �
���'(+ �(&���� ���! (l[h+1]∗, ν) ∈M [h](l[h]) �$ !� ����

ϕ̃ [h+1]
q (l[h]) = νϕ[h+1]

q (l[h+1]∗)− 〈lh, Dhch〉. 4>�9�7

@ !%�
�� ���
'�2�'�* 4>�>�7 � 4>�9:7 �(&���� %�� � λ(r) ∈ [0, 1] � ���
��( l(r)∗ =

{l(r)∗h+1, . . . , l
(r)∗
N } ∈ G[h+1], r = 1,d[h+1] + 1, 
��+ %
�&( �(�� '� ��� ����'�
��

ϕ[h+1]
q (l[h+1]∗) =

d[h+1]+1∑
r=1

λ(r)ψ[h+1]
q (l(r)∗),

d[h+1]+1∑
r=1

λ(r) = 1,

d[h+1]+1∑
r=1

λ(r)l(r)∗ = l[h+1]∗. 4>��A7

� � ��)���� r = 1,d[h+1] + 1 �� �)�� l(r) = {lh, νl(r)∗h+1, . . . , νl
(r)∗
N }. 0����+ �������(�+

���  "&�� r = 1,d[h+1] + 1 ����� (ν, l(r)∗) ∈ M [h](l(r)), � $'�%�
+ l(r) ∈ G[h], ��1
��!
� ���� �$���'��� ���
'�2�'�* 4>�9A7 ��� j = q + 1 � 4>�997 ��� j = q �(�����

νψ[h+1]
q (l(r)∗)− 〈lh, Dhch〉 � ψ[h]

q (l(r)), 4>���7

� ����
��(�+ � �� ! ����'�
� 4>��A7 � �� "%�'�� (l[h+1]∗, ν) ∈M [h](l[h]), �� !%���

l[h] =

d[h+1]+1∑
r=1

λ(r)l(r). 4>��:7

� �
��� �$ ���
'�2�'�* 4>�9�7�4>��:7+ ���� �$!� '�����'�
�� 4>�9>7 � ���'!
��
� ,!'��

-�� ϕ
[h]
q (·), $�� "%���

ϕ̃ [h+1]
q (l[h]) =

d[h+1]+1∑
r=1

λ(r)
(
νψ[h+1]

q (l(r)∗)− 〈lh, Dhch〉
)
�

�
d[h+1]+1∑

r=1

λ(r)ψ[h]
q (l(r)) � ϕ[h]

q (l[h]).

4>��>7

@������ ����
� ����'�
�� 4>�9A7 ��� j = q � ��!�
 �$ ���
'�2�'�* 4>�967 � 4>��>7�
�
���)��'�� ����$�'��

�:



� ��%��
�� � ���
��� �$ !
���)��'�� >�� �
��
�� ���$� ��)�! ���
����� �� �%�'
e
[i]
j (·) � e[i+1]

j (·) 4>�>57+ ��
���� ��� ��!�
�� �  ����* >���

� 
 � � � ) � � ' � � >�:� ����
 h = 1, N − 1 � Δk = Δk{τj} % ��������� ���� (2.3),

(2.28).  ���� �����
� ��	���� e
[h]
j (·) � e[h+1]

j (·), j = 1, k + 1, ������	��
�� �� ���
�	�
(3.36) ��� i = h � i = h+ 1 ��������������� ������� ������'����
�

e
[h]
j (z[h] = {zh, . . . , zN}) = σh

(
zh −Dhch, e

[h+1]
j ({zh+1, . . . , zN})

)
,

z[h] ∈ R
d[h]
, j = j[h+1], k + 1,

4>��97

��� ������ j[h+1] ������	����� � ���	���� � (3.25) �� ��	���� τj[h+1] = ϑh.

��������	
����� ����$�
� ��
�� �������
�� �� ����� �$ ��9��

.!�
� z[h] = {zh, . . . , zN} ∈ R
d[h]
, z[h+1] = {zh+1, . . . , zN} � j = j[h+1], k + 1. �(&����

���
�� l[h+1]0 = {l0h+1, . . . , l
0
N} ∈ G[h+1] �$ !� ����

e
[h+1]
j (z[h+1]) = 〈l[h+1]0, z[h+1]〉+ ϕ

[h+1]
j (l[h+1]0). 4>���7

@ !%�
�� '�����'�
�� e
[h+1]
j (z[h+1]) � 0, ������� ����� � �� ! ���
'�2�'�* 4���>7 � 4>��7+

�(&���� ���! (l0h, ν
0) ∈ R

dh ×R, ν0 � 0, σ∗
h(l

0
h, ν

0) � 1, 
��+ %
�&( ��� � ���
� ����'�
��

σh
(
zh −Dhch, e

[h+1]
j (z[h+1])

)
= max(lh,ν)

(〈lh, zh −Dhch〉+ νe
[h+1]
j (z[h+1])

)
=

= 〈l0h, zh −Dhch〉+ ν0e
[h+1]
j (z[h+1]),

��� ������!� �(%�� ��
�� �� ���� ����� (l, ν) ∈ R
dh × R, !��� �
����"#�� !� ���"

σ∗
h(lh, ν) � 1. .� �)�� l[h] = {l0h, ν0l0h+1, . . . , ν

0l0N}. 0���� � ��� ���� � ���
'�2�'����
4>�>�7 � 4>�9�7 ����� (ν0, l[h+1]0) ∈M [h](l[h]) � l[h] ∈ G[h], �
�!�� �(�����

e
[h]
j (z[h]) � 〈l[h], z[h]〉+ ϕ

[h]
j (l[h]). 4>��57

����� 
���+ !%�
(��� ����'�
�� 4>�9A7+ �� !%���

〈l[h], z[h]〉+ ϕ
[h]
j (l[h]) � 〈l0h, zh −Dhch〉+ ν0

(〈l[h+1]0, z[h+1]〉+ ϕ
[h+1]
j (l[h+1]0)

)
.

� �
���+ ���'���� �� �'���'�� ���
'�2�'�� 4>���7�4>��57+ $�� "%���

e
[h]
j (z[h]) � σh

(
zh −Dhch, e

[h+1]
j (z[h+1])

)
. 4>���7

@ ��!��* �
���'(+ ������
��� ���
�� l[h]0 = {l0h, . . . , l0N} ∈ G[h], � � ��
����� �(�� �
'��
�� ����'�
��

e
[h]
j (z[h]) = 〈l[h]0, z[h]〉+ ϕ

[h]
j (l[h]0). 4>��67

� ��� ���� � ���
'�2�'��� 4>�9A7 �(&���� ���! (ν0, l[h+1]0) ∈ M [h](l[h]0) �$ !� ����

ϕ
[h]
j (l[h]0) = ν0ϕ

[h+1]
j (l[h+1]0)− 〈l0h, Dhch〉. 4>���7

� �� ! �� "%�'�� l[h+1]0 ∈ G[h+1] ����
 ���
� '�����'�
��

e
[h+1]
j (z[h+1]) � 〈l[h+1]0, z[h+1]〉+ ϕ

[h+1]
j (l[h+1]0). 4>�5A7

.��'���� �� �'���'�� ���
'�2�'�� 4>�9�7 � 4>���7+ �(�����

〈l[h]0, z[h]〉+ ϕ
[h]
j (l[h]0) = 〈l0h, zh −Dhch〉+ ν0

(〈l[h+1]0, z[h+1]〉+ ϕ
[h+1]
j (l[h+1]0)

)
,

�
�!��+ �� � !%��
� ���
'�2�'�� 4>��57+ 4>��67 � 4>�5A7+ �� !%���

e
[h]
j (z[h]) � σh

(
zh −Dhch, e

[h+1]
j (z[h+1])

)
. 4>�5�7

3�����'�
�� 4>���7 � 4>�5�7 ����$(��"
 ����'�
�� 4>��97�

�>



����� 
���+ !
���)��'�� >�� � !%�
�� 
����� >�: � >�> ��$�� ��
 �&W���'�
� ����
-��!�( 4>�>:7�4>�>�7 � � ��)���� i = 1, N � ���'!" ��$��2�"#!" $���%! 4:��7+ 4>�97
���-��!�! ����
'��� ���
���'�� �(�!� (� �����! �&� �%�� �������#�� ��������
� ��
'(� ,!'�-�*�

E�����
��� ,!'�-�"

h1(t) = min{i = 1, N : t � ϑi}, t ∈ [t0, ϑ], 4>�5:7

��� ϑi, i = 1, N, G �-�'�%'(� ����'
( �����'� �$ ����$�
� � ��%��
�� 4:�:7� L���$
h1(t − 0) 4���
��
�
��''� h1(t + 0)7+ �&�$'�%�� ����� ,!'�-�� h1(t) � 
�%�� t ∈ [t0, ϑ]
� ��� 4���
��
�
��''� ������7+ �� ���� ��� 1
�� h1(t0 − 0) = h1(t0) = 1 � h1(ϑ + 0) =
= h1(ϑ) = N.

I�,�����!�� ��$&��'�� Δk = Δk{τj} ���� 4:�>7+ 4:�:67� <
��
��+ %
� � �  "&���
j = 1, k ���"
 ���
� ����'�
��

h1(τj + 0) = h1(τj+1 − 0) = h1(τj+1),

h1(τj + 0) =

⎧⎨⎩h1(τj − 0), τj �= ϑh1(τj),

h1(τj − 0) + 1, τj = ϑh1(τj).

4>�5>7

<����� �� �'�)��
�� L±
j ⊂ R

d[h1(τj±0)]

� ,!'�-�� Φ±
j (l

[h1(τj±0)]) ∈ R+ l[h1(τj±0)] ∈ L±
j +

� � ��)���� j = 1, k + 1 �� � ��!"#��! ����� !�
.� �)��

ΔΨj(l
[h1(τj+0)]) =

∫ τj+1

τj

min
u∈P

max
v∈Q

〈l[h1(τj+0)],B[h1(τj+0)](t)u+C[h1(τj+0)](t)v〉 dt,
l[h1(τj+0)] ∈ R

d[h1(τj+0)]

, j = 1, k.

4>�597

.�� j = k + 1 ������ ���

L±
k+1 =

{
l[N ] ∈ R

d[N]
: μ∗

N(l
[N ]) � 1

}
,

Φ±
k+1(l

[N ]) = −〈l[N ], DNcN〉, l[N ] ∈ L±
k+1.

4>�5�7

.�� j = 1, k �����

L+
j = L−

j+1,

Ψj(l
[h1(τj+0)]) = ΔΨj(l

[h1(τj+0)]) + Φ−
j+1(l

[h1(τj+0)]), l[h1(τj+0)] ∈ L+
j ,

Φ+
j (l

[h1(τj+0)]) =
{
Ψj(·)

}∗
L+
j
(l[h1(τj+0)]), l[h1(τj+0)] ∈ L+

j .

4>�557

�� ��+ �� � τj �= ϑh1, h1 = h1(τj), 
� ��
� ����'
 �����'� τj '� ��������
 '� � ��'�� �$
����'
�� ϑi �$ ����$�
� � ��%��
�� 4>�97+ 
� ������ ���

L−
j = L+

j ,

Φ−
j (l

[h1]) = Φ+
j (l

[h1]), l[h1] ∈ L−
j ,

4>�5�7

�'�%� � ���
��
�
��� � ����'�
���� 4>�>�7 � 4>�9A7 �� �����

L−
j =

{
l[h1] ∈ R

d[h1] : M [h1](l[h1]) �= ∅
}
,

Φ−
j (l

[h1]) = max
(ν,l[h1+1]∗)∈M [h1](l[h1])

νΦ+
j (l

[h1+1]∗)− 〈lh1 , Dh1ch1〉,
l[h1] = {lh1 , . . . , lN} ∈ L−

j ,

4>�567

�9



��� �'�)��
�� M [h1](l[h1]) ������ ��
�� � ��� ���� � ���
'�2�'��� 4>�9�7 � $���'�* �'��
)��
�� G[h1+1] '� �'�)��
�� L+

j 4��� '�)� � ���
��� >��7�
� ��� ���� � ���
'�2�'��� 4>�>57 ������
��� ���
��! �� �%�'

E±
j (z

[h1]) = E±
j (z

[h1]; Δk) = max
l[h1]∈L±

j

(〈l[h1], z[h1]〉+ Φ±
j (l

[h1])
)
,

z[h1] ∈ R
d[h1] , h1 = h1(τj ± 0), j = 1, k + 1.

4>�5�7

H$ !
���)��'�� >�� �(
����
 � ��!"#�� ���$� ��)�! ��'�
�!�-���� 4>�597�4>�5�7
� ���-��!���� 4>�>:7�4>�>57 ��� i = 1, N.

@  � � � 
 � � � >��� ����
 Δk = Δk{τj} % ��������� ���� (2.3), (2.28).  ���� �	�
��$���� j = 1, k + 1 �
��� 
���� ���������

L±
j = G[h1(τj±0)],

Φ±
j (l

[h1(τj±0)]) = ϕ
[h1(τj±0)]
j (l[h1(τj±0)]), l[h1(τj±0)] ∈ L±

j ,

E±
j (z

[h1(τj±0)]) = e
[h1(τj±0)]
j (z[h1(τj±0)]), z[h1(τj±0)] ∈ R

d[h1(τj±0)]

.

4>��A7

�%�
(��� !
���)��'�� >�:+ �� !%��� � ��!"#�� ���*�
�� ���
��( �� �%�' E±
j (·)

4>�5�7�

@  � � � 
 � � � >�:� ����
 Δk = Δk{τj} % ��������� ���� (2.3), (2.28), j = 1, k,

h1 = h1(τj) (3.62) � z[h1] = {zh1 , . . . , zN} ∈ R
d[h1] .  ���� �
��� 
���� �	����#�� �����

��'����,

��	� τj �= ϑh1 , ��
E−

j (z
[h1]) = E+

j (z
[h1]);

��	� τj = ϑh1 , ��

E−
j (z

[h1]) = σh1

(
zh1 −Dh1ch1, E

+
j ({zh1+1, . . . , zN})

)
,

��� σh1(·) % ���
� �� (3.2).

�� �� �
��
��+ %
� � ��� ���� � ���
'�2�'���� 4���97+ 4����7 � 4>��A7+ � !%�
��

��� �''(� �
'���
� �'� ����$�
� � ��%��
�� ������ �)�'�* 4>��7 �
��
���� ŨΔk
(·)

� ṼΔk
(·) 4>�>67 ���!
 &(
� ������ �'( 4� 
�%'��
�" �� �(&��� ���!��'
�� ���
��
�
�!�

"#�� ��'��!��� � ������!���7 '� ��'��� ���-��!�( 4>�597�4>�567 ���
���'�� �'��
)��
� L±

j � ,!'�-�* Φ±
j (·), j = 1, k, ������ �$ !� ���*

ŨΔk
(τj , x, p(·), ε) ∈ argmin

u∈P
〈s[h1](u)

j (x, p(·), ε),B[h1](τj)u〉,
ṼΔk

(τj, x, p(·), ε) ∈ argmax
v∈Q

〈s[h1](v)
j (x, p(·), ε),C[h1](τj)v〉,

j = 1, k, x ∈ R
n, p(·) ∈ P, ε > 0,

4>���7

���

s
[h1](u)
j (x, p(·), ε) = r(τj , ε)l

[h1](u)
j (x, p(·), ε)√

1 + ‖l[h1](u)
j (x, p(·), ε)‖2

,

s
[h1](v)
j (x, p(·), ε) = − r(τj , ε)l

[h1](v)
j (x, p(·), ε)√

1 + ‖l[h1](v)
j (x, p(·), ε)‖2

,

l
[h1](u)
j (x, p(·), ε) ∈ argmax

l[h1]∈L+
j

(
〈l[h1],w[h1]〉+ Φ+

j (l
[h1])− r(τj, ε)

√
1 + ‖l[h1]‖2

)
,

l
[h1](v)
j (x, p(·), ε) ∈ argmax

l[h1]∈L+
j

(
〈l[h1],w[h1]〉+ Φ+

j (l
[h1]) + r(τj, ε)

√
1 + ‖l[h1]‖2

)
,

w[h1] = w[h1](τj, x, p(·)), h1 = h1(τj + 0).

��



� �
��� � ���
��
�
��� � 
�������� >�: � >�>+ � ���
���� >�� � ���
'�2�'���� 4>���7
� � !%�� ��$�-��''��� ����$�
� � ��%��
�� 4>�97 �(%�� �'�� �� �%�'( ��
��� �'���
����'
�����''��� ��$! �
�
� 4:��7 � ���
���'�� ��
��� �'��� $���'� !���� �'�� ����
��
�� � ������ �'�" � ��� ���� � ����
'�* ���!���'
'�* ���-��!��* 4>�597�4>�567 �'��
)��
� L±

j � �(�!� (� �����! �&� �%�� Φ±
j (·) ��������
� �'(� ,!'�-�* Ψj(·). ���'�2��

"#���� � ���
�� �'����� i ��$���'��
� d[i] 4>��7 ��������
� �'(� ��,,���'-�� �'(�
��� 4>��7+ 4>���7 � �%�
 !��'�2�"#!"�� � ���
�� �'����� j ��$���'��
� �'�)��
� L±

j ,
%
� ���(2��
 1,,��
��'��
� ���-��!�( �� ����'�'�" � ��$��2�"#��� ��'�
�!�-��
��� �$ �
���* %��
�� ;� �� 
���+ ��� &!��
 ����$�'� � %�
���
�* %��
�+ ���-��!��
4>�597�4>�567 ���!����
 �� �'�*2!" ���!�-�"+ �#� �� �'�� ��'�)�"#!" ��$���'��
�
������''(�+ �� ��
��(� 
��&!�
�� �������
� ��(�!� �'���

� 3�6� 
��2��)

� '��
��#�� ��$�� � �������'( ��� �������+ � ��
��(� ���� �$���'�� ��$��2�"�
#�* ���-��!�( 4>�597�4>�567 �������
 � 1,,��
��'��! ��2�'�"� � ������ ������� ���
������
�( $���%� ����&��'( 
���� �&��$��+ %
�&( ,!'�-�� Φ±

j (·) ��)'� &( � �(���
��
� � ��'�� ����� �� �
���� ������� ������ ����
��+ %
� � ���
��� 4:��7 �
�!
�
�!"

������ 4C(t) ≡ 07+ %
� $���'�� ����'
��!�
 ���'!
��
� ��������
� �'(� ,!'�-�* Ψj(·),
��1
��! �� �(�!� (� �����! �&� �%�� Φ+

j (·) �
���
� '� 
��&!�
���
� ��%��
�� ������� ������� ������
��� ��'���%���!" ���
��!+ ���)�'�� ��
���*

����(���
�� ��,,���'-�� �'(�� !���'�'����{
dx1(t)/dt = x2(t) + bτ (t)u(t− 0.5),

dx2(t)/dt = b(t)u(t) + c(t)v(t),
t0 = 0 � t < 2,

x = (x1, x2) ∈ R
2, u ∈ P = [−1, 1], v ∈ Q = [−1, 1],

4>��:7

���

b(t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, t ∈ [0, 0.5],

2t− 1, t ∈ (0.5, 1],

1, t ∈ (1, 2],

bτ (t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
2t, t ∈ [0, 0.5],

2− 2t, t ∈ (0.5, 1.5],

2t− 4, t ∈ (1.5, 2],

c(t) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
t− 0.5, t ∈ [0, 0.5],

−2t2 + 3t− 1, t ∈ (0.5, 1],

t− 1, t ∈ (1, 1.5],

0.5, t ∈ (1.5, 2].

I���'� '�%� �'�� ��$�-��

x0 = (−0.5, 0.5), p0(ξ) = 1, ξ ∈ [−0.5, 0). 4>��>7

.���$�
� � ��%��
�� ����
 ���

γ =
√
x21(1) + x21(2). 4>��97

I���%� ��
���$�-�� ����'
�����''��� ��$! �
�
� 4>��:7�4>��97 ��2� ��� '� ��'���
�����''(� � ��$�� � >�> ��'�
�!�-�*� .!�
� �(&��'� ��$&��'�� Δk = Δk{τj} ���� 4:�>7
�
��$�� �����'� !���� �'�� [0, 2], �����)�#�� ����'
( 0.5, 1 � 1.5. � ��''�� �������
,!'�-�� Φ−

1 (·) � Φ+
j (·), j = 1, k, ������ ���(� ��� ��'� ���-��!�� 4>�597�4>�567 � 
���

&!��(� � � ���
���'�� �� �%�'( E−
1 (·) 4>�5�7 � �
��
���* ŨΔk

(·) � ṼΔk
(·) 4>���7+ ���"


� ��!"#�* ���M

Φ−
1 (l1, l2) = 0.125

√
1− l21 − 0.125 |l1 + l2|, (l1, l2) ∈ L−

1 =
{
(l1, l2) ∈ R

2 : l21 + l22 � 1
}
;

�5



��

�

x1

� � t

x
(1)
1 (t)

x
(2)
1 (t)

x
(3)
1 (t)

��.� 3� E�$! �
�
 ���! �����'�� ���-���� !���� �'�� � $���%� 4>��:7�4>��97 ��� ��*�

�
��� ��
��� �'��� $���'� !���� �'�� {ŨΔk
(·), ε,Δk} � 
��� �����'
�� �����

��� j = 1, j[2] − 1, ��� �'���� j[2] 4>�:�7 ������ ��
�� �$ !� ���� τj[2] = 1,

Φ+
j (l1, l2) = 0.125

√
1− l21 −

∫ 1

τj

η(ξ) dξ |l1 + l2|, (l1, l2) ∈ L+
j = L−

1 ,

� ��� j = j[2], k

Φ+
j (l2) =

∫ 2

τj

η(ξ) dξ, l2 ∈ L+
j =

{
l2 ∈ R : |l2| � 1

}
.

I����

η(t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0.5− t, t ∈ [0, 0.5],

0, t ∈ (0.5, 1.5],

t− 1.5, t ∈ (1.5, 2].

.������� ��$! �
�
( %�� �''��� ���� �����'��� .�� �(%�� �'��� &( � �(&��'�
���'����'�� ��$&��'�� Δk �
��$�� �����'� [0, 2] � 2���� δk = 0.002 � $'�%�'�� ������
�
�� 
�%'��
� ε = 0.02. D�����'� ���%�
�''�� �� �%�'� ��
��� �'��� ����'
�����''���
��$! �
�
�M

Γ0
u = Γ0

u

(
t0, x0, p0(·)

) ≈ 0.759.

3� ���!'�� > �$�&��)�'( ����(� �����'�'
( ���)�'�* x(i)[0[·]2], i = 1, 3, ���
��(

4>��:7+ ����)��''(� �$ '�%� �'�* ��$�-�� 4>��>7 $���'�� !���� �'�� {ŨΔk
(·), ε,Δk} '�

&�$� �
��
���� ŨΔk
(·) 4>���7 ��� � ��!"#�� �����'
�� �����M

�7 ������ ,�����!�
�� � ��� ���� � $���'�� {ṼΔk
(·), ε,Δk} '� &�$� �
��
���� ṼΔk

(·)
4>���7N

:7 ������ ,�����!�
�� � ��� ���� � $���'�� {V (·), ε,Δk}, ���
V (t, x = (x1, x2), p(·), ε) = sgn(c(t)x1), (t, x, p(·)) ∈ K, ε > 0;

��



>7 ������ �
�!
�
�!�
M v(t) ≡ 0.

E�� �$����2���� $'�%�'�� ����$�
� � ��%��
�� 4>��97M

γ(1) ≈ 0.76 ≈ Γ0
u, γ(2) ≈ 0.243 < Γ0

u, γ(3) ≈ 0.212 < Γ0
u.

.���*��� �� �
����! ������!� .!�
� ���)�'�� ��'���%����* ���
��( ����(���
��
��,,���'-�� �'(�� !���'�'����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1(t)/dt = x2(t),

dx2(t)/dt = −2 x1(t)− 0.4 x2(t) + 0.02 x3(t) + x5(t) + 0.4 u2(t− 0.4),

dx3(t)/dt = x4(t),

dx4(t)/dt = 0.01 x1(t)− x3(t)− 0.1 x4(t) + x6(t)− u1(t− 0.4),

dx5(t)/dt = (5− t)u1(t),

dx6(t)/dt = (4− 0.5 t)u2(t),

t0 = 0 � t < 4, x = (x1, x2, x3, x4, x5, x6) ∈ R
6,

u = (u1, u2) ∈ P = {u ∈ R
2 : ‖u‖ � 2}.

4>���7

.!�
� $���'� '�%� �'�� ��$�-��

x0 = (0, 0, 1, 0, 0, 0), p0(ξ) = (2 sin(2.5 πξ), 2 cos(2.5 πξ)), ξ ∈ [−0.4, 0), 4>��57

� ����$�
� � ��%��
�� ����
 ���

γ =
((
x1(0.5)− 0.5

)2
+
(
x2(0.5)− 0.1

)2
+
(
x3(0.5)− 0.5

)2
+
(
x4(0.5) + 0.1

)2
+

+
(
x1(1)− 1

)2
+ x23(1) +

(
x1(1.5)− 0.5

)2
+ x22(2) +

(
x3(2.5) + 0.5

)2
+ x24(3) +

+
(
x2(3.5)− 0.1

)2
+
(
x4(3.5)− 0.1

)2
+ x21(4) + x22(4) + x23(4) + x24(4)

)1/2

.

4>���7

I���%� ��
���$�-�� ����'
�����''��� ��$! �
�
� 4>���7�4>���7 ��2� ��� '� ��'���
�����''(� � ��$�� � >�> ��'�
�!�-�*� 0�� ��� � ���
��� 4>���7 ������ �
�!
�
�!"
+ 
�
��������
� �'(� ,!'�-�� Ψj(·) �� �"
�� ���'!
(�� � �� �(�!� (� �����! �&� �%��
�
���
� '� 
��&!�
���

.������� ��$! �
�
( %�� �''��� ���� �����'��� .�� �(%�� �'��� &( � �(&��'(
���'����'�� ��$&��'�� Δk �
��$�� �����'� [0, 4] � 2���� δk = 0.005 � $'�%�'�� ������
�
�� 
�%'��
� ε = 0.05. D�����'� ���%�
�''�� �� �%�'� ��
��� �'��� ����'
�����''���
��$! �
�
�M

Γ0
u = Γ0

u(t0, x0, p0(·)) ≈ 0.978.

3� ���!'�� 9 �$�&��)�'( �����'�'
( ���)�'�� x[0[·]4] ���
��( 4>��:7+ ����)��'�

'��� �$ '�%� �'�* ��$�-�� 4>��57 ��� ��*�
��� $���'� !���� �'�� {ŨΔk
(·), ε,Δk} '�

&�$� �
��
���� ŨΔk
(·) 4>���7� .�� 1
�� %��'(�� ������
��� �&�$'�%�'( -� ��(� 
�%���

E�� �$����2���� $'�%�'�� ����$�
� � ��%��
�� 4>���7M

γ ≈ 0.981 ≈ Γ0
u.
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��

��

�

�

xi

� � � " t

x1(t)

x2(t)

x3(t)

x4(t)

��.� 6� E�$! �
�
 ���! �����'�� ���-���� !���� �'�� � $���%� 4>���7�4>���7 ��� ��*�

�
��� ��
��� �'��� $���'� !���� �'�� {ŨΔk
(·), ε,Δk}

� "	 #���!��� �����$�%&� ���������

� ����(�!#�* %��
� � � ��2�'�� $���%� ��
���$�-�� ����'
�� ��� $���$�(��'��
� !���� �'�� � ��$�-��''�� ����$�
� � ��%��
�� 4:��7+ 4>�97 &( � ���� �)�'� ���!��
��'
'�� ���-��!�� ����
'��� ���
���'�� �(�!� (� �����! �&� �%�� ��������
� �'(�
,!'�-�* 4>�597�4>�567� � 1
�* %��
� � � ���(2�'�� ��&�
������&'��
� ���-��!�( ���
�
�� �� ���!�-��+ ��'���''�� '� �����'� �'(� ��(�!� �"#�� ����
��� � �!#��
��''�
��'�)�"#�� ��$���'��
� ������''(�+ �� ��
��(� 
��&!�
�� �������
� ��(�!� �'���
�(�� ��
�� � !%�*+ ����� 1
� ��$���'��
� '� $�����
 �
 %�� � N �-�'�%'(� ����'�

�� �����'� ϑi � ����$�
� � ��%��
�� 4>�97 � ��������
 � !����''�* ��$���'��
�" 2n
,�$����� ���
��� ���
��( 4:��7� E�����
����"
�� ��� ��������

� 6��� 
��'(���%� !�)� *&.%�&���"

3����! � ,!'�-��* h1(·) 4>�5:7 ������
��� ,!'�-�"

h2(t) = min{i = 1, N + 1 : t+ τ � ϑi}, t ∈ [t0, ϑ], 49��7

��� ϑi, i = 1, N, G ����'
( �����'� �$ ����$�
� � ��%��
�� 4>�97 � ϑN+1 = ϑ+ τ. L���$
h2(t − 0) 4���
��
�
��''� h2(t + 0)7 �&�$'�%�� ����� ,!'�-�� h2(t) � 
�%�� t ∈ [t0, ϑ]
� ��� 4���
��
�
��''� ������7+ �� ���� ��� 1
�� h2(t0 − 0) = h2(t0) � h2(ϑ+ 0) = h2(ϑ).
.� �'� ���� � ���
'�2�'���� 4>�5>7+ ������ &( '� &( � ��$&��'�� Δk = Δk{τj} ����
4:�>7+ 4:�:67+ � �  "&��� j = 1, k ������� ��( ����'�
��

h2(τj + 0) = h2(τj+1 − 0) = h2(τj+1),

h2(τj + 0) =

⎧⎨⎩h2(τj − 0), τj + τ �= ϑh2(τj),

h2(τj − 0) + 1, τj + τ = ϑh2(τj).

<
��
��+ %
� � �  "&�* ��$�-�� (t, x, p(·)) ∈ K ���
��( wi(t, x, p(·)) 4:��A7 ��� i =
= h2(t), N ���!
 &(
� ������ �'( � ��!"#�� �&��$��M

wi(t, x, p(·)) = DiX(ϑi, ϑ)w0(t, x, p(·)), i = h2(t), N, 49�:7

��



���

w0(t, x, p(·)) = X(ϑ, t)x+

∫ t+τ

t

X(ϑ, ξ)Bτ(ξ)p(ξ − τ − t)χ(ϑ− ξ) dξ. 49�>7

E�����
��� ���
��
�
�!"#!" ��������
� �'!" z0����
��!+ ���)�'�� ��
���* ����
�(���
�� ��,,���'-�� �'(� !���'�'���

dz0(t)/dt = B0(t)u(t) + C0(t)v(t), t0 � t < ϑ,

z0 ∈ R
n, u ∈ P, v ∈ Q,

49�97

���
B0(t) = X(ϑ, t)B(t)χ(ϑ− t) +X(ϑ, t+ τ)Bτ (t+ τ)χ(ϑ− t− τ),

C0(t) = X(ϑ, t)C(t)χ(ϑ− t).
49��7

H���
 ���
� � ��!"#��  ����+ !�
�'�� ���"#�� ���$� ��)�! �$��'�'��� ���
���
w0(·) 49�>7 � �� ! �����'�* ���
��( 4:��7 � �������#�� ���)�'��� ��������
� �'�*
z0����
��( 49�97�

P � � � � 9��� ����
 t∗ ∈ [t0, ϑ), x∗ ∈ R
n � p∗(·) ∈ P. ����
 t∗ ∈ (t∗, ϑ] � ���$����

x[t∗[·]t∗] �����
� (2.1) ����$���� �� ������� (t∗, x∗, p∗(·)) ��� ��������
 �������
�!

���	������ �����	���� u[t∗[·]t∗) � ��
�!� v[t∗[·]t∗). ����
 z0[t∗[·]t∗] = {z0(t) ∈ R
n, t∗ �

t � t∗} % ���$���� z0������
� (4.4), ����$������ �� ������� (t∗, w0(t∗, x∗, p∗(·))) ��
�
$� ���	������
� �����	���� � ��
�!��  ���� �
��� 
���� ���������

z0(t
∗) = w0(t

∗, x(t∗), ut∗(·)).

��������	
����� .� �'� ���� � ����$�
� ��
���  ���( :�:+ !%�
(��� ���
'�2�'��
49�>7 � 49��7 � ����'�
�� 4:���7 ��� t = t∗, �����

w0(t
∗, x(t∗), ut∗(·)) = X(ϑ, t∗)x(t∗) +

∫ t∗

t∗
X(ϑ, ξ)

(
B(ξ)u(ξ) + C(ξ)v(ξ)

)
dξ +

+

∫ t∗+τ

t∗
X(ϑ, ξ)Bτ (ξ)p∗(ξ − τ − t∗)χ(ϑ− ξ) dξ +

∫ t∗+τ

t∗+τ

X(ϑ, ξ)Bτ (ξ)u(ξ − τ)χ(ϑ− ξ) dξ =

= w0(t∗, x∗, p∗(·)) +
∫ t∗

t∗

(
B0(ξ)u(ξ) + C0(ξ)v(ξ)

)
dξ = z0(t

∗).

P���� ����$�'��

I�,�����!�� ��$&��'�� Δk = Δk{τj} ���� 4:�>7+ 4:�:67� .� �)��

d±
j =

h2(τj±0)−1∑
i=h1(τj±0)

di + n, j = 1, k + 1, 49�57

��� �!��� �� ����
�� ���'�* '! " � � !%�� h1(τj ±0) > h2(τj ±0)−1, �'����( h1(τj ±0)
� h2(τj ± 0) ������ �"
�� � ��� ���� � ����'�
���� 4>�5:7 � 49��7� � � ��)���� �'�����
j = 1, k + 1 ������
��� �
��%�"#�� ����'
! �����'� τj ���!-�����''(� �',����-��
�''(� �&��$(

w±
j (x, p(·)) =

{
wh1(τj , x, p(·)), . . . , wh2−1(τj , x, p(·)), w0(τj , x, p(·))

}
∈ R

d±
j ,

x ∈ R
n, p(·) ∈ P, h1 = h1(τj ± 0), h2 = h2(τj ± 0),

49��7
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���
�� �''(� �$ ���
���� wi(τj , x, p(·)) ∈ R
di , i = h1, h2 − 1, 4:��A7 � w0(τj , x, p(·)) ∈ R

n

49�>7+ � ������ ��  �'�*'(� �����
��(

T±
j (z±j ) =

{
zh1, . . . , zh2−1, Dh2X(ϑh2 , ϑ)z0, . . . , DNX(ϑN , ϑ)z0

}
∈ R

d[h1] ,

z±j = {zh1 , . . . , zh2−1, z0} ∈ R
d±
j , h1 = h1(τj ± 0), h2 = h2(τj ± 0),

49�67

��� zi ∈ R
di ��� i = h1, h2 − 1, z0 ∈ R

n.
0���� �&��$��+ � ��� ���� � ����'�
���� 49�:7 �� !%���+ %
� �',����-��''(� �&���

$( w[i](·) 4>�67+ � �����* '� ��
��(� &( � ���
���'� ��2�'�� $���%� 4:��7+ 4>�97+ ���$�'(
� ���!-�����''(�� �',����-��''(�� �&��$��� w±

j (·) 49��7 ���
'�2�'����

w[h1(τj±0)](τj , x, p(·)) = T±
j

(
w±

j (x, p(·))
)
, x ∈ R

n, p(·) ∈ P, j = 1, k + 1. 49��7

� � ��)���� j = 1, k �� �)�� h1 = h1(τj +0) 4>�5:7 � h2 = h2(τj +0) 49��7 � ������
�
��� � ��!"#!" ��������
� �'!" zj����
��!� V�$��(* ���
�� zj = {zh1 , . . . , zh2−1, z0} ∈
∈ R

d+
j 1
�* ���
��( ���
�� ��
�� �$ ���
���� zi ∈ R

di , i = h1, h2 − 1, ��)�(* �$ ��
��
�(� ����
 ��'����! ���
��
�
�!"#�* zi����
��( 4:��:7+ � ���
��� z0 ∈ R

n, ���"#���
��'����! z0����
��( 49�97� 0���� �&��$��+ ���)�'�� zj����
��( ����(���
�� ��,,��
��'-�� �'(� !���'�'���

dzj(t)/dt = Bj(t)u(t) +Cj(t)v(t), t0 � t < ϑ,

zj ∈ R
d+
j , u ∈ P, v ∈ Q,

49��A7

���

Bj(t) =
{
Bh1(t), . . . , Bh2−1(t), B0(t)

}
, Cj(t) =

{
Ch1(t), . . . , Ch2−1(t), C0(t)

}
, 49���7

��
��-( Bi(t) � Ci(t), i = h1, h2 − 1, ������ �"
�� � ��� ���� � ���
'�2�'��� 4:��>7+
��
��-( B0(t) � C0(t) G � ��� ���� � 49��7�

.!�
� (t∗, zj∗ = {zh1∗, . . . , zh2−1∗, z0∗}) ∈ [t0, ϑ]×R
d+
j , t∗ ∈ [t∗, ϑ] � ���)�'�� zj [t∗[·]t∗] =

= {zj(t) ∈ R
d+
j , t∗ � t � t∗} zj����
��( 49��A7 ����)��'� �$ ��$�-�� (t∗, zj∗) ��� ��*�

�
��� ���!�
��(� ��� �$�-�* !���� �'�� u[t∗[·]t∗) � ������ v[t∗[·]t∗). <
��
��+ %
�
� � ��)���� i = h1, h2 − 1 � i = 0 �$��'�'�� �����'�'
( zi ,�$����� ���
��� 1
�*
���
��( ��)'� ������
����
� �
�� �'� � ��%��
�� ���)�'�� zi[t∗[·]t∗] ���
��
�
�!"�
#�* zi����
��( 4:��:7 � 49�97+ ����)��''��� �$ ��$�-�� (t∗, zi∗) 
��� )� ��� �$�-����
!���� �'�� � �������

� ��� ���� � ���
'�2�'���� 49��7 ���)�'�� z[i]����
�� 4>��7 � zj����
�� 49��A7 ����
$�'( � ��!"#�� �&��$���

P � � � � 9�:� ����
 Δk = Δk{τj} % ��������� ���� (2.3), (2.28), j = 1, k, h1 =

= h1(τj + 0) (3.62), zj∗ ∈ R
d+
j �

z[h1]∗ = T+
j (zj∗). 49��:7

����
 ���$���� zj[τj [·]τj+1] zj������
� (4.10) ����$���� �� ������� (τj, zj∗) �����
���
�
� ���	������
� �����	���� u[τj [·]τj+1) � ��
�!� v[τj [·]τj+1). ����
 ���$����

z[h1][τj [·]τj+1] z
[h1]������
� (3.9) ����$���� �� ������� (τj , z

[h1]∗ ) ��
� $� ���	�������

� �����	���� � ��
�!��  ���� �
��� 
���� ���������

z[h1](τj+1) = T−
j+1(zj(τj+1)). 49��>7

6�



��������	
����� .� �)�� h2 = h2(τj +0) 49��7 � � � ��)���� i = h1, h2 − 1 ������ ��
���)�'�� zi[τj [·]τj+1] zi����
��( 4:��:7 � ���)�'�� z0[τj [·]τj+1] z0����
��( 49�97+ �
���

%�"#�� ���)�'�" zj [τj [·]τj+1]. E�����
��� 
��)� ���)�'�� z
[h1]
i [τj [·]τj+1], i = h1, N,

zi����
�� 4:��:7+ ���
��
�
�!"#�� ���)�'�" z[h1][τj [·]τj+1].
@ !%�
�� ������ �'�� 49�67 �����
��� T+

j (·) � �� ! 49��:7 �� !%���

z
[h1]
i (τj) = zi(τj), i = h1, h2 − 1,

z
[h1]
i (τj) = DiX(ϑi, ϑ)z0(τj), i = h2, N.

49��97

� ��� ���� � ���
'�2�'���� 4:��>7 � 49��7 �����

Bi(t) = DiX(ϑi, ϑ)B0(t), Ci(t) = DiX(ϑi, ϑ)C0(t), t ∈ [τj , τj+1), i = h2, N. 49���7

.��'���� �� �'���'��+ %
� ���)�'�� zj[τj [·]τj+1] � z[h1][τj [·]τj+1] ����)��'( ��'���
� 
��� )� ��� �$�-���� !���� �'�� � ������+ �$ ����'�
� 49��97 � 49���7 �(�����

z
[h1]
i (τj+1) = zi(τj+1), i = h1, h2 − 1,

z
[h1]
i (τj+1) = DiX(ϑi, ϑ)z0(τj+1), i = h2, N.

<
�"�� � !%�
�� ������ �'�� 49�67 �����
��� T−
j+1(·) �(
����
 ������� ����
� ����'�

�
�� 49��>7�

� � ��)���� j = 1, k + 1 ������
��� �����)�''(� � T±
j (·) 49�67  �'�*'(� �����
��(

S±
j (l

[h1]) =
{
lh1, . . . , lh2−1,

N∑
i=h2

XT (ϑi, ϑ)D
T
i li

}
∈ R

d±
j ,

l[h1] = {lh1, . . . , lN} ∈ R
d[h1] , h1 = h1(τj ± 0), h2 = h2(τj ± 0).

49��57

<
��
��+ %
� � ��� ���� � ���
'�2�'���� 49��7 � 49��7 � � ��)���� j = 1, k + 1
� ����(�����* '�)� ���!-�����''�* ���-��!�� &!�!
 ���� �$���
��� ���*�
��''(�
���
��(

l±j = {lh1 , . . . , lh2−1, l0} ∈ R
d±
j , h1 = h1(τj ± 0), h2 = h2(τj ± 0),

��� li ∈ R
di ��� i = h1, h2 − 1 � l0 ∈ R

n, ��
��(� ���$�'( � ���*�
��''(�� ���
�����
l[h1] ∈ R

d[h1] �$ ��$��2�"#�* ���-��!�( 4>�597�4>�567 ����'�
����

l±j = S±
j (l

[h1(τj±0)]), j = 1, k + 1.

� 6�$� ��'+���&(����" *�&��'+��

I�,�����!�� ��$&��'�� Δk = Δk{τj} ���� 4:�>7+ 4:�:67 � � � ��)���� j = 1, k + 1

������ �� �'�)��
�� G±
j ⊂ R

d±
j � ,!'�-�� ϕ±

j (l
±
j ) ∈ R, l±j ∈ G±

j , � ��� ���� �� � ��!"�
#�* ���!���'
'�* ���-��!��*�

.� �)��

Δψj(l
+
j ) =

∫ τj+1

τj

min
u∈P

max
v∈Q

〈l+j ,Bj(t)u+Cj(t)v〉 dt, l+j ∈ R
d+
j , j = 1, k. 49���7

.�� j = k + 1 ������ ���

G±
k+1 =

{
l±k+1 = {lN , l0} ∈ R

d±
k+1 : μ∗

N(lN ) � 1, l0 = 0
}
,

ϕ±
k+1(l

±
k+1) = −〈lN , DNcN〉, l±k+1 = {lN , l0} ∈ G±

k+1.
49��67

6:



.�� j = 1, k �����

G+
j = G−

j+1,

ψj(l
+
j ) = Δψj(l

+
j ) + ϕ−

j+1(l
+
j ), l+j ∈ G+

j ,

ϕ+
j (l

+
j ) =

{
ψj(·)

}∗
G+

j
(l+j ), l+j ∈ G+

j .

49���7

�� ��+ ������ �� �'����( h1 = h1(τj) � h2 = h2(τj) � ��� ���� � ���
'�2�'���� 4>�5:7
� 49��7+ �� �����M
�� � τj �= ϑh1 � τj + τ �= ϑh2 , 
�

G−
j = G+

j ,

ϕ−
j (l

−
j ) = ϕ+

j (l
−
j ), l−j ∈ G−

j ;
49�:A7

�� � τj �= ϑh1 � τj + τ = ϑh2 , 
�

G−
j =

{
l−j ∈ R

d−
j : Mj(l

−
j ) �= ∅

}
,

ϕ−
j (l

−
j ) = max

l+∗
j ∈Mj(l

−
j )
ϕ+
j (l

+∗
j ), l−j ∈ G−

j ,
49�:�7

���

Mj(l
−
j = {lh1, . . . , lh2−1, l0}) =

{
l+∗
j = {l∗h1

, . . . , l∗h2
, l∗0} ∈ G+

j :

li = l∗i , i = h1, h2 − 1, l0 = l∗0 +XT (ϑh2 , ϑ)D
T
h2
l∗h2

}
; 49�::7

�� � τj = ϑh1 � τj + τ �= ϑh2 , 
�

G−
j =

{
l−j ∈ R

d−
j : Mj(l

−
j ) �= ∅

}
,

ϕ−
j (l

−
j ) = max

(ν,l+∗
j )∈Mj(l

−
j )
νϕ+

j (l
+∗
j )− 〈lh1, Dh1ch1〉, l−j = {lh1, . . . , lh2−1, l0} ∈ G−

j ,
49�:>7

���

Mj(l
−
j = {lh1, . . . , lh2−1, l0}) =

{(
ν, l+∗

j = {l∗h1+1, . . . , l
∗
h2−1, l

∗
0}
) ∈ R×G+

j :

σ∗
h1
(lh1 , ν) � 1, ν � 0, li = νl∗i , i = h1 + 1, h2 − 1, l0 = νl∗0

}
; 49�:97

�� � τj = ϑh1 � τj + τ = ϑh2 , 
� �'�)��
�� G−
j � ,!'�-�" ϕ−

j (·) ������ ��� � ��� ����
� ���
'�2�'���� 49�:>7+ ���

Mj(l
−
j = {lh1, . . . , lh2−1, l0}) =

{(
ν, l+∗

j = {l∗h1+1, . . . , l
∗
h2
, l∗0}

) ∈ R×G+
j :

σ∗
h1
(lh1, ν) � 1, ν � 0, li = νl∗i , i = h1 + 1, h2 − 1, l0 = ν

(
l∗0 +XT (ϑh2 , ϑ)D

T
h2
l∗h2

)}
. 49�:�7

<
��
��+ %
� � � ��)���� j = 1, k + 1 �'�)��
�� G±
j �� �"
�� '��!�
(�� �(�!��

 (�� ������
���+ � ,!'�-�� ϕ±
j (·) �� �"
�� �� !'�����(�'(�� �����! � ���'!
(��

'� G±
j .

E�����
��� ���
��! �� �%�'

e±j (z
±
j ) = e±j (z

±
j ; Δk) = max

l±j ∈G±
j

(〈l±j , z±j 〉+ ϕ±
j (l

±
j )
)
, z±j ∈ R

d±
j , j = 1, k + 1. 49�:57
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<&�$'�%��
D = max

z0∈Rn: ‖z0‖�1
max
i=1,N

‖Diz0‖ 49�:�7

� �� �)��

r±j (ε) = r(τj, ε)
√
(1 +D2)h2(τj±0)−1, ε > 0, j = 1, k, 49�:67

��� r(·) G ,!'�-�� �$ 4����7�
E�����
��� � ��!"#�� �
��
���� !���� �'�� UΔk

(·) � ,��������'�� ������ VΔk
(·),

��
��(� � ����'
( �����'� τj ��$&��'�� Δk ������ �"
�� ��
���� 1��
���� �'���
������ '� ���!
�
�!"#�� 
�%��+ �(&�����(� �� �� �%�'�� e+j (·) 4����7M

UΔk
(τj , x, p(·), ε) ∈ argmin

u∈P
〈s(u)j (x, p(·), ε),Bj(τj)u〉,

VΔk
(τj , x, p(·), ε) ∈ argmax

v∈Q
〈s(v)j (x, p(·), ε),Cj(τj)v〉,

j = 1, k, x ∈ R
n, p(·) ∈ P, ε > 0,

49�:�7

� � ��
� �'(� ����'
( �����'� �������� �"
�� ����$�� �'(� �&��$���
I����

s
(u)
j (x, p(·), ε) = w+

j (x, p(·))− z
(u)
j (x, p(·), ε),

s
(v)
j (x, p(·), ε) = z

(v)
j (x, p(·), ε)−w+

j (x, p(·)),
��� w+

j (·) G ���!-�����''(* �',����-��''(* �&��$ 49��7+(
z
(u)
j (x, p(·), ε), f (u)

j (x, p(·), ε)) ∈ argmin
(
e+j (z

+
j ) + f

)
,(

z
(v)
j (x, p(·), ε), f (v)

j (x, p(·), ε)) ∈ argmax
(
e+j (z

+
j ) + f

)
.

49�>A7

F�'��!� � ������!� � 49�>A7 &��!
�� �� ���� ����� (z+j , f) ∈ R
d+
j × R, !��� �
����"�

#�� !� ���"
‖w+

j (x, p(·))− z+j ‖2 + f 2 � (r+j )
2(ε). 49�>�7

� ��� ���� � ���
'�2�'���� 4���97 � 4����7+ !%�
(��� ��� ,!'�-�� e+j (·) 49�:57 � ������

��� '� 
�����! � ��'������ ��9�+ ��)'� ����$�
�+ %
� �����(� ���
��( s
(u)
j (·) � s

(v)
j (·)

���!
 &(
� '�*��'( ������ �$ ���
'�2�'�*

s
(u)
j (x, p(·), ε) = r+j (ε)l

(u)
j (x, p(·), ε)√

1 + ‖l(u)j (x, p(·), ε)‖2
, s

(v)
j (x, p(·), ε) = − r+j (ε)l

(v)
j (x, p(·), ε)√

1 + ‖l(v)j (x, p(·), ε)‖2
,

l
(u)
j (x, p(·), ε) ∈ argmax

l+j ∈G+
j

(
〈l+j ,w+

j (x, p(·))〉+ ϕ+
j (l

+
j )− r+j (ε)

√
1 + ‖l+j ‖2

)
,

l
(v)
j (x, p(·), ε) ∈ argmax

l+j ∈G+
j

(
〈l+j ,w+

j (x, p(·))〉+ ϕ+
j (l

+
j ) + r+j (ε)

√
1 + ‖l+j ‖2

)
.

H��"
 ���
� � ��!"#�� 
�����(�

0 � � � � � � 9��� �	� 	����� ���	� ξ > 0 
�$�� ������
 ����� ���	� δ > 0, ����
������ �� �� ��	� ����	
��� ������� (t0, x0, p0(·)) ∈ K � ��������� Δk ���� (2.3), (2.28)
� ���
����
 δk � δ, ����� �������	��� �����������

|e−1
(
w−

1 (x0, p0(·))
)− Γ0

u(t0, x0, p0(·))| � ξ, 49�>:7

��� Γ0
u(·) % ��	����� ����
�	
���� ���������������� ����	
���� (2.5), w−

1 (·) % �����

���������� �����
�������� ����� (4.7).
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0� � � � � � 9�:� �	� 	����� ���	� ζ > 0 �������� ����� ���	� ε∗ > 0 � �������
δ∗(ε) > 0, ε ∈ (0, ε∗], ���� ������ �� �� ��	� ����	
��� ������� (t0, x0, p0(·)) ∈ K,
�������� ����
���� �������� ε ∈ (0, ε∗] � ��������� Δk ���� (2.3), (2.28) � ���
����

δk � δ∗(ε), ������ �����	���� {UΔk

(·), ε,Δk} � ���
�������� ��
�!� {VΔk
(·), ε,Δk}

����� ζ�����
�	
��
��

<&��'���'�" 1
�� 
����� �����#�'( ��$�� ( 9�>�9���

� 6�3� :("1! 2�4'+ *�&��'+��2�

��
�'���� ���$� ��)�! ���-��!���� 4>�597�4>�567 � 49���7�49�:�7�

� 
 � � � ) � � ' � � 9��� ����
 Δk = Δk{τj} % ��������� ���� (2.3), (2.28) � �	�
��$���� j = 1, k + 1 
��$����� L±

j � ������� Φ±
j (·) ������	��� � ���	���� � �������

'����
� (3.64)+(3.68), � 
��$����� G±
j � ������� ϕ

±
j (·) % � ���	���� � (4.17)+(4.25).

 ���� �
��� 
���� ���������

G±
j = S±

j (L
±
j ), j = 1, k + 1, 49�>>7

ϕ±
j (l

±
j ) = max

l[h1(τj±0)]∈F±
j (l±j )

Φ±
j (l

[h1(τj±0)]), l±j ∈ G±
j , j = 1, k + 1. 49�>97

&���


F±
j (l±j ) = L±

j ∩ (S±
j )

−1(l±j ),

��� (S±
j )

−1(l±j ) % �������� ������� l±j ��� ������$���� S
±
j (·) (4.16).

��������	
����� .�� j = k + 1 ������� ����
� ����'�
� 49�>>7 � 49�>97 � ��!�
 '����
�����
��''� �$ ���
'�2�'�* 4>�5�7 � 49��67� �� ��+ ������ �)��+ %
� ����'�
�� 49�>>7
� 49�>97 ����$�'( � � j = q + 1, q = 1, k, � ����)�� �� � � j = q.

� �� ! ���
'�2�'�* 4>�557 � 49���7 �� !%���

G+
q = G−

q+1 = S−
q+1(L

−
q+1) = S+

q (L
+
q ). 49�>�7

.� �)�� h1 = h1(τq + 0). <
��
��+ %
� � !%�
�� ���
'�2�'�* 4>�597+ 49���7 � 49���7
��� j = q ����
 ���
� ����'�
��

ΔΨq(l
[h1]) = Δψq(S

+
q (l

[h1])), l[h1] ∈ R
d[h1]

. 49�>57

<&�$'�%�� ,!'�-��+ �
��#�� � ����'�
��� 49�>97 ��� j = q ������+ %���$ Φ̃±
q (·).

I�,�����!�� ���
�� l+q ∈ G+
q . <������� '� ���
'�2�'�� 4>�9:7 � 49���7+ �(&���� %�� �

λ(r) ∈ [0, 1] � ���
��( l
+(r)
q ∈ G+

q , r = 1,d+
q + 1, 
��+ %
�&( �(�� '� ��� ����'�
��

ϕ+
q (l

+
q ) =

d+
q +1∑
r=1

λ(r)ψq(l
+(r)
q ),

d+
q +1∑
r=1

λ(r) = 1,

d+
q +1∑
r=1

λ(r)l+(r)
q = l+q . 49�>�7

� � ��)���� r = 1,d+
q + 1, ���� �$!� ����'�
�� 49�>97 ��� j = q + 1, �(&���� ���
��

l(r) ∈ F−
q+1(l

+(r)
q ) = F+

q (l
+(r)
q ) ������ �$ !� ����

ϕ−
q+1(l

+(r)
q ) = Φ−

q+1(l
(r)). 49�>67

<
��
��+ %
� � � !��&�
�� $����� � �&�$'�%�'�� l(r) ��!#�' ����'�* �'���� [h1]. H����

l[h1] =

d+
q +1∑
r=1

λ(r)l(r) ∈ F+
q (l+q ),

6�



�
�!��+ �������� '� ����'�
�� 49�>57�49�>67+ � !%�
�� ���
'�2�'�* 4>�9>7+ 4>�557 � ���
�'!
��
� ,!'�-�� Φ+

q (·) �� !%���

ϕ+
q (l

+
q ) =

d+
q +1∑
r=1

λ(r)Ψq(l
(r)) � Φ+

q (l
[h1]) � Φ̃+

q (l
+
q ). 49�>�7

@ ��!��* �
���'(+ �(&���� ���
�� l[h1] ∈ F+
q (l+q ) �$ !� ����

Φ̃+
q (l

+
q ) = Φ+

q (l
[h1]). 49�9A7

�%�
(��� ���
'�2�'�� 4>�9:7 � 4>�557+ �(&���� %�� � λ(r) ∈ [0, 1] � ���
��( l(r) ∈ L+
q ,

r = 1,d[h1] + 1, 
��+ %
�&( �(�� '� ��� ����'�
��

Φ+
q (l

[h1]) =

d[h1]+1∑
r=1

λ(r)Ψq(l
(r)),

d[h1]+1∑
r=1

λ(r) = 1,

d[h1]+1∑
r=1

λ(r)l(r) = l[h1]. 49�9�7

H����

l+(r)
q = S+

q (l
(r)) ∈ G+

q , r = 1,d[h1] + 1,

d[h1]+1∑
r=1

λ(r)l+(r)
q = l+q .

<������� '� ���
'�2�'�� 49�9A7 � 49�9�7 � ���'���� �� �'���'�� ����'�
�� 49�>97 � �
j = q+1 � 49�>57+ � 
��)� '�����'�
�� 4>�9>7+ ���
'�2�'�� 49���7 � ���'!
��
� ,!'�-��
ϕ+
q (·), $�� "%���

Φ̃+
q (l

+
q ) =

d[h1]+1∑
r=1

λ(r)Ψq(l
(r)) �

d[h1]+1∑
r=1

λ(r)ψq(l
+(r)
q ) � ϕ+

q (l
+
q ). 49�9:7

H$ '�����'�
� 49�>�7 � 49�9:7 �(�����

ϕ+
q (l

+
q ) = Φ̃+

q (l
+
q ), l+q ∈ G+

q . 49�9>7

�� ��+ �� �)�� h1 = h1(τq) � h2 = h2(τq) � � ��� ���� � ���
'�2�'���� 49�:A7�49�:�7
����$�
� ��
�� ����'�
�

G−
q = S−

q (L
−
q ), ϕ−

q (l
−
q ) = Φ̃−

q (l
−
q ), l−q ∈ G−

q , 49�997

�������� �� �
�� �'��
� � ��)��� �$ � ��!"#�� � !%����
O� � τq �= ϑh1 � τq + τ �= ϑh2, 
� ������� ����
� ����'�
� 49�997 � ��!�
 '��������

�
��''� �$ ���
'�2�'�* 4>�5�7+ 49�:A7+ 49�>�7 � 49�9>7�
E�����
��� � !%�* τq �= ϑh1 � τq + τ = ϑh2 . I���
��+ %
� � �� ! ���
'�2�'�* 4>�5�7+

49�:�7+ 49�::7 � 49�>�7+ � ��'�* �
���'(+ � �  "&(� ���
���� l−q ∈ G−
q , l

+∗
q ∈ Mq(l

−
q )

� l[h1]∗ ∈ F+
q (l+∗

q ) ����
 ���
� �� "%�'��

l[h1]∗ ∈ F−
q (l−q ), 49�9�7

� � ��!��* �
���'(+ ����� &( '� &( ���
�� l[h1] ∈ L−
q , �� � �� �)�
� l−q = S−

q (l
[h1])

� l+∗
q = S+

q (l
[h1]), 
� &!��
 �(�� '�
��� �� "%�'��

l+∗
q ∈Mq(l

−
q ). 49�957
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@������ ����
� ������� �$ ����'�
� 49�997 � ��!�
 '�����!" �$ �� !%�''(� ���
'�2��
'�*� ����)�� �
���� ����'�
�� 49�997�

I�,�����!�� ���
�� l−q ∈ G−
q . � ��� ���� � ���
'�2�'���� 49�:�7 �(&���� ���
��

l+∗
q ∈Mq(l

−
q ) �$ !� ����

ϕ−
q (l

−
q ) = ϕ+

q (l
+∗
q ).

H��� �$!� ����'�
�� 49�9>7+ �(&���� ���
�� l[h1]∗ ∈ F+
q (l+∗

q ) 
��+ %
�&( �(�� '� ���
����'�
��

ϕ+
q (l

+∗
q ) = Φ+

q (l
[h1]∗).

0����+ !%�
(��� ���
'�2�'�� 4>�5�7 � �� "%�'�� 49�9�7+ �� !%���

ϕ−
q (l

−
q ) = Φ−

q (l
[h1]∗) � Φ̃−

q (l
−
q ). 49�9�7

@ ��!��* �
���'(+ �(&���� ���
�� l[h1] ∈ F−
q (l−q ) ������ �$ !� ����

Φ̃−
q (l

−
q ) = Φ−

q (l
[h1])

� �� �)�� l+∗
q = S+

q (l
[h1]). .��'���� �� �'���'�� ���
'�2�'�� 4>�5�7+ 49�:�7 � 49�9>7+

� 
��)� �� "%�'�� 49�957+ �(�����

Φ̃−
q (l

−
q ) = Φ+

q (l
[h1]) � ϕ+

q (l
+∗
q ) � ϕ−

q (l
−
q ). 49�967

0���� �&��$��+ � ������
�������� � !%�� �
���� ����'�
�� 49�997 �(
����
 �$ '����
��'�
� 49�9�7 � 49�967�

.����� �)�� 
�����+ %
� τq = ϑh1 � τq+τ �= ϑh2 . ����$�
� ��
�� ����'�
� 49�997 ����
����
�� �� �'� ���� � ������
��''(� �(2� � !%���� <������� '� ���
'�2�'�� 4>�9�7+
4>�567+ 49�:>7+ 49�:97 � 49�>�7+ �� !%���+ %
�+ � ��'�* �
���'(+ �����( &( '� &( � ���
��
l−q = {lh1 , . . . , lh2−1, l0} ∈ G−

q , ���� (ν, l+∗
q ) ∈ Mq(l

−
q ) � ���
�� l[h1+1]∗ = {l∗h1+1, . . . , l

∗
N} ∈

F+
q (l+∗

q ), � � ���
��� l[h1] = {lh1, νl
∗
h1+1, . . . , νl

∗
N} &!�!
 ���
� ���
� �� "%�'��

(ν, l[h1+1]∗) ∈ M [h1](l[h1]), l[h1] ∈ F−
q (l−q ), 49�9�7

� � ��!��* �
���'(+ � �  "&(� ���
��� l[h1] ∈ L−
q � ���( (ν, l[h1+1]∗) ∈ M [h1](l[h1]), �� �

�� �)�
� l−q = S−
q (l

[h1]) � l+∗
q = S+

q (l
[h1+1]∗), &!��
 ������� ��� �� "%�'��

(ν, l+∗
q ) ∈Mq(l

−
q ). 49��A7

.����� �$ ����'�
� 49�997 �(
����
 '��������
��''� �$ �������''(� ���
'�2�'�*� .��
��*��� � ����$�
� ��
�! �
����� ����'�
�� 49�997�

I�,�����!�� ���
�� l−q = {lh1, . . . , lh2−1, l0} ∈ G−
q �+ !%�
(��� ���
'�2�'�� 49�:>7

� 49�9>7+ �(&���� ���! (ν, l+∗
q ) ∈ Mq(l

−
q ) � ���
�� l[h1+1]∗ = {l∗h1+1, . . . , l

∗
N} ∈ F+

q (l+∗
q ) 
��+

%
�&( �(�� '� ��� ����'�
��

ϕ−
q (l

−
q ) = νϕ+

q (l
+∗
q )− 〈lh1 , Dh1ch1〉 = νΦ+

q (l
[h1+1]∗)− 〈lh1, Dh1ch1〉,

� �� �)�� l[h1] = {lh1, νl
∗
h1+1, . . . , νl

∗
N}. 0����+ !%�
(��� ���
'�2�'�� 4>�567 � �� "%�'��

49�9�7+ �� !%���

ϕ−
q (l

−
q ) � Φ−

q (l
[h1]) � Φ̃−

q (l
−
q ). 49���7

@ ��!��* �
���'(+ �(&���� ���
�� l[h1] = {l[h1]
h1
, . . . , l

[h1]
N } ∈ F−

q (l−q ) � ���! (ν, l[h1+1]∗) ∈
M [h1](l[h1]) �$ !� ���*

Φ̃−
q (l

−
q ) = Φ−

q (l
[h1]) = νΦ+

q (l
[h1+1]∗)− 〈l[h1]

h1
, Dh1ch1〉

6�



� �� �)�� l+∗
q = S+

q (l
[h1+1]∗). @ �����* '� ���
'�2�'�� 49�:>7 � 49�9>7+ �� "%�'�� 49��A7

� ����'�
�� lh1 = l
[h1]
h1

�(�����

Φ̃−
q (l

−
q ) � νϕ+

q (l
+∗
q )− 〈lh1, Dh1ch1〉 � ϕ−

q (l
−
q ). 49��:7

3�����'�
�� 49���7 � 49��:7 ����$(��"
 �
���� ����'�
�� 49�997 � � !%�� τq = ϑh1

� τq + τ �= ϑh2 .
� ��
��2���� � !%�� τq = ϑh1 � τq+τ = ϑh2 ����$�
� ��
�� ����'�
� 49�997 ���
����


����$�
� ��
�� � � � !%�� τq = ϑh1 � τq + τ �= ϑh2, 
� ��� ����
� ���
'�2�'�� 49�:97
� ��!�
 ���� �$���
� ���
'�2�'�� 49�:�7�

� ��%��
�� � ���
��� �$ !
���)��'�� 9�� �
��
�� ���$� ��)�! ���
����� �� �%�'
E±

j (·) 4>�5�7 � e±j (·) 49�:57�
� 
 � � � ) � � ' � � 9�:� ����
 Δk = Δk{τj} % ��������� ���� (2.3), (2.28).  ����

�����
� ��	���� E±
j (·) � e±j (·), j = 1, k + 1, ������	��
�� �� ���
�	�
 (3.69) � (4.26)

��������������� ������� ������'����
�

e±j (z
±
j ) = E±

j (T
±
j (z±j )), z±j ∈ R

d±
j , j = 1, k + 1. 49��>7

��������	
����� .!�
� j = 1, k + 1, h1 = h1(τj + 0) 4>�5:7+ z+j ∈ R
d+
j � z[h1] = T+

j (z+j ).
.������� ������� ����
� ����'�
��

e+j (z
+
j ) = E+

j (z
[h1]). 49��97

.��'���� �� �'���'�� ���
'�2�'�� 49�>97+ �(&���� ���
��( l+j ∈ G+
j � l[h1] ∈ F+

j (l+j )
�$ !� ���*

e+j (z
+
j ) = 〈l+j , z+j 〉+ ϕ+

j (l
+
j ) = 〈l+j , z+j 〉+ Φ+

j (l
[h1]).

� �� ! ����'�
�� S+
j (l

[h1]) = l+j � �� "%�'�� l[h1] ∈ L+
j , � !%�
�� 
���+ %
� S+

j (·) G
�����)�''(* � T+

j (·)  �'�*'(* �����
��+ �����

e+j (z
+
j ) = 〈l[h1], z[h1]〉+ Φ+

j (l
[h1]) � E+

j (z
[h1]). 49���7

@ ��!��* �
���'(+ �(&���� ���
�� l[h1] ∈ L+
j �$ !� ����

E+
j (z

[h1]) = 〈l[h1], z[h1]〉+ Φ+
j (l

[h1]).

.� �)�� l+j = S+
j (l

[h1]). 0���� l+j ∈ G+
j � l[h1] ∈ F+

j (l+j ), �
�!��+ �'��� !%�
(���+ %
� S
+
j (·)

G �����)�''(* � T+
j (·)  �'�*'(* �����
��+ �������� '� ���
'�2�'�� 49�>97+ �(�����

E+
j (z

[h1]) = 〈l+j , z+j 〉+ Φ+
j (l

[h1]) � 〈l+j , z+j 〉+ ϕ+
j (l

+
j ) � e+j (z

+
j ). 49��57

E���'�
�� 49��97 � ��!�
 �$ ���
'�2�'�* 49���7 � 49��57� E���'�
��

e−j (z
−
j ) = E−

j (T
−
j (z−j )), z−j ∈ R

d−
j ,

����$(���
�� �'� ���%'(� �&��$�� � ��'�
'(�� �$��'�'�����

<
��
��+ %
�+ ������ &( '� &( � ��$&��'�� Δk = Δk{τj} ���� 4:�>7+ 4:�:67+ � �� !
���
'�2�'�* 4>��A7+ 49��7 � 49��>7 � �  "&�* '�%� �'�* ��$�-�� (t0, x0, p0(·)) ∈ K ���"

���
� ����'�
��

e−1
(
w−

1 (x0, p0(·))
)
= E−

1

(
w[1](t0, x0, p0(·))

)
= e

[1]
1

(
w[1](t0, x0, p0(·))

)
.

� �
��� ������� ����
� 
�����( 9�� �(
����
 '��������
��''� �$ 1
�� ����'�
�
� 
�����( >�:�
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� 6�6� �.*&2&#�%� !�)� +%(��4'���"

.��)�� %�� ��������
� � ����$�
� ��
�! 
�����( 9�:+ ����)�� ��� ��������
� ��
'(� !
���)��'�*�

P � � � � 9�>� �	� 	����� ���	� ε > 0 �������� ���	� δ > 0, �	� �������� �����
�������	��� �	����#�� �����$������

����
 Δk = Δk{τj} % ��������� ���� (2.3), (2.28) � ���
����
 δk � δ. ����


j = 1, k, (τj , x∗, p∗(·)) ∈ K, zj∗ ∈ R
d+
j , fj∗ ∈ R, � ����	������ �����������

‖sj∗‖2 + f 2
j∗ � (r+j )

2(ε), sj∗ = w+
j (x∗, p∗(·))− zj∗. 49���7

����
 ���$���� x[τj [·]τj+1] �����
� (2.1) ����$���� �� ������� (τj , x∗, p∗(·)) ��������

�� ���	������� ��
�!� v[τj [·]τj+1) � ���������� ���	������� �����	���� u[τj[·]τj+1) =
= {u(t) = ue, τj � t < τj+1}, ���

ue ∈ argmin
u∈P

〈sj∗,Bj(τj)u〉. 49��67

����
 ���$���� zj[τj [·]τj+1] zj������
� (4.10) ����$���� �� ������� (τj , zj∗) ��������

�� ���	������� �����	���� u∗[τj [·]τj+1) � ���������� ���	������� ��
�!� v∗[τj [·]τj+1) =
= {v∗(t) = ve∗, τj � t < τj+1}, ���

ve∗ ∈ argmax
v∗∈Q

〈sj∗,Cj(τj)v∗〉. 49���7

 ���� �
��� 
���� �����������

‖w−
j+1

(
x(τj+1), uτj+1

(·))− zj(τj+1)‖2 + f 2
j∗ � (r−j+1)

2(ε). 49�5A7

&���
 ��	����� r+j (ε) � r
−
j+1(ε) ������	����� � ���	���� � (4.28).

��������	
����� � ���
��
�
��� � ���
'�2�'���� 4����7�4����7+ !%�
(��� ����'�
��
4>��7+ � � ��)���� i = 0, N ��� δ > 0 ������ �� �� �%�'(

ω1

(
Bi(·), α(·); δ

)
, ω2

(
Ci(·), β(·); δ

)
, M

(
Bi(·), Ci(·), α(·), β(·)

)
,

��� Bi(t) � Ci(t) G ��
��-(�,!'�-�� �$ 4:��>7 � 49��7� <&�$'�%��

ω(δ) =

N∑
i=0

(
ω1

(
Bi(·), α(·); δ

)
+ ω2

(
Ci(·), β(·); δ

))
, δ > 0,

M =

N∑
i=0

M
(
Bi(·), Ci(·), α(·), β(·)

)
.

.� %�� ! ε > 0 �(&���� %�� � δ > 0 
��+ %
�&( ��� � ���
� '�����'�
��

16M2δ � ε, 64(1 + ϑ− t0)ω
2(δ) � ε.

; ������� 
����! �(&��! %�� � δ � !%�
�� ����'�
� 4>��7 � �  "&��� j = 1, k � �
��
��-�,!'�-�* Bj(t) � Cj(t) 49���7 &!��
 �(�� '�
��� !� ���� 4���57+ �+ �
� � &(
�+
� � zj����
��( 49��A7 &!��
 ������� ��� !
���)��'��  ���( ��>�

E�����
��� ��������
� �'�� ���)�'�� z̃j[τj [·]τj+1] zj����
��(+ ����)��''�� �$ ���
$�-��

(
τj ,w

+
j (x∗, p∗(·))

)
��� �$�-���� !���� �'�� u[τj [·]τj+1) � ������ v[τj [·]τj+1), �����

�� �"#��� ���)�'�� x[τj [·]τj+1]. .� �)�� h1 = h1(τj + 0) 4>�5:7 � h2 = h2(τj + 0) 49��7

6�



� � � ��)���� i = h1, h2 − 1 ������
��� ���)�'�� z̃i[τj [·]τj+1] zi����
��( 4:��:7 � ����
)�'�� z̃0[τj [·]τj+1) z0����
��( 49�97+ �
��%�"#�� ���)�'�" z̃j[τj [·]τj+1].

� ��� ���� �  ������ :�: � 9��+ !%�
(��� ���
'�2�'�� 4:���7 � '�����'�
�� τj+1 � ϑi,
i = h1, h2 − 1, �����

z̃i(τj+1) = wi

(
τj+1, x(τj+1), uτj+1

(·)), i = h1, h2 − 1,

z̃0(τj+1) = w0

(
τj+1, x(τj+1), uτj+1

(·)),
�
�!�� �� !%���

z̃j(τj+1) = w−
j+1

(
x(τj+1), uτj+1

(·)). 49�5�7

.��'���� �� �'���'�� ����'�
�� 4>��7+ �����'��  ���! ��> � ���)�'��� z̃j[τj [·]τj+1]
� zj[τj [·]τj+1] ��� R = (1 +D2)h2−1, ��� ���
��''�� D ������ ��
�� � ��� ���� � 49�:�7+
�(����� �-�'�!

‖z̃j(τj+1)− zj(τj+1)‖2 + f 2
j∗ � (r−j+1)

2(ε). 49�5:7

3�����'�
�� 49�5A7 � ��!�
 �$ ���
'�2�'�* 49�5�7 � 49�5:7�

P � � � � 9�9� �	� 	����� ���	� ε > 0 �������� ���	� δ > 0, �	� �������� �����
�������	��� �	����#�� �����$������

����
 Δk = Δk{τj} % ��������� ���� (2.3), (2.28) � ���
����
 δk � δ. ����
 j =

1, k, (τj , x∗, p∗(·)) ∈ K, zj∗ ∈ R
d+
j , fj∗ ∈ R, � ����	������ ����������� (4.57) ��� sj∗ =

= zj∗ −w+
j (x∗, p∗(·)). ����
 ���$���� x[τj [·]τj+1] �����
� (2.1) ����$���� �� �������

(τj , x∗, p∗(·)) �������
�� ���	������� �����	���� u[τj[·]τj+1) � ���������� ���	�������
��
�!� v[τj[·]τj+1) = {v(t) = ve, τj � t < τj+1}, ���

ve ∈ argmax
v∈Q

〈sj∗,Cj(τj)v〉.

����
 ���$���� zj[τj [·]τj+1] zj������
� (4.10) ����$���� �� ������� (τj , zj∗) ��������

�� ���	������� ��
�!� v∗[τj [·]τj+1) � ���������� ���	������� �����	���� u∗[τj [·]τj+1) =
= {u∗(t) = ue∗, τj � t < τj+1}, ���

ue∗ ∈ argmin
u∗∈P

〈sj∗,Bj(τj)u∗〉.

 ���� �
��� 
���� ����������� (4.60).

��������	
����� ����$�
� ��
��  ���( ���
����
 � ��'�
'(�� �$��'�'���� ����$��

� ��
��  ���( 9�>�

�� ��+ �!�
� Δk = Δk{τj} G ��$&��'�� ���� 4:�>7+ 4:�:67 � '� &�$� 1
��� ��$&��'��
������ �'� ���
��� �� �%�' e±j (·), j = 1, k + 1, 49�:57� @ ��!"#�� ���  ���( !�
�'�� ��
��"
 ���*�
�� u� � v��
�&� �'��
� 1
�* ���
��( �� �%�' �
'���
� �'� ��������
� �'(�
zj����
�� 49��A7�

P � � � � 9��� ����
 j = 1, k, zj∗ ∈ R
d+
j � v∗ ∈ Q.  ���� �	� ���������� ���	������

��
�!� v∗[τj [·]τj+1) = {v∗(t) = v∗, τj � t < τj+1} �������� ����� �������
�� ���	��
����� �����	���� u[τj[·]τj+1), ��� �� ������� (τj , zj∗) ��� ��������
 "��! ���	������

zj������
� (4.10) �������� � ������� (τj+1, zj(τj+1)), �	� ������� ����� ����	����

�����������

e−j+1(zj(τj+1)) � e+j (zj∗). 49�5>7

�A



��������	
����� .� �)�� h1 = h1(τj + 0) 4>�5:7 �

z[h1]∗ = T+
j (zj∗), 49�597

���  �'�*'(* �����
�� T+
j (·) ������ ��
�� � ��� ���� � ���
'�2�'��� 49�67� H��� �$!�

� !%�
�� ����'�
� 4>��7 ���*�
�� u��
�&� �'��
� 4���  ���! ���7 ���
��( �� �%�' e
[h1]
j (·)

4>�>57 �� �
'�2�'�" � ��������
� �'�* z[h1]����
��� 4>��7+ �(&���� ��� �$�-�" !�����
 �'�� u[τj [·]τj+1) 
��+ %
�&( � � ���)�'�� z[h1][τj [·]τj+1] 1
�* ���
��(+ ����)��''��� �$

��$�-�� (τj , z
[h1]∗ ) ��� �$�-���� u[τj [·]τj+1) � v∗[τj [·]τj+1), �(�� '� ��� '�����'�
��

e
[h1]
j+1(z

[h1](τj+1)) � e
[h1]
j (z[h1]∗ ).

.��'���� �� �'���'�� ���
'�2�'�� 4>��A7+ �����

E−
j+1(z

[h1](τj+1)) � E+
j (z

[h1]∗ ). 49�5�7

<������� '�  ���! 9�:+ �� !%���+ %
� � � ���)�'�� zj[τj [·]τj+1] zj����
��( 49��A7+ ���
��)��''��� �$ ��$�-�� (τj , zj∗) 1
��� )� ��� �$�-���� u[τj [·]τj+1) � v∗[τj [·]τj+1), &!��

������� ��� ����'�
��

z[h1](τj+1) = T−
j+1(zj(τj+1)). 49�557

H$ '�����'�
�� 49�5�7+ ���� �$!� ���
'�2�'�� 49��>7+ 49�597 � 49�557+ �(����� 
��&!����
'�����'�
�� 49�5>7� P���� ����$�'��

P � � � � 9�5� ����
 j = 1, k, zj∗ ∈ R
d+
j � u∗ ∈ P.  ���� �	� ���������� ���	������

�����	���� u∗[τj [·]τj+1) = {u∗(t) = u∗, τj � t < τj+1} �������� ����� �������
��
���	������ ��
�!� v[τj [·]τj+1), ��� �� ������� (τj , zj∗) ��� ��������
 "��! ���	������
zj������
� (4.10) �������� � ������� (τj+1, zj(τj+1)), �	� ������� ����� ����	����

�����������

e−j+1(zj(τj+1)) � e+j (zj∗).

��������	
����� ����$�
� ��
��  ���( �������
�� �� ����� ����$�
� ��
��  ���( 9��
� ������
�� '� ���*�
�� v��
�&� �'��
� 4 ���� ��:7 ���
��( �� �%�' e

[i]
j (·) 4>�>57 �� �
�

'�2�'�" � z[i]����
��� 4>��7+ i = 1, N.

<
��
�� �#� ��'� ���*�
�� ���
��( �� �%�' e±j (·).
P � � � � 9��� ����
 j = 1, k + 1, h1 = h1(τj) (3.62), h2 = h2(τj) (4.1), �

z−j = {zh1, . . . , zh2−1, z0} ∈ R
d−
j .

 ���� �
��� 
���� �	����#�� ������'����,

��	� τj �= ϑh1 � τj + τ �= ϑh2 , ��

e−j (z
−
j ) = e+j (z

−
j ); 49�5�7

��	� τj �= ϑh1 � τj + τ = ϑh2 , ��

e−j (z
−
j ) = e+j ({zh1 , . . . , zh2−1, Dh2z0, z0}); 49�567

��	� τj = ϑh1 � τj + τ �= ϑh2 , ��

e−j (z
−
j ) = σh1

(
zh1 −Dh1ch1, e

+
j ({zh1+1, . . . , zh2−1, z0})

)
; 49�5�7

��	� τj = ϑh1 � τj + τ = ϑh2 , ��

e−j (z
−
j ) = σh1

(
zh1 −Dh1ch1 , e

+
j ({zh1+1, . . . , zh2−1, Dh2z0, z0})

)
. 49��A7

&���
 σh1(·) % ���
� �� (3.2).

��������	
����� @������ ����
�  ���( �(
����
 '��������
��''� �$ � ���
��� >�:
� ���
'�2�'�* 49��>7+ �� � ���'�
� �� �'���'�� ������ �'�� 49�67 �����
���� T±

j (·).

��



� 6�;� �&,�1�%� !.%(& %�&��2) 6�$

<����� �� ��'�
�'
( σ � D � ���
��
�
��� � ���
'�2�'���� 4>�:>7 � 49�:�7+ � ,!'��

-�" r(·) G � ���
��
�
��� � 4����7� .� %�� ! ζ > 0 �(&���� %�� � ε
(1)
∗ > 0 
��+ %
�&( � �

 "&(� ���
���� z[1] = {z1, . . . , zN} ∈ R
d[1]

� z̃ [1] = {z̃1, . . . , z̃N} ∈ R
d[1]
, !��� �
����"#��

!� ���"

‖zi − z̃i‖ � r(ϑ, ε(1)∗ )
√
(1 +D2)N , i = 1, N,

�(�� '� ��� '�����'�
��

|μ1(z
[1])− μ1(z̃

[1])| � ζ/4,

� %�� � ε(2)∗ > 0 ������ �� �� %�� ! ζ �$ !� ����

NσN−1r(ϑ, ε(2)∗ )
√
(1 +D2)N � ζ/4.

.� �)��

ε∗ = min{ε(1)∗ , ε(2)∗ }. 49���7

.� %�� ! ξ = ζ/2 �(&���� %�� � δ(1) > 0 � ��� ���� � 
������* 9��� � � ��)���� %�� �
ε ∈ (0, ε∗] ������ �� %�� � δ(2) = δ(2)(ε) > 0 � δ(3) = δ(3)(ε) > 0 
��+ %
�&( �(�� '� ���
!
���)��'��  ��� 9�> � 9�9 ���
��
�
��''�� .� �)��

δ∗(ε) = min{δ(1), δ(2)(ε), δ(3)(ε)}, ε ∈ (0, ε∗]. 49��:7

.���)��+ %
� !��$�''(� %�� � ε∗ � ,!'�-�� δ∗(·) !��� �
����"
 !
���)��'�" �����
$(�����* 
�����(�

.!�
� (t0, x0, p0(·)) ∈ K, ε ∈ (0, ε∗] � Δk = Δk{τj} G ��$&��'�� ���� 4:�>7+ 4:�:67 � ����
��
��� δk � δ∗(ε). .!�
� x[t0[·]ϑ] G ���)�'�� ���
��( 4:��7+ ����)��''�� �$ '�%� �'�*
��$�-�� (t0, x0, p0(·)) $���'�� !���� �'�� {UΔk

(·), ε,Δk} '� &�$� �
��
���� UΔk
(·) 49�:�7

� ���� � '���
���* ���!�
���* ��� �$�-��* ������ v[t0[·]ϑ). .!�
� u[t0[·]ϑ) G ���
��
�
�
�!"#�� ��� �$�-�� !���� �'���

� ��� ���� � ���
'�2�'���� 49��7 � 49�>A7 �&�$'�%��

w±
j = w±

j

(
x(τj), uτj(·)

)
, j = 1, k + 1,

(z
(u)
j , f

(u)
j ) =

(
z
(u)
j

(
x(τj), uτj(·), ε

)
, f

(u)
j

(
x(τj), uτj(·), ε

))
, j = 1, k.

.!�
� j = 1, k. .� �)�� sj∗ = s
(u)
j

(
x(τj), uτj (·), ε

)
= w+

j − z
(u)
j � ������ �� ve∗ ∈ Q

�$ !� ���� 49���7� � � ��$�-�� (τj , z
(u)
j ) � ���
��''�* ��� �$�-�� ������ v∗[τj [·]τj+1) =

= {v∗(t) = ve∗, τj � t < τj+1} ���&���� ���!�
��!" ��� �$�-�" !���� �'�� u∗[τj [·]τj+1)
� ��� ���� �  ����* 9��� E�����
��� ���)�'�� zj [τj [·]τj+1] zj����
��( 49��A7+ ����)��'�

'�� �$ ��$�-�� (τj, z
(u)
j ) ��� ��*�
���� 1
�� ��� �$�-�* u∗[τj [·]τj+1) � v∗[τj [·]τj+1). .�

 ���� 9�� �� !%���

e−j+1(zj(τj+1)) � e+j (z
(u)
j ), 49��>7

� � �� !  ���( 9�>+ !%�
(��� ���
'�2�'�� 49�:�7+ 49�>�7 � 49��67 � �(&�� 49��:7 ,!'��
-�� δ∗(·), �����

‖w−
j+1 − zj(τj+1)‖2 + (f

(u)
j )2 � (r−j+1)

2(ε). 49��97

3�)� � ����$�
� ��
�� &!�!
 ���� �$���
��� �
�� �'(� �����'�'
( ���
���� w−
j+1

� zj(τj+1), ��1
��! ������ � � '�� ���-�� �'(� �&�$'�%�'��M

w−
j+1 =

{
w

(j+1)
h1(τj+1)

, . . . , w
(j+1)
h2(τj+1)−1, w

(j+1)
0

}
, zj(τj+1) =

{
z
(j+1)
h1(τj+1)

, . . . , z
(j+1)
h2(τj+1)−1, z

(j+1)
0

}
.

�:



<
��
��+ %
� � �� ! '�����'�
�� 49��97 ���"
 ���
� ���
'�2�'��

‖w(j+1)
i − z

(j+1)
i ‖ � r−j+1(ε), i = h1(τj+1), . . . , h2(τj+1)− 1,

‖w(j+1)
0 − z

(j+1)
0 ‖ � r−j+1(ε), |f (u)

j | � r−j+1(ε).
49���7

<����� �� �'����( j[i], i = 2, N + 1, � ��� ���� � 4>�:�7 � �� �)��

μi = μi

(
z
(j[i+1])
i −Dici, . . . , z

(k+1)
N −DNcN

)
, i = 1, N,

ωj = (N + 1− h1(τj + 0))σN−h1(τj+0)r−k+1(ε), j = 1, k.

<������� '� ���
'�2�'�� 49��>7�49���7+ ����)�� �� �'�!�-��+ %
� � �  "&��� j = 1, k
������� ��� '�����'�
��

e+j (z
(u)
j ) + f

(u)
j � μh1(τj+0) − ωj. 49��57

� � !%�� j = k, !%�
(��� ����'�
�� 4>��A7 � 49��>7+ � 
��)� ����'�
�� 4���:7 � �
��������
� �'�* ��,,���'-�� �'�* ���( 4>��7+ 4>���7 ��� i = N � ���
��( �� �%�'

e
[N ]
j (·) 4>�>57+ �����

e−k+1(zk(τk+1)) = E−
k+1(z

(k+1)
N ) = e

[N ]
k+1(z

(k+1)
N ) = μN ,

�
�!�� �(�����

e+k (z
(u)
k ) + f

(u)
k � e−k+1(zk(τk+1)) + f

(u)
k � μN − ωk.

�� ��+ ������ �)��+ %
� '�����'�
�� 49��57 ���'� � � j = q, q = 2, k, � ����)�� ���
� � j = q−1..� �)�� h1 = h1(τq) 4>�5:7 � h2 = h2(τq) 49��7 � � ��� ���� � ���
'�2�'����
49�:A7�49�:�7 ����$�
� ��
�� '�����'�
�� 49��57 ��� j = q − 1 �������� �� �
�� �'��
�
� ��)��� �$ � ��!"#�� � !%����

O� � τq �= ϑh1 � τq + τ �= ϑh2 , 
�

w+
q = w−

q , r+q (ε) = r−q (ε),

� � �����
� �'�+ ������� ��� '�����'�
��

‖w+
q − zq−1(τq)‖2 + (f

(u)
q−1)

2 � (r+q )
2(ε),

�$ ��
�����+ ���� �$!� ����'�
�� 49�5�7+ � �� ! ���
'�2�'�* 49�>A7 � 49�>�7 � ������ ��
)�'�� �'�!�-�� �� !%���

e+q−1(z
(u)
q−1) + f

(u)
q−1 � e−q (zq−1(τq)) + f

(u)
q−1 =

= e+q (zq−1(τq)) + f
(u)
q−1 � e+q (z

(u)
q ) + f

(u)
q � μh1 − ωq−1.

.����� �)�� 
�����+ %
� τq �= ϑh1 � τq + τ = ϑh2 . H����

w+
q = {w(q)

h1
, . . . , w

(q)
h2−1, Dh2w

(q)
0 , w

(q)
0 }, r+q (ε) = r−q (ε)

√
1 +D2.

0���� �� !%���

‖w+
q − {z(q)h1

, . . . , z
(q)
h2−1, Dh2z

(q)
0 , z

(q)
0 }‖2 + (f

(u)
q−1)

2 �

� ‖w−
q − zq−1(τq)‖2 + (f

(u)
q−1)

2 +D2‖w(q)
0 − z

(q)
0 ‖2 � (r+q )

2(ε).

�>



.��'���� �� �'���'�� ���
'�2�'�� 49�567+ 49�>A7 � 49�>�7+ � 
��)� '�����'�
�� 49��57
� � j = q, �(�����

e+q−1(z
(u)
q−1) + f

(u)
q−1 � e−q (zq−1(τq)) + f

(u)
q−1 =

= e+q ({z(q)h1
, . . . , z

(q)
h2−1, Dh2z

(q)
0 , z

(q)
0 }) + f

(u)
q−1 � e+q (z

(u)
q ) + f

(u)
q � μh1 − ωq−1.

�� ��+ �!�
� τq = ϑh1 � τq + τ �= ϑh2 . 0���� �����

w+
q = {w(q)

h1+1, . . . , w
(q)
h2−1, w

(q)
0 }, r+q (ε) = r−q (ε),

� $'�%�
+ ������� ��( '�����'�
��

‖w+
q − {z(q)h1+1, . . . , z

(q)
h2−1, z

(q)
0 }‖ � ‖w−

q − zq−1(τq)‖ � r+q (ε),

� !%�
�� ��
��(�+ ���'���� �� �'���'�� ���
'�2�'�� 49�>A7 � 49�>�7 � ������ �)�'��
�'�!�-��+ �� !%���

e+q ({z(q)h1+1, . . . , z
(q)
h2−1, z

(q)
0 }) � e+q (z

(u)
q ) + f (u)

q � μh1+1 − ωq.

� �
���+ ���� �$!� ����'�
�� 49�5�7+ ���*�
�� '���( σh1(·) 4>�:7 � ���
'�2�'�� 4>�>7+
�(�����

e+q−1(z
(u)
q−1) + f

(u)
q−1 � e−q (zq−1(τq)) + f

(u)
q−1 =

= σh1

(
z
(q)
h1

−Dh1ch1, e
+
q ({z(q)h1+1, . . . , z

(q)
h2−1, z

(q)
0 }))+ f

(u)
q−1 �

� μh1 − σh1(0, ωq) + f
(u)
q−1 � μh1 − ωq−1.

� ��
��2���� � !%�� τq = ϑh1 � τq + τ = ϑh2 �����

w+
q = {w(q)

h1+1, . . . , w
(q)
h2−1, Dh2w

(q)
0 , w

(q)
0 }, r+q (ε) = r−q (ε)

√
1 +D2.

0���� �� !%���

‖w+
q − {z(q)h1+1, . . . , z

(q)
h2−1, Dh2z

(q)
0 , z

(q)
0 }‖2 �

� ‖w−
q − zq−1(τq)‖2 +D2‖w(q)

0 − z
(q)
0 ‖2 � (r+q )

2(ε),

�
�!��+ � �����* '� ���
'�2�'�� 49�>A7 � 49�>�7 � '�����'�
�� 49��57 � � j = q, �(�����

e+q ({z(q)h1+1, . . . , z
(q)
h2−1, Dh2z

(q)
0 , z

(q)
0 }) � e+q (z

(u)
q ) + f (u)

q � μh1+1 − ωq.

�%�
(��� ����'�
�� 49��A7+ �'��� ���� �$!� ���*�
�� '���( σh1(·) 4>�:7 � ���
'�2��
'�� 4>�>7+ $�� "%���

e+q−1(z
(u)
q−1) + f

(u)
q−1 � e−q (zq−1(τq)) + f

(u)
q−1 =

= σh1

(
z
(q)
h1

−Dh1ch1, e
+
q ({z(q)h1+1, . . . , z

(q)
h2−1, Dh1z

(q)
0 , z

(q)
0 }))+

+ f
(u)
q−1 � μh1 − σh1(0, ωq) + f

(u)
q−1 � μh1 − ωq−1.

0���� �&��$��+ '�����'�
�� 49��57 ����$�'� � � j = q − 1.
<������� '� ���
'�2�'�� 49�>A7 � 49�>�7 � '�����'�
�� 49��57 ��� j = 1, ���'����

�� �'���'�� �(&�� 49���7 %�� � ε∗, �(�����

e+1 (w
+
1 ) � e+1 (z

(u)
1 ) + f

(u)
1 � μ1 − ω1 � μ1 − ζ/4. 49���7

�9



�� ��+ � ��� ���� � ���
'�2�'��� 4:��A7 �� !%���

w
(j[i+1])
i = wi(ϑi, x(ϑi), uϑi

(·)) = Dix(ϑi), i = 1, N,

� $'�%�
+ � ���
��
�
��� � '�����'�
���� 49���7 ������� ��� �-�'��

‖z(j[i+1])
i −Dix(ϑi)‖ � r−

j[i+1](ε), i = 1, N,

�$ ��
���*+ � !%�
�� �(&��� 49���7 %�� � ε∗, $�� "%���+ %
� � � $'�%�'�� γ = γ
(
x[t0[·]ϑ]

)
����$�
� � ��%��
�� 4>�97+ ��� �$����2����� '� ������
�������� ���)�'�� x[t0[·]ϑ],
����
 ���
� '�����'�
��

|μ1 − γ| � ζ/4. 49��67

H$ ���
'�2�'�* 49���7 � 49��67+ �� � ���'�
� �� �'���'�� '�����'�
�� 49�>:7 ��� ξ =
ζ/2 � ������� ���� � �� !  ���( 9�� � ���
'�2�'�� 49��7 ����'�
�� e−1 (w

−
1 ) = e+1 (w

+
1 ),

�(����� �-�'�!
γ � Γ0

u(t0, x0, p0(·)) + ζ,

��
���� $����2��
 ����$�
� ��
�� ζ���
��� �'��
� $���'� !���� �'�� {UΔk
(·), ε,Δk}.

D'� ���%'(� �&��$�� � ��'�
'(�� �$��'�'���� !�
�'�� ����
�� ζ���
��� �'��
�
$���'� ,��������'�� ������ {VΔk

(·), ε,Δk} '� ��'��� �
��
���� VΔk
(·) 49�:�7+ ��� 1
��

����
�  ��� 9�> � 9�� ���� �$!"
�� ���
��
�
��''�  ���( 9�9 � 9�5� 0������ 9�: �����
$�'��

0���� �&��$��+ � ��� ���� � 
�������� 9�� � 9�: ��2�'�� $���%� ��
���$�-�� ���
��'
�� ��� $���$�(��'�� � !���� �'�� � ��$�-��''�� ����$�
� � ��%��
�� 4:��7+ 4>�97
�����
�� � ������ �'�" � ���
��
�
��� � ���!-�����''�* ���-��!��* 49���7�49�:�7 �'��
)��
� G±

j � �(�!� (� �����! �&� �%�� ϕ±
j (·) ��������
� �'(� ,!'�-�* ψj(·). E��!-��

����''�� ��$���'��
� d±
j 49�57 �'�)��
� G±

j ��$�� ��
 ���� �$���
� �� !%�''(� ��$�
��2�"#�� ��'�
�!�-�� � ��� %�� �''�� ���
���'�� 
��&!��(� �(�!� (� �&� �%���
<
��
��+ %
� � � !%��+ ����� ����'
( �����'� ϑi �$ ����$�
� � ��%��
�� 4>�97 ���$�'(
� �� �%�'�* $���$�(��'�� τ ���
'�2�'����

ϑi = t0 + iτ, i = 1, N, 49���7

� � � ��)���� i = 1, N ��
��-� Di ����
 ��$���( (n × n), !����'!
�� ��$���'��
�
���
��''� � ���'� 2n.

.� �'� ���� � �5:� &( ��$��&�
�' %�� �''(* ��
�� ��� �$�-�� ���-��!�( 49���7�
49�:�7+ ��'���''(* '� J����� �'�*K ����������-�� �& ��
�* ������ �'�� ��(�!� ��
��(� ,!'�-�* � ���& �)�''�� ���
���'�� �(�!� �* �����! �&� �%�� ,!'�-�� ���
'�)'�* ���&�"#�* ��'�%'��� '�&��� ����'(� ������ �����
�* � �� ������,��!� .�
����� �$ �5�+ 5>� ���!
 &(
� �&��'���'( ��������
� � !�
�*%����
� 1
��� ��
����

� 6�<� 
��2��)

� 1
�� ��$�� � �������'( ��� �������+ ��� ��2�'�� ��
��(� ���� �$!�
�� ���!-��
����''�� ���-��!�� 49���7�49�:�7�

� ��%��
�� ������� ������� ������
��� ��'���%���!" ���
��!+ ���)�'�� ��
���*
����(���
�� !���'�'���

dx(t)/dt = sin (π(t+ 1))x(t) + (1− 0.1 t)u(t) + 0.1t u(t− 1) + 0.8 v(t),

t0 = 0 � t < 10, x ∈ R, u ∈ P = [−1, 1], v ∈ Q = [−1, 1].
49�6A7

I���'� '�%� �'�� ��$�-��

x0 = 1, p0(ξ) = 0, ξ ∈ [−1, 0), 49�6�7

��



��

�

�

x

� � �  ! t

x(1)(t)

x(2)(t)

x(3)(t)

��.� ;� E�$! �
�
 ���! �����'�� ���-���� !���� �'�� � $���%� 49�6A7�49�6:7 ��� ��*�
�
��� ��
��� �'��� $���'� !���� �'�� {UΔk

(·), ε,Δk} � 
��� �����'
�� �����

� ����$�
� � ��%��
��

γ =
( 10∑

i=1

x2(i)
)1/2

. 49�6:7

I���%� ��
���$�-�� ����'
�����''��� ��$! �
�
� 49�6A7�49�6:7 ��2� ��� '� ��'��
�� �����''(� � ��$�� � 9�: ��'�
�!�-�*� � ��''�� ������� �(�� '��
�� ���
'�2��
'�� 49���7 � ��$���'��
� �& ��
�* ������ �'�� ��(�!� ���(� ,!'�-�* ���'� 2. <
���

��+ %
� ��� ���� �$���'�� � � ��2�'�� $���%� 49�6A7�49�6:7 ��$��2�"#�* ���-��!�(
4>�597�4>�567 ���
��
�
�!"#�� ��$���'��
� ��'� ��� &( �
 1 �� 10.

.������� ��$! �
�
( %�� �''��� ���� �����'��� .�� �(%�� �'��� &( � �(&���
'( ���'����'�� ��$&��'�� Δk �
��$�� �����'� [0, 10] � 2���� δk = 0.005 � $'�%�'��
������
�� 
�%'��
� ε = 0.05. D�����'� ���%�
�''�� �� �%�'� ��
��� �'��� ����'
��
����''��� ��$! �
�
�M

Γ0
u = Γ0

u(t0, x0, p0(·)) ≈ 1.808.

3� ���!'�� � �$�&��)�'( ���)�'�� x(i)[0[·]10], i = 1, 3, ���
��( 49�6A7+ ����)��''(�
�$ '�%� �'�* ��$�-�� 49�6�7 $���'�� !���� �'�� {UΔk

(·), ε,Δk} '� &�$� �
��
���� UΔk
(·)

49�:�7 ��� � ��!"#�� �����'
�� �����M

�7 ������ ,�����!�
�� � ��� ���� � $���'�� {VΔk
(·), ε,Δk} '� &�$� �
��
���� VΔk

(·)
49�:�7N

:7 ������ ,�����!�
�� � ��� ���� � $���'�� {V (·), ε,Δk}, ���

V (t, x, p(·), ε) = − sgn(x), (t, x, p(·)) ∈ K, ε > 0;

>7 ������ �
�!
�
�!�
M v(t) ≡ 0.

E�� �$����2���� $'�%�'�� ����$�
� � ��%��
�� 49�6:7M

γ(1) ≈ 1.791 ≈ Γ0
u, γ(2) ≈ 1.791 ≈ Γ0

u, γ(3) ≈ 0.03 < Γ0
u.
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��

��

�

�

�

x2

�� �� � � � x1

x(1)(t)

x(2)(t)

x(3)(t)

��.� <� E�$! �
�
 ���! �����'�� ���-���� !���� �'�� � $���%� 49�6>7�49�6�7 ��� ��*�
�
��� ��
��� �'��� $���'� !���� �'�� {UΔk

(·), ε,Δk} � 
��� �����'
�� �����

E�����
��� �
���* ������� .!�
� ���)�'�� ��'���%����* ���
��( ����(���
��
��,,���'-�� �'(�� !���'�'����{

dx1(t)/dt = 0.1 x1(t)− x2(t) + u1(t) + (0.5 + t/6) u2(t− 1) + 0.2 v1(t),

dx2(t)/dt = x1(t) + 0.05 x2(t) + u2(t) + 0.4 v2(t),

t0 = 0 � t < 6, x = (x1, x2) ∈ R
2,

u = (u1, u2) ∈ P = {u ∈ R
2 : ‖u‖ � 1}, v = (v1, v2) ∈ Q = {v ∈ R

2 : ‖v‖ � 1}.

49�6>7

I���'� '�%� �'�� ��$�-��

x0 = (1, 2), p0(ξ) = 0, ξ ∈ [−1, 0). 49�697

.���$�
� � ��%��
�� ����
 ���

γ =
(
x21(2) + x22(3) + (x1(5)− 2)2 + (x1(6)− 1)2 + (x2(6)− 1)2

)1/2

. 49�6�7

I���%� ��
���$�-�� ����'
�����''��� ��$! �
�
� 49�6>7�49�6�7 ��2� ��� '� ��'���
�����''(� � ��$�� � 9�: ��'�
�!�-�*� .������� ��$! �
�
( %�� �''��� ���� �����'���
.�� �(%�� �'��� &( � �(&��'( ���'����'�� ��$&��'�� Δk �
��$�� �����'� [0, 6] � 2��
��� δk = 0.05 � $'�%�'�� ������
�� 
�%'��
� ε = 0.5. D�����'� ���%�
�''�� �� �%�'�
��
��� �'��� ����'
�����''��� ��$! �
�
�M

Γ0
u = Γ0

u(t0, x0, p0(·)) ≈ 1.95.

3� ���!'�� 5 �$�&��)�'( 
����
���� ���)�'�* x(i)[0[·]6], i = 1, 3, ���
��( 49�6>7+
����)��''(� �$ '�%� �'�* ��$�-�� 49�697 $���'�� !���� �'�� {UΔk

(·), ε,Δk} '� &�$�
�
��
���� UΔk

(·) 49�:�7 ��� � ��!"#�� �����'
�� �����M

��



�7 ������ ,�����!�
�� � ��� ���� � $���'�� {VΔk
(·), ε,Δk} '� &�$� �
��
���� VΔk

(·)
49�:�7N

:7 ������ ,�����!�
�� � ��� ���� � $���'�� {V (·), ε,Δk}, ���

V (t, x = (x1, x2), p(·), ε) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(sgn(x1), 0), 0 � t < 2,

(0, sgn(x2)), 2 � t < 3,

(sgn(x1 − 2), 0), 3 � t < 5,

(0.2(x1 − 1), 0.4(x2 − 1))√
0.4(x1 − 1)2 + 0.16(x2 − 1)2

, 5 � t � 6,

(t, x, p(·)) ∈ K, ε > 0;

>7 ������ �
�!
�
�!�
M v(t) ≡ 0.

E�� �$����2���� $'�%�'�� ����$�
� � ��%��
�� 49�6�7M

γ(1) ≈ 1.91 ≈ Γ0
u, γ(2) ≈ 1.27 < Γ0

u, γ(3) ≈ 1.07 < Γ0
u.
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Linear-convex guarantee optimization problems with control delay
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A control problem under condition of disturbances is considered for a linear dynamical system with control
delay. Optimized quality index is nonterminal and contains the evaluation of the system motion by a set
of deviations at given instants of time from given targets. Depending on the structure of the quality index
the existence of optimal control strategies in appropriate classes of feedback strategies is established. For
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calculating the value of the optimal guaranteed result and finding the optimal control laws a procedure of
backward construction of upper convex hulls of auxiliary functions is proposed. In the case of the positional
quality index a reduction of this procedure is performed. This reduction significantly reduces the dimension
of the domains of covexified functions. Results of numerical simulations are given.
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