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ÎÁ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÛÕ �ÀÂÍÎÌÅ�ÍÎ ÌÀËÛÕ

È ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎ ÌÀËÛÕ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ËÈÍÅÉÍÛÕ

�ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

Äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ïðîèçâîëüíîãî ïîêàçàòåëÿ ðåøåíèé ëèíåéíîé ãàìèëüòîíî-

âîé ñèñòåìû ïðè ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ ëèíåéíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì

ìíîæåñòâîì, ïîëó÷àåìûì ïðè ðàâíîìåðíî ìàëûõ ãàìèëüòîíîâûõ âîçìóùåíèÿõ. Êðîìå òîãî, óñòàíîâëåíî ñîâ-

ïàäåíèå ìíîæåñòâà âñåõ çíà÷åíèé ïðîèçâîëüíîãî ïîêàçàòåëÿ ðåøåíèé ëèíåéíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïðè

áåñêîíå÷íî ìàëûõ åå âîçìóùåíèÿõ ñ àíàëîãè÷íûì ìíîæåñòâîì, ïîëó÷àåìûì ïðè áåñêîíå÷íî ìàëûõ ãàìèëüòî-

íîâûõ åå âîçìóùåíèÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíûå ñèñòåìû, ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû, ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà, ðàâíîìåðíî ìàëûå âîçìó-

ùåíèÿ, áåñêîíå÷íî ìàëûå âîçìóùåíèÿ.

Ââåäåíèå

Äëÿ çàäàííîãî m ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåç Mm
ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ñèñòåì âèäà

ẋ = A(t)x, x ∈ R
m, t ∈ R

+ ≡ [0,∞), (0.1)

ñ îãðàíè÷åííîé êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé îïåðàòîð-�óíêöèåé A. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Mm
âñåõ

òàêèõ ñèñòåì íàäåëèì ðàâíîìåðíîé íà ïîëóïðÿìîé t ∈ R
+
òîïîëîãèåé, çàäàâàåìîé íîðìîé

‖A‖ = sup
t∈R+

|A(t)|, |A(t)| = sup
|x|=1

|A(t)x|.

Êàæäóþ ñèñòåìó (0.1) îòîæäåñòâèì ñ çàäàþùåé åå �óíêöèåé A, ÷åðåç X(t, τ), ãäå t, τ ∈ R
+
,

áóäåì îáîçíà÷àòü åå îïåðàòîð Êîøè, à ìíîæåñòâî âñåõ åå íåíóëåâûõ ðåøåíèé îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç S∗(A).

Î ï ð å ä å ë å í è å 1 (ñì. [6, 
. 125℄). Ïóñòü �óíêöèÿ x(t), îïðåäåëåííàÿ íà ïîëóîñè t ∈ R
+,

íå ïðèíèìàåò íóëåâûõ çíà÷åíèé. Íàçîâåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà ýòîé

�óíêöèè âåëè÷èíó

χ(x) ≡ lim
t→∞

1

t
ln |x(t)|.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2 (ñì. [9,11℄). Íàçîâåì ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû A ∈ Mm
÷èñëà

λi(A) ≡ inf
F∈Gi

lim
t→∞

1

t
ln ‖X|F (t, 0)‖, i = 1, . . . ,m,

ãäå Gi
� ìíîæåñòâî i-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà R

m, à X|F � ñóæåíèå îïåðàòîðà

Êîøè ñèñòåìû A íà ïîäïðîñòðàíñòâî F ⊂ R
m.

Èç �îðìóëû ñëåäóåò, ÷òî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà çàíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå íåñòðîãîãî âîçðàñ-

òàíèÿ

λ1(A) 6 λ2(A) 6 . . . 6 λm(A).

Î ï ð å ä å ë å í è å 3 (ñì. [3, 
. 116; 10℄). Âåðõíèì Ω(A) è ñîîòâåòñòâåííî íèæíèì ω(A)
öåíòðàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè ñèñòåìû A ∈ Mm

íàçûâàþòñÿ ÷èñëà

Ω(A) ≡ inf
T>0

lim
k→∞

1

kT

k
∑

s=1

ln ‖X(sT, (s − 1)T )‖,

ω(A) ≡ sup
T>0

lim
k→∞

1

kT

k
∑

s=1

ln ‖X((s − 1)T, sT )‖−1.
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Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà, à òàêæå âåðõíèé è íèæíèé öåíòðàëüíûå ïîêàçàòåëè ñèñòåì èç ïðî-

ñòðàíñòâà Mm
áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê îïðåäåëåííûå íà íåì �óíêöèîíàëû

λ1, . . . , λm,Ω, ω : Mm → R.

Ïóñòü m ÷åòíî (m = 2n) è â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R
m
çàäàí îðòîãîíàëüíûé êîñîñèì-

ìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð J (J−1 = J∗ = −J), îïðåäåëÿþùèé â R
m
ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòó-

ðó [1, � 37℄. Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå Mm
ìîæíî âûäåëèòü ïîäïðîñòðàíñòâî Hm

ëèíåéíûõ ãàìèëü-

òîíîâûõ ñèñòåì, ó êîòîðûõ, ïî îïðåäåëåíèþ, ïðè êàæäîì t ∈ R
+
îïåðàòîð JA(t) ñèììåòðè÷åí.

Î ï ð å ä å ë å í è å 4 ([16℄). Äëÿ âñÿêîé ñèñòåìû A ∈ Mm (A ∈ Hm) îáîçíà÷èì:

(a) ÷åðåç Mε(A) (Hε(A)) � ìíîæåñòâî ñèñòåì B ∈ Mm (B ∈ Hm), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-

âèþ ‖B −A‖ < ε, à âîçìóùåíèÿ òàêîãî òèïà áóäåì íàçûâàòü ðàâíîìåðíî ìàëûìè;

(b) ÷åðåç M0(A) (H0(A)) � ìíîæåñòâî ñèñòåì B ∈ Mm (B ∈ Hm), óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ ‖B(t) − A(t)‖ → 0, t → ∞, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî âîçìóùåíèå B − A íàçîâåì

áåñêîíå÷íî ìàëûì.

�åçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû ÷àñòè÷íî àíîíñèðîâàíû â [13�15℄.

� 1. Ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé

Ïóñòü çàäàí êàêîé-ëèáî ïîêàçàòåëü

κ : S∗ → R, S∗ ≡
⋃

A∈Mm

S∗(A), (1.1)

îïðåäåëåííûé íà íåíóëåâûõ ðåøåíèÿõ âñåâîçìîæíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 5 ([18℄). Ñïåêòðîì ïîêàçàòåëÿ κ (1.1) ñèñòåìû A ∈ Mm
íàçîâåì ìíîæå-

ñòâî

Spκ(A) ≡ {κ(x) | x ∈ S∗(A)}.

Î ï ð å ä å ë å í è å 6. �àâíîìåðíî ïðåäåëüíûì ñïåêòðîì ïîêàçàòåëÿ κ (1.1) ñèñòåìûA∈Mm

íàçîâåì ìíîæåñòâî

LMSpκ(A) ≡ Lim
Mm∋B→A

Spκ(B) (1.2)

òàêèõ çíà÷åíèé µ ∈ R, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ïðè ëþáîì ε > 0 íàéäóòñÿ ñèñòåìà B ∈ Mε(A)
è åå ðåøåíèå x ∈ S∗(B), óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó |κ(x) − µ| < ε. Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå

÷åòíîãî m íàçîâåì ãàìèëüòîíîâî ðàâíîìåðíî ïðåäåëüíûì ñïåêòðîì ïîêàçàòåëÿ κ ñèñòåìû

A ∈ Hm
àíàëîãè÷íîå (ñ çàìåíîé âñþäó M íà H) ìíîæåñòâî

LHSpκ(A) ≡ Lim
Hm∋B→A

Spκ(B). (1.3)

Î ï ð å ä å ë å í è å 7. Áåñêîíå÷íî ìàëî âîçìóùåííûì ñïåêòðîì ïîêàçàòåëÿ κ (1.1) ñèñòåìû

A ∈ Mm
íàçîâåì ìíîæåñòâî

M0Spκ(A) ≡
⋃

B∈M0(A)

Spκ(B) (1.4)

òàêèõ çíà÷åíèé µ ∈ R, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ íàéäóòñÿ ñèñòåìà B ∈ M0(A) è åå ðåøåíèå

x ∈ S∗(B), óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó κ(x) = µ. Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå ÷åòíîãî m íàçîâåì

ãàìèëüòîíîâî áåñêîíå÷íî ìàëî âîçìóùåííûì ñïåêòðîì ïîêàçàòåëÿ κ ñèñòåìû A ∈ Hm
àíà-

ëîãè÷íîå (ñ çàìåíîé âñþäó M íà H) ìíîæåñòâî

H0Spκ(A) ≡
⋃

B∈H0(A)

Spκ(B). (1.5)
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Ë å ì ì à 1. Â ñëó÷àå êîãäà κ ≡ χ � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà, ìíîæå-

ñòâî (1.2) èëè (1.3) ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì ïî i = 1, . . . ,m ìíîæåñòâ LMλi(A) èëè LHλi(A)
âñåõ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé â òî÷êå A ∈ Mm

èëè A ∈ Hm
â îòäåëüíîñòè êàæäîãî èç ïîêàçà-

òåëåé Ëÿïóíîâà λ1 6 . . . 6 λm, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê �óíêöèîíàëû â ïðîñòðàíñòâå Mm
èëè

Hm
ñîîòâåòñòâåííî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì, ÷òî

X ≡ LMSpχ(A) =

m
⋃

i=1

LMλi(A) ≡ Λ

(àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî LHSpχ(A) =
m
⋃

i=1
LHλi(A)). Âêëþ÷åíèå X ⊇ Λ âûïîëíå-

íî â ñèëó òîãî, ÷òî λi(A) ∈ Spχ(A) ïðè ëþáîì i = 1, . . . ,m. Äîêàæåì âêëþ÷åíèå X ⊆ Λ.
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå µ ∈ X. Ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíîìåðíî ïðåäåëüíîãî ñïåêòðà äëÿ ëþáîãî

ε > 0 íàéäóòñÿ ñèñòåìà B ∈ Mε(A) è åå ðåøåíèå x ∈ S∗(B), óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó

|χ(x)− µ| < ε. Âîçüìåì áåñêîíå÷íî óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εk = ε
2k

> 0 (k ∈ N). Òîãäà
äëÿ ëþáîãî k ∈ N íàéäóòñÿ ñèñòåìà Bk ∈ Mεk(A) è åå ðåøåíèå xk ∈ S∗(Bk), óäîâëåòâîðÿþùèå
íåðàâåíñòâó |χ(xk)− µ| < εk. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñèñòåìû Bk êîíå÷íî, òî

íàéäóòñÿ òàêèå i ∈ {1, . . . ,m} è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ kl (l ∈ N), ÷òî âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî |λi(Bkl) − µ| < εkl , à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî µ ∈ Λ. Ñëåäîâàòåëüíî, âêëþ÷åíèå X ⊆ Λ
òàêæå âûïîëíåíî. Ëåììà 1 äîêàçàíà. �

Ë å ì ì à 2. Â ñëó÷àå êîãäà κ ≡ χ � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà, ìíîæå-

ñòâî (1.4) èëè (1.5) ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì ïî i = 1, . . . ,m ìíîæåñòâM0λi(A) èëèH0λi(A)
âñåõ áåñêîíå÷íî ìàëî âîçìóùåííûõ çíà÷åíèé â òî÷êå A ∈ Mm

èëè A ∈ Hm
â îòäåëüíîñòè

êàæäîãî èç ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà λ1 6 . . . 6 λm, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê �óíêöèîíàëû â ïðî-

ñòðàíñòâå Mm
èëè Hm

ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1.

� 2. Ý��åêòèâíîñòü ãàìèëüòîíîâûõ âîçìóùåíèé

Ë å ì ì à 3 ([19℄). Ïóñòü çàäàíû ε > 0 è A ∈ Hm. Òîãäà åñëè B ∈ Mε(A) è x ∈ S∗(B), òî
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñèñòåìà C ∈ Hε(A), ÷òî x ∈ S∗(C).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñèñòåìó B ≡ A+Q ∈ Mε(A) ñ ðåøåíèåì x ∈ S∗(B) çàìåíèì ãàìèëü-

òîíîâîé ñèñòåìîé C ≡ A+P ∈ Hε(A) ñïåöèàëüíîãî âèäà, óäîâëåòâîðÿþùåé ïðè êàæäîì t ∈ R
+

ðàâåíñòâó P (t)x(t) = Q(t)x(t). À èìåííî, âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé ñèìïëåêòè÷åñêèé áàçèñ

e1, . . . , em ∈ R
m
(çàâèñÿùèé îò t êóñî÷íî-äè��åðåíöèðóåìî è íåïðåðûâíî) òàê, ÷òîáû âåêòîð

e1 ≡ e1(t) âñåãäà áûë ñîíàïðàâëåí ñ âåêòîðîì x(t), è îïðåäåëèì îïåðàòîð P ≡ P (t) ðàâåíñòâàìè

Pe1 = Q(t)e1 ≡ a1e1 + . . .+ anen + bJe1 + c2Je2 + . . .+ cnJen,

P ei = ciJe1 − bJei, i = 2, . . . , n, PJei = bei − aiJe1, i = 1, . . . , n.

Òîãäà îí â ýòîì áàçèñå çàïèøåòñÿ ìàòðèöåé (èç êîòîðîé âèäíà ñèììåòðè÷íîñòü îïåðàòîðà JP )

P =







a∗ 0 | bEn

b c | −a

c∗ −bEn−1 | 0






,

ãäå a ≡ (a1, . . . , an), c ≡ (c2, . . . , cn), Ei � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà i, è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

åäèíè÷íîãî âåêòîðà e = αe1+β2e2+ . . .+βnen− γ1Je1− . . .− γnJen, îáîçíà÷èâ β ≡ (β2, . . . , βn)
è γ ≡ (γ1, . . . , γn), ïîëó÷èì îöåíêó íà êâàäðàò âåêòîðà Pe (íèæå âñå ïðîèçâåäåíèÿ è êâàäðàòû

âåêòîðîâ ñêàëÿðíûå):

(Pe)2 = (αa − γb)2 + (αb+ βc+ γa)2 + (αc − βb)2 =

= α2a2 − 2αaγb+ γ2b2 + α2b2 + 2αb(βc + γa) + (βc+ γa)2 + α2c2 − 2αcβb + β2b2 6

6 (α2 + β2 + γ2)b2 + α2(a2 + c2) + (β2 + γ2)(a2 + c2) =

= (α2 + β2 + γ2)(a2 + b2 + c2) 6 1 · ε2 = ε2.
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Ëåììà 3 äîêàçàíà. �

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Ëåììà 3 èç [19℄ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñîâåðøåíñòâîâàííûé âàðèàíò ëåììû èç [13℄.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1. Ïóñòü çàäàíà A ∈ Hm. Òîãäà åñëè B ∈ M0(A) è x ∈ S∗(B), òî ñóùåñòâó-
åò òàêàÿ ñèñòåìà C ∈ H0(A), ÷òî x ∈ S∗(C).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â êà÷åñòâå ñèñòåìû C âîçüìåì ñèñòåìó, ïîñòðîåííóþ â ëåììå 3.

Èñõîäÿ èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî åñëè èñõîäíàÿ ñèñòåìà B ∈ M0(A),
òî ïîñòðîåííàÿ ñèñòåìà C ∈ H0(A). Ñëåäñòâèå 1 äîêàçàíî. �

Î ï ð å ä å ë å í è å 8 ([16℄). Ñêàæåì, ÷òî ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû A ∈ Mm

â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ

E(A) = E1 ⊕ E2 ⊕ . . .⊕ Er, dimEj > 0, j = 1, . . . , r,

äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà r èíòåãðàëüíî ðàçäåëåíî, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàí-

òû a è T , ÷òî
|xi(t)|

|xi(τ)|
÷

|xj(t)|

|xj(τ)|
> εa(t−τ)

äëÿ âñåõ ðåøåíèé xi ∈ Ei, xj ∈ Ej (1 6 j < i 6 r) è âñåõ t− T > τ > 0.

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé E(A) âûáðàíî ïîäïðîñòðàíñòâî F . Òîãäà ìîæíî îïðåäå-

ëèòü ñóæåíèå XF îïåðàòîðà Êîøè íà ïîäïðîñòðàíñòâî F , à òàêæå âåðõíèé ΩF è íèæíèé ωF

öåíòðàëüíûå ïîêàçàòåëè ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ïî ñëåäóþùèì �îðìóëàì [16℄:

XF (t, τ) ≡ X(t, τ) |F (τ), t, τ ∈ R
+,

ΩF ≡ inf
T>0

lim
k→∞

1

kT

k
∑

s=1

ln ‖XF (sT, (s − 1)T )‖, (2.1)

ωF ≡ sup
T>0

lim
k→∞

1

kT

k
∑

s=1

ln ‖XF ((s− 1)T, sT )‖−1. (2.2)

Î ï ð å ä å ë å í è å 9 ([16℄). Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . ,m íàçîâåì i-òûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíî-

âà ñèñòåìû A ∈ Mm
óñòîé÷èâûì ïðè ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ, åñëè �óíêöèîíàë λi

íåïðåðûâåí â òî÷êå A ∈ Mm
.

Î ï ð å ä å ë å í è å 10 ([16℄). Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . ,m íàçîâåì i-òûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà

ñèñòåìû A ∈ Hm
èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ (ãàìèëüòîíîâûõ ) âîçìóùå-

íèé, åñëè äëÿ ëþáîé ñèñòåìû B ∈ M0(A) (ñîîòâåòñòâåííî B ∈ H0(A)) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

λi(B) = λi(A).

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå, äîêàçàííîé â ðàáîòå [16℄, ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè k ìëàäøèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà.

Ò å î ð å ì à 1 ([16℄). Äëÿ ëþáîãî k ∈ {1, . . . ,m} è ëþáîé ñèñòåìû A ∈ Mm
ñëåäóþùèå òðè

óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

(1) Ïîêàçàòåëè λ1(A) 6 . . . 6 λk(A) óñòîé÷èâû ïðè ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ.

(2) Ïîêàçàòåëè λ1(A) 6 . . . 6 λk(A) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìó-

ùåíèé.

(3) Ñóùåñòâóåò èíòåãðàëüíî ðàçäåëåííîå ðàçáèåíèå

E(A) = E1 ⊕ . . .⊕ Er ⊕ Er+1,

îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(à) ωEj
= ΩEj

äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . , r;
(b) dimE1 + . . .+ dimEr > k.

166



Ë å ì ì à 4. Ñïåêòð õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà ñèñòåìû A ∈ Mm
óñòîé-

÷èâ ïðè ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ (òî åñòü LMSpχ(A) = Spχ(A)) òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà âñå îäíîâðåìåííî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû A ∈ Mm
óñòîé÷èâû ïðè ðàâíî-

ìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ñïåêòð õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ ñèñòåìû A óñòîé÷èâ,

òî åñòü

LMSpχ(A) = Spχ(A) ≡ {λ1(A), . . . , λm(A)}. (2.3)

1. Èç ðàâåíñòâà (2.3) ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü ïîêàçàòåëÿ λ1 ñèñòåìû A. Äåéñòâèòåëüíî, åñ-

ëè çíà÷åíèÿ âåðõíåãî è íèæíåãî ïðåäåëîâ ïîêàçàòåëÿ λ1 â òî÷êå A íå ñîâïàäàþò, òî âñå åãî

÷àñòè÷íûå ïðåäåëû â ýòîé òî÷êå çàïîëíÿþò öåëûé îòðåçîê ñ êîíöàìè â ýòèõ äâóõ çíà÷åíèÿõ

(ñì. [17℄), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò êîíå÷íîñòè ïðåäåëüíîãî ñïåêòðà Spχ(A) (2.3).
2. Îòñþäà ñîãëàñíî òåîðåìå 1 èìååì, ÷òî ñóùåñòâóåò èíòåãðàëüíî ðàçäåëåííîå ðàçáèåíèå

ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé

E(A) = E1(A)⊕ E2(A),

ïðè÷åì ωE1
= ΩE1

. Òîãäà åñëè dimE1(A) = k > 1, òî

ωE1
= λ1(A) = . . . = λk(A) = ΩE1

,

ïîêàçàòåëè λ1, . . . , λk ñèñòåìû A óñòîé÷èâû, ïðè÷åì

0 6 dimE2(A) = m− k < m.

3. Åñëè k < m, òî ñîãëàñíî ñâîéñòâó 2.9

◦
èç [16℄ áóäåì èìåòü

ΩE1
< ωE2

6 λk+1(A).

Àíàëîãè÷íî èç ðàâåíñòâà (2.3) ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü ïîêàçàòåëÿ λk+1 ñèñòåìû A, òàê êàê åñëè

çíà÷åíèÿ âåðõíåãî è íèæíåãî ïðåäåëîâ ïîêàçàòåëÿ λk+1 (êîòîðûé òåïåðü èãðàåò ðîëü ìëàäøåãî

ïîêàçàòåëÿ äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà E2(B), è ïîýòîìó ê íåìó ïðèìåíèìà òåîðåìà èç ðàáîòû [17℄)

â òî÷êå A íå ñîâïàäàþò, òî âñå ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû â ýòîé òî÷êå çàïîëíÿþò öåëûé îòðåçîê ñ êîí-

öàìè â ýòèõ äâóõ çíà÷åíèÿõ, ÷òî îïÿòü ïðîòèâîðå÷èò êîíå÷íîñòè ïðåäåëüíîãî ñïåêòðà (2.3).

4. �àññóæäàÿ òàê è äàëåå, â èòîãå ïîëó÷èì óñòîé÷èâîñòü âñåõ îäíîâðåìåííî ïîêàçàòåëåé

Ëÿïóíîâà ñèñòåìû A.

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó óòâåðæäåíèå ëåììû 4 âåðíî, ïîñêîëüêó èç ðàâåíñòâ

LMλi(A) = {λi(A)}, i = 1, . . . ,m,

îçíà÷àþùèõ óñòîé÷èâîñòü ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñèñòåìû A ∈ Mm
, âûòåêàåò öåïî÷êà

LMSpχ(A) =
m
⋃

i=1

LMλi(A) =
m
⋃

i=1

{λi(A)} = Spχ(A)

(ñì. ëåììó 1), à çíà÷èò, è óñòîé÷èâîñòü åå ñïåêòðà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ. Ëåììà 4

äîêàçàíà. �

Ë å ì ì à 5. Ñïåêòð õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà ëþáîé ñèñòåìû A ∈ Mm

èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé (òî åñòü M0Spχ(A) = Spχ(A))
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå îäíîâðåìåííî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû A ∈ Mm

èíâà-

ðèàíòíû îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 4.

Ò å î ð å ì à 2. Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî m, êàæäîé ñèñòåìû A ∈ Hm
è ëþáîãî ïîêàçàòå-

ëÿ κ (1.1) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

LHSpκ(A) = LMSpκ(A). (2.4)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âêëþ÷åíèå LHSpκ(A) ⊆ LMSpκ(A) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì

âêëþ÷åíèÿ Hm ⊂ Mm
. Äîêàæåì âêëþ÷åíèå LHSpκ(A) ⊇ LMSpκ(A).

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå µ ∈ LMSpκ(A) è ε > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíîìåðíî ïðåäåëüíîãî

ñïåêòðà äëÿ äàííîãî ε íàéäóòñÿ ñèñòåìà B ∈ Mε(A) è ðåøåíèå x ∈ S∗(B), óäîâëåòâîðÿþùèå
íåðàâåíñòâó |κ(x)− µ| < ε.

Ñîãëàñíî ëåììå 3 äëÿ ëþáîé ñèñòåìû B ∈ Mε(A) è ëþáîãî ðåøåíèÿ x ∈ S∗(B) ñóùåñòâóåò
ñèñòåìà C ∈ Hε(A), òàêæå èìåþùàÿ ðåøåíèå x ∈ S∗(C).

Ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε íàøëèñü ñèñòåìà C ∈ Hε(A) è ðåøåíèå x ∈ S∗(C),
óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó |κ(x)−µ| < ε. Îòñþäà âûòåêàåò óñëîâèå µ ∈ LHSpκ(A), à ñ íèì
è äîêàçûâàåìîå âêëþ÷åíèå. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà. �

Òå î ð å ì à 3. Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî m, êàæäîé ñèñòåìû A ∈ Hm
è ëþáîãî ïîêàçàòå-

ëÿ κ (1.1) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

H0Spκ(A) = M0Spκ(A). (2.5)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2. �àâåíñòâà (2.4) è (2.5) ñïðàâåäëèâû, â ÷àñòíîñòè, åñëè κ ÿâëÿåòñÿ:

(1) õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà χ (âåðõíèì);

(2) íèæíèì ïîêàçàòåëåì Ïåððîíà π [8, �2℄ (î ñïåêòðå íèæíèõ ïîêàçàòåëåé Ïåððîíà ëèíåé-

íîé ñèñòåìû ñì. ðàáîòû [2, 7℄);

(3) âåðõíåé (íèæíåé) ïîëíîé σ èëè âåêòîðíîé ζ ÷àñòîòàìè [18℄;

(4) âåðõíåé (íèæíåé) ñêîðîñòüþ áëóæäàíèÿ µ [18℄;

(5) âåðõíèì (íèæíèì) ïîêàçàòåëåì áëóæäàåìîñòè ρ èëè áëóæäàíèÿ η [18℄.

Òå î ð å ì à 4. Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî ÷èñëà m âñå îäíîâðåìåííî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ãà-

ìèëüòîíîâîé ñèñòåìû A ∈ Hm
óñòîé÷èâû ïðè ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà îíè óñòîé÷èâû ïðè ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ â êëàññå ãàìèëüòîíîâûõ

ñèñòåì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç âêëþ÷åíèÿ Hm ⊂ Mm
ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïîêàçàòåëè Ëÿïóíî-

âà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû A ∈ Hm
óñòîé÷èâû ïðè ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ, òî îíè

óñòîé÷èâû è ïðè ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ â êëàññå ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

Äîêàæåì, ÷òî èç òîãî, ÷òî âñå îäíîâðåìåííî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòå-

ìû A ∈ Hm
óñòîé÷èâû ïðè ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ â êëàññå ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì

ñëåäóåò, ÷òî îíè óñòîé÷èâû è ïðè ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:

íàéäåòñÿ òàêîå i ∈ {1, . . . ,m}, ÷òî λi(A) íå óñòîé÷èâ â êëàññå ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèé.

Òîãäà ïî ëåììå 4 LMSpχ(A) 6= Spχ(A), à ïî òåîðåìå 2 LHSpχ(A) = LMSpχ(A). Ñëåäîâàòåëüíî,
LHSpχ(A) 6= Spχ(A). Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû óñòîé-

÷èâû ïðè ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ â êëàññå ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Çíà÷èò, âñå λi(A)
óñòîé÷èâû ïðè ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ. Òåîðåìà 4 äîêàçàíà. �

Ç à ì å ÷ à í è å 2. Òåîðåìó 4 ìîæíî ïîëó÷èòü è èç ÿâíî ñ�îðìóëèðîâàííûõ êðèòåðèåâ óñòîé÷èâîñòè

âñåõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà â îáùåì [4, 12℄ è â ãàìèëüòîíîâîì [5℄ ñëó÷àÿõ (ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ðàáîòå

ïîñëåäíåãî àâòîðà ýòîò êðèòåðèé äîêàçàí ëîãè÷åñêè íåçàâèñèìî îò ïðåäûäóùèõ).

Òå î ð å ì à 5. Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî m âñå îäíîâðåìåííî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû

A ∈ Hm
èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âñå îíè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ ãàìèëüòîíîâûõ âîçìóùåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.
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It is proved that the set of all limiting values of solutions’ arbitrary indicator of the linear Hamiltonian system under

uniformly small perturbations for the linear Hamiltonian system is the same as the similar set obtained by uniformly

small Hamiltonian perturbations. Also it is proved that the set of all values of solutions’ arbitrary indicator of the

linear Hamiltonian system under infinitesimal perturbations for the linear Hamiltonian system is the same as the

similar set obtained by infinitesimal Hamiltonian perturbations.
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