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 ����� ���������������� ��� ��� �������� ������  ������������ �� ��! ������"
�������! ���  #���$%�� &�'()� *����������+ ##%����+  ,�����! ������ -��-���- ��"
� ���- ,����,��� ����+��!����-. ,��� � ����  ����� $� ��� �� ��� / �������������!
�  #���$%��� 0���$ �� ��� �������������! -��-���- ��+,� ������� �����  #���$%��.
���� �� ���  #���$%�� �������1�� &2'�)� 3�� 4�+ ���,�����,� � ���� ��#��� ����"
��  ������������ �� ���  #���$%�� ����+���������- ��� ������������ ���������-��

 ������������! ��#�� ����+���������- ������ ����� �����������- �� ���,��� �� �"
�! �������������! �� ���  #���$%�� ���  �����. �� ���  ������,� #����$� �����+�
��+1���-+�� 3� ���� ���������  ����- ��+,��

� �	 
������ ����������� � �����������


 ����������� R
2 ����+���������- ���������������- ���� Γ m + n ���5 m ���������"

����! P1. � � � . Pm � n  #���$%�� E1. � � � . En. �����+ m � 3n� 6�,� ���1���- ,�1�� ��
�������������! Pi �+��� ���

ẋi = ui, xi (0) = x0i , ‖ui‖ � 1, i = 1, . . . ,m.

6�,� ���1���-  #���$%�� Ej �+��� ���

ẏj = vj , yj (0) = y0i , ‖vj‖ � 1, j = 1, . . . , n.

3 ��� X0 =
{
x01, x

0
2, . . . , x

0
m

}
. X = int coX0. ��� intA. coA ����������� �� ��������

� ��� ,��- #��,� +�1����� A� 7�����+. �� ��� ��,� x0i -��-$��- ,��!��+� ��,�+�
+�1����� X � ��� +������ � ����! �����,��

8 ��+ �����������. �� ������������� ������ $� ,�������������� 0���$ ���������"
����! -��-���- ��+,� ����  #���$%��. ��� 4�+  �����+ ��+,� �������������+ Pi  #���"
$%�� Ej -��-���- ��������

xi(τ) = yj(τ)

��� ��,��+ τ > 0� 0���$  #���$%�� -��-���-  ,������ � ��+,� ��- #� ��� ��
 #���$%���

9 � � � � � � � � � � �� �������� ��	
�� ��- ��,� x0k ���������- �$#�- ��,� x0l . 1 � l � m.
l �= k.  �������-$%�-  ����$

min(m− |l − k|, |l − k|) < n.

 � � � ! � 	 � � �� "�#� � $��� ��!��#�	�% �#� xl �	��� l �∈ {1, . . . ,m}& �� �#��
�� �!����'& !��
l = mod(l,m)& (�� mod(l,m) = l −m� l

m�& � � l
m� ) 	��*�#'+�� ,�#��& ��	'+�� �#� ���	�� l

m �

9�������+ +�1�����

:;



���� �� 3��+�� Fk�

Gk(p) = int co{x0k, . . . , x0k+p}, <�=

Ck = X\Gk, <>=

A =
m⋂

k=1

Ck, <(=

��� p / ������� ��� ������ ����� 9�+���+. ��

Ck = X\Fk, <2=

��� Fk / �� ���,���. ��,� x0k+1, x
0
k+p−1 ∈ Fk � ��-+�-. ����-%�- ����� x0k. x

0
k+p. -��-���-

�������! ��- Fk <�+� ���� <�==�

3 ��� x0α. x
0
β . x

0
γ <α. β. γ ∈ {1, . . . ,m}= / ����� �� ������� ��,��

� �	 �������������� ����

3 ��� A1 / +�1���� ���� <(=. �������� � ��,�+ X0 ��- p = p1. A2 / +�1����
���� <(=. �������� � ��,�+ X0\{x0α, x0β , x0γ} ��- p = p1 − 1�

? � + + � �� A1 ⊆ A2�

�  , � � � � � � � � � � � 3����+ +�1���� Ã � ��,�+ X0 ��- p = p1−1 ��,�+ #���+.
��#� Ã ������� � A25

Ã =

m⋂
k=1

C̃k.

@���- �� ���������- �. ����� ���, x0k. � � � . x
0
k+p1−1 +1�� ��������- �� #��� ��! ��"

,�$���+! ��,�� ������ ��1����- ��,�$���+! ��,� � ��#��! ��#� ���, �+��� ���{
{x0k, . . . , x0k+p1−1} ∩ {x0α, x0β, x0γ} �= ∅,

x0k �∈ {x0α, x0β , x0γ}.
<�=

A���

C̃k =

⎧⎪⎨⎪⎩
X\int co{x0k, . . . , x0k+p1−1}, ���� �� ������� <�=; <:B=

X\int co{x0k, . . . , x0k+p1}, ���� ������� <�=; <:C=

X, ���� x0k ∈ {x0α, x0β , x0γ}. <:	=

:�



7�����+ +�1����� Ã � A1� @+��+

A1 =

m⋂
k=1

Ck, ��� Ck = X\int co{x0k, . . . , x0k+p1}.

D���+���+ ,�1��! �� �� ���� <:B=. <:C=. <:	= � ����������


����� �� !� C̃k = X\int co{x0k, . . . , x0k+p1−1}� A�, ,�, � ��#�� {x0k, . . . , x0k+p1−1} ��� ��"
,�$���+! ��,�. �

X\int co{x0k, . . . , x0k+p1−1} ⊂ X\int co{x0k, . . . , x0k+p1}.
9��$��

Ck ⊆ C̃k.


����� ��"!� C̃k = X\int co{x0k, . . . , x0k+p1
}� 
 ��#�� {x0k, . . . , x0k+p1

} ����1���- ��,�$"

���+�- ��,�� 3 ��� x0ω / ��,�$���+�- ��,�� A���. ������ ���������$ <>=.

C̃k = X\int co{x0k, . . . , x0ω−1, x
0
ω+1, . . . , x

0
k+p1

}
, x0ω �∈ {x0α, x0β , x0γ}.

A��� � ��� <2= �+��+

Ck ⊆ C̃k.


����� ��#!� C̃k = X� 
 4�+ �� ��� �������� ��- ��,�$���+! ��,� +�1���� C̃k

�� ���-�� �� �������� +�1����� Ã�

@� <:B=. <:C=. <:	= ���� ��. �� ��- ,�1�� k �����-���- Ck ⊆ C̃k� A�, ,�, A1 =
m⋂
k=1

Ck.

Ã =
m⋂
k=1

C̃k. �

A1 ⊆ Ã.

�������-. �� Ã = A2. �� ���+

A1 ⊆ A2,

�� � ���#����� �,������

9 � � � � � � � � � � >� �����
�� K(x0α, x
0
β , x

0
γ) � R

2 ���������- ��� ,��- #��,� ����
���,5

K(x0α, x
0
β , x

0
γ) = int co{x0α, x0β , x0γ}.

? � + + � >� ��� ����� ��	
� y0j ∈ A (j = 1, . . . , n) ������ �������� ���� �� ���� �����
�

K(x0α, x
0
β , x

0
γ) ��
��� 	��

y0j ∈ A
⋂

int co{x0α, x0β, x0γ}.
�  , � � � � � � � � � � � 3 ���

A∗ =

( ⋂
k=1+ln

Ck

)⋂
(Cm−n) , l = 1, . . . , kmax,

��� kmax =
⌈
m
n

⌉
<
⌈
m
n

⌉
/ ���+������ ���� ����. #����� ��� ����� m

n =� 3������� �����+
� ��,� x01�

@� �������- A � A∗ ���� ��. �� A ⊆ A∗ <�+� ���� >=� *���m = kmax ·n. � +�1���� Cm−n

�������� � ���+ �� +�1���� Ck� 3 ��� Xk
0 = {x01+n, x

0
1+2n, . . . , x

0
1+(kmax−1)n}. ���� �$#��

��� ��,� �� Xk
0 �� �������� 7����������. �$#! ��� �����, # ��� �������� �� �����

�� ������� ���,� 3 ��� A∗
1 = int coXk

0 � A��� ��- ���� y0j ∈ A∗
1 ��!� ��- ��� ����� ��

������� ��,� �� +�1����� Xk
0 �

����� �+��+

�E



���� $� 3��+�� A∗ <������������- #�����=�

A∗ \int co {x01+(kmax−1)n, x
0
1, x

0
1+n} ⊆ A∗

1,

int co {x01+(kmax−1)n, x
0
1, x

0
1+n} ⊆ int co

{
x0m−n, x

0
1, x

0
1+n

}
. <�=

*��� ��,� y0j /∈ A∗
1. �. ������ <�=. y0j ∈ int co

{
x0m−n, x

0
1, x

0
1+n

}
. � ��, ,�, x0m−n. x

0
1. x

0
1+n

-��-$��- ����� �� ������+� ��,�+�. � � ,������� ��+���,�� K #���+ K
(
x0m−n, x

0
1, x

0
1+n

)
�

*��� y0j ��1�� �� ����,� [x0m−n, x
0
1+n]. � �+��� x0m−n ��#����+ x0m−n−1� ��- ���,

y0j ∈ A∗
1. ����-%���- �� ��+ �� ����,� ��� �����,�. ��#������- �� �� ��������.

������$%���- � �� �! ������� x0i �
A�, ,�, A∗ / #F�������� ��+���,��. �������+� ,���� -��-$��- ����� �� �������

��,�. � ��++� �,������

� �	 
������� �������

A�  � � + � �� ����� y0j ∈ A ��� ���� j� ����� � ���� ���������� ���
��

�  , � � � � � � � � � � � 
 ��#�� 3������� 8�G� &�E) �,����. �� �� ��� ���������"
����! � %�����-�� ��+,  #���$%�� ���� � ���, ����. ,��� ��������- �����-  #���"
$%�� ��������1�� �� �������� ��� ,�! #��,� ��������� �����! �������������!�

3 ��� y0j ∈ A� A���. ������ ��++� >. � %���� $� ��� ����� �� ������� ��,� x0α. x
0
β .

x0γ ��,��. ��

y0j ∈ A
⋂

int co
{
x0α, x

0
β , x

0
γ

}
.

34�+ . ������ ����+� 3�������. ��- Ej ������������ ��+,�� 3��� ��,�$����-
x0α. x

0
β. x

0
γ . y

0
j . ������ ��++� �.  ����� ��1����- ��������-  #���$%�� � ���� ������"

�� +�1���� A ��,1� # ��� �����-���-� @�������� ��- ���� y0j # � � ��!���� ��+���,��.
�����������. ��+,� ������������� A���+� �,������

7 � � � � � � � � �� ���� ��� y0j ∈ A (j = 1, . . . , n)� �� ��� ���
� ���� ��������� �������	 

�� 3n ����������������

7������������ �����  ����1����- ���� �� �� ��++� >�

������ ���	
���
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�� ���(���	� 1�4� 5�������!���� ������ 
����#�	�� 	���#'��� ��	���!����� ���,�������

5�0 ���6�� 5��& �22�� �27 ��
3� 8#�(������$ .���& 9����� 1�1� /�	�#��	�� ��������%����� (�
�� 
����#����$ �*:�����

�;���0 ���6�� ���
����(� 
	����������& ���2� ��� ��
�� 9����� 1�1�& 9����� 1�1��	��� < �������	,��#'	�% �(�� =����6���*�%	��> ?? @������	6

,��#'	�� 
���	�	��� �2�3� A� �2� B �� C� ����D��E��

��



E� ��(�	 @�.�& 9����� 1�1�  ���!� ����#�����	�� (�
��� ;���� ������	�����		�$ 
*�(�FG�$ ??
�������� H.1� A����� � ������� 
����#�	��� ����� B E� C� 7ED72�

�� ���(���	� 1�4� 9���#�����	�� 	���#'��� 
����#������ �*:����� ��
$ 
*�(�FG�$ ?? @�#�6
�� .1 CCCH� �2�E� A� ���� B E� C� ��E�D��E��

7� ��	�(������ 5�1� < ����� ��
$ 
*�(�FG�$ � 	����,��	��	�% ����!� ������(� ����#�����	�� ??
5�������!���� ������ �(� � �� ���#�;�	��� ����� A� �� B �� C� ��D3��

�� C������ 1�I�& 5������ 5�J� < ����!� ����#�����	�� � 
#�	�	�� �� �����!� � �������	,�6
�#'	�$ �(��$ ��;�
 (�
����� ����#�������#�% � 
*�(�FG�$ ?? @�#��� .1 ��CCH� �2�3� B ��
C� 3D��

2� 9����� 1�1�& C�#��'��� 1�.�  ���!� ����#�����	�� (�
��� ������	�����		�$ 
*�(�FG�$ � #�6
	�%	�$ ��
���	�	�$ �������	,��#'	�$ �(��$ ?? �������� H.1� A����� � ������� 
����#�	���
����� B �� C� ��D���

��� 9+�	�!	�% 8�1� 9������ ����#�����	�� 	���#'��� �*:����� ?? /�*��	����� �27�� B 3�
C� ��ED����

9���
��#� � ����,�F ����������

C��#�� .#���	�� .#���	�����!& ������	�& ������ �������	,��#'	�$ 
���	�	�%& ���
����%
(��
�������		�% 
	���������& ����3�& H�����& (� �;���& 
#� �	������������& ��
K6LMNO0 PNQR���ESLMNO�RT

���� �������

�� ����� �����	
 �� ������ ������

��������	 ����������	 
���� ������� ������� ���	� �������

�������� �����

�� �������� � ���	�� � ���	� 
��� ������ � ������	 ������� �� 	���� !"� ����� � �"� ������� �� �� ����" �		

�������� !"� ����� � �"� ������� �� �����  ��� ������
 �� 	����  �� ��� ������� �		 	�#��� "��� �$��	 �#������	

�����	������ %�����	 �������� � ������� ��� �� �"� �������� � � �����& �	#
��� �� �������� � ��������	 
���� ��

������ ��'����� ����������  �� ������ � �		 ������� �# ��������

UKVKUKWXKY

�� XZN[RNN \� ������������	�

�� 	�������� Y]RN^_QR& �227& ``a��� ]� bcd0 ������7?27�62�6��76��3E67
�� eRN_fRQ^[f W�g� ��������������� ������ �	��
����� �����
����� �������������� 	��������� �hMPZQ6

LMPNiMO LQPZfjk fl if^PRfO fmQR LTOPN]OQ jn^MLNi ]RfiQkkQk�& hfkifo0 hfkifo YPMPQ p^NmQRkNPn& �22�&
�27 ]�

3� qOM_fjMPk[N[Z \�d�& rQPRfm W�W� ���������� �������������� �	� �	��
������� �������� �Xf^sNiP
N^PQRMiPNf^ fl _RfT]k fl if^PRfOOQj ftuQiPk�& dvZQmk[0 pjLTRP YPMPQ p^NmQRkNPn& ���2& ��� ]�

�� rQPRfm W�W�& rQPRfm W�WN[M^jR� c^ PZQ jNwQRQ^PNMO _MLQ =XMkMi[k6RfttQRk>&����	�  	����& �2�3& mfO� �2&
^f� �& ]]� �3��D�37� �N^ UTkkNM^��

E� xM_N^ b�\�& rQPRfm W�W� \ ]RftOQL fl PZQ ]TRkTNP fl M _RfT] fl RN_NjOn if^^QiPQj QmMjQRk& !��	��
 �"
������	 ��� #������ #������� $���	�������
& ����& mfO� ��& ^f� E& ]]� 7�2D7E3�

�� eRN_fRQ^[f W�g� rTRkTNP fl Pof QmMjQRk tn kQmQRMO if^PRfOOQj ftuQiPk& #��� �����% ���
�& �2�E& mfO� 3�&
]]� EE�DEE3 �N^ UTkkNM^��

7� xN^f_RMjfmM h�W� c^ PZQ iM]PTRQ fl Pof QkiM]QQk N^ PZQ ^f^6kPMPNf^MRn ]RftOQL fl kNL]OQ ]TRkTNP& ����
&��	� $�	 '	�
����& ����& mfO� �& ^f� �& ]]� ��D3� �N^ UTkkNM^��

�� YMPNLfm W�& hMLMPfm h�YZ� c^ ]RftOQLk fl ]TRkTNP M^j QmMkNf^ MoMn lRfL LQQPN^_ N^ jNwQRQ^PNMO _MLQk
tQPoQQ^ _RfT]k fl ]TRkTQRk M^j QmMjQRk& ���
� (���� )���  �##*& �2�3& ^f� �& ]]� 3D� �N^ UTkkNM^��
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