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ОДНОВРЕМЕННАЯ МНОГОКРАТНАЯ ПОИМКА ПРИ НАЛИЧИИ ЗАЩИТНИКОВ

УБЕГАЮЩЕГО

Рассматривается конфликтно управляемый процесс, в котором участвуют три типа управляемых объ-

ектов: группа преследователей, убегающий, группа защитников убегающего. Динамические и инер-

ционные возможности всех управляемых объектов совпадают. Убегающий и группа защитников

действуют согласованно. Группа преследователей является второй стороной конфликта. При сов-

падении позиций преследователя и защитника убегающего оба участника погибают и перестают

участвовать в конфликтно управляемом процессе. Говорят, что в конфликтно управляемом процессе

происходит многократная поимка убегающего, если заданное количество преследователей ловят его,

при этом моменты поимки могут не совпадать. Если моменты поимки (не обязательно наименьшие)

совпадают, то происходит нестрогая одновременная многократная поимка убегающего. Наконец,

если совпадают наименьшие моменты поимки, то происходит одновременная многократная поимка

убегающего. В терминах начальных позиций участников и других параметров конфликтно управляе-

мого процесса получены необходимые и достаточные условия одновременной многократной поимки

убегающего.
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Введение

Дифференциальные игры двух лиц, впервые рассмотренные Р. Айзексом [1], в насто-

ящее время представляют собой содержательную математическую теорию [2–5] (метод

Л. С. Понтрягина, метод экстремального прицеливания Н. Н. Красовского и другие). Есте-

ственным обобщением дифференциальных игр двух лиц являются задачи преследования-

убегания с участием группы управляемых объектов хотя бы с одной из противоборствую-

щих сторон, при этом наибольшую трудность для исследований представляют задачи кон-

фликтного взаимодействия между двумя группами управляемых объектов. Специфика этих

задач (например, невыпуклость и несвязность объединения множеств достижимости пре-

следователей или целевых множеств убегающих) требует создания новых методов их ис-

следования, отличных от методов, разработанных для игр двух лиц.

Задача простого группового преследования с равными возможностями рассматрива-

лась Л. А. Петросяном, им были получены [6] достаточные условия поимки убегающего,

Б. Н. Пшеничный получил [7] необходимые и достаточные условия поимки убегающего.

Н. Л. Григоренко ввел понятие многократной поимки, для задачи с простыми движениями

и равными возможностями им представлены [8] необходимые и достаточные условия мно-

гократной поимки убегающего. А. А. Чикрием [9] и Н. Н. Петровым [10] были получены

достаточные условия многократной поимки убегающего в конфликтно управляемых про-

цессах и в примере Л. С. Понтрягина с равными возможностями. Н. Н. Петровым и Н. А. Со-

ловьевой рассмотрены рекуррентные дифференциальные игры при равных возможностях

участников: для примера Л. С. Понтрягина [11, 12] и конфликтно управляемого процес-

са [13] получены достаточные условия многократной поимки убегающего; для примера
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Л. С. Понтрягина [14] и конфликтно управляемого процесса [15] получены достаточные

условия поимки не менее q убегающих, при условии, что каждого убегающего должны

поймать не менее чем r преследователей. Задачу о многократной поимке не менее q убега-

ющих с равными возможностями участников, при указанном выше условии, рассмотрели

Н. Н. Петров и А. Я. Нарманов, были получены необходимые и достаточные условия раз-

решимости задачи преследования для случая простых движений [16], а также достаточные

условия завершения преследования в задаче с дробными производными и простой матри-

цей [17].

В работах [18,19,21] введены понятия нестрогой одновременной и одновременной мно-

гократных поимок убегающего, для задач простого преследования, конфликтно управляе-

мых процессов, а также примера Л. С. Понтрягина с равными возможностями приведены

достаточные, а в некоторых случаях и необходимые условия разрешимости. Многократ-

ная поимка происходит, если заданное количество преследователей ловят убегающего, при

этом моменты поимки могут не совпадать. Если моменты поимки (не обязательно наимень-

шие) совпадают, то говорят, что происходит нестрогая одновременная многократная поимка

убегающего. Наконец, если совпадают наименьшие моменты поимки, то происходит одно-

временная многократная поимка убегающего.

Задача об одновременной многократной поимке группы убегающих [20,22,24,26,27] рас-

сматривалась в двух аспектах: в [24, 26] с точки зрения суммарной кратности поимок всех

убегающих — получены необходимые и достаточные условия суммарных многократной,

нестрогой одновременной многократной и одновременной многократной поимок исполь-

зующих жестко скоординированное управление убегающих в нестационарном конфликт-

но управляемом процессе с равными возможностями всех игроков; синхронная реализа-

ция одновременных поимок заданной для каждого убегающего кратности рассматривалась

в [20, 22, 27] — получены необходимые и достаточные условия разрешимости указанной

задачи.

В работах [23, 25] введено понятие и получены необходимые и достаточные условия

многократной, нестрогой одновременной многократной и одновременной многократной по-

имок убегающего в задаче простого группового преследования и конфликтно управляемом

процессе с равными возможностями при наличии третьей группы участников — защитни-

ков убегающего. Отметим, что различные модели задач конфликтного взаимодействия при

наличии защитников убегающего рассматривались в работах [28–31]. Данная работа про-

должает исследования [23,25], получены более общие необходимые и достаточные условия

разрешимости. Рассмотрен ряд модельных примеров.

§ 1. Постановка задачи

В пространстве Rk (k > 2) рассматривается дифференциальная игра Γ n + r + 1 лиц:

n преследователей P1, P2, . . . , Pn, убегающего E и r защитников убегающего D1, D2, . . . , Dr

с законами движения и начальными условиями (при t = t0)

Pi : ẋi = A(t)xi + ui, ui ∈ U(t), xi(t0) = X0
i , i ∈ I(n),

E : ẏ = A(t)y + v, v ∈ U(t), y(t0) = Y 0,

Dj : żj = A(t)zj + wj , wj ∈ U(t), zj(t0) = Z0
j ∈ S(Y 0, L), j ∈ I(r).

(1.1)

Здесь и далее xi, y, zj ∈ R
k; A(t) — непрерывная на [t0,∞) квадратная матрица порядка k;

U(t) — многозначное отображение, являющееся при каждом t ∈ [t0,∞) компактом в R
k;

I(q) = {1, 2, . . . , q} для всех q > 1; S(o, ρ) — шар в R
k с центром в точке o радиуса ρ; O —

нуль-матрица; I — единичная матрица.

В системе (1.1) начальные позиции преследователей Pi и убегающего E фиксированы,

и X0
i 6= Y 0 для всех i ∈ I(n). Каждый защитник Dj , j ∈ I(r), выбирает свою начальную
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позицию Z0
j ∈ S(Y 0, L) до начала движения участников конфликтно управляемой систе-

мы (1.1), причем L > 0 — такая фиксированная постоянная, что X0
i /∈ S(Y 0, L) для всех

i ∈ I(n) (защитник не может выбрать свою начальную позицию равной начальной позиции

хотя одного преследователя и тем самым, как будет указано ниже, уничтожить последнего

в начальный момент времени).

О п р е д е л е н и е 1.1. Управления из класса измеримых по Лебегу функций на [t0,∞)
со значениями из U(t) будем называть допустимыми.

Пусть σ — некоторое разбиение — t0 = θ0 < θ1 < . . . < θq < . . . интервала [t0,∞),
не имеющее конечных точек сгущения (либо точек в разбиении конечное число, либо

lim
q→∞

θq = ∞).

О п р е д е л е н и е 1.2. Кусочно-программной стратегией убегающего E, соответствую-

щей разбиению σ, будем называть семейство отображений, ставящих в соответствие мо-

менту θq и позициям xi(θq), y(θq), zj(θq) допустимое управление v(t), определенное для

t ∈ [θq, θq+1), то есть

v(t) = v
(

t, θq, xi(θq), y(θq), zj(θq)
)

, t ∈ [θq, θq+1), q = 0, 1, 2, . . . .

Здесь и далее, если момент θq+1 не определен (θq — последняя точка разбиения σ), то счи-

таем θq+1 = ∞.

О п р е д е л е н и е 1.3. Кусочно-программной контрстратегией преследователей Pi,

i ∈ I(n), соответствующей разбиению σ, будем называть семейство отображений, ставящих

в соответствие моменту θq , позициям xi(θq), y(θq), zj(θq) и допустимому управлению v(s),
s ∈ [θq, θq+1), убегающего E допустимые управления ui(t), определенные для t ∈ [θq, θq+1),
то есть

ui(t) = ui

(

t, θq, xi(θq), y(θq), zj(θq), v(s), s ∈ [θq, θq+1)
)

, t ∈ [θq, θq+1), q = 0, 1, 2, . . . .

О п р е д е л е н и е 1.4. Кусочно-программной контрстратегией защитников убегающе-

го Dj , j ∈ I(r), соответствующей разбиению σ, будем называть семейство отображений,

ставящих в соответствие моменту t0 и начальным позициям X0
i , Y 0 начальные позиции

Z0
j ∈ S(Y 0, L); моменту θq, позициям xi(θq), y(θq), zj(θq) и допустимым управлениям v(s),

s ∈ [θq, θq+1), убегающего E и ui(s), s ∈ [θq, θq+1), преследователей Pi, i ∈ I(n), допустимые

управления wj(t), определенные для t ∈ [θq, θq+1), то есть

Z0
j = Z0

j (t0, X
0
i , Y

0) ∈ S(Y 0, L);

wj(t) = wj

(

t, θq, xi(θq), y(θq), zj(θq), v(s), ui(s), s ∈ [θq, θq+1)
)

, t ∈ [θq, θq+1), q = 0, 1, 2, . . . .

При совпадении геометрических координат d > 1 защитников Dj и p > 1 преследо-

вателей Pi погибают min{d, p} > 1 защитников и столько же преследователей (для опре-

деленности считаем, что погибают игроки с наименьшими порядковыми номерами). Если

совпадают координаты убегающего E и защитника Dj , то последний погибает. Пусть T (Pi),
i ∈ I(n), и T (Dj), j ∈ I(r), — моменты гибели преследователя Pi и защитника Dj соответ-

ственно, если участник не погибает, то полагаем момент гибели равным ∞.
Неформально, у каждого защитника активируется механизм самоликвидации при встре-

че с «инородным» объектом (убегающим или преследователем), при этом преследователь

ликвидируется (в случае одновременной встречи с несколькими преследователями первый

из них «прикрывает» остальных), а убегающему ущерб не причиняется (или причиняется,
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но незначительный, например, за счет настройки механизма самоликвидации, обеспечива-

ющей максимально возможный урон преследователю и нанесение минимального ущерба

убегающему).

Будем исследовать два варианта игры — все защитники убегающего Dj, j ∈ I(r), либо

сильные, либо слабые. В случае совпадения геометрических координат преследователя Pi,
убегающего E и защитника Dj в некоторый момент θ > t0, то есть xi(θ) = y(θ) = zj(θ),
как указано выше, T (Pi) = T (Dj) = θ. Если защитник убегающего Dj сильный, то он уни-

чтожает преследователя Pi быстрее, чем тот ловит убегающего E (поимки не происходит).

В случае, когда защитник убегающего Dj слабый, преследователь Pi до момента гибели

успевает поймать убегающего E (происходит поимка).

Для каждого q = 1, 2, . . . , n определим множество

Ω(q) =
{

{i1, i2, . . . , iq} : i1 < i2 < · · · < iq, i1, i2, . . . , iq ∈ I(n)
}

,

мощность которого совпадает с числом сочетаний из n элементов по q, то есть

|Ωj(q)| = Cq
n.

О п р е д е л е н и е 1.5. В игре Γ с сильными защитниками убегающего возможна b-
кратная поимка, если существует конечный момент T0 = T0(X

0
i , Y

0) такой, что для

любых разбиения σ и кусочно-программной стратегии убегающего E существует такая

кусочно-программная контрстратегия преследователей Pi, i ∈ I(n), что для любой кусочно-

программной контрстратегии защитников убегающего Dj , j ∈ I(r), найдутся множество

Λ ∈ Ω(b) и моменты τα ∈ [t0, T0], α ∈ Λ, для которых

xα(τα) = y(τα), τα < T (Pα) при всех α ∈ Λ.

О п р е д е л е н и е 1.6. В игре Γ со слабыми защитниками убегающего возможна b-
кратная поимка, если существует конечный момент T0 = T0(X

0
i , Y

0) такой, что для

любых разбиения σ и кусочно-программной стратегии убегающего E существует такая

кусочно-программная контрстратегия преследователей Pi, i ∈ I(n), что для любой кусочно-

программной контрстратегии защитников убегающего Dj , j ∈ I(r), найдутся множество

Λ ∈ Ω(b) и моменты τα ∈ [t0, T0], α ∈ Λ, для которых

xα(τα) = y(τα), τα 6 T (Pα) при всех α ∈ Λ.

Отметим, что каждый из преследователей Pi, i ∈ I(n), может осуществить поимку не

более одного раза, при этом убегающий E может либо уклониться от встречи, либо его

могут поймать, в том числе и несколько раз.

О п р е д е л е н и е 1.7. В игре Γ с сильными [со слабыми] защитниками убегающего

возможна нестрогая одновременная b-кратная поимка, если существует конечный момент

T0 = T0(X
0
i , Y

0) такой, что для любых разбиения σ и кусочно-программной стратегии

убегающего E существует такая кусочно-программная контрстратегия преследователей Pi,
i ∈ I(n), что для любой кусочно-программной контрстратегии защитников убегающего Dj ,
j ∈ I(r), найдутся множество Λ ∈ Ω(b) и момент τ ∈ [t0, T0], для которых

xα(τ) = y(τ), τ < T (Pα)
[

τ 6 T (Pα)
]

при всех α ∈ Λ.

О п р е д е л е н и е 1.8. В игре Γ с сильными [со слабыми] защитниками убегающе-

го возможна одновременная b-кратная поимка, если существует конечный момент T0 =
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T0(X
0
i , Y

0) такой, что для любых разбиения σ и кусочно-программной стратегии убегающе-

го E существует такая кусочно-программная контрстратегия преследователей Pi, i ∈ I(n),
что для любой кусочно-программной контрстратегии защитников убегающего Dj , j ∈ I(r),
найдутся множество Λ ∈ Ω(b) и момент τ ∈ [t0, T0], для которых

xα(τ) = y(τ), τ < T (Pα)
[

τ 6 T (Pα)
]

, xα(s) 6= y(s) при всех s ∈ [t0, τ), α ∈ Λ.

Отметим, что при b = 1 вышеприведенные определения поимок совпадают (в этом слу-

чае кратность поимки не указываем и говорим, что в игре Γ с сильными [со слабыми]

защитниками убегающего возможна поимка). При b > 2 возможность b-кратной поимки яв-

ляется необходимым условием осуществления нестрогой одновременной b-кратной поим-

ки, которая, в свою очередь, необходима для реализации одновременной b-кратной поимки;

наоборот — реализация одновременной b-кратной поимки достаточна для осуществления

нестрогой одновременной b-кратной поимки, а последняя сразу влечет b-кратную поимку.

Неформально правила игры можно трактовать, например, так: имеется три центра

управления (I управляет убегающим, II — группой преследователей, III — группой защитни-

ков убегающего), у I и III центров управления имеется общая цель — уклонение убегающе-

го при содействии группы защитников (либо сильных, либо слабых) от рассматриваемых

видов поимок, а у II центра управления цель противоположна — реализация группой пре-

следователей указанных видов поимок при любых действиях убегающего и группы его

защитников.

§ 2. Решение задачи для случая простых движений

Сначала исследуем систему (1.1) для случая простых движений (A(t) = O), в этом

случае она примет вид

Pi : ẋi = ui, ui ∈ U(t), xi(t0) = X0
i , i ∈ I(n),

E : ẏ = v, v ∈ U(t), y(t0) = Y 0,
Dj : żj = wj, wj ∈ U(t), zj(t0) = Z0

j ∈ S(Y 0, L), j ∈ I(r).
(2.1)

Будем считать, что выполнено

П р е д п о л о ж е н и е 2.1. Существуют непрерывная и невырожденная на [t0,∞) квад-

ратная матрица B(t) порядка k и непрерывная на [t0,∞) функция g(t) ∈ R
k такие, что

B(t)(U(t) + g(t)) = S(0, 1) для всех t ∈ [t0,∞). (2.2)

Из (2.2) следует, что U(t) = (B−1(t)S(0, 1) − g(t)) для всех t ∈ [t0,∞), поэтому, при

выполнении предположения 2.1, многозначное отображение U(t) непрерывно в метрике

Хаусдорфа на [t0,∞), а также при каждом t ∈ [t0,∞) оно является строго выпуклым ком-

пактом в R
k с гладкой границей.

Для всех w ∈ W, ξ ∈ R
k\{0}, где W — произвольный компакт в R

k, определим величину

λ(w, ξ;W ) = sup
{

λ > 0 : (w − λξ) ∈ W
}

. (2.3)

Отметим, что λ(w, ξ;S(0, 1)) — максимальный корень неравенства |w − λξ| 6 1, откуда

λ(w, ξ;S(0, 1)) =
〈w, ξ〉+

√

〈w, ξ〉2 + |ξ|2(1− |w|2)
|ξ|2 для всех w ∈ S(0, 1) и ξ 6= 0. (2.4)
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Предположение 2.1 допускает переход от U(t) к S(0, 1). А именно, из (2.3), (2.4), (2.2)

получим, что для всех ξ 6= 0, w ∈ U(t), t ∈ [t0,∞)

λ(w, ξ;U(t)) = sup
{

λ > 0 : (w − λξ) ∈ U(t)
}

=

= sup
{

λ > 0 : B(t)(w − λξ + g(t)) ∈ B(t)(U(t) + g(t))
}

=

= sup
{

λ > 0 : (B(t)(w + g(t))− λB(t)ξ) ∈ S(0, 1)
}

=

= λ(B(t)(w + g(t)), B(t)ξ;S(0, 1)) =

=
1

|B(t)ξ|2
(

〈B(t)(w + g(t)), B(t)ξ〉+

+

√

〈B(t)(w + g(t)), B(t)ξ〉2 + |B(t)ξ|2(1− |B(t)(w + g(t))|2)
)

.

(2.5)

Учитывая, что X0
i 6= Y 0, i ∈ I(n), а также равенство (2.5) получим, что каждая функция

λi(v, t) = λ(v,X0
i − Y 0;U(t)) = sup

{

λ > 0 : (v − λ(X0
i − Y 0)) ∈ U(t)

}

(2.6)

непрерывна на множестве U(t) × [t0,∞). Значит при любом допустимом управлении v(t)
получаем функции λi(v(t), t) (одного аргумента t) измеримые по Лебегу на [t0,∞).

Введем обозначения

δr(t) = min
v∈U(t)

max
Λ∈Ω(b+r)

min
α∈Λ

λα(v, t), ∆r =

∫

∞

t0

δr(s)ds. (2.7)

Сначала рассмотрим игру Γ с сильными защитниками убегающего.

Т е о р е м а 2.1. Пусть выполнено предположение 2.1 и ∆r = ∞. Тогда в игре Γ с

сильными защитниками убегающего возможна одновременная b-кратная поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При условии, что группа защитников Dj , j ∈ I(r), не принимает

участие в игре Γ, при доказательстве теоремы 2 [26] построены управления преследовате-

лей Pi, i ∈ I(n), обеспечивающие одновременную (b + r)-кратную поимку убегающего

E.
Пусть преследователи Pi, i ∈ I(n), используют указанные управления (не учитывают

действия защитников Dj, j ∈ I(r)). Так как все защитники Dj, j ∈ I(r), могут уничтожить

не более чем r преследователей Pi, i ∈ I(n), получаем справедливость утверждения.

Теорема 2.1 доказана. �

Введем обозначения: Γ1(i, j), i ∈ I(n), j ∈ J(r), — игра, в которой участвуют только три

игрока — преследователь Pi, убегающий E и сильный защитник убегающего Dj; (a, b)
∗ =

{c ∈ R
k : c = (1− α)a+ αb, α ∈ (0, 1)} — интервал в R

k, соединяющий точки a, b ∈ R
k.

Л е м м а 2.1. Пусть выполнено предположение 2.1, в процессе игры Γ1(i, j) в момент

θ > t0 реализовалась ситуация zj(θ) ∈ (xi(θ), y(θ))
∗. Тогда для всех допустимых продолже-

ний управлений ui(t) и v(t), t ∈ [θ,∞), найдется такое допустимое продолжение управ-

ления wj(t), t ∈ [θ,∞), что zj(t) ∈ (xi(t), y(t))
∗ для всех t ∈ [θ, T (Dj)), при этом, если

T (Dj) < ∞, то T (Dj) = T (Pi), zj(T (Dj)) = xi(T (Dj)) = y(T (Dj)) и поимки не происхо-

дит.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Без ограничения общности, будем считать, что θ = θq > t0 (если

это не так, то добавим точку θ в разбиение σ).

Из включения zj(θq) ∈ (xi(θq), y(θq))
∗ следует, что

zj(θq) = (1− αij)xi(θq) + αijy(θq), где αij =
|xi(θq)− zj(θq)|
|xi(θq)− y(θq)|

∈ (0, 1).
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Определим допустимое продолжение управления защитника Dj следующим образом:

wj(t) = (1− αij)ui(t) + αijv(t) для всех t ∈ [θq,∞).

Тогда для всех t ∈ [θq,∞)

zj(t) = zj(θq) +

∫ t

θq

wj(s) ds = (1− αij)xi(θq) + αijy(θq) +

∫ t

θq

(

(1− αij)ui(s) + αijv(s)
)

ds =

= (1− αij)
(

xi(θq) +

∫ t

θq

ui(s) ds
)

+αij

(

y(θq) +

∫ t

θq

v(s) ds
)

= (1− αij)xi(t) + αijy(t).

Полученное равенство означает, что

zj(t) ∈ (xi(t), y(t))
∗ при xi(t) 6= y(t) или zj(t) = xi(t) = y(t) для всех t ∈ [θq,∞).

Из последних соотношений следует справедливость утверждения леммы.

Лемма 2.1 доказана. �

Для каждого единичного вектора l ∈ R
k и всех t ∈ [t0,∞) определим функцию

vl(t) ∈ ∂U(t) из условия: 〈u(t)− vl(t), l〉 < 0 для всех u(t) ∈ U(t) \ {vl(t)}. (2.8)

Отметим, что, при выполненном предположении 2.1, функция vl(t) при каждом зафиксиро-

ванном l определена однозначно и непрерывна на интервале [t0,∞) в силу свойств много-

значного отображения U(t).

Л е м м а 2.2. Пусть выполнено предположение 2.1. Если в процессе игры Γ для неко-

торого единичного вектора l ∈ R
k, номера p ∈ I(n) и момента θ > t0 реализовалась

ситуация

〈xp(θ)− y(θ), l〉 6 0, xp(θ) 6= y(θ),

то, определяя допустимое продолжение управления убегающего E равенством

v(t) = vl(t) для всех t ∈ [θ,∞),

получим выполнимость неравенств

〈xp(t)− y(t), l〉 6 0, xp(t) 6= y(t) для всех t ∈ [θ,∞)

при всех допустимых продолжениях управления up(t), t ∈ [θ,∞), преследователя Pp.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (2.8), условий леммы и теоремы Коши

〈xp(t)− y(t), l〉 = 〈xp(θ)− y(θ), l〉+
∫ t

θ

〈up(s)− vl(s), l〉 ds 6 0 для всех t ∈ [θ,∞),

причем равенство возможно только в случае, если up(s) = vl(s) почти всюду на [θ, t], но в

этом случае xp(t) 6= y(t), так как xp(θ) 6= y(θ). Если 〈xp(t) − y(t), l〉 < 0, то xp(t) 6= y(t).
Следовательно, xp(t) 6= y(t) для всех t ∈ [θ,∞).

Лемма 2.2 доказана. �

Ус л о в и е 2.1. Y 0 ∈ Intco{X0
p , p ∈ K} для всех множеств K ∈ Ω(n− b− r + 1).

Т е о р е м а 2.2. Пусть выполнено предположение 2.1. Тогда условие 2.1 является необ-

ходимым для осуществления b-кратной поимки в игре Γ с сильными защитниками убегаю-

щего.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть условие 2.1 не выполнено. Тогда существует (хотя бы

одно) множество Q ∈ Ω(n − b − r + 1) такое, что Y 0 /∈ Intco{X0
q , q ∈ Q}. Из теоремы

отделимости следует, что существует единичный вектор l ∈ R
k такой, что 〈h, l〉 6 0 для

всех h ∈ co{X0
q − Y 0, q ∈ Q}, поэтому

〈X0
q − Y 0, l〉 6 0 для всех q ∈ Q.

По (2.8) определим допустимое управление убегающего E следующим образом:

v(t) = vl(t) для всех t ∈ [t0,∞).

В силу леммы 2.2 при любых допустимых управлениях uq(t) преследователей Pq вы-

полнены неравенства 〈xq(t)− y(t), l〉 6 0, xq(t) 6= y(t) для всех t ∈ [t0,∞), q ∈ Q.
Рассмотрим оставшихся |I(n) \Q| = n− (n− b− r+ 1) = b+ r− 1 преследователей Pi,

i ∈ I(n) \Q.
Выберем попарно различные индексы i1, i2, . . . , ir ∈ I(n) \ Q и определим начальные

позиции Z0
j ∈ S(Y 0, L) следующим образом:

Z0
j = Y 0 + L

X0
ij
− Y 0

|X0
ij
− Y 0| .

Отметим, что zj(θ0) = zj(t0) = Z0
j , xij (θ0) = xij (t0) = X0

ij
, y(θ0) = y(t0) = Y 0 и

zj(θ0) ∈ (xij (θ0), y(θ0))
∗.

Для каждой игры Γ1(ij, j), j ∈ I(r), выполнены условия леммы 2.1. Предпишем изна-

чально каждому защитнику Dj использовать управления wj(t), j ∈ I(r), построенные в

лемме 2.1. Тогда zj(t) ∈ (xij (t), y(t))
∗ для всех t ∈ [θ0, T (Dj)).

Возможны следующие случаи:

1. T (Dj) = ∞, в этом случае защитник Dj предотвратил поимку убегающего E пресле-

дователем Pij , ij ∈ I(n) \Q.
2. Сильный защитник Dj уничтожает преследователя Pij в момент θ > θ0 = t0, тогда

T (Dj) = T (Pij) = θ и zj(θ) = xij (θ) = y(θ) (поимки не происходит), то есть и в этом случае

защитник Dj предотвращает поимку убегающего E преследователем Pij , ij ∈ I(n) \Q.
3. Защитник Dj уничтожает преследователя Pq, где q ∈ Q, тогда T (Dj) = T (Pq) = θ и

zj(θ) = xq(θ). А поскольку 〈xq(θ) − y(θ), l〉 6 0, xq(θ) 6= y(θ), то и 〈zj(θ) − y(θ), l〉 6 0,
zj(θ) 6= y(θ). Далее, zj(θ) ∈ (xij (θ), y(θ))

∗, а это означает, что 〈xij (θ)− y(θ), l〉 6 0, xij (θ) 6=
y(θ). Теперь из леммы 2.2 получаем, что xij (t) 6= y(t) для всех t ∈ [θ,∞). Вновь защитник

Dj предотвратил поимку убегающего E преследователем Pij , ij ∈ I(n) \Q.
4. Защитник Dj уничтожает преследователя Pi0 раньше, чем тот осуществляет поимку

убегающего E, где i0 ∈ I(n) \ Q и i0 /∈ {i1, i2, . . . , ir}, то есть защитник Dj предотвратил

поимку убегающего E преследователем Pi0.
5. Защитник Dj уничтожает преследователя Pij∗ раньше, чем «закрепленный» за ним

изначально защитник Dj∗ , где j∗ ∈ I(r) \ {j}. Следовательно, для некоторого момента

θ > θ0 = t0 выполнено равенство zj(θ) = xij∗ (θ) и T (Dj) = T (Pij∗ ) = θ. Отметим, что,

по построению управлений wj и wj∗, имеем zj∗(θ) ∈ (xij (θ), y(θ))
∗. Для тройки игроков:

преследователя Pij , убегающего E и защитника Dj∗ выполнены условия леммы 2.1. Пред-

пишем теперь защитнику Dj∗ , вместо погибшего преследователя Pij∗ , контролировать пре-

следователя Pij , то есть выбором своего управления, построенного в лемме 2.1, обеспечить

выполнение включения zj∗(t) ∈ (xij (t), y(t))
∗ для всех t ∈ [θ, T (Dj∗)).

Таким образом, при любых действиях преследователей Pi, i ∈ I(n) \Q, каждый защит-

ник Dj , j ∈ I(r), предотвращает встречу одного из указанных преследователей с убегаю-

щим E. Оставшиеся (b+r−1)−r = b−1 преследователей не могут осуществить b-кратную

поимку.

Теорема 2.2 доказана. �

17



Л е м м а 2.3. Пусть выполнены предположение 2.1, условие 2.1, многозначное отобра-

жение U(t) = U = const. Тогда ∆r = ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При U(t) = U = const предположение 2.1 примет вид: суще-

ствует постоянная невырожденная квадратная матрица B порядка k и постоянный вектор

g ∈ R
k такие, что

B(U + g) = S(0, 1). (2.9)

Из (2.9), (2.7), (2.6), (2.5) получаем, что

δr(t) = min
v∈U

max
Λ∈Ω(b+r)

min
α∈Λ

λ(v,X0
α − Y 0;U) =

= min
v∈U

max
Λ∈Ω(b+r)

min
α∈Λ

λ(B(v + g), B(X0
α − Y 0);S(0, 1)) =

= min
s∈S(0,1)

max
Λ∈Ω(b+r)

min
α∈Λ

λ(s, B(X0
α − Y 0);S(0, 1)).

Таким образом,

δr(t) = min
s∈S(0,1)

max
Λ∈Ω(b+r)

min
α∈Λ

λ(s, bα;S(0, 1)), где bi = B(X0
i − Y 0) 6= 0, i ∈ I(n). (2.10)

Отметим, что (2.10) можно преобразовать с применением (2.4), получим

δr(t) = min
s∈S(0,1)

max
Λ∈Ω(b+r)

min
α∈Λ

〈s, bα〉+
√

〈s, bα〉2 + |bα|2(1− |s|2)
|bα|2

(2.11)

Из (2.11) следует, что функция постоянна δr(t) = δr = const.
Предположим, что δr = 0. Тогда из (2.10) следует, что найдется элемент s∗ ∈ S(0, 1)

такой, что в любом множестве Λ ∈ Ω(b + r) существует элемент α ∈ Λ, для которого

λ(s∗, bα;S(0, 1)) = 0. Построим множество

Q = {q1, q2, . . . , qn−b−r+1} ∈ Ω(n− b− r + 1)

по следующему правилу. Выберем элемент

q1 ∈ L1 = {1, 2, . . . , b+ r} ∈ Ω(b+ r) из условия λ(s∗, bq1;S(0, 1)) = 0,

затем такой элемент

q2 ∈ L2 = (L1

⋃

{b+ r + 1}) \ {q1} ∈ Ω(b+ r), что λ(s∗, bq2;S(0, 1)) = 0,

далее элемент

q3 ∈ L3 = (L2

⋃

{b+ r + 2}) \ {q2} ∈ Ω(b) такой, что λ(s∗, bq3 ;S(0, 1)) = 0

и так далее. На последнем шаге построим множество

Ln−b−r+1 = (Ln−b−r

⋃

{n}) \ {qn−b−r} ∈ Ω(b+ r)

и выберем элемент

qn−b−r+1 ∈ Ln−b−r+1 по условию λ(s∗, bqn−b−r+1
;S(0, 1)) = 0.

По построению для множества Q ∈ Ω(n− b− r + 1) справедливо равенство

min
s∈S(0,1)

max
q∈Q

λ(s, bq;S(0, 1)) = 0,
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что возможно тогда и только тогда, когда

0 6∈ Intco{bq, q ∈ Q} = Intco{B(X0
q − Y 0), q ∈ Q}.

Поскольку матрица B невырожденная, то

0 6∈ Intco{X0
q − Y 0, q ∈ Q} или Y 0 6∈ Intco{X0

q , q ∈ Q}

и условие 2.1 не выполнено.

Полученное противоречие доказывает, что δr > 0. Из (2.7) получаем, что

∆r =

∫

∞

t0

δr(s) =

∫

∞

t0

δr = ∞.

Лемма 2.3 доказана. �

Т е о р е м а 2.3. Пусть выполнено предположение 2.1 и многозначное отображение

U(t) = U = const. Тогда условие 2.1 является необходимым и достаточным для осуществ-

ления одновременной b-кратной поимки в игре Γ с сильными защитниками убегающего.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость выполнения условия 2.1 следует из теоремы 2.2.

Пусть выполнено условие 2.1. Из леммы 2.3 следует, что ∆r = ∞ и возможность одновре-

менной b-кратной поимки следует из теоремы 2.1.

Теорема 2.3 доказана. �

Перейдем к рассмотрению игры Γ со слабыми защитниками убегающего, при этом от

всех участников дополнительно потребуем, чтобы выполнялось

П р е д п о л о ж е н и е 2.2. Все игроки используют допустимые управления, являющи-

еся кусочно-постоянными функциями на [t0,∞).

Т е о р е м а 2.4. Пусть выполнены предположения 2.1, 2.2 и ∆r = ∞. Тогда в игре Γ со

слабыми защитниками убегающего возможна одновременная b-кратная поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При условии, что группа защитников Dj , j ∈ I(r), не принимает

участие в игре Γ, при доказательстве теоремы 2 [26] построены управления преследовате-

лей Pi, i ∈ I(n), обеспечивающие одновременную (b + r)-кратную поимку убегающего E,
при этом если допустимое управление v(t) является кусочно-постоянной функцией, то и

допустимые управления ui(t), i ∈ I(n), будут обладать этим свойством.

Пусть преследователи Pi, i ∈ I(n), используют указанные управления (не учитывают

действия защитников Dj, j ∈ I(r)). Так как все защитники Dj, j ∈ I(r), могут уничтожить

не более чем r преследователей Pi, i ∈ I(n), получаем справедливость утверждения.

Теорема 2.4 доказана. �

Через Γ2(i, j), i ∈ I(n), j ∈ J(r), обозначим игру, в которой участвуют только три

игрока — преследователь Pi, убегающий E и слабый защитник убегающего Dj .

Л е м м а 2.4. Пусть выполнены предположения 2.1, 2.2, и в процессе игры Γ2(i, j) в мо-

мент θ > t0 реализовалась ситуация zj(θ) ∈ (xi(θ), y(θ))
∗. Тогда для всех допустимых

продолжений управлений ui(t) и v(t), t ∈ [θ,∞), найдется такое допустимое продолжение

управления wj(t), t ∈ [θ,∞), что zj(t) ∈ (xi(t), y(t))
∗ для всех t ∈ [θ, T (Dj)), при этом, если

T (Dj) < ∞, то T (Dj) = T (Pi), zj(T (Dj)) = xi(T (Dj)) 6= y(T (Dj)) и поимки не происхо-

дит.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Без ограничения общности, будем считать, что θ = θq > t0 (если

это не так, то добавим точку θ в разбиение σ), в точках разрыва допустимые управления

игроков непрерывны справа, а также все точки разрыва управлений принадлежат множеству

точек разбиения σ (при наличии других точек разрыва их можно включить в разбиение σ),

то есть

wj(t) = wj(θp), ui(t) = ui(θp), v(t) = v(θp) для всех t ∈ [θp, θp+1), p = 0, 1, 2, . . .

Из включения zj(θq) ∈ (xi(θq), y(θq))
∗ следует, что

zj(θq) = (1− αij)xi(θq) + αijy(θq), где αij =
|xi(θq)− zj(θq)|
|xi(θq)− y(θq)|

∈ (0, 1).

Предположение 2.2 означает, что для всех t ∈ [θq, θq+1] выполнены равенства

zj(t) = zj(θq) + wj(θq)(t− θq),
xi(t) = xi(θq) + ui(θq)(t− θq), y(t) = y(θq) + v(θq)(t− θq).

(2.12)

Определим wj(θq), а значит и wj(t) = wj(θq), t ∈ [θq, θq+1). Рассмотрим два случая:

1. Для всех t > θq выполнено неравенство xi(θq) + ui(θq)(t− θq) 6= y(θq) + v(θq)(t− θq).
В этом случае

wj(θq) = (1− αij)ui(θq) + αijv(θq).

Тогда, как показано в доказательстве леммы 2.1,

zj(t) ∈ (xi(t), y(t))
∗ при xi(t) 6= y(t) или zj(t) = xi(t) = y(t) для всех t ∈ [θq, θq+1].

Вместе с тем, неравенство xi(t) 6= y(t) для всех t ∈ [θq, θq+1] следует из (2.12) и выполнен-

ного в данном случае неравенства, значит

zj(t) ∈ (xi(t), y(t))
∗ для всех t ∈ [θq, θq+1].

2. Существет момент τ > θq такой, что xi(θq) + ui(θq)(τ − θq) = y(θq) + v(θq)(τ − θq).
Преобразуем данное равенство к виду

xi(θq)− y(θq) = (v(θq)− ui(θq))(τ − θq). (2.13)

Полагаем

wj(θq) = v(θq).

Тогда для всех t ∈ [θq, θq+1]
⋂

[θq, τ), с учетом (2.12), получим

zj(t) = zj(θq) + wj(θq)(t− θq) = (1− αij)xi(θq) + αijy(θq) + v(θq)(t− θq) =

= (1− αij)(xi(θq)− y(θq)) + y(θq) + v(θq)(t− θq) = (1− αij)(xi(θq)− y(θq)) + y(t) =

=
1− αij

1− (t− θq)/(τ − θq)

(

1− t− θq
τ − θq

)

(xi(θq)− y(θq)) + y(t) =

=
(

1− αij − (t− θq)/(τ − θq)

1− (t− θq)/(τ − θq)

)(

xi(θq)− y(θq)−
t− θq
τ − θq

(xi(θq)− y(θq))
)

+y(t).

Введем обозначение

βij(t) =

αij −
t− θq
τ − θq

1− t− θq
τ − θq

.
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Отметим, что функция βij(t) определена и непрерывна на [θq, τ), при этом

βij(θq) = αij , βij(θq + αij(τ − θq)) = 0 и θq + αij(τ − θq) ∈ (θq, τ), так как αij ∈ (0, 1).

Продолжим начатые выше вычисления, с использованием (2.13), получим

zj(t) = (1− βij(t))
(

xi(θq)− y(θq)− (t− θq)(v(θq)− ui(θq))
)

+y(t) =

= (1− βij(t))
(

xi(θq) + ui(θq)(t− θq)−
(

y(θq) + v(θq)(t− θq)
)

)

+y(t) =

= (1− βij(t))(xi(t)− y(t)) + y(t) = (1− βij(t))xi(t) + βij(t)y(t).

Полученное равенство и свойства функции βij(t) означают, что возможны два случая:

2.1. Если θq + αij(τ − θq) > θq+1, то

zj(t) ∈ (xi(t), y(t))
∗ для всех t ∈ [θq, θq+1].

2.2. Если θq + αij(τ − θq) 6 θq+1, то T (Dj) = T (Pi) = θq + αij(τ − θq) и

zj(t) ∈ (xi(t), y(t))
∗ для всех t ∈ [θq, T (Dj)), zj(T (Dj)) = xi(T (Dj)) 6= y(T (Dj)).

В случае 2.2 поимки не происходит. Если имел место случай 1 или 2.1, то на отрезке

[θq, θq+1] поимки не происходит, а в момент θq+1 снова выполнено включение

zj(θq+1) ∈ (xi(θq+1), y(θq+1))
∗,

позволяющее определить wj(θq+1) аналогично wj(θq).
Лемма 2.4 доказана. �

Аналогично теореме 2.2 (используя лемму 2.4 вместо леммы 2.1) доказывается

Т е о р е м а 2.5. Пусть выполнены предположения 2.1, 2.2. Тогда условие 2.1 является

необходимым для осуществления b-кратной поимки в игре Γ со слабыми защитниками

убегающего.

Т е о р е м а 2.6. Пусть выполнены предположения 2.1, 2.2 и многозначное отображение

U(t) = U = const. Тогда условие 2.1 является необходимым и достаточным для осуществ-

ления одновременной b-кратной поимки в игре Γ со слабыми защитниками убегающего.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость выполнения условия 2.1 следует из теоремы 2.5.

Пусть выполнено условие 2.1. Из леммы 2.3 следует, что ∆r = ∞ и возможность одновре-

менной b-кратной поимки следует из теоремы 2.4.

Теорема 2.6 доказана. �

П р и м е р 2.1. В R
2 рассмотрим игру Γ2.1 2 + 2q + r (q > 1, r > 0) лиц: 1 + 2q

преследователей P1, P2, . . . , P1+2q, убегающего E и r защитников убегающего D1, D2, ..., Dr

(при r = 0 защитников нет) вида (2.1), где

U(t) = S

((

−1
2

)

,
1

2

)

, X0
i =







cos
2πi

1 + 2q

sin
2πi

1 + 2q






, i ∈ I(1 + 2q), Y 0 =

(

0
0

)

.

Предположение 2.1 выполнено при B(t) = 2I и g(t) = (1,−2)T. Отметим, что начальные

позиции преследователей образуют правильный (1 + 2q)-угольник с центром в начальной

позиции убегающего. Проверяя, получаем, что при b + r = 1, 2, . . . , q условие 2.1 имеет

место, а при b+ r > q + 1 условие 2.1 не выполнено. Из теорем 2.3, 2.6, следуют
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У т в е р ж д е н и е 2.1. При (q− r) > 1 в игре Γ2.1 с сильными защитниками убегающе-

го возможна одновременная (q − r)-кратная поимка, причем поимка большей кратности

невозможна, а при (q − r) 6 0 в игре Γ2.1 с сильными защитниками убегающего поимка

невозможна.

У т в е р ж д е н и е 2.2. Пусть выполнено предположение 2.2. Тогда при (q − r) > 1 в

игре Γ2.1 со слабыми защитниками убегающего возможна одновременная (q − r)-кратная

поимка, причем поимка большей кратности невозможна, а при (q − r) 6 0 в игре Γ2.1 со

слабыми защитниками убегающего поимка невозможна.

§ 3. Решение задачи в общем случае

Перейдем к исследованию системы (1.1) в общем случае.

Пусть Φ(t) — фундаментальная матрица системы ϕ̇ = A(t)ϕ такая, что Φ(t0) = I.
Отметим, что Φ−1(t) невырожденна и непрерывна на [t0,∞), а Φ−1(t0) = I.

В системе (1.1) проведем неособые линейные преобразования координат

x∗

i (t) = Φ−1(t)xi(t), y∗(t) = Φ−1(t)y(t), z∗j (t) = Φ−1(t)zj(t),
u∗

i (t) = Φ−1(t)ui(t) ∈ Φ−1(t)U(t), v∗(t) = Φ−1(t)v(t), w∗

j (t) = Φ−1(t)wj(t).
(3.1)

В новых координатах конфликтно управляемая система (1.1) преобразуется [3] к задаче

простого группового преследования

Pi : ẋ∗

i = u∗

i , u∗

i ∈ V (t) = Φ−1(t)U(t), x∗

i (t0) = X0
i , i ∈ I(n),

E : ẏ∗ = v∗, v∗ ∈ V (t) = Φ−1(t)U(t), y∗(t0) = Y 0,
Dj : ż∗j = w∗

j , w∗

j ∈ V (t) = Φ−1(t)U(t), z∗j (t0) = Z0
j ∈ S(Y 0, L), j ∈ I(r).

(3.2)

Отметим, что в полученной (3.2) и в исходной (1.1) системах поимка означает точное

совпадение координат. Кроме того, между решениями этих систем существует взаимно од-

нозначное соответствие (3.1).

По форме системы (3.2) и (2.1) совпадают, но, чтобы применить результаты § 2 необ-

ходимо убедиться, что многозначное отображение V (t) = Φ−1(t)U(t) сохраняет свойства

многозначного отображения U(t), для этого достаточно показать, что справедлива

Л е м м а 3.1. Если выполнено предположение 2.1, то существуют непрерывная и невы-

рожденная на [t0,∞) квадратная матрица B∗(t) порядка k и непрерывная на [t0,∞) функ-

ция g∗(t) ∈ R
k такие, что B∗(t)(V (t) + g∗(t)) = S(0, 1) для всех [t0,∞).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу предположения 2.1, B∗(t) = B(t)Φ(t) является непре-

рывной и невырожденной на [t0,∞) квадратной матрицей порядка k как произведение двух

матриц с аналогичными свойствами, а функция g∗(t) = Φ−1(t)g(t) ∈ R
k непрерывна на

[t0,∞), поэтому для всех t ∈ [t0,∞)

B∗(t)(V (t) + g∗(t)) = B(t)Φ(t)(Φ−1(t)U(t) + Φ−1(t)g(t)) = B(t)(U(t) + g(t)) = S(0, 1).

Лемма 3.1 доказана. �

При сделанном предположении 2.1, из леммы 3.1 и (2.5) следует, что для всех ξ 6= 0,
w ∈ V (t), t ∈ [t0,∞)

λ(w, ξ;V (t)) = sup
{

λ > 0 : (w−λξ) ∈ V (t)
}

=

= λ(B∗(t)(w + g∗(t)), B∗(t)ξ;S(0, 1)) =

=
1

|B∗(t)ξ|2
(

〈B∗(t)(w + g∗(t)), B∗(t)ξ〉+

+

√

〈B∗(t)(w + g∗(t)), B∗(t)ξ〉2 + |B∗(t)ξ|2(1− |B∗(t)(w + g∗(t))|2)
)

.
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В исходных координатах получим: при всех ξ 6= 0, w ∈ U(t), t ∈ [t0,∞)

λ(Φ−1(t)w, ξ; Φ−1(t)U(t)) = sup
{

λ > 0 : (Φ−1(t)w − λξ) ∈ Φ−1(t)U(t)
}

=

= sup
{

λ > 0 : (w − λΦ(t)ξ) ∈ U(t)
}

=

= sup
{

λ > 0 : B(t)(w − λΦ(t)ξ + g(t)) ∈ B(t)(U(t) + g(t))
}

=

= sup
{

λ > 0 : (B(t)(w + g(t))− λB(t)Φ(t)ξ) ∈ S(0, 1)
}

=

= λ(B(t)(w + g(t)), B(t)Φ(t)ξ;S(0, 1)) =

=
1

|B(t)Φ(t)ξ|2
(

〈B(t)(w + g(t)), B(t)Φ(t)ξ〉+

+

√

〈B(t)(w + g(t)), B(t)Φ(t)ξ〉2 + |B(t)Φ(t)ξ|2(1− |B(t)(w + g(t))|2)
)

.

(3.3)

Из леммы 3.1 следует, что теоремы 2.1, 2.2, 2.4, 2.5, справедливы для системы (3.2).

Перепишем их для системы (1.1) с учетом преобразования координат (3.1), а также (2.6) и

(2.7). По функциям

λ1
i (v, t) = λ(Φ−1(t)v,X0

i − Y 0; Φ−1(t)U(t)) =
= sup

{

λ > 0 : (Φ−1(t)v − λ(X0
i − Y 0)) ∈ Φ−1(t)U(t)

}

,
(3.4)

непрерывным на множестве Uj(t)× [t0,∞), j ∈ I(m), определим величины

δ1r(t) = min
v∈U(t)

max
Λ∈Ω(b+r)

min
α∈Λ

λ1
α(v, t), ∆1

r =

∫

∞

t0

δ1r(s)ds. (3.5)

Вместо предположения 2.2 потребуем, чтобы выполнялось

П р е д п о л о ж е н и е 3.1. Игроки используют такие допустимые управления, что все

функции Φ−1(t)ui(t), i ∈ I(n), Φ−1(t)v(t), Φ−1(t)wj(t), j ∈ I(r), являются кусочно-

постоянными на [t0,∞).

Т е о р е м а 3.1. Пусть выполнено предположение 2.1 и ∆1
r = ∞. Тогда в игре Γ с

сильными защитниками убегающего возможна одновременная b-кратная поимка.

Т е о р е м а 3.2. Пусть выполнено предположение 2.1. Тогда условие 2.1 является необ-

ходимым для осуществления b-кратной поимки в игре Γ с сильными защитниками убегаю-

щего.

Т е о р е м а 3.3. Пусть выполнены предположения 2.1, 3.1 и ∆1
r = ∞. Тогда в игре Γ со

слабыми защитниками убегающего возможна одновременная b-кратная поимка.

Т е о р е м а 3.4. Пусть выполнены предположения 2.1, 3.1. Тогда условие 2.1 является

необходимым для осуществления b-кратной поимки в игре Γ со слабыми защитниками

убегающего.

В данной работе выражение «функция (определенная на [t0,∞)) является почти перио-

дической в смысле Бора» означает, что ее можно доопределить при всех t < t0 так, чтобы

полученная функция стала почти периодической по Бору [32].

Аналогично лемме 3.3 [27] доказывается

Л е м м а 3.2. Пусть выполнены предположение 2.1 и условие 2.1, многозначное отоб-

ражение U(t) = U = const, а матрица Φ(t) является почти периодической в смысле Бора.

Тогда ∆1
r = ∞.
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Т е о р е м а 3.5. Пусть выполнено предположение 2.1, матрица Φ(t) является почти пе-

риодической в смысле Бора и многозначное отображение U(t) = U = const. Тогда условие

2.1 является необходимым и достаточным для осуществления одновременной b-кратной

поимки в игре Γ с сильными защитниками убегающего.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость выполнения условия 2.1 следует из теоремы 3.2.

Из леммы 3.2 следует, что ∆1
r = ∞ и достаточность следует из теоремы 3.1.

Теорема 3.5 доказана. �

Т е о р е м а 3.6. Пусть выполнены предположения 2.1, 3.1, матрица Φ(t) является по-

чти периодической в смысле Бора и многозначное отображение U(t) = U = const. Тогда

условие 2.1 является необходимым и достаточным для осуществления одновременной b-
кратной поимки в игре Γ со слабыми защитниками убегающего.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость выполнения условия 2.1 следует из теоремы 3.4.

Из леммы 3.2 следует, что ∆1
r = ∞ и достаточность следует из теоремы 3.3.

Теорема 3.6 доказана. �

Отметим, что матрица Φ(t) является почти периодической в смысле Бора, в частности,

когда матрица A(t) = O или A(t) = A = const, а все ее собственные числа являются

простыми и чисто мнимыми.

П р и м е р 3.1. В R
2 рассмотрим игру Γ3.1 n + r + 1 (n > 1, r > 0) лиц: n преследо-

вателей P1, P2, . . . , Pn, убегающего E и r защитников убегающего D1, D2, ..., Dr (при r = 0
защитников нет) вида (1.1), где

U(t) =

{(

e1
e2

)

∈ R
2 :

(e1 − 3)2

2
+

(e2 + 5)2

4
6 1

}

, A(t) =

(

sin t 0
cos t sin t

)

.

Тогда предположение 2.1 выполнено при

B(t) =

(

1/
√
2 0

0 1/2

)

и g(t) =

(

3
−5

)

, а Φ(t) =

(

e1−cos t 0
e1−cos t sin t e1−cos t

)

является почти периодической в смысле Бора. Из теорем 3.5, 3.6 следуют

У т в е р ж д е н и е 3.1. Условие 2.1 является необходимым и достаточным для осу-

ществления одновременной b-кратной поимки в игре Γ3.1 с сильными защитниками убега-

ющего.

У т в е р ж д е н и е 3.2. Пусть выполнено предположение 3.1. Тогда условие 2.1 являет-

ся необходимым и достаточным для осуществления одновременной b-кратной поимки в

игре Γ3.1 со слабыми защитниками убегающего.
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We consider a conflict-controlled process with the participation of three types of controlled objects: a

group of pursuers, an evader, a group of defenders of the evader. Dynamic and inertial capabilities of

all controlled objects are the same. The evader and the group of defenders act cooperatively. The group

of pursuers is the other side of the conflict. If the positions of the pursuer and the defender of the

evader coincide then both players die and cease to participate in the conflict-controlled process. In a

conflict controlled process multiple capture of an evader occurs when a given number of pursuers catch

the evader, and capture moments may not coincide. If (not necessarily least) capture moments coincide

then nonstrict simultaneous multiple capture of the evader occurs. Finally, simultaneous multiple capture

of the evader occurs when least capture moments appear identical. We obtain necessary and sufficient

conditions for simultaneous multiple capture of the evader in terms of initial positions of the participants

and other parameters of the conflict-controlled process.
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