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В статье найдены околонулевые собственные значения (их физический смысл — энергии электронов)

и собственные функции, описывающие электронные состояния, неэрмитового гамильтониана SSH

для бесконечной цепочки с PT симметрией, возмущенного δ-образным потенциалом. Доказано, что

при малом параметре неэрмитовости существуют два (обобщенных) собственных значения кратно-

сти единица, причем, в отличие от эрмитовой модели, соответствующие (обобщенные) собственные

функции в зависимости от параметров системы могут как экспоненциально возрастать (что соответ-

ствует резонансным, т. е. распадающимся состояниям), так и экспоненциально убывать (что отвечает

локализованным состояниям) при |n| → ∞.
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Введение

Более двух десятилетилетий в физической литературе изучаются так называемые то-

пологические фазы таких материалов, как сверхпроводники и топологические изоляторы

(см. основополагающую статью [1], а также обзоры [2–4]). Речь идет о разбиении про-

странства параметров топологических систем на области (фазы), отвечающие элементам

алгебраической группы, порожденной некоторым топологическим инвариантом. В одно-

мерном случае это часто группа из двух элементов, сформированная с помощью числа обо-

ротов вектора на комплексной плоскости, определяемого гамильтонианом, описывающим

систему. Интерес физиков к этой тематике вызван тем, что целые числа, обычно характери-

зующие фазы, как правило, совпадают с числом состояний частиц с (около)нулевой энерги-

ей в данной фазе, находящихся в «усеченной» системе (в случае одномерной бесконечной

цепочки, состоящей из узлов, эта «усеченная» часть — конечная цепочка). Данное утвер-

ждение называется соответствием «объем–граница» (см. [4]); состояния с (около)нулевой

энергией относительно устойчивы к внешним воздействиям в силу «топологической за-

щищенности» (малые изменения параметров не меняют, например, число оборотов). Эти

устойчивые состояния локализуются вблизи границы, в одномерном случае — вблизи гра-

ничных точек. Существуют перспективы их использования в квантовой оптике и квантовой

информатике [5, 6].

В последние годы большой интерес стали вызывать неэрмитовы (несамосопряженные)

гамильтонианы, которые описывают топологические структуры, но также могут с успехом

моделировать открытые системы с внешними воздействиями (см. обзоры [5–11]). Обычно

это — одномерные разностные модели, чаще всего — модель Su–Schrieffer–Heeger (SSH) [12]

с введенной неэрмитовостью.

В связи со сказанным ранее, представляется весьма важным исследовать как число соб-

ственных значений (энергий), близких к нулю, так и соответствующие собственные функ-

ции, указывающие на локализацию частицы. Отмеченные выше актуальные задачи, кото-

рые, как правило, формулируются на математическом языке, почти не привлекают внимания

математиков. Настоящая статья призвана хотя бы в малой мере улучшить эту ситуацию.
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В статье исследуется бесконечная неэрмитовая цепочка SSH с PT (parity-time) [13, 14]

симметрией при наличии δ-образного потенциала (ср. эрмитов случай [15]). Наличие по-

тенциала можно интерпретировать как наличие примеси, но более интересным представля-

ется рассматривать потенциал как барьер, при больших значениях параметра становящийся

границей, разделяющий бесконечную цепочку на две полубесконечных. Авторами найдена

функция Грина невозмущенного гамильтониана SSH и, с помощью уравнения Дайсона, опи-

саны собственные значения и собственные функции возмущенного гамильтониана, а также

переход собственных значений в резонансы (характеризующие распадающие состояния),

происходящий на границе между топологическими фазами.

§ 1. Гамильтониан и функция Грина

Гамильтониан H бесконечной неэрмитовой цепочки SSH с PT-симметрией действует

в пространстве (l2(Z))2 на двух-компонентные функции Ψ(n) = (ψ1(n), ψ2(n))
T , где T —

транспонирование, по формуле [11, 14]

H

(

ψ1(n)
ψ2(n)

)

=

(

iδψ1(n) + wψ2(n− 1) + vψ2(n)
−iδψ2(n) + vψ1(n) + wψ1(n+ 1)

)

, n ∈ Z, (1.1)

где w, v — вещественные параметры перехода на соседний узел, δ — вещественный пара-

метр, порождающий неэрмитовость, ψ1(n) и ψ2(n) определены, соответственно, на нижних

и верхних узлах решетки (см. рис. 1).
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Рис. 1. Модель SSH. Круги — узлы решетки. Узлы сгруппированы в элементарные ячейки,

обозначенные пунктирными линиями, n — номер ячейки

После преобразования Фурье

ψ(k) =
1√
2π

∑

n∈Z

e−iknψ(n)

гамильтониан H , согласно (1.1), приобретает вид

H(k) =

(

iδ we−ik + v
weik + v −iδ

)

. (1.2)

Далее предполагаем, что w, v, w ± v 6= 0.

Т е о р е м а 1.1. Функция Грина (ядро резольвенты) гамильтониана H имеет вид

G(n− n′, E) =
1

2iwv sin p

(

(E + iδ)eip|n−n′| weip|n−n′−1| + veip|n−n′|

weip|n−n′+1| + veip|n−n′| (E − iδ)eip|n−n′|

)

, (1.3)

где E — спектральный параметр (энергия), p определяется равенством

cos p = (E2 + δ2 − w2 − v2)/(2wv). (1.4)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Решим уравнение (H(k)−E)Ψ(k) = Φ(k) относительно Ψ(k).
Согласно (1.2), его можно записать в виде

(

−E + iδ we−ik + v
weik + v −E − iδ

)(

ψ1(k)
ψ2(k)

)

=

(

ϕ1(k)
ϕ2(k)

)

. (1.5)

Определитель матрицы в (1.5) равен

d(k) = E2 + δ2 − w2 − v2 − 2wv cos k. (1.6)

Из (1.5), (1.6) находим

ψ1(k) =
(E + iδ)ϕ1(k) + (we−ik + v)ϕ2(k)

2wv cos k + w2 + v2 − E2 − δ2
,

ψ2(k) =
(E − iδ)ϕ2(k) + (weik + v)ϕ1(k)

2wv cos k + w2 + v2 − E2 − δ2
.

(1.7)

Для перехода от ψ1,2(k) к ψ1,2(n) будем использовать известную формулу [16]

1√
2π

π
∫

−π

eiknϕ(k)

2 cos k − α
dk =

1

2i sin p

∑

n′∈Z

eip|n−n′|ϕ(n′), (1.8)

где α = 2 cos p. Из (1.7), (1.8) получаем

ψ1(n) =
1

2iwv sin p

(

(E + iδ)
∞
∑

n′=−∞

eip|n−n′|ϕ1(n
′) +

∞
∑

n′=−∞

(

weip|n−n′−1| + veip|n−n′|
)

ϕ2(n
′)

)

,

ψ2(n) =
1

2iwv sin p

(

(E − iδ)

∞
∑

n′=−∞

eip|n−n′|ϕ2(n
′) +

∞
∑

n′=−∞

(

weip|n−n′+1| + veip|n−n′|
)

ϕ1(n
′)

)

,

(1.9)

где α = (E2 + δ2 − w2 − v2)/(wv). Из (1.9) следует формула (1.3).

§ 2. Уравнение Дайсона. Собственные значения и собственные функции

Рассмотрим возмущенный гамильтониан H + V, где потенциал V определяется равен-

ством

V

(

ψ1(n)
ψ2(n)

)

= V0

(

ψ1(0)
0

)

δn0, (2.1)

здесь V0 — вещественная константа, δn,m — символ Кронекера. Будем исследовать спек-

тральные свойства оператора H + V с помощью уравнения Дайсона

Ψ = −(H − E)−1VΨ, (2.2)

полученного из уравнения (H + V )Ψ = EΨ. Так как нас интересуют устойчивые состоя-

ния, предполагаем, что энергия E мала. С помощью функции Грина (1.3) и (2.1) запишем

уравнение (2.2) в виде

ψ1(n) = − V0
2iwv sin p

(E + iδ)eip|n|ψ1(0),

ψ2(n) = − V0
2iwv sin p

(

weip|n+1| + veip|n|
)

ψ1(0).

(2.3)
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Ненулевое решение системы (2.3) существует, если

2iwv sin p+ V0(E + iδ) = 0, (2.4)

где (см. (1.4))

sin p = ± i

2wv

√

(w2 − v2)2 + (E2 + δ2)(E2 + δ2 − 2(w2 + v2)). (2.5)

Из (2.4) получаем

E = −iδ ± 1

V0

√

(w2 − v2)2 + (E2 + δ2)(E2 + δ2 − 2(w2 + v2)) = F (E). (2.6)

Далее под собственными значениями и собственными функциями будем понимать E и Ψ,
для которых выполнено равенство (H + V )Ψ = EΨ, где Ψ 6= 0, но при этом функция Ψ
может не принадлежать пространству (l2(Z))2, т. е. может описывать резонансные состоя-

ния [17], отвечающие экспоненциальному возрастанию функции при n→ ±∞.

Т е о р е м а 2.1. Для достаточно малых |δ|, ε > 0 и |E| < ε существует ровно два

собственных значения гамильтониана H + V.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся принципом сжимающих отображений [18] для

уравнения (2.6) с произвольным знаком. Для малых |δ|, ε и max{|E|, |E ′|} < ε имеем

|F (E)− F (E ′)| = 1

|V0|
|E4 − E ′4 + (E2 − E ′2)(δ2 − 2(w2 + v2)) + δ2(E2 − E ′2)×

×
∣

∣

∣

√

(w2 − v2)2 + (E2 + δ2)(E2 + δ2 − 2(w2 + v2)) +

+
√

(w2 − v2)2 + (E ′2 + δ2)(E ′2 + δ2 − 2(w2 + v2))
∣

∣

∣

−1

6 q|E − E ′|,

где |q| < 1. В силу принципа сжимающих отображений существуют такие E1 и E2, отвеча-

ющие знакам «±» в (2.6), что выполнено равенство E1,2 = F (E1,2).

С л е д с т в и е 2.1. В условиях теоремы 2.1 из (1.4) и (2.5) имеем

cos p = −w
2 + v2

2wv
+O(ε2 + δ2), sin p = ±i|w

2 − v2|
2wv

+O(ε2 + δ2), (2.7)

тогда из (2.6)

E1,2 = −iδ ± |w2 − v2|
V0

+O(ε2 + δ2), (2.8)

eip = −w
2 + v2

2wv
∓ |w2 − v2|

2wv
+O(ε2 + δ2). (2.9)

Таким образом, в отличие от эрмитового случая собственные значения (2.8) — комплекс-

ные. Из (2.9) получим

eip =











−
(w

v

)±1

+O(ε2 + δ2), если |w| > |v|,

−
( v

w

)±1

+O(ε2 + δ2), если |w| < |v|,
(2.10)

где знаки «±» взяты из (2.7).
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Будем предполагать, что неравенства |eip| < 1 и |eip| > 1 определяются величиной |w/v|
и, таким образом, не зависят от малого слагаемого O(ε2 + δ2). Заметим, что при |w| < |v|
связи между ячейками слабее связей внутри ячеек.

Т е о р е м а 2.2. Пусть выполнены условия теоремы 2.1. Собственные функции Ψj(n) =

=
(

ψ
(j)
1 (n), ψ

(j)
2 (n)

)T

, j = 1, 2, гамильтониана H + V для околонулевых значений E1, E2

определяются равенствами

ψ
(1)
1 (n) = eip|n|, ψ

(1)
2 (n) =

eip|n|

E + iδ







v2 − w2

v2
+O(δ2 + ε2), n > 0,

O(δ2 + ε2), n < 0,

ψ
(2)
1 (n) = eip|n|, ψ

(2)
2 (n) =

eip|n|

E + iδ







O(δ2 + ε2), n > 0,
v2 − w2

v2
+O(δ2 + ε2), n < 0.

(2.11)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (2.3), (2.4) следуют равенства

ψ1(n) = eip|n|, ψ2(n) =
eip|n|

E + iδ

{

weip + v, n > 0,

we−ip + v, n < 0.
(2.12)

Из (2.10), (2.12) получаем (2.11).

Собственная функция Ψj(n), j = 1, 2, описывает локализованное состояние, если вы-

полняется неравенство |eip| < 1, что достигается выбором одного из двух знаков в (2.10).

Для знака противоположного выбранному получим резонансное (распадающееся) состоя-

ние. При этом из вида, например, функции Ψ1(n) и малости знаменателя E + iδ следует,

что наибольший вклад в |Ψ1|2, а значит и в определение локализации частицы, вносит

функция ψ
(1)
2 (n) в области n > 0. Следовательно, два имеющихся локализованных состо-

яния сосредоточены, главным образом, в верхних узлах цепочки (см. рис. 1) с номерами

ячеек n > 0 и n < 0. Ясно, что при локализации потенциала в верхнем узле цепочки,

локализация состояний будет в нижних узлах.

Переход от локализованного состояния к резонансному в пространстве параметров озна-

чает исчезновение частицы и, следовательно, переход в другую топологическую фазу, что

подтверждается и соответствием «объем–граница» [4]. В случае эрмитовой модели SSH

межфазная граница описывается равенством |w| = |v| (см. [4]); при наличии малой неэр-

митовости это равенство становится приближенным (см. (2.10)); при фиксированных δ, ε
фазовый переход, т. е. переход от |eip| < 1 к |eip| > 1 происходит не в точках w = ±v, а в их

малых окрестностях.

§ 3. Заключение

Изначально модель SSH эрмитова и представляет собой бесконечную цепочку из узлов,

моделирующую электроны в полиацетилене. В настоящее время, благодаря интересу к то-

пологическим фазам в неэрмитовом случае [5–11], эта модель с искусственно введенной

неэрмитовостью с киральной или PT симметрией, моделирующей внешние воздействия

на открытую систему, очень популярна в физической литературе. В данной статье рассмот-

рена модель SSH с PT симметрией и δ-образным потенциалом («барьером»), разделяю-

щим бесконечную цепочку на две полубесконечные. Доказано, что при малом параметре

неэрмитовости и малых энергиях на всей цепочке существуют две собственные функции,

описывающие электронные состояния, которые могут как экспоненциально возрастать, так

и экспоненциально убывать при |n| → ∞.
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In the paper we find near-zero eigenvalues (their physical meaning is the electron energy) and eigenfunc-

tions describing the electronic states of the non-Hermitian SSH Hamiltonian for an infinite chain with

PT symmetry, perturbed by a δ-shaped potential. We prove that for a small non-Hermitian parameter

there are two (generalized) eigenvalues of multiplicity one, and, in contrast to the Hermitian model, the

corresponding (generalized) eigenfunctions depending on the parameters of the system can either increase

exponentially (which corresponds to resonant, i. e., decaying states) or decrease exponentially (which

corresponds to bound states) as |n| → ∞.
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