
Èçâåñòèÿ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è èí�îðìàòèêè Óä�Ó 2018. Òîì 51

ÓÄÊ 517.929


© Ì.Â. Ìóëþêîâ

ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÄÂÓÏÀ�ÀÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ ËÈÍÅÉÍÛÕ

ÀÂÒÎÍÎÌÍÛÕ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ

Ñ Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÌ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÍÈÅÌ

1

�àññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îãðàíè÷åííûì çàïàçäûâàíè-

åì â ñëó÷àå, êîãäà åå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ëèíåéíî çàâèñèò îò äâóõ ñêàëÿðíûõ ïàðàìåòðîâ. Îñóùåñòâ-

ëåíî ðàçâèòèå ìåòîäà D-ðàçáèåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ýòîé ñèñòåìû.

Âî-ïåðâûõ, ïðîâåäåíà ïîëíàÿ êëàññè�èêàöèÿ òî÷åê è ëèíèé D-ðàçáèåíèÿ. Âî-âòîðûõ, ïðîâåäåíà ïîëíàÿ êëàñ-

ñè�èêàöèÿ äâóïàðàìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïî òèïó è ñòðóêòóðå îáëàñòåé D-ðàçáèåíèÿ.

Âñå óðàâíåíèÿ ðàçäåëåíû íà ÷åòûðå òèïà: îáëàñòè D-ðàçáèåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ðîäà èìåþò êðèâîëèíåé-

íûå ãðàíèöû, îáëàñòè D-ðàçáèåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé âòîðîãî è òðåòüåãî ðîäà èìåþò òîëüêî ïðÿìîëèíåéíûå

ãðàíèöû, óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî ðîäà ëèáî óñòîé÷èâî, ëèáî íåóñòîé÷èâî íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ.

Â-òðåòüèõ, äëÿ êàæäîãî òèïà óðàâíåíèé ðàçðàáîòàíû íîâûå ïðèåìû âûäåëåíèÿ îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñðåäè

îáëàñòåé D-ðàçáèåíèÿ. Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîñòðîåíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äëÿ íåêîòîðûõ

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé ñ ñîñðåäîòî÷åííûì è ðàñïðåäåëåííûì çàïàçäûâàíèåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì, ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, àâ-

òîíîìíûå óðàâíåíèÿ, àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, ìåòîä D-ðàçáèåíèÿ, îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè.

DOI: 10.20537/2226-3594-2018-51-04

Ââåäåíèå

Ïóñòü R+ = [0,+∞), RN×N
� àëãåáðà âåùåñòâåííûõ N × N -ìàòðèö. ×åðåç I è Θ áóäåì

îáîçíà÷àòü åäèíè÷íóþ è íóëåâóþ ìàòðèöó. Íîðìû â R
N
è R

N×N
ñîãëàñîâàíû.

�àññìîòðèì ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé











ẋ(t) +

∫ h

0
dR(s)x(t− s) = f(t), t ∈ R+,

x(ξ) = ψ(ξ), ξ ∈ [−h, 0),
(0.1)

â ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ:

• h > 0;

• ïðè êàæäîì t ∈ [0, h] îïðåäåëåíà R(t) ∈ R
N×N

;

• êîìïîíåíòàìè ìàòðè÷íîé �óíêöèè R ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè Rij îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè,

Rij : [0, h] → R, òàêèå, ÷òî Rij(0) = 0;

• èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå �èìàíà�Ñòèëòüåñà;

• �óíêöèÿ f : R+ → R
N
ñóììèðóåìà íà êàæäîì êîíå÷íîì îòðåçêå, ïðèíàäëåæàùåì R+;

• �óíêöèÿ fψ(t) =

∫ h

t
dR(s)ψ(t − s) ñóììèðóåìà íà [0, h].

Ñèñòåìó (0.1) ïðèíÿòî íàçûâàòü àâòîíîìíîé [1, 
. 95℄. ×àñòíûìè ñëó÷àÿìè ñèñòåìû (0.1)

ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ), ñèñòåìà ñ ïîñòîÿííûì

ñîñðåäîòî÷åííûì è ðàñïðåäåëåííûì çàïàçäûâàíèåì.

1

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ áàçîâîé ÷àñòè ãîñçàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè �Ô (ïðîåêò 1.5336.2017/8.9) ïðè ïîä-

äåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 18-01-00928).
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Ñëåäóÿ ïîäõîäó, ðàçðàáîòàííîìó â íàó÷íîé øêîëå Í.Â. Àçáåëåâà, ïåðåíåñåì íà÷àëüíóþ

�óíêöèþ â ïðàâóþ ÷àñòü, òîãäà ñèñòåìà (0.1) ïðèìåò âèä

ẋ(t) +

∫ min{t,h}

0
dR(s)x(t− s) = f̂(t), t ∈ R+, (0.2)

ãäå f̂(t) =

{

f(t) + fψ(t), åñëè t 6 h,

f(t), åñëè t > h.

Î ï ð å ä å ë å í è å 0.1 (ñì. [2, ñ. 9�10; 3, ñ. 23℄). �åøåíèåì ñèñòåìû (0.2) íàçûâàåòñÿ ëîêàëü-

íî àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ x : R+ → R
N
, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñèñòåìå (0.2) ïðè ïî÷òè

âñåõ t ∈ R+.

Ôóíêöèÿ x, áóäó÷è ðåøåíèåì ñèñòåìû (0.2) è äîîïðåäåëåííàÿ ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíè-

ÿõ t �óíêöèåé ψ, óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (0.1) ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ R+, ïîýòîìó x áóäåì íàçûâàòü

ðåøåíèåì ñèñòåìû (0.1).

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò èíîé ïîäõîä ê ïîíèìàíèþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (0.1), ñîãëàñíî êîòî-

ðîìó íà÷àëüíàÿ �óíêöèÿ ψ ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîé, à ïîä ðåøåíèåì ñèñòåìû ïîíèìàåò-

ñÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ x : [−h,+∞) → R
N
, ïðè ïîëîæèòåëüíûõ t óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñèñòå-

ìå (0.2), à ïðè íåïîëîæèòåëüíûõ � ðàâåíñòâó ψ(t) = x(t) [1,4�6℄. Òàêîé ïîäõîä íå ïðîòèâîðå÷èò
îïðåäåëåíèþ 0.1, íî òðåáóåò óñëîâèÿ íåïðåðûâíîé ñòûêîâêè x(0) = ψ(0).

Òàêèì îáðàçîì, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïîëàãàòü ψ(ξ) ≡ 0.

Î ï ð å ä å ë å í è å 0.2 (ñì. [2, ñ. 34; 7℄). Ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé íàçîâåì ìàòðè÷íóþ

�óíêöèþ X : R+ → R
N×N

, óäîâëåòâîðÿþùóþ ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ

Ẋ(t) +

∫ h

0
dR(s)X(t− s) = Θ

ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ R+ è óñëîâèÿì X(0) = I, X(ξ) = Θ ïðè ξ < 0.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 0.1 (ñì. [2, ñ. 34; 3, ñ. 23; 7℄). �åøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (0.1)

ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ïðåäñòàâèìî â âèäå

x(t) = X(t)x(0) +

∫ t

0
X(t− s)f̂(s) ds. (0.3)

Èç �îðìóëû (0.3) âûòåêàåò, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ëþáîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (0.1)

îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè �óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû.

Î ï ð å ä å ë å í è å 0.3. Ñèñòåìó (0.1) áóäåì íàçûâàòü

• àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé, åñëè lim
t→∞

∥

∥X(t)
∥

∥= 0,

• ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé, åñëè lim
t→∞

ln
∥

∥X(t)
∥

∥/t < 0.

Îïðåäåëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé è ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè, ïðèâåäåííûå, íàïðèìåð,

â ìîíîãðà�èÿõ [6, ñ. 130, 197; 5, ñ. 112�113℄, ýêâèâàëåíòíû îïðåäåëåíèþ 0.3.

Èç îïðåäåëåíèÿ 0.2 âûòåêàåò, ÷òî X íåïðåðûâíà íà R+. Êðîìå òîãî, èçâåñòíî [1, ñ. 23℄, ÷òî

sup
t∈[1,+∞)

ln
∥

∥X(t)
∥

∥/t <∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ê �óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöå ïðèìåíèìî ïðåîáðàçîâà-

íèå Ëàïëàñà, à åå Ëàïëàñ-îáðàç èìååò âèä

(

LX
)

(z) =
(

Iz +

∫ h

0
e−zs dR(s)

)−1
.

Î ï ð å ä å ë å í è å 0.4. Íàçîâåì �óíêöèþ

Φ(z) = det
(

Iz +

∫ h

0
e−zs dR(s)

)

(0.4)

õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèåé ñèñòåìû (0.1).
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Ó ò â å ð æ ä å í è å 0.2 (ñì. [8℄). Ïðè ëþáîì α ∈ R èìååì

X(t) =
∑

Re zn>α

res
z=zn

[

(

LX
)

(z)ezt
]

+ o(e−αt),

ãäå ñóììà ðàñïðîñòðàíåíà íà âñå êîðíè zn õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè, ëåæàùèå â ïîëó-

ïëîñêîñòè Re z > α, ïðè÷åì ìíîæåñòâî òàêèõ êîðíåé êîíå÷íî.

Î ï ð å ä å ë å í è å 0.5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà óñòîé÷èâà,

åñëè âñå åå êîðíè ëåæàò ñëåâà îò ìíèìîé îñè.

Èç óòâåðæäåíèÿ 0.2 âûòåêàåò, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (0.1) ñîâïàäàåò


 ýêñïîíåíöèàëüíîé è ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ (0.4) óñòîé÷èâà.

Î÷åâèäíî, ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (0.1) ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî ïðè ëþáîé

íåïðåðûâíîé íà÷àëüíîé �óíêöèè èìååì lim
t→∞

ln
∥

∥x(t)
∥

∥/t < 0. Áîëåå òîãî [3, ñ. 103�107℄, ýêñïî-

íåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (0.1) ýêâèâàëåíòíà îãðàíè÷åííîñòè ëþáîãî ðåøåíèÿ ñèñòå-

ìû (0.2) ïðè f̂ ∈ LNp [0,+∞), ãäå p > 1.

Îïðåäåëèòü, ëåæàò ëè âñå íóëè �óíêöèè (0.4) ñëåâà îò ìíèìîé îñè, ìîæíî ðàçëè÷íû-

ìè ìåòîäàìè. Äëÿ ïîëèíîìîâ òàêèìè ìåòîäàìè ÿâëÿþòñÿ êðèòåðèé �àóñà��óðâèöà è òåîðåìà

Ýðìèòà�Áèëåðà [9, ñ. 46℄; äëÿ êâàçèïîëèíîìîâ � òåîðåìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà [10℄ è ìåòîä, ðàçðà-

áîòàííûé Í. �. ×åáîòàðåâûì è Í.Í. Ìåéìàíîì [11℄; äëÿ ïðîèçâîëüíûõ öåëûõ �óíêöèé ïîäõî-

äÿò ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ïðèíöèïå àðãóìåíòà (íàïðèìåð, ìåòîä ãîäîãðà�à, ïðåäëîæåííûé

�. Íàéêâèñòîì è óñîâåðøåíñòâîâàííûé À.Â. Ìèõàéëîâûì [12℄).

Åñëè êîìïîíåíòû ìàòðèöû R� çàäàííûå �óíêöèè è çàïàçäûâàíèå h �èêñèðîâàíî, òî âî-

ïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè �óíêöèè (0.4) ðåøàåòñÿ îäíèì èç âûøåïåðå÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Åñëè h
è ïàðàìåòðû ìàòðèöû R íå �èêñèðîâàíû, òî âîçíèêàåò çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îáëàñòè óñòîé-

÷èâîñòè, òî åñòü îïðåäåëåíèÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà (0.1) àñèìï-

òîòè÷åñêè óñòîé÷èâà. Ñäåëàòü ýòî óêàçàííûìè ìåòîäàìè çàòðóäíèòåëüíî, ïîñêîëüêó êàæäûé

èç íèõ ïðèâîäèò ê èçó÷åíèþ íåêîòîðîé ñòîðîííåé çàäà÷è: ïîñòðîåíèþ ãîäîãðà�à, ðåøåíèþ

ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (â ñëó÷àå êðèòåðèÿ �àóñà��óðâèöà è ×åáîòàðåâà�Ìåéìàíà) èëè àíàëèçà

âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ (òåîðåìà Ýðìèòà�Áèëåðà

è Ïîíòðÿãèíà). Ïîïûòêà ïîñòðîåíèÿ îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè òàêèì îáðàçîì ïðèâîäèò ê ñëîæ-

íîé ïàðàìåòðè÷åñêîé çàäà÷å, ý��åêòèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ êîòîðîé óäàåòñÿ íàéòè ëèøü

â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ.

Èíîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè ïðåäëîæèë Þ.È. Íåéìàðê [13�15℄, ðàç-

âèâ ïðèåì, èñïîëüçîâàííûé È.À. Âûøíåãðàäñêèì [16℄. Ïðåäëîæåííàÿ èì èäåÿ ðàçáèåíèÿ ïðî-

ñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ íà îáëàñòè, âíóòðè êîòîðûõ êîëè÷åñòâî êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé

�óíêöèè ïîñòîÿííî, ïîëó÷èëà íàçâàíèå ìåòîä D-ðàçáèåíèÿ. Â 40�60-å ãîäû XX âåêà áûë íàé-

äåí ðÿä ïëîñêèõ è òðåõìåðíûõ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè äëÿ óðàâíåíèé ñ ñîñðåäîòî÷åííûì çà-

ïàçäûâàíèåì è ñèñòåì ÎÄÓ, ÷òî ïîäòâåðæäàëî ý��åêòèâíîñòü ìåòîäà D-ðàçáèåíèÿ. Ìîæåò

ñîçäàòüñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî ñõåìà äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ÿñíà: ïîñòðîèâ ëþáîå ïëîñêîå

ñå÷åíèå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, ìîæíî ïîñòðîèòü òðåõìåðíóþ, à çàòåì è ëþáóþ n-ìåðíóþ îá-

ëàñòü óñòîé÷èâîñòè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå ïîëó÷åíèå íîâûõ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè çàìåäëè-

ëîñü è âïîñëåäñòâèè ïî÷òè ïðåêðàòèëîñü. È ýòî íå áûëî ðåçóëüòàòîì îòñóòñòâèÿ ìîòèâàöèè

èññëåäîâàòåëåé. Íàïðîòèâ, çà ïðîøåäøèå äåñÿòèëåòèÿ íàêîïèëîñü ìíîæåñòâî íîâûõ ìîäåëåé,

èñïîëüçóþùèõ äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì, âîïðîñ îá àñèìïòîòè÷åñêîì

ïîâåäåíèè ðåøåíèÿ êîòîðûõ îòêðûò.

Ìîæíî âûäåëèòü òðè òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà D-ðàçáèåíèÿ äëÿ

èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÔÄÓ).

Âî-ïåðâûõ, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñèñòåìû ÔÄÓ, â îòëè÷èå îò ïîëèíîìà, â îáùåì

ñëó÷àå íå ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà �óíêöèé òîãî æå êëàññà.

Ýòî ëèøàåò íàñ õîòÿ áû òåîðåòè÷åñêîé âîçìîæíîñòè ñâåñòè çàäà÷ó ê çàäà÷å ìåíüøåé ðàçìåð-

íîñòè, ïîýòîìó óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà ïàðàìåòðîâ ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííîìó ðîñòó ñëîæíîñòè
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çàäà÷è. Êîëè÷åñòâî èññëåäîâàííûõ òðåõïàðàìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì íåâåëèêî, ÷åòûðåõïàðàìåòðè-

÷åñêèå èçó÷àþòñÿ ðåäêî, à óñïåøíûå èññëåäîâàíèÿ ïÿòèïàðàìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì àâòîðó ñòàòüè

íåèçâåñòíû.

Âî-âòîðûõ, ïðèìåíåíèå ìåòîäà D-ðàçáèåíèÿ ê ñèñòåìàì ÔÄÓ ïðèâîäèò ê ïåðåáîðó áåñêî-

íå÷íîãî ìíîæåñòâà îáëàñòåé, ïðè÷åì óíèâåðñàëüíîãî ñïîñîáà óêàçàòü ñðåäè íèõ îáëàñòü óñòîé-

÷èâîñòè íå ñóùåñòâóåò. Îíà ìîæåò èìåòü ëþáîå êîíå÷íîå èëè äàæå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî

êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëûìè è óäàëåííûìè äðóã îò äðóãà.

Â-òðåòüèõ, ñàìà îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ìîæåò áûòü âåñüìà ñëîæíî óñòðîåíà. �àññìîòðèì

óðàâíåíèå

ẋ(t) + ax(t− 1) + bx(t− τ) = 0, (0.5)

ãäå a, b ∈ R, τ ∈ R+. Ïðè τ = 0 îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèÿ (0.5) èçâåñòíà [17℄: ýòî áåñ-

êîíå÷íûé êðèâîëèíåéíûé óãîë, îáå ãðàíèöû êîòîðîãî èìåþò ïðîñòîå àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå.

Ïðè τ > 0 óðàâíåíèå (0.5) èçó÷àëîñü â ðàáîòàõ [18�20℄. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè êàæäîì �èêñèðî-

âàííîì τ ìåòîä D-ðàçáèåíèÿ ïîçâîëÿåò íàéòè îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè â ïëîñêîñòè âåùåñòâåííûõ
ïàðàìåòðîâ a è b, îäíàêî òî÷íàÿ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå òðåõ ïàðà-

ìåòðîâ (a, b, τ) äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíà. Ïðè÷èíà ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñ ðîñòîì τ ðàñòåò
êîëè÷åñòâî òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé, êîòîðàÿ îáðàçóåò ãðàíèöû îáëàñòåé D-ðàçáèåíèÿ,

ïîýòîìó óâåëè÷èâàåòñÿ êîëè÷åñòâî çâåíüåâ ãðàíèö îáëàñòåé D-ðàçáèåíèÿ. Çàâèñèìîñòü êîëè-

÷åñòâà è ñòðóêòóðû ýòèõ çâåíüåâ îò τ íå âûÿñíåíà è, ïî-âèäèìîìó, î÷åíü ñëîæíà.

Îñîçíàâàÿ ñåðüåçíîñòü ïåðå÷èñëåííûõ òðóäíîñòåé, ìû íå ñ÷èòàåì èõ íåïðåîäîëèìûìè,

à âîçìîæíîñòè ìåòîäà D-ðàçáèåíèÿ â èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ÔÄÓ èñ÷åðïàííûìè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 0.6. Íàçîâåì ñèñòåìó (0.1) n-ïàðàìåòðè÷åñêîé, åñëè åå õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêàÿ �óíêöèÿ ëèíåéíî çàâèñèò îò n âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ.

�àçâèòèå ìåòîäà D-ðàçáèåíèÿ öåëåñîîáðàçíî íà÷èíàòü ñ ðàññìîòðåíèÿ îäíî- è äâóïàðàìåò-

ðè÷åñêèõ ñèñòåì. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò öèêë ðàáîò [21�23℄, ïîñâÿùåííûõ ðàçâèòèþ

ìåòîäà D-ðàçáèåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè äâóïàðàìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì

ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îãðàíè÷åííûì çàïàçäûâàíèåì. Â óêà-

çàííûõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàëèñü ðàçëè÷íûå ÷àñòíûå âîïðîñû, à öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè � ñè-

ñòåìàòèçàöèÿ è íàèáîëåå ïîëíîå èçëîæåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

� 1. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å óñòàíàâëèâàþòñÿ íåêîòîðûå âàæíûå ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé

�óíêöèè ñèñòåìû (0.1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E àëãåáðó öåëûõ �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà C. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ER àë-

ãåáðó �óíêöèé èç E ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè ðÿäà Ìàêëîðåíà.

Ë å ì ì à 1.1. Åñëè f ∈ E, òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) f ∈ ER;

(2) f îòîáðàæàåò âåùåñòâåííóþ îñü â ñåáÿ;

(3) ∀z ∈ C : f(z) = f(z).

Ëåììà 1.1 äîêàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ìåòîäàìè [22℄.

Ò å î ð å ì à 1.1. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ (0.4) èìååò âèä

Φ(z) = zN +

N−1
∑

n=0

znφn(z), (1.1)

ãäå φn ∈ ER è sup
Re z>0

∣

∣φn(z)
∣

∣ <∞.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì P (z) =

∫ h

0
e−zs dR(s). Äëÿ ëþáîãî z ∈ C èìååì

Pij(z) =

∫ h

0
e−zs dRij(s) =

∫ h

0

∞
∑

k=0

(−1)kzksk

k!
dRij(s) =

m
∑

k=0

(−1)kzk

k!

∫ h

0
sk dRij(s) + Tm(z),

ãäå Tm(z) =

∫ h

0

∞
∑

k=m

(−1)kzksk/k! dRij(s). Äàëåå,

lim
m→∞

∣

∣Tm(z)
∣

∣ 6

∫ h

0

∣

∣dRij(s)
∣

∣ lim
m→∞

∞
∑

k=m

|z|khk/k! = 0,

ñëåäîâàòåëüíî,

Pij(z) =

∞
∑

k=0

(−1)kakz
k

k!
, (1.2)

ãäå ak =

∫ h

0
sk dRij(s). Èç îöåíêè |ak| 6 hk

∫ h

0

∣

∣dRij(s)
∣

∣

âûòåêàåò, ÷òî ðÿä (1.2) àáñîëþòíî

ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì z ∈ C, òî åñòü Pij �öåëàÿ �óíêöèÿ.

Ïðè Re z > 0 èìååì

∣

∣Pij(z)
∣

∣ 6

∫ h

0

∣

∣dRij(s)
∣

∣ < ∞, ñëåäîâàòåëüíî, âñå ìèíîðû, ñîñòàâëåííûå

èç ìàòðèöû P , ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îãðàíè÷åííûå íà ïîëóïëîñêîñòè Re z > 0 �óíêöèè èç ER.

Èçâåñòíî [24, ñ. 55℄, ÷òî äëÿ ëþáîé A ∈ R
N×N

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

det(Iz +A) = zN +

N
∑

n=1

(−1)ncnz
N−n, (1.3)

ãäå cn � ýòî ñóììà âñåõ ãëàâíûõ ìèíîðîâ ïîðÿäêà n ìàòðèöû A. Óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåìîé

òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ñðàâíåíèÿ (1.1) è (1.3), åñëè ïîëîæèòü A =

∫ h

0
e−zs dR(s)

è φn(z) = cn(−1)n. �

�àññìîòðèì çàìêíóòûé êîíòóð Cr íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ñîñòîÿùèé èç ïîëóîêðóæíî-

ñòè z = reiϕ, ãäå ϕ ∈ (−π/2, π/2), è îòðåçêà ìíèìîé îñè z = iy, ãäå y ∈ [−r, r]. Äëÿ �óíêöèè

f : C → C îáîçíà÷èì Mf (r) = max
z∈Cr

∣

∣f(z)
∣

∣

è σ(f) = lim
r→∞

logrMf (r).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè f �ïîëèíîì ñòåïåíè n, òî σ(f) = n.
Ñèìâîëîì N îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, à N0 = {0} ∪ N.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.1 (èç òåîðåìû 1.1). Îáîçíà÷èì G(z) = zN −Φ(z). Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ:

• Φ, G ∈ ER,

• σ(G) ∈ N0 è σ(G) < σ(Φ) = N .

Ñèìâîëîì p áóäåì îáîçíà÷àòü n-ìåðíóþ âåùåñòâåííóþ âåêòîð-ñòðîêó {p1, p2, . . . pn}.
Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ çàâèñèò îò p (áûòü ìîæåò, íåëèíåéíî), òî åñòü Φ(z) =

= Φ(z,p). Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1 �óíêöèè φn òîæå çàâèñÿò îò p, òî åñòü

Φ(z,p) = zN +

N−1
∑

n=0

znφn(z,p).

Êàê èçâåñòíî [14, 
. 62℄, äëÿ ïîëèíîìîâ ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ êîðíè ñ ïî-

ëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ áëàãîäàðÿ ëèáî ïåðåõîäó ÷åðåç ìíèìóþ

îñü, ëèáî ïîÿâëåíèþ èç ¾áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè¿. Âòîðîé ñïîñîá èìååò ìåñòî, åñëè êîý�-

�èöèåíò ïðè ãëàâíîì ÷ëåíå îáðàùàåòñÿ â íîëü.
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Åñëè â âûðàæåíèè (1.1) âìåñòî �óíêöèé φn ïîäñòàâèòü ïðîèçâîëüíûå àíàëèòè÷åñêèå �óíê-
öèè, òî ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ âîçìîæíî ïîÿâëåíèå êîðíåé èç ¾áåñêîíå÷íî

óäàëåííîé òî÷êè¿, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî êîý��èöèåíò ïðè ãëàâíîì ÷ëåíå zN íå îáðàùàåòñÿ

â íîëü. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå z + eaz = 0, ãäå a ∈ R+. Ïðè ëþáîì a > 0
ýòî óðàâíåíèå èìååò êîðíè ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ,

à ïðè a = 0 íå èìååò êîðíåé ñïðàâà îò ìíèìîé îñè.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè ïà-

ðàìåòðîâ êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (0.1) ñ ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé

÷àñòüþ ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî áëàãîäàðÿ ïåðåõîäó ÷åðåç ìíèìóþ îñü.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü ïðè êàæäîì n = 0, N − 1 �óíêöèÿ φn íåïðåðûâíî çàâèñèò îò p

ðàâíîìåðíî ïî z â ïîëóïëîñêîñòè Re z > 0. �àññìîòðèì ñâÿçíóþ îáëàñòü D â ïðîñòðàíñòâå

ïàðàìåòðîâ. Åñëè íè äëÿ êàêîé òî÷êè îáëàñòè D õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ (0.4) íå èìå-

åò êîðíåé íà ìíèìîé îñè, òî îíà èìååò îäèíàêîâîå (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè) êîëè÷åñòâî êîðíåé

ñ íåîòðèöàòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ â ëþáîé òî÷êå îáëàñòè D.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü p0,p1 ∈ D. Ñîåäèíèì èõ ïðîñòîé íåïðåðûâíîé êðèâîé, ïàðà-

ìåòðèçîâàííîé ñëåäóþùèì îáðàçîì: âûáåðåì íåïðåðûâíóþ âåêòîð-�óíêöèþ k : R → R
n
òàêóþ,

÷òî k(0) = p0, k(1) = p1, à ïðè ëþáîì t ∈ [0, 1] òî÷êà k(t) ïðèíàäëåæèò äàííîé êðèâîé. Ïðè

ëþáîì t ∈ [0, 1] �óíêöèÿ Φ
(

z,k(t)
)

íå èìååò êîðíåé ñ íóëåâîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ.

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû ñóùåñòâóåò A > 0 òàêîå, ÷òî
∣

∣

∣
φn
(

z,k(t)
)

∣

∣

∣
6 A ïðè ëþáûõ

n = 0, N − 1, t ∈ [0, 1] è z ∈ C òàêèõ, ÷òî Re z > 0. Èç (1.1) âûòåêàåò, ÷òî ïðè |z| > A+1 èìååì

|z|N =

∣

∣

∣

∣

∣

N−1
∑

n=0

znφn
(

z,k(t)
)

∣

∣

∣

∣

∣

6 A

N−1
∑

n=0

|z|n = A
|z|N − 1

|z| − 1
< |z|N − 1.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ëþáîì t ∈ [0, 1] âñå êîðíè �óíêöèè Φ
(

·,k(t)
)

ñ íåîòðèöàòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ ðàñïîëîæåíû âíóòðè êîíòóðà CA+1.

Ïðè êàæäîì t ∈ [0, 1] òðàíñ�îðìèðóåì êîíòóð CA+1 â êîíòóð �(t) ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíîãî

îòîáðàæåíèÿ Φ
(

·,k(t)
)

: C → C.

Ïî òåîðåìå î ëîãàðè�ìè÷åñêîì âû÷åòå [26, ñ. 205℄ èìååì

N(p0) =
1

2πi

∫

CA+1

1

Φ(z, p0)

∂Φ(z, p0)

∂z
dz =

1

2πi

∫

�(0)

dξ

ξ
,

N(p1) =
1

2πi

∫

CA+1

1

Φ(z, p1)

∂Φ(z, p1)

∂z
dz =

1

2πi

∫

�(1)

dξ

ξ
,

ãäå N(p)�÷èñëî êîðíåé �óíêöèè Φ(z,p) âíóòðè êîíòóðà CA+1, òî åñòü ÷èñëî êîðíåé ñ ïîëîæè-

òåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ. Òàê êàê ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè t êîíòóð �(t) íåïðåðûâíî
äå�îðìèðóåòñÿ, ¾íå çàäåâàÿ¿ åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè

1
ξ , òî

∫

�(0)

dξ

ξ
=

∫

�(1)

dξ

ξ
.

Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèè Φ(z,p0), Φ(z,p1) èìåþò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî êîðíåé â ïîëó-

ïëîñêîñòè Re z > 0. �

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 1.2 âûïîëíÿþòñÿ, åñëè Φ(z, ·) åñòü öåëàÿ �óíêöèÿ îò p.

� 2. �àçâèòèå ìåòîäà D-ðàçáèåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì

Öåëü íàñòîÿùåãî ïàðàãðà�à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ïî-

ëó÷èòü îáùèå óòâåðæäåíèÿ äëÿ n-ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè ïðîèçâîëüíîì íàòóðàëüíîì n.
Â ñëåäóþùèõ ïàðàãðà�àõ áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñëó÷àé n = 2.

Ïî îïðåäåëåíèþ n-ïàðàìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû åå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ëèíåéíî çà-

âèñèò îò n-ìåðíîãî âåùåñòâåííîãî âåêòîðà p = {p1, p2, . . . pn}. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1 èìååì

Φ(z,p) = zN + g0(z) +

n
∑

k=1

pkgk(z),
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ãäå ïðè ëþáîì k = 0, n èìååì gk ∈ ER, σ(gk) < N .

Âìåñòî �óíêöèè Φ ìîæíî âûáðàòü ëþáóþ �óíêöèþ F , èìåþùóþ òå æå íóëè. Èçâåñòåí

îáùèé âèä òàêîé �óíêöèè: F (z,p) = ew(z)Φ(z,p), ãäå w�ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ èç ER [25,

ñ. 21℄.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Óðàâíåíèå F (z,p) = 0 íàçîâåì n-ïàðàìåòðè÷åñêèì õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèì óðàâíåíèåì ñèñòåìû (0.1).

Äàëåå,

F (z,p) = ew(z)Φ(z,p) = f0(z) +

n
∑

k=1

pkfk(z),

ãäå f0(z) = ew(z)
(

zN + g0(z)
)

è fk(z) = ew(z)gk(z), k ∈ 1, n.

Óñòàíîâèì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó �óíêöèÿìè F (·,p) è òî÷êàìè p èç R
n
.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè � ýòî ñîâîêóïíîñòü âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè,

êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò óñòîé÷èâàÿ �óíêöèÿ F (·,p).

Êàê ïðàâèëî, ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè çàäàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè, ïîýòîìó äëÿ åå

îïèñàíèÿ óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äðóãèìè êîîðäèíàòàìè. Îáîçíà÷èì r = {r1, r2, . . . rn} è áóäåì
èññëåäîâàòü â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè óðàâíåíèå

f0(z) +

n
∑

k=1

rkfk(z) = 0. (2.1)

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.3. Ëþáîé òî÷êå r ∈ Rn ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî ρ(r), ðàâíîå
êîëè÷åñòâó êîðíåé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè) ñ íåîòðèöàòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ �óíêöèè

F (·, r), è áóäåì íàçûâàòü åãî àáñîëþòíûì èíäåêñîì òî÷êè r.

Îòìåòèì, ÷òî ρ(r) âñåãäà êîíå÷íî.

Áóäåì èñêàòü âñå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà R
n
ñ íóëåâûì àáñîëþòíûì èíäåêñîì. Ïðèíàäëåæ-

íîñòü òî÷êè p ýòîìó ìíîæåñòâó ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî �óíêöèÿ F (·,p) óñòîé÷èâà.
�àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî R

n+1
, òî÷êè êîòîðîãî áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì (r, ϕ), ãäå

ϕ ∈ R. Çíà÷åíèå ϕ áóäåì íàçûâàòü ÷àñòîòîé ýòîé òî÷êè, à âåêòîð r� ïðîåêöèåé òî÷êè (r, ϕ).

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.4. Òî÷êó (r, ϕ) íàçîâåì òî÷êîé D-ðàçáèåíèÿ, åñëè F (iϕ, r) = 0.

Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðîåêöèè äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê D-ðàçáèåíèÿ ìîãóò ñîâïàäàòü,

à îïðåäåëåíèå 2.4 ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü âñå òî÷êè D-ðàçáèåíèÿ ïî îòäåëüíîñòè, ïîñêîëüêó îíè

íèêîãäà íå ñîâïàäàþò â (n + 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ñîãëàñíî ëåììå 1.1 óðàâíåíèÿ F (iϕ, r) = 0 è F (−iϕ, r) = 0 ýêâèâàëåíòíû, ñëåäîâàòåëüíî,

äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ϕ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.5. Îáëàñòüþ D-ðàçáèåíèÿ áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíî ñâÿçíîå îòêðûòîå

ìíîæåñòâî V ∈ R
n
òàêîå, ÷òî

• V íå ñîäåðæèò ïðîåêöèè íè îäíîé òî÷êè D-ðàçáèåíèÿ,

• ëþáîå ëèíåéíî ñâÿçíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì êîòîðîãî ÿâ-

ëÿåòñÿ V , ñîäåðæèò ïðîåêöèþ õîòÿ áû îäíîé òî÷êè D-ðàçáèåíèÿ.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2 âñå òî÷êè îáëàñòè D-ðàçáèåíèÿ V èìåþò îäèí è òîò æå àáñîëþòíûé

èíäåêñ, êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü àáñîëþòíûì èíäåêñîì îáëàñòè V è îáîçíà÷àòü ρ(V ).

Îïèñàíèå îáëàñòåé D-ðàçáèåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèøü ïåðâûì ýòàïîì ìåòîäà D-ðàçáèåíèÿ. Ñëåäó-

þùèé ýòàï çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ðàññòàâèòü àáñîëþòíûå èíäåêñû îáëàñòåé. Åñëè ìíîæå-

ñòâî îáëàñòåé êîíå÷íî, òî îáëàñòü ñ íóëåâûì àáñîëþòíûì èíäåêñîì ìîæíî íàéòè ïåðåáîðîì.
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Åñëè îáëàñòåé áåñêîíå÷íî ìíîãî, òî òðåáóåòñÿ ñðàâíèòü àáñîëþòíûå èíäåêñû ñîñåäíèõ îáëà-

ñòåé, òî åñòü îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèå âîçðàñòàíèÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòè êîðíÿ íà ãðàíèöå îáëà-

ñòåé D-ðàçáèåíèÿ. Íàèáîëåå îáùèé ïðèåì äëÿ ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ïðîèçâîäíîé

ïî íàïðàâëåíèþ �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè âåùåñòâåííîé ÷àñòè êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé

�óíêöèè îò ïàðàìåòðà. Îäíàêî ýòî ìîæíî ñäåëàòü íå äëÿ ëþáîé òî÷êè D-ðàçáèåíèÿ.

Ñèìâîëîì F ′(z, r) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîèçâîäíóþ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.6. Íàçîâåì òî÷êó D-ðàçáèåíèÿ (r, ϕ) ðåãóëÿðíîé, åñëè F ′(iϕ, r) 6= 0,
è íåðåãóëÿðíîé, åñëè F ′(iϕ, r) = 0.

Ïðèâåäåì ñëåäñòâèå èç òåîðåìû î íåÿâíîì îïåðàòîðå â àíàëèòè÷åñêîì ñëó÷àå [28, ñ. 415℄.

�àññìîòðèì ðåãóëÿðíóþ òî÷êó D-ðàçáèåíèÿ (a, ϕ). Â îêðåñòíîñòè òî÷êè a ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ Zϕ : R
2 → C òàêàÿ, ÷òî Zϕ(a) = iϕ è F

(

Zϕ(r), r
)

≡ 0.
Âû÷èñëèì ïîëíûé äè��åðåíöèàë �óíêöèè F â òî÷êå (a, ϕ):

dF (iϕ,a) =

n
∑

k=1

(

F ′(iϕ,a)
∂Zϕ(a)

∂rk
+ fk(iϕ)

)

drk.

Â ëþáîé òî÷êå r, òàêîé, ÷òî F
(

Zϕ(r), r
)

= 0, ïîëíûé äè��åðåíöèàë �óíêöèè F ðàâåí íóëþ,

ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∇ReZϕ(a) = − 1
∣

∣F ′(iϕ,a)
∣

∣

2















ReF ′(iϕ,a)f1(−iϕ)
ReF ′(iϕ,a)f2(−iϕ)

...
ReF ′(iϕ,a)fn(−iϕ)















T

. (2.2)

Ïðè âûâîäå �îðìóëû (2.2) èñïîëüçóåòñÿ âûòåêàþùåå èç ëåììû 1.1 ðàâåíñòâî

ReF ′(iϕ,a)fk(−iϕ) = ReF ′(−iϕ,a)fk(iϕ).

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.7. �åãóëÿðíóþ òî÷êó D-ðàçáèåíèÿ (r, ϕ) íàçîâåì ñòàöèîíàðíîé, åñëè

∇ReZϕ(r) = 0, è íåñòàöèîíàðíîé, åñëè ∇ReZϕ(r) 6= 0.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.8. Íàçîâåì òî÷êó a ∈ R
n
îñîáîé, åñëè ñóùåñòâóåò íåðåãóëÿðíàÿ òî÷êà

D-ðàçáèåíèÿ, ïðîåêöèÿ êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ a. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êó a áóäåì íàçûâàòü

íåîñîáîé.

Åñëè îáùàÿ ãðàíèöà äâóõ îáëàñòåé D-ðàçáèåíèÿ ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó íåîñîáóþ òî÷êó,

òî äëÿ ýòèõ îáëàñòåé ìîæíî âû÷èñëèòü ðàçíîñòü àáñîëþòíûõ èíäåêñîâ. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîé

òî÷êå ìîæíî îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèå âîçðàñòàíèÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòè êîðíÿ, ïðè÷åì åñëè

ReZϕ 6= 0, òî ýòîò âåêòîð ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì âîçðàñòàíèÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòè êîðíÿ.

Â ïðîåêöèè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè òîæå ìîæíî íàéòè íàïðàâëåíèå âîçðàñòàíèÿ âåùåñòâåííîé

÷àñòè êîðíÿ, íî äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå �óíêöèè ReZϕ.

Åñëè ëþáàÿ òî÷êà îáùåé ãðàíèöû îñîáàÿ, òî àáñîëþòíûå èíäåêñû òàêèõ îáëàñòåé, âîîáùå

ãîâîðÿ, íóæíî âû÷èñëÿòü íåçàâèñèìî.

Îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè òî÷êà D-ðàçáèåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé, ìîæíî áåç âû÷èñëåíèÿ âåëè-

÷èíû ∇ReZϕ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âåêòîð-�óíêöèè vm =
{

v1m, v2m, . . . vnm
}

: R → R
n
, ãäå

vkm(ϕ) = Im fk(iϕ)fm(−iϕ) ïðè k,m = 1, n. Çàìåòèì, ÷òî vkm = −vmk ñîãëàñíî ëåììå 1.1.

Ë å ì ì à 2.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà D-ðàçáèåíèÿ (r, ϕ) áûëà íåñòàöèîíàðíîé, íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî v′
0(ϕ) +

n
∑

k=1

rkv
′
k(ϕ) 6= 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü (r, ϕ)�íåêîòîðàÿ òî÷êà D-ðàçáèåíèÿ. �àññìîòðèì �óíêöèþ

ṽkm(z) = −ifk(iz)fm(−iz),
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ÿâëÿþùóþñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì vkm íà êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Èç ṽ′km(z) =

=
(

fk(iz)fm(−iz)
)′
è vkm(ϕ) = Re ṽkm(ϕ) âûòåêàåò

v′km(ϕ) = Re
(

fk(iϕ)fm(−iϕ)
)′

(2.3)

äëÿ ëþáûõ k,m = 1, n è ϕ ∈ R.

Âûðàçèâ

rmfm(−iϕ) = −f0(−iϕ)−
n
∑

k=1,k 6=m

rkfk(−iϕ)

èç (2.1), íàéäåì

fm(−iϕ)F ′(iϕ, r) = fm(−iϕ)f ′0(iϕ) + rmfm(−iϕ)f ′m(iϕ) + fm(−iϕ)
n
∑

k=1,k 6=m

rkf
′
k(iϕ) =

= fm(−iϕ)f ′0(iϕ) − f ′m(iϕ)f0(−iϕ) +
n
∑

k=1,k 6=m

rk
(

fm(−iϕ)f ′k(iϕ)− f ′m(iϕ)fk(−iϕ)
)

.

Â ñèëó ëåììû 1.1 èìååì

Re
(

fm(−iϕ)f ′k(iϕ)− f ′m(iϕ)fk(−iϕ)
)

=

= Re
(

fm(−iϕ)f ′k(iϕ) − f ′m(−iϕ)fk(iϕ)
)

= Re
(

fk(iϕ)fm(−iϕ)
)′
,

ñëåäîâàòåëüíî,

Re fm(−iϕ)F ′(iϕ, r) = −Re
(

f0(−iϕ)fm(iϕ)
)′ −

n
∑

k=1,k 6=m

rk Re
(

fk(iϕ)fm(−iϕ)
)′
.

Çàìåòèì, ÷òî v′kk = 0, ïîýòîìó

Re fm(−iϕ)F ′(iϕ, r) = −v′m0(ϕ)−
n
∑

k=1

rkv
′
mk(ϕ). (2.4)

Èòàê, åñëè v′
0(ϕ) +

n
∑

k=1

rkv
′
k(ϕ) 6= 0, òî F ′(iϕ,a) 6= 0, òî åñòü (r, ϕ)�ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà

D-ðàçáèåíèÿ.

Ïîäñòàâèâ (2.4) â (2.2), ïîëó÷àåì �îðìóëó

∇ReZϕ(r) =
∣

∣F ′(iϕ,a)
∣

∣

−2

(

v′
0(ϕ) +

n
∑

k=1

rkv
′
k(ϕ)

)

. (2.5)

Èòàê, åñëè v′
0(ϕ)+

n
∑

k=1

rkv
′
k(ϕ) 6= 0, òî ∇ReZϕ(r) 6= 0. Åñëè v′

0(ϕ)+
n
∑

k=1

rkv
′
k(ϕ) = 0, òî (r, ϕ)

ëèáî íåðåãóëÿðíàÿ òî÷êà D-ðàçáèåíèÿ, ëèáî ñòàöèîíàðíàÿ. �

Ôîðìóëà (2.5) èíòåðåñíà ñàìà ïî ñåáå, ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèå âåêòîð-�óíêöèé v, êàê ïðà-

âèëî, ïðîùå, ÷åì èñïîëüçîâàíèå �îðìóëû (2.2).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà èñïîëüçóåòñÿ ïðè îòâåòå íà âîïðîñ î ñãóùåíèè îáëàñòåé D-ðàçáèåíèÿ

â êîíå÷íîé îáëàñòè.

Ë å ì ì à 2.2. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà òî÷åê D-ðàçáèåíèÿ, ïðîåêöèè êîòîðûõ îãðàíè÷åíû,

ìíîæåñòâî èõ ÷àñòîò òîæå îãðàíè÷åíî.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (0.1) â âèäå

−zN = g0(z) +

n
∑

k=1

rkgk(z).

Ïðè óñëîâèè z = iϕ è max
k=1,n

|rk| < R ïîëó÷àåì

|ϕ|N 6
∣

∣g0(iϕ)
∣

∣ +R

n
∑

k=1

∣

∣gk(iϕ)
∣

∣.

Â ñèëó σ(gk) < N ïðè ϕ→ ∞ èìååì

1 6
∣

∣g0(iϕ)/ϕ
N
∣

∣+R
n
∑

k=1

∣

∣gk(iϕ)/ϕ
N
∣

∣→ 0,

ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷àñòîòàõ íå ñóùåñòâóåò òî÷åê D-ðàçáèåíèÿ òàêèõ, ÷òî

max
k=1,n

|rk| 6 R. �

Ïîëåçíî èìåòü â ðàñïîðÿæåíèè ëåãêî ïðîâåðÿåìûå ïðèçíàêè òîãî, ÷òî îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè

ïóñòà èëè ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ë å ì ì à 2.3. Ïóñòü

n
∑

k=1

∣

∣fk(0)
∣

∣ 6= 0 è ρ(r) = 0, òîãäà f0(0) +
n
∑

k=1

rkfk(0) > 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè f0(0) +
n
∑

k=1

rkfk(0) = 0, òî óðàâíåíèå (2.1) èìååò íóëåâîé êî-

ðåíü.

Ïóñòü f0(0) +
n
∑

k=1

rkfk(0) < 0. Ïðè x ∈ R èìååì limx→+∞ F (x, r) = +∞, íî F (0, r) < 0,

ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå F (·, r) = 0 èìååò ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ �óíêöèÿ F (·, r) íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé. �

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ë å ì ì à 2.4. Ïóñòü f1(0) = f2(0) = . . . = fn(0) = 0 è f0(0) < 0. Òîãäà îáëàñòü óñòîé÷èâî-
ñòè ïóñòà.

Óòâåðæäåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå ëåììàì 2.3, 2.4, ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ (íàïðèìåð, ñì. [27, ñ. 29℄).

Ò å î ð å ì à 2.1. Åñëè v0 = 0 è ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç �óíêöèé f1, f2, . . . fn îòëè÷íà îò

òîæäåñòâåííîãî íóëÿ, òî îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïóñòà.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó äàííîé òåîðåìû, ñ�îðìóëèðóåì óòâåðæäåíèÿ, êîòî-

ðûìè áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ è â ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðà�àõ.

Ë å ì ì à 2.5. Ïóñòü f, g, h ∈ ER. Åñëè Im f(−iϕ)g(iϕ) ≡ 0 è Im g(−iϕ)h(iϕ) ≡ 0, òî ëèáî
g(z) ≡ 0, ëèáî Im f(−iϕ)h(iϕ) ≡ 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü g(z) 6≡ 0, Im f(−iϕ)g(iϕ) ≡ 0 è Im g(−iϕ)h(iϕ) ≡ 0. Òîãäà

ïðè ëþáîì ϕ ∈ R èìååì f(−iϕ)
∣

∣g(iϕ)
∣

∣

2
h(iϕ) ∈ R. Ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè [26, ñ. 122℄

ìíîæåñòâî íóëåé �óíêöèè g íèãäå íå ïëîòíî íà ìíèìîé îñè, ïîýòîìó Im f(−iϕ)h(iϕ) ≡ 0. �

Ë å ì ì à 2.6. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà öåëûõ �óíêöèé {Hm} (m = 1,M), âåùåñòâåí-

íûõ ÷èñåë {ak} (k = 1,K) è öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë {νkm} (m = 1, 2M , k = 1,K)

ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

K
∑

k=1

ak

M
∏

m=1

(ReHm(ix))
νk
2m−1 (ImHm(ix))

νk
2m = 0 (2.6)

ëèáî ñîâïàäàåò ñ R, ëèáî êîíå÷íî íà êàæäîì îòðåçêå âåùåñòâåííîé îñè.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî öåëàÿ �óíêöèÿ Hm åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòà-

âèìà â âèäå Hm(z) = HR
m(−iz) + iHI

m(−iz), ãäå HR
m,H

I
m ∈ ER. Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì Hm â ðÿä

Ìàêëîðåíà: Hm(z) =
∞
∑

n=0
cnz

n
. �ÿäû

∞
∑

n=0
(Re incn)z

n
,

∞
∑

n=0
(Im incn)z

n
ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî, ïî-

ñêîëüêó |Re incn| < |cn| è | Im incn| < |cn|. Ñòåïåííûå ðÿäû, ñõîäÿùèåñÿ íà âñåé êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè, � öåëûå �óíêöèè [26, ñ. 116℄, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì êàê HR
m è HI

m ñîîòâåòñòâåííî.

Äàëåå, HR
m(−iz) + iHI

m(−iz) =
∞
∑

n=0
(cni

n)(−i)nzn =
∞
∑

n=0
cnzn = Hm(z).

�àññìîòðèì �óíêöèþ

W (z) =
K
∑

k=1

ak

M
∏

m=1

(

HR
m(z)

)νk
2m−1

(

HI
m(z)

)νk
2m .

Î÷åâèäíî, W ∈ ER, ïîýòîìó ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ êîðíåé ýòîé �óíêöèè ñîâïàäàåò ñî

ìíîæåñòâîì ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.6). Ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè êàæäàÿ íåíóëåâàÿ öåëàÿ

�óíêöèÿ èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî êîðíåé íà êîìïàêòå. �

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 2.1. Â ñèëó ëåììû 2.5 è òîãî, ÷òî f0(z) 6≡ 0, èìååì
vkm(ϕ) ≡ 0 äëÿ ëþáûõ k,m = 0, n.

Â ñèëó ëåììû 1.1 òîæäåñòâî Im fk(−iϕ)fm(iϕ) ≡ 0 ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

fk(−iϕ)fm(iϕ) ≡ fk(iϕ)fm(−iϕ).

Â ñèëó òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî z ∈ C âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

fk(−z)fm(z) ≡ fk(z)fm(−z) è, ñëåäîâàòåëüíî, F (z, r)fm(−z) ≡ F (−z, r)fm(z).
Ïóñòü íàéäåòñÿ �óíêöèÿ fm è ÷èñëî z0 ∈ C òàêèå, ÷òî z0 �êîðåíü F (z,a) è ëèáî z0 íå

ÿâëÿåòñÿ êîðíåì �óíêöèè fm, ëèáî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìåíüøåé êðàòíîñòè. Òîãäà èç ðàâåíñòâà

F (z0)fm(−z0) = F (−z0)fm(z0) âûòåêàåò, ÷òî −z0 òîæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì �óíêöèè F (·,a), êîòî-
ðàÿ, òàêèì îáðàçîì, íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé.

Èòàê, äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèÿ F (·,a) áûëà óñòîé÷èâîé, íåîáõîäèìî, ÷òîáû êàæäûé êî-

ðåíü ýòîé �óíêöèè ÿâëÿëñÿ êîðíåì ëþáîé �óíêöèè fm ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî,

èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå fm(z) = F (z,a)βm(z), ãäå βm ∈ ER. Èç òîæäåñòâà F (z,a)fm(−z) ≡
≡ F (−z,a)fm(z) âûòåêàåò, ÷òî βm �÷åòíàÿ �óíêöèÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî r ∈ R
n
ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

F (z, r) ≡ F (z,a)

(

β0(z) +
n
∑

k=1

rkβk(z)

)

.

Ïîñêîëüêó âñå �óíêöèè βk ÷åòíûå, òî äëÿ òîãî, ÷òîáû F (·, r) áûëà óñòîé÷èâîé, íåîáõîäèìî,
÷òîáû óðàâíåíèå

β0(z) +

n
∑

k=1

rkβk(z) = 0 (2.7)

íå èìåëî ðåøåíèé â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

f1(z) 6≡ 0. Ïðè �èêñèðîâàííîì r2 ñóùåñòâóåò íå áîëåå äâóõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé r1, ïðè êî-

òîðûõ óðàâíåíèå (2.7) íå èìååò ðåøåíèé â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè [25, ñ. 61℄. Ñëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}, ñõîäÿùàÿñÿ ê a, òàêàÿ, ÷òî F (·,an) íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷è-
âîé ïðè ëþáîì n ∈ N. Â ñèëó òåîðåìû 1.2 �óíêöèÿ F (·,a) òîæå íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé. �

� 3. �àçâèòèå ìåòîäà D-ðàçáèåíèÿ äëÿ äâóïàðàìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì ñ çàïàç-

äûâàíèåì

�àññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (2.1) ëèíåéíî çàâèñèò îò äâó-

ìåðíîãî âåùåñòâåííîãî âåêòîðà r = {r1, r2}, òî åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

f0(z) + r1f1(z) + r2f2(z) = 0. (3.1)

Â äàííîì ñëó÷àå òî÷êà D-ðàçáèåíèÿ (r, ϕ)� ýòî òî÷êà ïðîñòðàíñòâà R
3
, à ïðîåêöèÿ òî÷êè

D-ðàçáèåíèÿ (r, ϕ)� ýòî òî÷êà r ïëîñêîñòè R
2
.
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� 3.1. Òî÷êè D-ðàçáèåíèÿ äâóïàðàìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

�àçäåëåíèå äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé óðàâíåíèÿ F (iϕ, r) = 0 ïðèâîäèò ê ñèñòåìå

{

r1 Re f1(iϕ) + r2Re f2(iϕ) + Re f0(iϕ) = 0,

r1 Im f1(iϕ) + r2 Im f2(iϕ) + Im f0(iϕ) = 0.
(3.2)

Çàïèøåì (3.2) â âèäå ArT = b, ãäå A =

(

a11 a12
a21 a22

)

, b =

(

b1
b2

)

, aij = aij(ϕ), bi = bi(ϕ),

(i, j = 1, 2), è ïîëîæèì

∆ = detA, u1 = det

(

b1 a12
b2 a22

)

, u2 = det

(

a11 b1
a21 b2

)

.

Ñîãëàñíî ëåììå 1.1 èìååì

∆(ϕ) = Im f1(−iϕ)f2(iϕ), u1(ϕ) = Im f2(−iϕ)f0(iϕ), u2(ϕ) = Im f0(−iϕ)f1(iϕ).

Îáîçíà÷èì u =
{

u1, u2
}

.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Êðîíåêåðà�Êàïåëëè ïðè �èêñèðîâàííîì ϕ ñèñòåìà (3.2) ðàçðåøèìà îòíî-

ñèòåëüíî r â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ðàíã ìàòðèöû A(ϕ) ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì ðàñøèðåííîé

ìàòðèöû. �àíã ìàòðèöû A(ϕ) ðàâåí íóëþ, åñëè f1(iϕ) = f2(iϕ) = 0; åäèíèöå � åñëè ∆(ϕ) = 0
è ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë f1(iϕ), f2(iϕ) îòëè÷íî îò íóëÿ; äâóì � åñëè ∆(ϕ) 6= 0. �àíã
ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ðàâåí íóëþ, åñëè f1(iϕ) = f2(iϕ) = f0(iϕ) = 0; åäèíèöå � åñëè ∆(ϕ) = 0,
u(ϕ) = 0 è ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë f0(iϕ), f1(iϕ), f2(iϕ) îòëè÷íî îò íóëÿ; äâóì � åñëè

∆(ϕ) 6= 0.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííîì ϕ ñèñòåìà (3.2) ðàçðåøèìà ðîâíî â òðåõ ñëó÷àÿõ:

• åñëè ∆(ϕ) 6= 0, òî ñèñòåìà (3.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå S(ϕ) = u(ϕ)/∆(ϕ);

• åñëè ∆(ϕ) = u1(ϕ) = u2(ϕ) = 0, íî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë f1(iϕ), f2(iϕ) îòëè÷íî
îò íóëÿ, òî ñèñòåìà (3.2) îïèñûâàåò ïðÿìóþ â R

2
;

• åñëè f1(iϕ) = f2(iϕ) = f0(iϕ) = 0, òî ëþáîå r ∈ R
2
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.2),

ïîýòîìó îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïóñòà.

Ñîãëàñíî ëåììå 2.6 â ñëó÷àå ∆(ϕ) 6≡ 0 ìíîæåñòâî êîðíåé �óíêöèè ∆ ëèáî êîíå÷íî, ëèáî

ñ÷åòíî, ïðè÷åì â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ëþáîé îòðåçîê ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî êîð-

íåé. Ïðîíóìåðóåì âñå íåîòðèöàòåëüíûå êîðíè ïî âîçðàñòàíèþ, íà÷èíàÿ ñ íóëåâîãî íîìåðà,

è îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ýòèõ êîðíåé ÷åðåç {ξn}, n ∈ N0.

Ìíîæåñòâî {ξn} ðàçáèâàåò R+ íà íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ In (n ∈ N0).

Çàìåòèì, ÷òî ξ0 = 0 â ñèëó íå÷åòíîñòè �óíêöèè ∆. Åñëè ìíîæåñòâî {ξn} áåñêîíå÷íî, òî äëÿ

In = (ξn, ξn+1) äëÿ ëþáîãî n ∈ N0. Åñëè êîëè÷åñòâî êîðíåé êîíå÷íî, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç m èõ

êîëè÷åñòâî, óìåíüøåííîå íà åäèíèöó; òîãäà In = (ξn, ξn+1) ïðè n = 0,m− 1 è Im = (ξm,∞).

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Îðèåíòèðîâàííóþ êðèâóþ â R
3
, çàäàâàåìóþ íåïðåðûâíûì îòîáðà-

æåíèåì (r, ϕ) =
(

S(ϕ), ϕ
)

, ϕ ∈ In, áóäåì íàçûâàòü êðèâîé D-ðàçáèåíèÿ. Îðèåíòèðîâàííóþ

êðèâóþ â R
2
, çàäàâàåìóþ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì r = S(ϕ), ϕ ∈ In, áóäåì îáîçíà÷àòü

÷åðåç Cn è íàçûâàòü ïðîåêöèåé êðèâîé D-ðàçáèåíèÿ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.2. Åñëè ϕ óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå

{

∆(ϕ) = u1(ϕ) = u2(ϕ) = 0,
∣

∣f1(iϕ)
∣

∣ +
∣

∣f2(iϕ)
∣

∣ 6= 0,
(3.3)

òî ïðÿìóþ íà ïëîñêîñòè (·, ·, ϕ) ïðîñòðàíñòâà R
3
, ñîñòîÿùóþ èç òàêèõ òî÷åê (r, ϕ), ÷òî

F (iϕ, r) = 0, áóäåì íàçûâàòü ïðÿìîé D-ðàçáèåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòîòå ϕ. Ïðÿìóþ
â ïëîñêîñòè R

2
, ñîñòîÿùóþ èç òî÷åê r òàêèõ, ÷òî F (iϕ, r) = 0, áóäåì íàçûâàòü ïðîåêöèåé

ïðÿìîé D-ðàçáèåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòîòå ϕ.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 3.3. Ëèíèåé D-ðàçáèåíèÿ áóäåì íàçûâàòü ëþáóþ êðèâóþ èëè ïðÿìóþ

D-ðàçáèåíèÿ.

Èòàê, ëþáàÿ òî÷êà D-ðàçáèåíèÿ ïðèíàäëåæèò ðîâíî îäíîé ëèíèè D-ðàçáèåíèÿ. Íà ñóùå-

ñòâîâàíèå ïðÿìûõ è êðèâûõ D-ðàçáèåíèÿ óêàçàë Þ.È.Íåéìàðê ïðè ðàññìîòðåíèè óñòîé÷è-

âîñòè ïîëèíîìîâ è êâàçèïîëèíîìîâ, ëèíåéíî çàâèñÿùèõ îò äâóõ âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ.

Êðîìå òîãî, èì áûëî ïðåäëîæåíî ïðàâèëî øòðèõîâêè, ñîãëàñíî êîòîðîìó øòðèõîâêà íàíî-

ñèòñÿ íà ïðîåêöèè êðèâûõ D-ðàçáèåíèÿ. Þ.È.Íåéìàðê ïðåäëîæèë äâà ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ

íàïðàâëåíèÿ âîçðàñòàíèÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòè êîðíÿ íà ïðîåêöèÿõ ïðÿìûõ D-ðàçáèåíèÿ. Åñëè

ïðÿìàÿ ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòîòå ξn è èçâåñòíà øòðèõîâêà íà ïðÿìîé Cn, òî ïðåäëàãàëîñü øòðè-

õîâàòü ïðÿìóþ òàê, ÷òîáû çàøòðèõîâàííûå ñòîðîíû ïðîåêöèè ïðÿìîé è êðèâîé Cn ñîâïàäà-

ëè. Äðóãîé ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â äå�îðìèðîâàíèè ïðÿìûõ D-ðàçáèåíèÿ â êðèâûå D-ðàçáèåíèÿ

¾ìàëûì¿ èçìåíåíèåì �óíêöèé f0, f1, f2. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå ïðåäëîæåííûå ïðèåìû íå ïîç-

âîëÿþò íàéòè îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè. Òàêèì îáðàçîì, íå áûë ðåøåí âîïðîñ î ïðèíöèïèàëüíîé

âîçìîæíîñòè âû÷èñëèòü ðàçíîñòü àáñîëþòíûõ èíäåêñîâ äâóõ ñîñåäíèõ îáëàñòåé D-ðàçáèåíèÿ

(è âîîáùå äâóõ ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé D-ðàçáèåíèÿ).

� 3.2. Êðèâûå D-ðàçáèåíèÿ

Èññëåäóåì ñâîéñòâà êðèâûõ D-ðàçáèåíèÿ è íàéäåì ñïîñîá, êîòîðûì ìîæíî îïðåäåëèòü íà-

ïðàâëåíèå âîçðàñòàíèÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòè êîðíÿ íà ïðîåêöèÿõ êðèâûõ.

Åñëè (a, b) ⊂ In, òî ìíîæåñòâî
(

S(ϕ), ϕ
)

, ϕ ∈ (a, b) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ó÷àñòêîì ïðîåê-

öèè êðèâîé D-ðàçáèåíèÿ, êîòîðûé áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç C
(a,b)
n .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.1 (èç ëåììû 2.2). Ëþáîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî D ⊂ R
2
ïåðåñåêàåòñÿ

ëèøü 
 êîíå÷íûì ÷èñëîì êðèâûõ Cn. Åñëè {Cn} êîíå÷íî è ñîäåðæèò m+ 1 êðèâóþ (òî åñòü

m�íàèáîëüøèé íîìåð êðèâîé), òî íàéäåòñÿ âåùåñòâåííîå ÷èñëî σ òàêîå, ÷òî C
(a,b)
m ∩D = ∅

ïðè ëþáûõ b > a > σ.

Ë å ì ì à 3.1. Êðèâàÿ Cn ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé. Åñëè {Cn} áåñêîíå÷íî, òî âñå

ïðîåêöèè êðèâûõ D-ðàçáèåíèÿ ñîñòîÿò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàäêèõ ñåãìåíòîâ. Åñëè {Cn} êî-
íå÷íî, òî êðèâàÿ ñ íàèáîëüøèì íîìåðîì ñîñòîèò èç íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ãëàä-

êèõ ñåãìåíòîâ, à âñå îñòàëüíûå êðèâûå� èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàäêèõ ñåãìåíòîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â òî÷êàõ, ãäå êðèâàÿ òåðÿåò ãëàäêîñòü, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

S′(ϕ) = 0. Ýòî óðàâíåíèå ëèáî òîæäåñòâåííî âûïîëíÿåòñÿ íà âñåé îñè, ëèáî íà êàæäîì

êîíå÷íîì èíòåðâàëå èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êîðíåé (ëåììà 2.6). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

S′(ϕ) ≡ 0, òîãäà ñóùåñòâóþò k1, k2 ∈ R òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ R+ èìååì u1(ϕ) = k1∆(ϕ),
u2(ϕ) = k2∆(ϕ). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîåêöèÿ ëþáîé êðèâîé D-ðàçáèåíèÿ � ýòî òî÷êà {k1, k2}.
Î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò ñêîëü óãîäíî áîëüøîå ϕ, ÿâëÿþùååñÿ ÷àñòîòîé íåêîòîðîé òî÷êè êðèâîé

D-ðàçáèåíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ëåììîé 2.2. Çíà÷èò, åñëè èíòåðâàë In îãðàíè÷åí,
òî îí ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êîðíåé óðàâíåíèÿ S′(ϕ) = 0, à åñëè íå îãðàíè÷åí, òî

ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî êîðíåé. �

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.4. Åñëè ∆(ϕ) 6≡ 0 è �óíêöèè ∆, u1, u2 ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ïðÿìóþ

k0 + k1r1 + k2r2 = 0 ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè k0, k1, k2 òàêèìè, ÷òî |k1| + |k2| 6= 0
è k0∆(ϕ) + k1u1(ϕ) + k2u2(ϕ) ≡ 0, áóäåì íàçûâàòü ãëàâíîé ïðÿìîé.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî k0, k1, k2 îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî îáùåãî ìíîæè-

òåëÿ, ïîýòîìó ãëàâíàÿ ïðÿìàÿ åäèíñòâåííàÿ (åñëè ñóùåñòâóåò).

Ë å ì ì à 3.2. Ïóñòü ∆(ϕ) 6≡ 0. Åñëè �óíêöèè ∆, u1, u2 ëèíåéíî çàâèñèìû, òî âñå ïðîåêöèè
êðèâûõ D-ðàçáèåíèÿ ëåæàò íà ãëàâíîé ïðÿìîé. Åñëè �óíêöèè ∆, u1, u2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû,
òîãäà ëþáîé îòðåçîê ïëîñêîñòè R

2
èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ ëþáîé êðè-

âîé Cn.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü �óíêöèè ∆, u1, u2 ëèíåéíî çàâèñèìû, òîãäà k0 + k1S1(ϕ) +
+k2S2(ϕ) ≡ 0, òî åñòü ïðè ëþáîì ϕ 6= ξn òî÷êà S(ϕ) ïðèíàäëåæèò ãëàâíîé ïðÿìîé.

Ïóñòü �óíêöèè ∆, u1, u2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû. �àññìîòðèì íåêîòîðûé îòðåçîê AB ïðîèç-

âîëüíîé ïðÿìîé k0 + k1r1 + k2r2 = 0. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.1 ñóùåñòâóåò èíòåðâàë (a, b) ⊂ R

òàêîé, ÷òî C
(a,b)
n ∩ AB = Cn ∩ AB. Ñîãëàñíî ëåììå 2.6 ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

k0 + k1S1(ϕ) + k2S2(ϕ) = 0 íà (a, b) êîíå÷íî. �

Çàìåòèì, ÷òî ∆ íå ìåíÿåò çíàê íà In.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.5. Íàçîâåì êðèâóþ Cn ïîëîæèòåëüíîé, åñëè ∀ϕ ∈ In : ∆(ϕ) > 0.
Íàçîâåì êðèâóþ Cn îòðèöàòåëüíîé, åñëè ∀ϕ ∈ In : ∆(ϕ) < 0.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà S(ϕ) ïðîáåãàåò êðèâóþ Cn â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, åñëè

ïðè ýòîì ϕ ïðîáåãàåò In ñëåâà íàïðàâî.

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü ϕ ∈ In, r = S(ϕ) è S′(ϕ) 6= 0. Åñëè êðèâàÿ Cn ïîëîæèòåëüíà

(îòðèöàòåëüíà), òî âåêòîð ∇ReZϕ(r) îòëè÷åí îò íóëåâîãî è íàïðàâëåí âïðàâî (âëåâî) îò-

íîñèòåëüíî ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ åå îáõîäà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ ∆(ϕ) 6= 0; ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå 2.1 òî÷êà
(r, ϕ) íåñòàöèîíàðíà. Èç �îðìóëû (2.4) âûòåêàåò �îðìóëà

∇ReZϕ(r) = |F ′(iϕ, r)|−2
(

u′(ϕ) −∆′(ϕ)r
) [

0 −1
1 0

]

. (3.4)

Ïîäñòàâèì r = S(ϕ) â (3.4) è ñîáåðåì ïðîèçâîäíóþ ÷àñòíîãî:

∇ReZϕ(r) = ∆(ϕ)|F ′(iϕ, r)|−2S′(ϕ)
[

0 −1
1 0

]

. (3.5)

�

Òåîðåìà 3.1 ýêâèâàëåíòíà ïðàâèëó øòðèõîâêè.

� 3.3. Ïðÿìûå D-ðàçáèåíèÿ

Ïðÿìûå D-ðàçáèåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êðèâûõ. Áîëåå òîãî, ïðÿìûå ìîãóò

èìåòü ðàçëè÷íóþ ïðèðîäó, ÷òî ïîòðåáîâàëî ïðîâåäåíèÿ ïîëíîé êëàññè�èêàöèè ïðÿìûõ è èñ-

ñëåäîâàíèÿ èõ ñâîéñòâ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.6. Íàçîâåì ïðÿìóþ D-ðàçáèåíèÿ íåðåãóëÿðíîé, åñëè îíà ñîñòîèò èç

íåðåãóëÿðíûõ òî÷åê D-ðàçáèåíèÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðÿìóþ D-ðàçáèåíèÿ áóäåì íàçûâàòü

ðåãóëÿðíîé.

Ò å î ð å ì à 3.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðÿìàÿ D-ðàçáèåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòîòå ϕ, áûëà
íåðåãóëÿðíîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ âñåõ òðåõ óñëîâèé (3.6)�(3.8):

Im f ′1(−iϕ)f ′2(iϕ) = Im f ′0(−iϕ)f ′1(iϕ) = Im f ′2(−iϕ)f ′0(iϕ) = 0, (3.6)

(

f1(−iϕ)f2(iϕ)
)′

=
(

f0(−iϕ)f1(iϕ)
)′

=
(

f2(−iϕ)f0(iϕ)
)′

= 0, (3.7)

f ′1(iϕ) = f ′2(iϕ) = 0 ⇒ f ′0(iϕ) = 0. (3.8)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà D-ðàçáèåíèÿ (r, ϕ) áûëà íåðåãóëÿðíîé, íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà

f ′0(iϕ) + r1f
′
1(iϕ) + r2f

′
2(iϕ) = 0. (3.9)

Èññëåäîâàâ ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (3.9) îòíîñèòåëüíî r, ïî àíàëîãèè ñ ñèñòåìîé (3.2)

ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå (3.9) ðàçðåøèìî â òðåõ ñëó÷àÿõ:

(1) åñëè f ′0(iϕ) = f ′1(iϕ) = f ′2(iϕ) = 0, òî óðàâíåíèå (3.9) ðàçðåøèìî ïðè ëþáîì r ∈ R
2
;

(2) åñëè Im f ′1(iϕ)f
′
2(−iϕ) 6= 0, òî óðàâíåíèå (3.9) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå � òî÷êó ïëîñ-

êîñòè R
2
;
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(3) åñëè ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë f ′1(iϕ), f
′
2(iϕ) îòëè÷íî îò íóëÿ è âûïîëíÿþòñÿ ðàâåí-

ñòâà (3.6), òî óðàâíåíèå (3.9) çàäàåò ïðÿìóþ íà ïëîñêîñòè (·, ·, ϕ) ïðîñòðàíñòâà R
3
.

Â ñëó÷àå (1) ïðÿìàÿ D-ðàçáèåíèÿ íåðåãóëÿðíà, â ñëó÷àå (2) ïðÿìàÿ D-ðàçáèåíèÿ ñîñòîèò èç

ðåãóëÿðíûõ òî÷åê D-ðàçáèåíèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì íå áîëåå ÷åì îäíîé òî÷êè � ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ (3.9).

�àññìîòðèì ñëó÷àé (3). Ïðÿìàÿ, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì (3.9), è ïðÿìàÿ D-ðàçáèåíèÿ ëèáî

ïàðàëëåëüíû, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðÿìàÿ D-ðàçáèåíèÿ ñî-

ñòîèò èç ðåãóëÿðíûõ òî÷åê D-ðàçáèåíèÿ, âî âòîðîì ñëó÷àå åäèíñòâåííàÿ íåðåãóëÿðíàÿ òî÷êà

D-ðàçáèåíèÿ � ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, â òðåòüåì ñëó÷àå � ïðÿìàÿ D-ðàçáèåíèÿ íåðå-

ãóëÿðíà. Ïîñëåäíèé ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ, åñëè óðàâíåíèå (3.9) ïðîïîðöèîíàëüíî óðàâíåíèÿì

ñèñòåìû (3.2), ÷òî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâàì (3.7). �

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.2. �åãóëÿðíàÿ ïðÿìàÿ D-ðàçáèåíèÿ ñîñòîèò èç ðåãóëÿðíûõ òî÷åê D-ðàçáè-

åíèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì íå áîëåå ÷åì îäíîé òî÷êè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.7. Íàçîâåì ðåãóëÿðíóþ ïðÿìóþ D-ðàçáèåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷àñòî-

òå ϕ, ñòàöèîíàðíîé, åñëè ∆′(ϕ) = u′1(ϕ) = u′2(ϕ) = 0, è íåñòàöèîíàðíîé, åñëè õîòÿ áû îäíî èç

çíà÷åíèé ∆′(ϕ), u′1(ϕ), u
′
2(ϕ) íå ðàâíî íóëþ.

Ò å î ð å ì à 3.3. Ïóñòü ÷àñòîòå ϕ ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìàÿ D-ðàçáèåíèÿ òàêàÿ, ÷òî

∆′(ϕ) = 0, u′(ϕ) 6= 0.

Òîãäà

• äàííàÿ ïðÿìàÿ ðåãóëÿðíà,

• ëþáàÿ òî÷êà äàííîé ïðÿìîé íåñòàöèîíàðíà,

• â ëþáîé òî÷êå r ïðîåêöèè ïðÿìîé D-ðàçáèåíèÿ âåêòîð ∇ReZϕ(r) îòëè÷åí îò íóëåâîãî

è ïîâåðíóò îòíîñèòåëüíî âåêòîðà u′(ϕ) íà π/2 ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñâîäèòñÿ ê ïðèìåíåíèþ �îðìóëû (3.4), êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå ïðè-

íèìàåò âèä

∇ReZϕ(r) = |F ′(iϕ, r)|−2u′(ϕ)
[

0 −1
1 0

]

.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.8. Ïóñòü ÷àñòîòå ϕ ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìàÿ D-ðàçáèåíèÿ è ∆′(ϕ) 6= 0;
íàçîâåì òî÷êó

(

u′(ϕ)/∆′(ϕ), ϕ
)

ïðîñòðàíñòâà R
3
öåíòðàëüíîé òî÷êîé äàííîé ïðÿìîé D-ðàçáè-

åíèÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî öåíòðàëüíàÿ òî÷êà ïðÿìîé D-ðàçáèåíèÿ ïðèíàäëåæèò ýòîé ïðÿìîé. Äè��å-

ðåíöèðóÿ ïî ϕ òîæäåñòâî 0 ≡ ∆(ϕ)f0(iϕ) + u1(ϕ)f1(iϕ) + u2(ϕ)f2(iϕ), ïðîâåðÿåìîå íåïîñðåä-
ñòâåííî, ïîëó÷èì ∆′f0 + u′1f1 + u′2f2 ≡ −i(∆f ′0 + u1f

′
1 + u2f

′
2). Åñëè ϕ ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ

ïðÿìàÿ D-ðàçáèåíèÿ, òî ñòîÿùåå ñïðàâà âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ, ïîýòîìó íóëþ ðàâíî è âûðà-

æåíèå, ñòîÿùåå ñëåâà.

Ò å î ð å ì à 3.4. Ïóñòü ÷àñòîòå ϕ ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìàÿ D-ðàçáèåíèÿ è ∆′(ϕ) 6= 0. Òîãäà

• äàííàÿ ïðÿìàÿ ðåãóëÿðíà,

• ëþáàÿ òî÷êà äàííîé ïðÿìîé, êðîìå öåíòðàëüíîé òî÷êè, íåñòàöèîíàðíà,

• åñëè r�ïðîåêöèÿ òî÷êè äàííîé ïðÿìîé, íå ÿâëÿþùåéñÿ öåíòðàëüíîé òî÷êîé, òî âåê-

òîð ∇ReZϕ(r) îòëè÷åí îò íóëåâîãî è íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè ñ öåí-

òðîì â ïðîåêöèè öåíòðàëüíîé òî÷êå äàííîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç r; ïðè ýòîì

∇ReZϕ(r) íàïðàâëåí ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè ∆′(ϕ) > 0, è ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå,

åñëè ∆′(ϕ) < 0.

93



Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñâîäèòñÿ ê ïðèìåíåíèþ �îðìóëû (3.4), êîòîðàÿ ïðèíèìàåò âèä

∇ReZϕ(r) = −|F ′(iϕ, r)|−2∆′(ϕ)
(

r− u′(ϕ)/∆′(ϕ)
) [

0 −1
1 0

]

.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèå âîçðàñòàíèÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòè êîðíÿ íà ïðî-

åêöèÿõ ñòàöèîíàðíûõ ïðÿìûõ (çà èñêëþ÷åíèåì íå áîëåå ÷åì îäíîé òî÷êè), íóæíî âû÷èñëèòü

ìëàäøóþ íåíóëåâóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè ReZϕ. �àçáåðåì ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ

ñëó÷àé.

Ò å î ð å ì à 3.5. Åñëè òî÷êà a ïðèíàäëåæèò ïðîåêöèè ñòàöèîíàðíîé ïðÿìîé D-ðàçáèåíèÿ

è èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

Re
1

F ′(iϕ,a)

(

f21 (iϕ) + f22 (iϕ)

F ′(iϕ,a)

)′

> 0(< 0), (3.10)

òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè r ∈ R
2
â îêðåñòíîñòè òî÷êè a, çà èñêëþ÷åíèåì ïðîåêöèè ðàññìàò-

ðèâàåìîé ïðÿìîé, èìååì ReZϕ(r) > 0 (< 0).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàéäåì äè��åðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà îò �óíêöèè Zϕ:

d2Zϕ =

(

−2f1f
′
1

F ′
+ F ′∂

2Z

∂r21
+
f21F

′′

(F ′)2

)

dr21 +

+ 2

(

−f1f
′
2 + f ′1f2
F ′

+ F ′ ∂2Z

∂r1∂r2
+
f1f2F

′′

(F ′)2

)

dr1dr2 +

(

−2f2f
′
2

F ′
+ F ′∂

2Z

∂r22
+
f22F

′′

(F ′)2

)

dr22.

Ïîñêîëüêó d2Zϕ(r) ≡ 0 âäîëü ïðîåêöèè ðàññìàòðèâàåìîé ïðÿìîé âáëèçè a, òî èç ïðåäûäó-

ùåé �îðìóëû ìîæíî íàéòè ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîåêöèè

ïðÿìîé:

∂2Zϕ
∂r21

=
2F ′f1f

′
1 − f21F

′′

(F ′)3
,

∂2Zϕ
∂r22

=
2F ′f2f

′
2 − f22F

′′

(F ′)3
,

∂2Zϕ
∂r1∂r2

=
F ′f1f

′
2 + F ′f ′1f2 − f1f2F

′′

(F ′)3
.

×åðåç H îáîçíà÷èì êâàäðàòíóþ 2× 2-ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòî-

ðîãî ïîðÿäêà �óíêöèè ReZϕ â òî÷êå a:

H = Re





∂2Zϕ

∂r2
1

∂2Zϕ

∂r1r2
∂2Zϕ

∂r2r1

∂2Zϕ

∂r2
2



.

Â ñèëó íàéäåííûõ âûøå �îðìóë äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïîëó÷àåì

H = Re
1

(F ′)3

[

2F ′f1f
′
1 − f21F

′′ F ′f1f
′
2 + F ′f ′1f2 − f1f2F

′′

F ′f1f
′
2 + F ′f ′1f2 − f1f2F

′′ 2F ′f2f
′
2 − f22F

′′

]

.

Äëÿ òî÷êè r â îêðåñòíîñòè a èìååì

ReZϕ(r) = (r1 − a1)
2H11 + 2(r1 − a1)(r2 − a2)H12 + (r2 − a2)

2H22 + o
(

(r− a)2
)

.

Äàëåå,

SpH = Re
F ′
(

f21 + f22
)′ − F ′′

(

f21 + f22
)

(F ′)3
= Re

1

F ′

(

f21 + f22
F ′

)′

6= 0.

Åñëè r ïðèíàäëåæèò ïðîåêöèè ðàññìàòðèâàåìîé ïðÿìîé è ðàñïîëîæåíà äîñòàòî÷íî áëèçêî

ê a (òàê, ÷òî (r, ϕ)�ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà D-ðàçáèåíèÿ), òî ReZϕ(r) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, H �

íåíóëåâàÿ ýðìèòîâà âûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, ïîýòîìó ýëåìåíòû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè îòëè÷íû

îò íóëÿ, èìåþò îäèíàêîâûé çíàê, è ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

ReZϕ(r) = sgn SpH
(
√

|H11|(r1 − a1) +
√

|H22|(r2 − a2)
)2
,

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî çíàê ReZϕ(r) âáëèçè òî÷êè a, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê ïðîåêöèè ðàññìàò-

ðèâàåìîé ïðÿìîé, ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ñëåäà ìàòðèöû H. �

Ñâåäåì âñå âîçìîæíûå òèïû ïðÿìûõ D-ðàçáèåíèÿ â òàáëèöó 1.
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Òàáëèöà 1. Òèïû ïðÿìûõ D-ðàçáèåíèÿ

Íåðåãóëÿðíûå �åãóëÿðíûå

ñòàöèîíàðíûå íåñòàöèîíàðíûå

ñ öåíòðàëüíîé áåç öåíòðàëüíîé

òî÷êîé òî÷êè

∆′(ϕ) = u′(ϕ) = 0,

Êðèòåðèé ∆′(ϕ) = u′(ϕ) = 0, è õîòÿ áû îäíî èç ∆′(ϕ) = 0,
(3.6), (3.7) è (3.8) (3.6)�(3.8) íåâåðíî ∆′(ϕ) 6= 0 u′(ϕ) 6= 0

Èññëåäóåì ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ïðÿìûõ D-ðàçáèåíèÿ. Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð,

ýòî ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü íåñ÷åòíûì (â îòëè÷èå îò ìíîæåñòâà êðèâûõ D-ðàçáèåíèÿ).

Ï ð è ì å ð 3.1. Åñëè �óíêöèÿ (3.1) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì F (z, r) = z4 + r1z
2 + r2, òî

ImF (iϕ, r) ≡ 0, ïîýòîìó ïðÿìûå D-ðàçáèåíèÿ çàäàþòñÿ óðàâíåíèåì

ϕ4 − r1ϕ
2 + r2 = 0

(ïðè ëþáîì âåùåñòâåííîì �èêñèðîâàííîì ϕ). Äàííîå óðàâíåíèå èìååò âåùåñòâåííûå êîðíè

â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ëèáî r2 6 0 è r1 6 0, ëèáî r1 > 0 è 4r2 < r21. Òàêèì îáðàçîì,

ïðîåêöèè ïðÿìûõ D-ðàçáèåíèÿ ïîëíîñòüþ ¾çàìåòàþò¿ íåîãðàíè÷åííóþ îáëàñòü â R
2
.

Ò å î ð å ì à 3.6. Ìíîæåñòâî ïðÿìûõ D-ðàçáèåíèÿ êîíòèíóàëüíî â òîì è òîëüêî òîì ñëó-

÷àå, åñëè u(ϕ) ≡ 0, íî ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç �óíêöèé f1, f2 îòëè÷íà îò òîæäåñòâåííîãî

íóëÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà: åñëè u(ϕ) 6≡ 0, òî ìíîæåñòâî íåîòðèöà-

òåëüíûõ êîðíåé ñèñòåìû (3.3) ëèáî êîíå÷íî, ëèáî ñ÷åòíî (ïðè÷åì êàæäîìó îòðåçêó âåùåñòâåí-

íîé îñè ïðèíàäëåæèò êîíå÷íîå ÷èñëî êîðíåé).

Åñëè u(ϕ) ≡ 0, òî ∆(ϕ) ≡ 0 (â ñèëó ëåììû 2.5 è òîãî, ÷òî f0(z) 6≡ 0), à �óíêöèè f1, f2
èìåþò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî êîðíåé íà âåùåñòâåííîé îñè, ïîýòîìó ñèñòåìà (3.3)

èìååò êîíòèíóóì ðåøåíèé. �

Èòàê, â ñëó÷àå åñëè u(ϕ) 6≡ 0, ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ êîðíåé ñèñòåìû (3.3) ëèáî êî-

íå÷íî, ëèáî ñ÷åòíî. Ïðîíóìåðóåì ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà, íà÷èíàÿ ñ íóëåâîãî íîìåðà, è îáî-

çíà÷èì ÷åðåç θn (n = 0, 1, 2, . . .). Ïðÿìûì D-ðàçáèåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòîòû {θn}, è òîëüêî

îíè. Ïðîåêöèþ ïðÿìîé D-ðàçáèåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé çíà÷åíèþ θn, îáîçíà÷èì ÷åðåç Ln.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.3 (èç ëåììû 2.2). Åñëè íå âñå �óíêöèè ∆, u1, u2 òîæäåñòâåííî ðàâíû

íóëþ, òî ëþáîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî D ∈ R
2
ïåðåñåêàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðîåêöèé

ïðÿìûõ D-ðàçáèåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìûå {Ln} ðàçáèâàþò R
2
íà íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî âûïóêëûõ îáëà-

ñòåé, îãðàíè÷åííûõ ëîìàíîé, ïðè÷åì åñëè îáëàñòü îãðàíè÷åíà, òî ëîìàíàÿ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî

÷èñëà ïðÿìîëèíåéíûõ ñåãìåíòîâ.

Åñëè

(

u′(ϕ)/∆′(ϕ), ϕ
)

�öåíòðàëüíàÿ òî÷êà ïðÿìîé D-ðàçáèåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòî-

òå ϕ, òî ïðîåêöèþ ýòîé òî÷êè áóäåì íàçûâàòü öåíòðàëüíîé òî÷êîé ïðÿìîé Ln.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ñðàâíèòü àáñîëþòíûå èíäåêñû äâóõ îáëàñòåé D-ðàçáèåíèÿ, ïðîâåäåì íåïðå-

ðûâíóþ êðèâóþ, ñîåäèíÿþùèå äâå âíóòðåííèå òî÷êè ýòèõ îáëàñòåé. Åñëè ýòà êðèâàÿ ïåðåñåêà-

åò êîíå÷íîå ÷èñëî îáëàñòåé, ïðè÷åì òî÷êè åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàíèöåé � ïðîåêöèè ðåãóëÿðíûõ

òî÷åê, òî, âûÿñíèâ õàðàêòåð óáûâàíèÿ èëè ðîñòà �óíêöèè ReZϕ â ýòèõ òî÷êàõ, âîçìîæíî

âû÷èñëèòü ðàçíîñòü àáñîëþòíûõ èíäåêñîâ çàäàííûõ îáëàñòåé çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.9. Íàçîâåì êðèâóþ Q ⊂ R
2
ðåãóëÿðíîé, åñëè îíà îãðàíè÷åíà, ñîäåðæèò

êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîåêöèé òî÷åê D-ðàçáèåíèÿ è íå ñîäåðæèò îñîáûõ òî÷åê.

Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ðåãóëÿðíîé êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé íåîñîáûå òî÷êè a,b ∈ R
2
, âûòåêàåò

âû÷èñëèìîñòü ρ(a)− ρ(b) çà êîíå÷íîå ÷èñëî àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.
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Òå î ð å ì à 3.7. Ïóñòü íå âñå �óíêöèè ∆, u1, u2 îäíîâðåìåííî ðàâíû íóëþ. Äëÿ òîãî ÷òî-

áû äâå íåîñîáûå òî÷êè ïëîñêîñòè R
2
ìîæíî áûëî ñîåäèíèòü ðåãóëÿðíîé êðèâîé, íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòè òî÷êè ðàñïîëàãàëèñü ïî îäíó ñòîðîíó îò ëþáîé íåðåãóëÿðíîé ïðÿ-

ìîé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà, ïîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïîñòðîèì ïðî-

èçâîëüíóþ ëîìàíóþ Q, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè a è b. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèÿì 3.1, 3.3 ëþáîå çâåíî

ëîìàíîé ïåðåñåêàåò êîíå÷íîå ÷èñëî ïðÿìûõ Ln è êðèâûõ Cn; êðîìå òîãî, êàæäóþ èç íèõ ëî-

ìàíàÿ ïåðåñåêàåò â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê. �àññìîòðèì íåêîòîðóþ îáëàñòü D, ñîäåðæàùóþ
ëîìàíóþ. Ñîãëàñíî ëåììå 3.1, òåîðåìå 3.1 è ñëåäñòâèþ 3.2 ìíîæåñòâî ïðîåêöèé íåðåãóëÿðíûõ

òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ D, êîíå÷íî. Çíà÷èò, äîáàâëåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà óçëîâ â Q ìîæíî äî-

áèòüñÿ òîãî, ÷òî ëîìàíàÿ íå ïðîõîäèò ÷åðåç ýòè òî÷êè. Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ëîìàíàÿ �

èñêîìàÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ. �

� 4. Êëàññè�èêàöèÿ äâóïàðàìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Â § 3 ïîêàçàíî, ÷òî òèï ëèíèé D-ðàçáèåíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòåé D-ðàçáèåíèÿ çàâèñèò
îò òîãî, êàêèå èç �óíêöèé ∆, u1, u2 òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ. Ñâåäåì âñå âîçìîæíûå ñèòóàöèè

â òàáëèöó 2.

Òàáëèöà 2. Ìíîæåñòâà è òèïû ëèíèé D-ðàçáèåíèÿ

∆(ϕ) u1(ϕ) u2(ϕ) Ìíîæåñòâî êðèâûõ Ìíîæåñòâî ïðÿìûõ

� D-ðàçáèåíèÿ D-ðàçáèåíèÿ

1 6≡ 0 6≡ 0 6≡ 0
2 6≡ 0 6≡ 0 ≡ 0 íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî

3 6≡ 0 ≡ 0 6≡ 0
4 ≡ 0 6≡ 0 6≡ 0 ïóñòî

5 ≡ 0 ≡ 0 ≡ 0 êîíòèíóàëüíî

6 6≡ 0 ≡ 0 ≡ 0 Óñëîâèÿ íåñîâìåñòíû

7 ≡ 0 6≡ 0 ≡ 0 Ñâîäÿòñÿ ê ê îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ

8 ≡ 0 ≡ 0 6≡ 0

Ìû âèäèì, ÷òî ñèòóàöèÿ ïîä íîìåðîì 6 íå ðåàëèçóåòñÿ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî f0(z) =
= zN + g0(z) 6≡ 0, ïîýòîìó èç u1(ϕ) ≡ 0, u2(ϕ) ≡ 0 âûòåêàåò, ÷òî ∆ òîæå òîæäåñòâåííî ðàâíà

íóëþ (äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò ïåðâûé àáçàö äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.1).

Îñòàëüíûå ñëó÷àè ñîäåðæàòåëüíû, ïîýòîìó ïðîâåäåì êëàññè�èêàöèþ õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé. Â ñëó÷àå 5 ìíîæåñòâî êðèâûõ D-ðàçáèåíèÿ ïóñòî, à ìíîæåñòâî ïðÿìûõ

D-ðàçáèåíèÿ ëèáî êîíòèíóàëüíî (òåîðåìà 3.6), ëèáî ïóñòî (â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè

f1(ϕ) ≡ f2(ϕ) ≡ 0).

Â ñëó÷àÿõ 4, 7 è 8 ìíîæåñòâî êðèâûõ D-ðàçáèåíèÿ ïóñòî, à ìíîæåñòâî ïðÿìûõ D-ðàçáèåíèÿ

íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, ïðè÷åì ïîñëåäíèå äâà ñëó÷àÿ ñâîäÿòñÿ ê îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì. Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, èç ∆(ϕ) ≡ 0, u1(ϕ) ≡ 0 è u2(ϕ) 6≡ 0 ïî

ëåììå 2.5 âûòåêàåò f2(z) ≡ 0.
Â ñëó÷àÿõ 1�3 ìíîæåñòâî êðèâûõ D-ðàçáèåíèÿ è ïðÿìûõ D-ðàçáèåíèÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

Â ýòèõ ñëó÷àÿõ, îäíàêî, öåëåñîîáðàçíî âûäåëèòü ñëó÷àé, êîãäà ñóùåñòâóåò ãëàâíàÿ ïðÿìàÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âûäåëèòü âñåãî ÷åòûðå òèïà äâóïàðàìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé:

• áóäåì íàçûâàòü (3.1) äâóïàðàìåòðè÷åñêèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ðî-

äà, åñëè �óíêöèè ∆, u1, u2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû;

• áóäåì íàçûâàòü (3.1) äâóïàðàìåòðè÷åñêèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì âòîðîãî ðî-

äà, åñëè ∆(ϕ) 6≡ 0 è �óíêöèè ∆, u1, u2 ëèíåéíî çàâèñèìû;
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• áóäåì íàçûâàòü (3.1) äâóïàðàìåòðè÷åñêèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì òðåòüåãî

ðîäà, åñëè ∆(ϕ) ≡ 0, íî u(ϕ) 6≡ 0;

• áóäåì íàçûâàòü (3.1) äâóïàðàìåòðè÷åñêèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ÷åòâåðòîãî

ðîäà, åñëè u(ϕ) ≡ 0.

Çàìåòèì, ÷òî íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò è ïåðåíîñ íà÷àëà êîîð-

äèíàò íå äîëæíû ìåíÿòü òèï õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ïåðåéäåì îò êîîðäèíàò (r1, r2)
ê (r∗1, r

∗
2):

r1 = a11r
∗
1 + a12r

∗
2 + a10, r2 = a21r

∗
1 + a22r

∗
2 + a20,

ãäå | a11 a12a21 a22 | 6= 0, òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (3.1) èìååò âèä

r∗1f
∗
1 (z) + r∗2f

∗
2 (z) + f∗0 (z) = 0,

ãäå f∗1 (z) = a11f1(z) + a21f2(z), f
∗
2 (z) = a12f1(z) + a22f2(z) è f

∗
0 (z) = f0(z) + a10f1(z) + a20f2(z).

Âû÷èñëèì ∆∗(ϕ) = Im f∗1 (−iϕ)f∗2 (iϕ) = (a11a22 − a12a21)∆(ϕ),

u∗1(ϕ) = Im f∗2 (−iϕ)f∗0 (iϕ) = a22u1(ϕ) − a12u2(ϕ) + (a12a20 − a10a22)∆(ϕ),

u∗2(ϕ) = Im f∗0 (−iϕ)f∗1 (iϕ) = −a21u1(ϕ) + a11u2(ϕ) + (a10a21 − a20a11)∆(ϕ).

Òàêèì îáðàçîì, ∆(ϕ) ≡ 0 ýêâèâàëåíòíî ∆∗(ϕ) ≡ 0, à ∆(ϕ) ≡ u1(ϕ) ≡ u2(ϕ) ≡ 0 ýêâèâàëåíò-
íî ∆∗(ϕ) ≡ u∗1(ϕ) ≡ u∗2(ϕ) ≡ 0. Ôóíêöèè ∆, u1, u2 ëèíåéíî çàâèñèìû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

åñëè ∆∗, u∗1, u
∗
2 ëèíåéíî çàâèñèìû.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè �óíêöèè ∆, u1, u2 ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîå ëè-

íåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå è ïåðåíîñ ïàðàìåòðîâ, ÷òîáû çàäàííàÿ �óíêöèÿ u∗1 èëè u
∗
2 îáðàòèëàñü

â òîæäåñòâåííûé íîëü.

Òåïåðü ðàññìîòðèì êàæäûé òèï õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé áîëåå ïîäðîáíî.

� 4.1. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà

Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâà êðèâûõ D-ðàçáèåíèÿ è ïðÿìûõ D-ðàçáèåíèÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíû,

ãëàâíîé ïðÿìîé íå ñóùåñòâóåò, à îáëàñòè D-ðàçáèåíèÿ ìîãóò èìåòü êðèâîëèíåéíûå ãðàíèöû,

ïîýòîìó åäâà ëè óäàñòñÿ óòî÷íèòü ãåîìåòðèþ îáëàñòåé D-ðàçáèåíèÿ áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåä-

ïîëîæåíèé. Òåì íå ìåíåå ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü îäèí ïîëåçíûé ïðèçíàê.

Ë å ì ì à 4.1. Ïóñòü (3.1)� õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà; òî÷êè a è b�

âíóòðåííèå òî÷êè ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé D-ðàçáèåíèÿ, à îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ýòè òî÷êè,

íå ïåðåñåêàåò íè îäíó ïðîåêöèþ ïðÿìîé D-ðàçáèåíèÿ, è â ëþáîé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ýòîãî

îòðåçêà ñ ïðîåêöèåé êðèâîé D ðàçáèåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∆
(

u1u
′
2 − u2u

′
1 − a1(u

′
2∆− u2∆

′) + a2(u
′
1∆− u1∆

′)
)

> 0. (4.1)

Òîãäà ρ(b) > ρ(a).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.1 ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê D-ðàçáè-

åíèÿ, ïðîåêöèè êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò îòðåçêó, ñîåäèíÿþùåìó òî÷êè a è b. Âûáåðåì èç íèõ

ëþáóþ òî÷êó D-ðàçáèåíèÿ (S(ϕ), ϕ) è ðàññìîòðèì çíàê ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

s =
(

∇Zϕ
(

S(ϕ)
)

,S(ϕ) − a
)

.

Ïî òåîðåìå 3.1 èìååì

s = ∆(ϕ)
∣

∣F ′
(

iϕ,S(ϕ)
)∣

∣

−2
(

S′
2(ϕ)

(

S1(ϕ) − a1
)

− S′
1(ϕ)

(

S2(ϕ) − a2
)

)

.

Ïîäñòàâèâ S(ϕ) = u(ϕ)/∆(ϕ) è ðàñêðûâ ïðîèçâîäíûå îòíîøåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî s > 0 ðàâ-

íîñèëüíî íåðàâåíñòâó (4.1). Ïîñêîëüêó s > 0 äëÿ ëþáîé òî÷êè D-ðàçáèåíèÿ, ïðîåêöèÿ êîòîðîé

ïðèíàäëåæèò îòðåçêó, ñîåäèíÿþùåìó òî÷êè a è b, òî ρ(b) > ρ(a). �
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� 4.2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå âòîðîãî ðîäà

Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâà êðèâûõ D-ðàçáèåíèÿ è ïðÿìûõ D-ðàçáèåíèÿ òîæå íå áîëåå ÷åì

ñ÷åòíû. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ çäåñü ñóùåñòâóåò ãëàâíàÿ ïðÿìàÿ (òî åñòü ïðîåêöèè

âñåõ êðèâûõ D-ðàçáèåíèÿ ïðèíàäëåæàò ýòîé ïðÿìîé).

Ïåðåíîñîì íà÷àëà êîîðäèíàò è ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò äîáüåìñÿ òîãî, ÷òîáû

ãëàâíàÿ ïðÿìàÿ ñîâïàëà ñ îñüþ r1; òîãäà u2(ϕ) ≡ 0.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1 àáñîëþòíûé èíäåêñ òî÷åê ãëàâíîé ïðÿìîé îòëè÷åí îò íóëÿ è, êàê

ïðàâèëî, âû÷èñëèì íåïîñðåäñòâåííî. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.1, ìîæíî âû÷èñëèòü àáñîëþòíûé

èíäåêñ âñåõ îáëàñòåé D-ðàçáèåíèÿ, ïðèìûêàþùèõ ê ãëàâíîé îñè è ïåðåñåêàþùèõ åå. Äàëåå, åñëè

âñå ïðÿìûå D-ðàçáèåíèÿ íåñòàöèîíàðíû, ïðèìåíÿÿ òåîðåìû 3.3, 3.4, ìîæíî íàéòè àáñîëþòíûå

èíäåêñû âñåõ îñòàëüíûõ îáëàñòåé.

�àçáåðåì ïðåäëîæåííóþ ñõåìó â ñëó÷àå, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

z2 + r1 + r2f2(z) = 0, (4.2)

ãäå f2 ∈ ER, σ(f2) 6 1.

Èìååì f1(z) ≡ 1, ∆(ϕ) = Im f2(iϕ), u1(ϕ) = ϕ2 Im f2(iϕ) è u2(ϕ) ≡ 0. Â ñèëó u(ξn) = 0

ìíîæåñòâà {ξn} è {θn} ñîâïàäàþò. Åñëè ìíîæåñòâî {ξn} áåñêîíå÷íî, òî îáîçíà÷èì M = N0,

à åñëè ìíîæåñòâî {ξn} êîíå÷íî, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç M íàèáîëüøèé èíäåêñ ýòîãî ìíîæåñòâà

è îáîçíà÷èì M = {0, 1, . . . M}.
Çàìåòèì, ÷òî ∆′(ϕ) = Re f ′2(iϕ).
Ïðè êàæäîì n ∈ M ïðÿìàÿ Ln îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì r1 + r2f2(iθn) = θ2n. Î÷åâèäíî, íè

îäíà èç ýòèõ ïðÿìûõ íå ïàðàëëåëüíà îñè r1. Ïóñòü an = {θ2n, 0}. Åñëè f2(iθn) 6= 0, òî ïðÿìàÿ Ln
ïåðåñåêàåò îñü r1 â åäèíñòâåííîé òî÷êå an. Åñëè Re f ′2(iθn) 6= 0, òî an �öåíòðàëüíàÿ òî÷êà

ïðÿìîé Ln.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî S(ϕ) = {ϕ2, 0}, ñëåäîâàòåëüíî, êðèâîé Cn ÿâëÿåòñÿ ëèáî èíòåðâàë, ñî-

åäèíÿþùèé òî÷êè an è an+1, ëèáî îòêðûòûé ëó÷ ñ âåðøèíîé â òî÷êå aM (åñëèM �íàèáîëüøèé

èíäåêñ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà {θn}).
Ïðè êàæäîì n ∈ M ðàññìîòðèì îáëàñòü Qn â ïëîñêîñòè R

2
, ñîäåðæàùóþ òàêèå òî÷êè r,

÷òî

∀m ∈ [0, n] : r1 > θ2m − r2f2(iθm), (4.3)

∀m ∈ M ∩ [n,+∞) : r1 < θ2m − r2f2(iθm), (4.4)

r2∆(θn + 0) < 0. (4.5)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè êðèâàÿ Cn ïîëîæèòåëüíà, òî Qn ïðèìûêàåò ê íåé ñíèçó, à åñëè îòðèöà-

òåëüíà � òî ñâåðõó.

Åñëè Re f ′2(iθn) 6= 0, òî íåðàâåíñòâî (4.5) ìîæåò áûòü çàìåíåíî ñëåäóþùèì:

r2Re f
′
2(iθn) < 0, (4.6)

à åñëè Re f ′2(iθn+1) 6= 0 � òî ñëåäóþùèì:

r2Re f
′
2(iθn+1) > 0. (4.7)

Ë å ì ì à 4.2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò δ ∈ R òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ M èìååì

∣

∣f2(iθn)
∣

∣ > |δ|,
è åñëè f2(iθn) 6= δ, òî Re f ′2(iθn)f2(iθn) < 0. Òîãäà

⋃

n∈MQn� îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè óðàâíå-

íèÿ (4.2).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî ëåììå 2.3 ëåâåå ïðÿìîé L0 íåò òî÷åê ñ íóëåâûì èíäåêñîì.

Ïðàâåå L0 îáëàñòè D-ðàçáèåíèÿ äåëÿòñÿ íà äâå êàòåãîðèè:

• îáëàñòè, ïðèìûêàþùèå ê ïðîåêöèÿì êðèâûõ D-ðàçáèåíèÿ;

• îáëàñòè, îòäåëåííûå îò îñè r1.
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Àáñîëþòíûé èíäåêñ òî÷åê êðèâûõ ðàâåí äâóì, ïîñêîëüêó F (z, r) = z2 + r1 (r1 > 0). Ïî-
ëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îáõîäà êðèâûõ D-ðàçáèåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëå-

íèåì îñè r1, ïîýòîìó åñëè ∆(ϕ) > 0, òî âåêòîð ∇Zϕ ñîíàïðàâëåí îñè r2, à åñëè ∆(ϕ) < 0, òî
∇Zϕ íàïðàâëåí ïðîòèâîïîëîæíî îñè r2. Èíûì ñëîâàìè, −∇Zϕ íàïðàâëåí âíóòðü Qn, ïîýòîìó
ρ(Qn) = 0.

Êðîìå Qn ê êðèâîé Cn ïðèìûêàåò åùå îäíà îáëàñòü. Åå àáñîëþòíûé èíäåêñ ðàâåí äâóì,

ïîñêîëüêó âíóòðü íåå íàïðàâëåí ∇Zϕ.
Äîêàæåì, ÷òî àáñîëþòíûé èíäåêñ îáëàñòåé, îòäåëåííûõ îò îñè r1, ïîëîæèòåëåí. Ïóñòü a�

ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îäíîé èç òàêèõ îáëàñòåé. Ïðîâåäåì ÷åðåç ýòó òî÷êó ïðÿìóþ r1 = a1 +
+ δ(r2 − a2) è îáîçíà÷èì ÷åðåç b = {b1, 0} òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ îñüþ r1. Îòðå-
çîê, ïðîâåäåííûé èç a â b, ïåðåñåêàåò êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîåêöèé ïðÿìûõ D-ðàçáèåíèÿ. Ïóñòü

d = {d1, d2}� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòîãî îòðåçêà ñ îäíîé èç òàêèõ ïðÿìûõ Lk. Èìååì d1 = b1+δd2,
ñëåäîâàòåëüíî, d− b = d2{δ, 1}.

Èç (3.4) ïîëó÷àåì ∇ReZθk(d) = |F (iθk,d)|−2∆′(θk){−d2, d1 − θ2k}, ñëåäîâàòåëüíî,

(

d− b,ReZθk(d)
)

=
∆′(θk)d2

(

d1 − d2δ − θ2k
)

|F (iθk,d)|2
=

= −∆′(θk)d
2
2

(

f2(θk) + δ
)

|F (iθk,d)|2
= −∆′(θk)f2(θk)

d22
(

1 + δ/f2(θk)
)

|F (iθk,d)|2
> 0,

îòêóäà ρ(a) > 0. �

�ðàíèöà Qn ñîñòîèò èç íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ïðÿìîëèíåéíûõ ñåãìåíòîâ. Áîëåå

òî÷íîå îïèñàíèå îáëàñòåé Qn ìîæíî äàòü ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{

f2(iθn)
}

.

(i) �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà f2(iθn) = 0 äëÿ ëþáîãî n ∈ M. Âñå ïðÿìûå Ln ïàðàëëåëüíû

îñè r2, ïîýòîìó åñëè θn+1 ñóùåñòâóåò, òî

Qn = {r : θ2n < r1 < θ2n+1, r2∆(θn + 0) < 0},

à åñëè θn+1 íå ñóùåñòâóåò, òî

Qn = {r : r1 > θ2n, r2∆(θn + 0) < 0}.

(ii) �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

{

∣

∣f2(iθn)
∣

∣

}

� ñòàöèîíàðíàÿ íåíóëåâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Åñ-

ëè âñå ïðÿìûå D-ðàçáèåíèÿ íåñòàöèîíàðíû, òî óñëîâèÿ ëåììû 4.2 ýêâèâàëåíòíû òîìó,

÷òî

{

f2(iθn)
}

� çíàêî÷åðåäóþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, åñëè θn+1 ñóùå-

ñòâóåò, òî Qn � âíóòðåííîñòü ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî îòðåçêàìè

ïðÿìûõ Ln, Ln+1 è èíòåðâàëîì Cn. Â ñëó÷àå êîãäà M êîíå÷íî, QM �íåîãðàíè÷åííûé

óãîë.

(iii) �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

{

∣

∣f2(iθn)
∣

∣

}

�óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå

ñ ðîñòîì n àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà óãëîâîãî êîý��èöèåíòà ðàñòåò. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè

M áåñêîíå÷íî, òî óñëîâèÿ ëåììû 4.2 ýêâèâàëåíòíû òîìó, ÷òî âñå ïðÿìûå D-ðàçáèåíèÿ

íåñòàöèîíàðíû, à çíàêè èõ óãëîâûõ êîý��èöèåíòîâ ÷åðåäóþòñÿ è Re f ′2(0)f2(0) < 0.
Åñëè M êîíå÷íî, òî óñëîâèÿ ëåììû 4.2 ýêâèâàëåíòíû òîìó, ÷òî âñå ïðÿìûå, êðîìå,

áûòü ìîæåò, ïîñëåäíåé, íåñòàöèîíàðíû, çíàêè èõ óãëîâûõ êîý��èöèåíòîâ ÷åðåäóþòñÿ

è Re f ′2(0)f2(0) < 0. Ïðÿìàÿ ñ íàèáîëüøèì íîìåðîì èìååò íàèáîëüøèé ìîäóëü óãëîâî-

ãî êîý��èöèåíòà, è åå òèï íå âàæåí (â òîì ÷èñëå ýòà ïðÿìàÿ ìîæåò áûòü ïðîåêöèåé

íåðåãóëÿðíîé ïðÿìîé). Òàêèì îáðàçîì, åñëè θn+1 ñóùåñòâóåò, òî Qn � âíóòðåííîñòü ìíî-

ãîóãîëüíèêà è îïèñûâàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè (4.3), (4.6) è

r1 < θ2n+1 − r2f2(iθn+1). (4.8)

ÅñëèM êîíå÷íî, òîQM �íåîãðàíè÷åííûé óãîë, îïèñûâàåìûé íåðàâåíñòâàìè (4.3) è (4.5).
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(iv) Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

{

∣

∣f2(iθn)
∣

∣

}

� âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ ëåììû 4.2 ýêâèâàëåíòíû òîìó, ÷òî âñå ïðÿìûå, êðîìå, áûòü ìî-

æåò, ïðÿìîé L0, íåñòàöèîíàðíû, à çíàêè èõ óãëîâûõ êîý��èöèåíòîâ ÷åðåäóþòñÿ, íà÷èíàÿ

ñ n = 1, è õîòÿ áû äëÿ îäíîãî n > 1 èìååì Re f ′2(iθn)f2(iθn) < 0. Ñ ðîñòîì n àáñîëþòíàÿ

âåëè÷èíà óãëîâîãî êîý��èöèåíòà óìåíüøàåòñÿ, ïîýòîìó åñëè θn+1 ñóùåñòâóåò, òî Qn �
âíóòðåííîñòü ìíîãîóãîëüíèêà è îïèñûâàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè (4.4), (4.7) è

r1 > θ2n − r2f2(iθn). (4.9)

ÅñëèM êîíå÷íî, òîQM �íåîãðàíè÷åííûé óãîë, îïèñûâàåìûé íåðàâåíñòâàìè (4.7) è (4.9).

Îñîáåííî èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà

{

∣

∣f2(iθn)
∣

∣

}

� âîçðàñòàþùàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü. Åñëè íå ââîäèòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, òî îïèñàíèå îáëàñòåé Qn íåëüçÿ

óïðîñòèòü. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ n = 1, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{

θ2n
∣

∣f2(iθn)
∣

∣

−1
}

íå óáûâàåò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿ-

ìîé Ln ñ îñüþ r2 íå óáûâàåò ñ ðîñòîì n, ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâà (4.4) âûòåêàþò

èç (4.8). Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå Qn �âíóòðåííîñòü òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî

îòðåçêàìè ïðÿìûõ Ln, Ln+1 è èíòåðâàëîì Cn.

� 4.3. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå òðåòüåãî ðîäà

Â ýòîì ñëó÷àå êðèâûõ D-ðàçáèåíèÿ íå ñóùåñòâóåò, ìíîæåñòâî ïðÿìûõ D-ðàçáèåíèÿ íå áîëåå

÷åì ñ÷åòíî, ïîýòîìó ëþáàÿ îáëàñòü D-ðàçáèåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì, ãðàíèöà

êîòîðîãî ñîñòîèò èç íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ïðÿìîëèíåéíûõ ñåãìåíòîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hn ìíîæåñòâî òî÷åê r ∈ R
2
, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

F (iθn, r)
(

f2(−iθn)u′1(θn)− f1(−iθn)u′2(θn)
)

> 0. (4.10)

Êàæäàÿ ïðÿìàÿ Ln ðàçáèâàåò R
2
íà äâå ïîëóïëîñêîñòè. Äîêàæåì, ÷òî åñëè Ln �ïðîåê-

öèÿ íåñòàöèîíàðíîé ïðÿìîé D-ðàçáèåíèÿ è a ∈ Ln, òî âåêòîð −∇ReZθn(a) îòëè÷åí îò íóëÿ

è íàïðàâëåí âíóòðü Hn.

Îáîçíà÷èì s =
∣

∣F ′(iθn,a)
∣

∣

2(
a− r,∇ReZθn(a)

)

.

Äàëåå, r ∈ Hn ðàâíîñèëüíî s > 0. Èñïîëüçóÿ (2.2), ïîëó÷èì

s = −Re
(

(a1 − r1)F
′(iϕ,a)f1(−iϕ) + (a2 − r2)F

′(iϕ,a)f2(−iϕ)
)

,

ñëåäîâàòåëüíî,

s = Re
(

F ′(−iθn,a)F (iθn, r)
)

. (4.11)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f2(iθn) 6= 0. Äîìíîæèì íåðàâåíñòâî s > 0 íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî

f2(iθn)f2(−iθn). Â ñèëó fk(iθn)f2(−iθn) ∈ R äëÿ ëþáîãî k ∈ {0, 1, 2} èç (4.11) ïîëó÷àåì sgn s =
= sgnF (iθn, r)f2(−iθn)Re

(

F ′(−iθn,a)f2(iθn)
)

.

Ó÷èòûâàÿ (2.4) è òî, ÷òî u1 = −v20, u2 = v10, ïîëó÷àåì

Re
(

F ′(−iθn,a)f2(iθn)
)

= u′1(θn),

ñëåäîâàòåëüíî, sgn s = sgnF (iθn, r)f2(−iθn)u′1(θn).
Àíàëîãè÷íî, åñëè f1(iθn) 6= 0, òî sgn s = − sgnF (iθn, r)f1(−iθn)u′2(θn).
Ïî îïðåäåëåíèþ ïðÿìîé D-ðàçáèåíèÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë f1(iθn), f2(iθn) îòëè÷íî

îò íóëÿ, ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî (4.11) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ñïðàâåäëèâî ïî êðàéíåé ìåðå

îäíî èç íåðàâåíñòâ:

−F (iθn, r)f1(−iθn)u′2(θn) > 0, (4.12)

F (iθn, r)f2(−iθn)u′1(θn) > 0. (4.13)

Ñëîæèâ (4.12) è (4.13), ïîëó÷èì (4.10).
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå ñëåâà â íåðàâåíñòâàõ â (4.12), (4.13), íå îáðàùà-

þòñÿ â íîëü, òî ëþáîå èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ Hn

âìåñòî (4.10).

Ïðîåêöèè âñåõ íåðåãóëÿðíûõ è ñòàöèîíàðíûõ ïðÿìûõ ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü íà íå áîëåå ÷åì

ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî âûïóêëûõ îáëàñòåé M1,M2, . . .Mn . . ..

Ë å ì ì à 4.3. Åñëè äëÿ êàæäîé îáëàñòè Mk ñóùåñòâóåò íåïóñòàÿ îáëàñòü Dk, ðàâíàÿ

ïåðåñå÷åíèþ Mk ñî âñåìè Hn òàêèìè, ÷òî íåñòàöèîíàðíàÿ ïðÿìàÿ Ln ïåðåñåêàåò Mk, òî

îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè åñòü îáúåäèíåíèå íåêîòîðûõ èç îáëàñòåé Dk.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì îáëàñòü Mk. Âûáåðåì a ∈ Dk è b ∈ Mk \ Dk; òîãäà

îòðåçîê, ïðîâåäåííûé èç a â b, ïåðåñåêàåò êîíå÷íîå ÷èñëî ïðÿìûõ èç ìíîæåñòâà Ln, íî a ∈ Hn,

à b 6∈ Hn, ïîýòîìó ρ(b) > ρ(a). �

Ïîÿñíèì ñìûñë ëåììû 4.3. Ìíîæåñòâî ω1 öåëåñîîáðàçíî ñîñòàâëÿòü ëèáî èç ðåãóëÿðíûõ,

ëèáî èç ñòàöèîíàðíûõ ïðÿìûõ. Òîãäà âíóòðè îáëàñòè Mn íåò îñîáûõ òî÷åê, ÷òî ïîçâîëÿåò

ñîåäèíèòü ëþáûå äâå òî÷êè ðåãóëÿðíîé ïðÿìîé (òåîðåìà 3.7) è íàéòè îáëàñòè ñ íóëåâûì àáñî-

ëþòíûì èíäåêñîì. Â ÷àñòíîñòè, åñëè âíóòðè êàæäîé îáëàñòè Mn ìîæíî óêàçàòü îáëàñòü Dn

ñ íàèìåíüøèì àáñîëþòíûì èíäåêñîì, òî îñòàåòñÿ òåì èëè èíûì ñïîñîáîì íàéòè àáñîëþòíûå

èíäåêñû âñåõ Dn. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèçíàêîâ, îñíîâàííûõ íà ïðèìåíåíèè ýòîé èäåè.

Êàê è ïðè èññëåäîâàíèè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà, îáîçíà÷èì ÷åðåç M

ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà θn, íóìåðóåìûõ ñ íóëÿ.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 4.1. Ïóñòü (3.1)� äâóïàðàìåòðè÷åñêîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå òðå-

òüåãî ðîäà, è

⋂

n∈MHn 6= ∅. Òîãäà îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ëèáî ïóñòà, ëèáî ñîâïàäàåò

ñ

⋂

n∈MHn.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 4.2 (èç ëåìì 2.3, 4.3). Ïóñòü (3.1)� äâóïàðàìåòðè÷åñêîå õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîå óðàâíåíèå òðåòüåãî ðîäà,

∣

∣f1(0)
∣

∣ +
∣

∣f2(0)
∣

∣ 6= 0 è îáëàñòü D, ÿâëÿþùàÿñÿ ïåðåñå÷åíèåì

ïîëóïëîñêîñòè r1f1(0) + r2f2(0) + f0(0) > 0 è
⋂

n∈M\{0} Hn, íå ïóñòà. Òîãäà îáëàñòü óñòîé÷è-

âîñòè ëèáî ïóñòà, ëèáî ñîâïàäàåò ñ D.

Î÷åâèäíî, ñëåäñòâèå 4.1 âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 4.2 â òîì ñëó÷àå, åñëè ïðÿìàÿ, ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ íóëåâîé ÷àñòîòå, íåñòàöèîíàðíà.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 4.3. Ïóñòü (3.1)� äâóïàðàìåòðè÷åñêîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå òðå-

òüåãî ðîäà, à òî÷êà a ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé Lm è ïîëóïëîñêîñòè Hn ïðè ëþáîì n 6= m.
Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïóñòà, åñëè âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé:

(1) W (θm,a) > 0;

(2) ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ â R
2
, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó a, íî íå ñîâïàäàþùàÿ ñ Lm, òàêàÿ,

÷òî àáñîëþòíûé èíäåêñ ëþáîé òî÷êè ýòîé ïðÿìîé ïîëîæèòåëåí;

(3) f1(0)u
′
2(0) > f2(0)u

′
1(0).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ (1) èëè (2). Ïðèìåíèì ëåììó 4.3: ìíîæåñòâî

ω1 ñîñòîèò èç ïðÿìîé Lm, à ìíîæåñòâî ω2 èç âñåõ îñòàëüíûõ ïðÿìûõ. Òîãäà M1 è M2 �ïî-

ëóïëîñêîñòè, íà êîòîðûå ïðÿìàÿ Lm ðàçáèëà ïëîñêîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D ïåðåñå÷åíèå âñåõ

ïîëóïëîñêîñòåé Hn òàêèõ, ÷òî n 6= m. Îáëàñòè D1 = D ∩M1 è D2 = D ∩M2 íå ïóñòû, è âíå

ýòèõ îáëàñòåé íåò òî÷åê ñ íóëåâûì àáñîëþòíûì èíäåêñîì. Ïîñêîëüêó a íå ïðèíàäëåæèò Ln
íè ïðè êàêîì n 6= m, ñóùåñòâóåò êðóã äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà, íå ïåðåñåêàþùèé íè îäíó

èç ïðîåêöèé ïðÿìûõ D-ðàçáèåíèÿ, êðîìå Lm, ñëåäîâàòåëüíî, àáñîëþòíûé èíäåêñ ëþáîé òî÷êè

ýòîãî êðóãà ïîëîæèòåëåí. Îáëàñòè D1,D2 ïåðåñåêàþòñÿ ñ äàííûì êðóãîì, ïîýòîìó ρ(D1) > 0
è ρ(D2) > 0.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ïóíêò (3), òî ïðÿìàÿ L0 íåñòàöèîíàðíà. Ïîëóïëîñêîñòü H0 çàäàåòñÿ íåðà-

âåíñòâîì r1f1(0)+r2f2(0)+f0(0) < 0, à ñîãëàñíî ëåììå 2.3 óñëîâèå r1f1(0) + r2f2(0) + f0(0) > 0
íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû âñå êîðíè óðàâíåíèÿ (3.1) ëåæàëè ñëåâà îò ìíèìîé îñè. Òàêèì

îáðàçîì, îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïóñòà ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.2. �
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� 4.4. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî ðîäà

Â äàííîì ñëó÷àå èìååì u1(ϕ) ≡ u2(ϕ) ≡ ∆(ϕ) ≡ 0. Àíàëèç òàêîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ ìîã áû ñîçäàòü çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî ïðÿìûõ D-ðàçáèåíèÿ

êîíòèíóàëüíî, îäíàêî îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî

ðîäà ëèáî ïóñòà, ëèáî ñîâïàäàåò ñ R
2
. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1, åñëè õîòÿ áû îäíà

èç �óíêöèé f1, f2 íå îáðàùàåòñÿ òîæäåñòâåííî â íîëü, îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïóñòà. Ïóñòü

f1(ϕ) = f2(ϕ) ≡ 0, òîãäà, åñëè f0 óñòîé÷èâà, îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ñîâïàäàåò ñ R
2
, à åñëè f0 íå

ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, òî îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïóñòà.

Â ïðèìåðå 3.1 ïðèâåäåíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî ðîäà.

∗ ∗ ∗

Èñêëþ÷àÿ èç ðàññìîòðåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî ðîäà, äåëàåì ñëåäó-

þùèå âûâîäû. �ðàíèöû îáëàñòåé D-ðàçáèåíèÿ ìîãóò èìåòü êðèâîëèíåéíûå è ïðÿìîëèíåéíûå

ó÷àñòêè. Ïåðâàÿ ñèòóàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ðî-

äà. Ïðÿìîëèíåéíûå ó÷àñòêè ìîãóò âîçíèêíóòü ïî äâóì ïðè÷èíàì: ëèáî ýòî ó÷àñòêè ïðîåêöèé

êðèâûõ D-ðàçáèåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå ãëàâíîé ïðÿìîé (ýòî ìîæåò áûòü òîëüêî äëÿ õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà), ëèáî ýòî ó÷àñòêè ïðîåêöèé ïðÿìûõ D-ðàçáèåíèÿ. Ïðàâèëî

øòðèõîâêè ýêâèâàëåíòíî òåîðåìå 3.1, òî åñòü îíî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèå âîçðàñòà-

íèÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòè êîðíÿ òîëüêî íà ïðîåêöèÿõ êðèâûõ D-ðàçáèåíèÿ.

Äëÿ ïðÿìûõ D-ðàçáèåíèÿ ïðàâèëî øòðèõîâêè íåïîñðåäñòâåííî íå ïðèìåíèìî, ïîýòîìó

Þ.È. Íåéìàðê ïðåäëîæèë äâà ïðèåìà: ëèáî äå�îðìèðîâàòü ïðÿìûå â êðèâûå ââåäåíèåì �èê-

òèâíûõ ïàðàìåòðîâ, ëèáî íàíåñòè øòðèõîâêó íà ïðîåêöèè ïðÿìûõ òàê, ÷òîáû îíà ñîîòâåò-

ñòâîâàëà øòðèõîâêå íà êðèâûõ. Ïåðâûé ïðèåì ïðèâîäèò ê óñëîæíåíèþ çàäà÷è. Âòîðîé ïðèåì

ýêâèâàëåíòåí ïðèìåíåíèþ òåîðåìû 3.4 (òî åñòü ïðèìåíèì òîëüêî äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ïðÿìûõ


 öåíòðàëüíîé òî÷êîé). Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

òðåòüåãî ðîäà íåâîçìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî øòðèõîâêè, õîòÿ îáëàñòè D-ðàçáèåíèÿ

äëÿ óðàâíåíèÿ ýòîãî òèïà íàèáîëåå ïðîñòî èññëåäîâàòü.

Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå çàâèñèò îò áîëåå ÷åì äâóõ ïàðàìåòðîâ, òî �èêñèðîâà-

íèå íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ ïðèâîäèò ê èññëåäîâàíèþ ñåìåéñòâà äâóïàðàìåòðè÷åñêèõ õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Åñëè ýòî âîçìîæíî, òî öåëåñîîáðàçíî âûáèðàòü òàêóþ ïàðàìåòðèçà-

öèþ, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê èññëåäîâàíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî èëè òðåòüåãî

ðîäà.

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðà�à ñ�îðìóëèðóåì êðèòåðèé ïðÿìîëèíåéíîñòè ãðàíèö îáëàñòåé D-ðàç-

áèåíèÿ.

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïóñòü �óíêöèè f0, f1 è f2 íå èìåþò îáùåãî êîðíÿ íà ìíèìîé îñè, à ñðåäè

�óíêöèé ∆, u1 è u2 õîòÿ áû îäíà íå ðàâíà íóëþ òîæäåñòâåííî. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ãðà-

íèöà ëþáîé îáëàñòè D-ðàçáèåíèÿ ñîñòîÿëà òîëüêî èç ïðÿìîëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ, íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû �óíêöèè ∆, u1, u2 áûëè ëèíåéíî çàâèñèìû.

� 5. Íàáîðû D-ðàçáèåíèÿ

Åñëè ñóùåñòâóåò îáëàñòü D-ðàçáèåíèÿ òàêàÿ, ÷òî ïðè ïåðåõîäå èç íåå â ëþáóþ äðóãóþ îá-

ëàñòü D-ðàçáèåíèÿ àáñîëþòíûé èíäåêñ òî÷åê óâåëè÷èâàåòñÿ, òî ëèáî îíà ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ

óñòîé÷èâîñòè, ëèáî îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïóñòà. Â äðóãèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ìîãóò áûòü èñïîëü-

çîâàíû ëåììû 4.1, 4.2, 4.3, îäíàêî óíèâåðñàëüíîãî ñïîñîáà ðàññòàíîâêè àáñîëþòíûõ èíäåêñîâ

äëÿ îáëàñòåé D-ðàçáèåíèÿ íå ñóùåñòâóåò.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè, êàê ïðàâèëî, òðåáó-

åòñÿ óêàçàòü àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé íàéòè èëè îöåíèòü àáñîëþòíûé èíäåêñ ëþáîé îáëàñòè

D-ðàçáèåíèÿ. Ïîñòðîåíèå òàêîãî àëãîðèòìà ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî òðóäíîé çàäà÷åé. Â íàñòî-

ÿùåì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâûé ïðèåì àíàëèçà îáëàñòåé D-ðàçáèåíèÿ.

Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî u(ϕ) 6≡ 0, òî åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî ðîäà

èñêëþ÷åíî èç ðàññìîòðåíèÿ.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 5.1. Âûáåðåì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ëèíèé D-ðàçáèåíèÿ è ïîñòàâèì êàæ-

äîé èç íèõ â ñîîòâåòñòâèå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ìíîæåñòâî ýòèõ ëèíèé íàçîâåì íàáîðîì D-ðàçáè-

åíèÿ, à ÷èñëà � âåñàìè ëèíèé â íàáîðå.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîðû ω1 è ω2 ðàâíû, åñëè îíè ñîäåðæàò îäíè è òå æå ëèíèè

D-ðàçáèåíèÿ, è âåñ êàæäîé ëèíèè â ω1 ðàâåí âåñó ýòîé ëèíèè â ω2.

Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè âìåñòî òåðìèíà íàáîð D-ðàçáèåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü òåð-

ìèí íàáîð. Êðîìå òîãî, óäîáíî îïåðèðîâàòü íå ñàìèìè ëèíèÿìè D-ðàçáèåíèÿ, à èõ ïðîåêöèÿìè,

ïîýòîìó âûðàæåíèå ¾êðèâàÿ Cn (ïðÿìàÿ Ln) ïðèíàäëåæèò íàáîðó ω è èìååò âåñ v â ýòîì íà-

áîðå¿ ñëåäóåò ïîíèìàòü òàê: ¾êðèâàÿ D-ðàçáèåíèÿ (ïðÿìàÿ D-ðàçáèåíèÿ), ïðîåêöèÿ êîòîðîé �

ýòî êðèâàÿ Cn (ïðÿìàÿ Ln), ïðèíàäëåæèò íàáîðó ω è èìååò âåñ v â ýòîì íàáîðå¿.

� 5.1. Èíäåêñèðóåìûå íàáîðû

Î ï ð å ä å ë å í è å 5.2.

• Òî÷êîé D-ðàçáèåíèÿ íàáîðà íàçîâåì òî÷êó D-ðàçáèåíèÿ, ïðèíàäëåæàùóþ êàêîé-ëèáî ëè-

íèè äàííîãî íàáîðà.

• Îáëàñòüþ íàáîðà íàçîâåì ëèíåéíî ñâÿçíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî V ∈ R
2
òàêîå, ÷òî:

� V íå ñîäåðæèò ïðîåêöèè íè îäíîé òî÷êè D-ðàçáèåíèÿ äàííîãî íàáîðà,

� ëþáîå ëèíåéíî ñâÿçíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì êîòîðîãî

ÿâëÿåòñÿ V , ñîäåðæèò ïðîåêöèþ õîòÿ áû îäíîé òî÷êè D-ðàçáèåíèÿ äàííîãî íàáîðà.

• Íàçîâåì íàáîð ðåãóëÿðíûì, åñëè îí íå ñîäåðæèò íåðåãóëÿðíûå ïðÿìûå D-ðàçáèåíèÿ.

• Òî÷êó â R
2
áóäåì íàçûâàòü îñîáîé òî÷êîé íàáîðà, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé õîòÿ áû

îäíîé íåðåãóëÿðíîé òî÷êè íàáîðà; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êó R
2
áóäåì íàçûâàòü íåîñîáîé

òî÷êîé íàáîðà.

• Íàçîâåì ëîìàíóþ Q ⊂ R
2
ðåãóëÿðíîé ëîìàíîé îòíîñèòåëüíî íàáîðà, åñëè îíà íå ïðîõî-

äèò ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó íàáîðà, è íè îäíî çâåíî ëîìàíîé íå ëåæèò íè íà ïðîåêöèè ïðÿìîé

D-ðàçáèåíèÿ, íè íà ãëàâíîé ïðÿìîé.

Äëÿ òîãî ÷òîáû äâå íåîñîáûå òî÷êè íàáîðà ìîæíî áûëî ñîåäèíèòü ëîìàíîé, ðåãóëÿðíîé

îòíîñèòåëüíî íàáîðà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòè òî÷êè ëåæàëè ïî îäíó ñòîðîíó îò

ëþáîé íåðåãóëÿðíîé ïðÿìîé, ïðèíàäëåæàùåé äàííîìó íàáîðó. Ñëåäîâàòåëüíî, â ðåãóëÿðíîì

íàáîðå ëþáûå äâå íåîñîáûå òî÷êè íàáîðà ìîæíî ñîåäèíèòü ëîìàíîé, ðåãóëÿðíîé îòíîñèòåëüíî

íàáîðà.

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèÿì 3.1, 3.3 ðåãóëÿðíàÿ ëîìàíàÿ íàáîðà ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî

ïðîåêöèé òî÷åê D-ðàçáèåíèÿ íàáîðà.

Ïóñòü Q�ðåãóëÿðíàÿ ëîìàíàÿ íàáîðà ω. Ïàðàìåòðèçóåì ýòó ëîìàíóþ ñ ïîìîùüþ íåïðå-

ðûâíîé âåêòîð-�óíêöèè k : [0, 1] → R
2
, òàê ÷òî k(t) ∈ Q ïðè ëþáîì t ∈ [0, 1].

Íàïîìíèì, ÷òî ëîìàíàÿ Q íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè äëÿ ëþáûõ t1, t2 ∈ (0, 1) èç k(t1)=k(t2)
âûòåêàåò t1 = t2; ëîìàíàÿ íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè k(0) = k(1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

{

k(tn), ϕn
}

(n = 1,M , tn ∈ [0, 1]) ìíîæåñòâî òî÷åê D-ðàçáèåíèÿ íàáîðà,

ïðîåêöèè êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò Q. Çàìåòèì, ÷òî ReZϕn

(

k(tn± 0)
)

6= 0 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Q
ñîäåðæàëà áû îòðåçîê, ïðèíàäëåæàùèé ïðÿìîé D-ðàçáèåíèÿ èëè ãëàâíîé ïðÿìîé).

Î ï ð å ä å ë å í è å 5.3. Ïóñòü ω�ðåãóëÿðíûé íàáîð, à Q�ëîìàíàÿ, ðåãóëÿðíàÿ îòíîñè-

òåëüíî íàáîðà ω. Áóäåì íàçûâàòü èíäåêñîì ëîìàíîé Q îòíîñèòåëüíî íàáîðà ω ÷èñëî

ρω(Q) =

M
∑

n=1

vnsn,

ãäå vn �âåñ â íàáîðå ω òîé ëèíèè íàáîðà, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò òî÷êà íàáîðà

(

k(tn), ϕn
)

, à sn
âû÷èñëåíî ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:
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• åñëè tn ∈ (0, 1) è ReZϕn

(

k(tn − 0)
)

< 0 è ReZϕn

(

k(tn + 0)
)

> 0, òî sn = +1;

• åñëè tn ∈ (0, 1) è ReZϕn

(

k(tn − 0)
)

> 0 è ReZϕn

(

k(tn + 0)
)

< 0, òî sn = −1;

• åñëè tn ∈ (0, 1) è ReZϕn

(

k(tn − 0)
)

ReZϕn

(

k(tn + 0)
)

> 0, òî sn = 0;

• åñëè tn = 0 è ReZϕn

(

k(tn + 0)
)

> 0, òî sn = 0;

• åñëè tn = 0 è ReZϕn

(

k(tn + 0)
)

< 0, òî sn = −1;

• åñëè tn = 1 è ReZϕn

(

k(tn − 0)
)

< 0, òî sn = +1;

• åñëè tn = 1 è ReZϕn

(

k(tn − 0)
)

> 0, òî sn = 0.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè k(tm)� âíóòðåííÿÿ òî÷êà çâåíà [a,b] ëîìàíîé Q è âåêòîð b − a íå

ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðó ∇ReZϕm

(

k(tm)
)

, òî sm = sgn
(

b− a,∇ReZϕm

(

k(tm)
)

)

.

Â ñèëó àíàëèòè÷íîñòè �óíêöèè ReZϕ â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè Q, ëîìàíàÿ Q äîïóñ-

êàåò ìàëóþ äå�îðìàöèþ ñ ñîõðàíåíèåì èíäåêñà îòíîñèòåëüíî íàáîðà. Ñëåäîâàòåëüíî, åñ-

ëè Q íå ïðîõîäèò ÷åðåç ïðîåêöèè ñòàöèîíàðíûõ ïðÿìûõ íàáîðà, òî ìàëûì ïåðåìåùåíèåì

óçëîâ Q ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû Q ïðîõîäèëà òîëüêî ÷åðåç ïðîåêöèè íåñòàöèîíàðíûõ

òî÷åê D-ðàçáèåíèÿ íàáîðà.

Î ï ð å ä å ë å í è å 5.4. Áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíûé íàáîð èíäåêñèðóåìûì, åñëè îòíîñèòåëü-

íî ýòîãî íàáîðà èíäåêñ ëþáîé ïðîñòîé ðåãóëÿðíîé çàìêíóòîé ëîìàíîé ðàâåí íóëþ.

Ò å î ð å ì à 5.1. Îòíîñèòåëüíî èíäåêñèðóåìîãî íàáîðà âåñ ëþáîé ðåãóëÿðíîé çàìêíóòîé

ëîìàíîé ðàâåí íóëþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîáàâèì ê óçëàì ðåãóëÿðíîé çàìêíóòîé ëîìàíîé íîâûå óçëû íà

çâåíüÿ òàê, ÷òî åñëè ëþáûå äâà çâåíà íîâîé ëîìàíîé èìåþò õîòÿ áû äâå îáùèå òî÷êè, òî

ýòè çâåíüÿ ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì ëîìàíóþ Q, ðåãóëÿðíóþ îòíîñèòåëüíî ω,
ãåîìåòðè÷åñêè ñîâïàäàþùóþ ñ èñõîäíîé ëîìàíîé, èìåþùóþ òîò æå èíäåêñ îòíîñèòåëüíî ω.

�àçîáüåì Q íà êîíå÷íîå ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ ïðîñòûõ ëîìàíûõ è çàìêíóòûõ ëîìàíûõ, íå

ÿâëÿþùèõñÿ ìíîãîóãîëüíèêàìè. Èíäåêñ îòíîñèòåëüíî íàáîðà ëþáîé ïðîñòîé çàìêíóòîé ëîìà-

íîé ðàâåí íóëþ ïî ïðåäïîëîæåíèþ. Îáõîä êàæäîãî çâåíà çàìêíóòîé ëîìàíîé, íå ÿâëÿþùåéñÿ

ìíîãîóãîëüíèêîì, îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïðÿìîì è îáðàòíîì íàïðàâëåíèè îäèíàêîâîå ÷èñëî ðàç,

ïîýòîìó èíäåêñ òàêîé ëîìàíîé îòíîñèòåëüíî íàáîðà ðàâåí íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, èíäåêñ ëîìà-

íîé Q îòíîñèòåëüíî íàáîðà ðàâåí íóëþ. �

Òå î ð å ì à 5.2. Íàáîð, ñîñòîÿùèé òîëüêî èç íåñòàöèîíàðíîé ïðÿìîé (ñ íåíóëåâûì âåñîì),

èíäåêñèðóåì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ýòà ïðÿìàÿ íå èìååò öåíòðàëüíîé òî÷êè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ïðÿìàÿ Ln èìååò öåíòðàëüíóþ òî÷êó. Ïîñòðîèì âûïóêëûé

çàìêíóòûé ìíîãîóãîëüíèê, ñîäåðæàùèé ýòó òî÷êó. Ïóñòü Q� ãðàíèöà ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà,

îáõîäèìàÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêè, à âåñ ïðÿìîé â íàáîðå ðàâåí v. Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 3.4

èíäåêñ êðèâîé Q îòíîñèòåëüíî íàáîðà ðàâåí 2v, åñëè ∆′(θn) < 0, è ðàâåí −2v, åñëè ∆′(θn) > 0.

Ïóñòü ó ïðÿìîé Ln íåò öåíòðàëüíîé òî÷êè, òîãäà ýòà ïðÿìàÿ ðàçäåëÿåò R
2
íà äâå ïîëóïëîñ-

êîñòè, ïðè÷åì ∇Zθn â êàæäîé òî÷êå ïðÿìîé íàïðàâëåí èç îäíîé ïîëóïëîñêîñòè â äðóãóþ. Åñëè
t ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò íóëÿ äî åäèíèöû, òî òî÷êà k(t) ïåðåñåêàåò Ln â îáå ñòîðîíû îäèíàêîâîå

êîëè÷åñòâî ðàç, ñëåäîâàòåëüíî, èíäåêñ òàêîé êðèâîé îòíîñèòåëüíî íàáîðà ðàâåí íóëþ. �

Î ï ð å ä å ë å í è å 5.5. Åñëè

∣

∣S(ξn)
∣

∣ < ∞, òî íàçîâåì òî÷êó S(ξn) êîíöåâîé òî÷êîé êðè-

âûõ Cn−1 è Cn.

Ò å î ð å ì à 5.3. Íàáîð, ñîñòîÿùèé òîëüêî èç êðèâîé D-ðàçáèåíèÿ, èíäåêñèðóåì â òîì

è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ëèáî ó ïðîåêöèè ýòîé êðèâîé íåò êîíöåâûõ òî÷åê, ëèáî êîíöå-

âûå òî÷êè ñóùåñòâóþò è ñîâïàäàþò.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì ïðîñòóþ ðåãóëÿðíóþ çàìêíóòóþ ëîìàíóþ Q. Ýòà ëî-

ìàíàÿ ðàçáèâàåò R
2
íà äâà ñâÿçíûõ ìíîæåñòâà: ìíîãîóãîëüíèê A è íåîãðàíè÷åííóþ îáëàñòü B.

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàáîð áûë èíäåêñèðóåì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè ïîëîæèòåëüíîì

îáõîäå êðèâîé Cn òî÷êà S(ϕ), ïåðåõîäèëà èç A â B è èç B â A ðàâíîå êîëè÷åñòâî ðàç.

Åñëè ó êðèâîé íåò êîíöåâûõ òî÷åê èëè îáå êîíöåâûå òî÷êè ñóùåñòâóþò è ñîâïàäàþò ìåæäó

ñîáîé, òî êàæäîìó ïåðåõîäó èç A â B ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäèí ïåðåõîä èç B â A, ïîýòîìó òàêîé
íàáîð èíäåêñèðóåì.

Åñëè ó êðèâîé ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà êîíöåâàÿ òî÷êà èëè ñóùåñòâóþò äâå êîíöåâûå òî÷êè,

íå ñîâïàäàþùèå ìåæäó ñîáîé, òî ïîñòðîèì âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê A, ñîäåðæàùèé ýòó êîí-

öåâóþ òî÷êó, íî íå ñîäåðæàùèé äðóãóþ êîíöåâóþ òî÷êó (åñëè òàêîâàÿ ñóùåñòâóåò). Äâèãàÿñü

èç ýòîé êîíöåâîé òî÷êè âäîëü êðèâîé Cn, ìû, î÷åâèäíî, ïåðåñå÷åì ãðàíèöó èçâíå A íà îäèí

ðàç áîëüøå, ÷åì âíóòðü A. �

Â èíäåêñèðóåìîì íàáîðå ëþáûå äâå ðåãóëÿðíûå ëîìàíûå, èìåþùèå îáùèé êîíåö è îáùåå

íà÷àëî, èìåþò îäèíàêîâûå îòíîñèòåëüíûå èíäåêñû.

Î ï ð å ä å ë å í è å 5.6. Ïóñòü a�íåîñîáàÿ òî÷êà èíäåêñèðóåìîãî íàáîðà ω; ïðèñâîèì åé

íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî ρω(a). Òîãäà ëþáîé äðóãîé íåîñîáîé òî÷êè b ïðèñâîèì ÷èñëî ρω(b) ïî
�îðìóëå ρω(b) = ρω(a)+ρω(Q), ãäå Q�íåêîòîðàÿ ðåãóëÿðíàÿ ëîìàíàÿ ñ íà÷àëîì â a è êîíöîì

â b. ×èñëà ρω(a) è ρω(b) áóäåì íàçûâàòü èíäåêñîì òî÷åê a è b îòíîñèòåëüíî ω.

Èíûìè ñëîâàìè, ëèíèè èíäåêñèðóåìîãî íàáîðà ðàçáèâàþò R
2
íà îáëàñòè òàê, ÷òî ýòèì îáëà-

ñòÿì ìîæíî ïðèñâîèòü îòíîñèòåëüíûé èíäåêñ ïî ïðàâèëó, àíàëîãè÷íîìó òîìó, êàê ðàññòàâëÿ-

åòñÿ àáñîëþòíûé èíäåêñ îáëàñòåé, ó÷èòûâàÿ, îäíàêî, ÷òî âåñ ëèíèé çàäàåòñÿ èññëåäîâàòåëåì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 5.7. Îáúåäèíåíèåì íàáîðîâ ω1 è ω2 íàçîâåì íàáîð ω0, ñîñòîÿùèé èç

ëèíèé, âõîäÿùèõ õîòÿ áû â îäèí èç íàáîðîâ. Âåñ ëèíèè â íàáîðå ω0 ðàâåí ñóììå åå âåñîâ

â íàáîðàõ ω1 è ω2. Áóäåì îáîçíà÷àòü ω0 = ω1 ∪ ω2.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ω1 è ω2 �èíäåêñèðóåìûå íàáîðû, òî ω1∪ω2 �èíäåêñèðóåìûé íàáîð. Äëÿ

ýòîãî ïîñòðîèì ðåãóëÿðíóþ çàìêíóòóþ ïðîñòóþ ëîìàíóþ Q. Ïîñêîëüêó Q ïåðåñåêàåò êîíå÷íîå

÷èñëî ïðîåêöèé òî÷åê D-ðàçáèåíèÿ, òî èíäåêñ Q îòíîñèòåëüíî ω1 ∪ ω2, î÷åâèäíî, ðàâåí ñóììå

åå èíäåêñîâ îòíîñèòåëüíî ω1 è ω2, òî åñòü ðàâåí íóëþ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 5.8. Áóäåì íàçûâàòü íàáîð ïîëíûì, åñëè

• îí ñîäåðæèò âñå ëèíèè D-ðàçáèåíèÿ;

• åñëè ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íóëåâîé ÷àñòîòå, òî âåñ ýòîé ïðÿìîé â íàáîðå

ðàâåí åäèíèöå;

• âåñ ëþáîé ëèíèè íàáîðà, êðîìå ïðÿìîé, ñîîòâåòñòâóþùåé íóëåâîé ÷àñòîòå, ðàâåí äâóì.

Ò å î ð å ì à 5.4. Ïóñòü ïîëíûé íàáîð ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå îáúåäèíåíèÿ íå

áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà èíäåêñèðóåìûõ íàáîðîâ ω1, ω2, . . . ωn . . . Òîãäà

• ïîëíûé íàáîð èíäåêñèðóåì,

• åñëè ñóùåñòâóþò íåîñîáàÿ òî÷êà a è íîìåð m òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > m èìååì

ρωn(a) = 0, òî ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî W òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé íåîñîáîé òî÷êè b

èìååì ρ(b) =W +
∞
∑

n=1
ρωn(b).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ

ρ(b)− ρ(a) =

∞
∑

n=1

(

ρωn(b)− ρωn(a)
)

=

∞
∑

n=1

ρωn(b)−
m
∑

n=1

ρωn(a),

ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü W = ρ(a)−
m
∑

n=1
ρωn(a). �
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� 5.2. Ýëåìåíòàðíûå íàáîðû

Î ï ð å ä å ë å í è å 5.9. Èíäåêñèðóåìûé íàáîð ω íàçîâåì ýëåìåíòàðíûì, åñëè îí íå ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ íåïóñòûõ èíäåêñèðóåìûõ íàáîðîâ.

�àññìîòðèì òèïè÷íûå íàáîðû.

• Íàáîð, ñîñòîÿùèé èç íåñòàöèîíàðíîé ïðÿìîé áåç öåíòðàëüíîé òî÷êè, áóäåì íàçûâàòü

I-íàáîðîì.

• Íàáîð, ñîñòîÿùèé èç êðèâîé áåç êîíöåâûõ òî÷åê ñ âåñîì 2, áóäåì íàçûâàòü S-íàáîðîì.

• Áóäåì íàçûâàòü T-íàáîðîì íàáîð, ñîñòîÿùèé èç êðèâîé Cn ñ âåñîì 2 è íåñòàöèîíàðíîé

ïðÿìîé Lm ñ âåñîì 1 òàêèõ, ÷òî ∆′(θm) 6= 0 è ëèáî θm = ξn è u(ξn+1) 6= 0, ëèáî θm = ξn+1

è u(ξn) 6= 0.

• Íàáîð, ñîñòîÿùèé èç êðèâîé Cn ñ âåñîì 2 è ïðÿìûõ Lm, Lm+1 ñ âåñîì 1 òàêèõ, ÷òî θm = ξn
èëè θm+1 = ξn+1, áóäåì íàçûâàòü H-íàáîðîì.

Ñîãëàñíî òåîðåìàì 5.2, 5.3 I-íàáîðû è S-íàáîðû èíäåêñèðóåìû è, ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåí-

òàðíû.

Ò å î ð å ì à 5.5. T-íàáîð ýëåìåíòàðåí.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïóñòü Cn �ïîëîæèòåëüíàÿ êðèâàÿ è u(ξn+1) =
= 0. Òîãäà ξn = θm, S(ξn) êîíå÷íî è ∆′(θm) > 0, òî÷êà S(ξn) ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé òî÷êîé

ïðÿìîé Lm è åäèíñòâåííîé êîíöåâîé òî÷êîé Cn.
�àññìîòðèì Q�ïðîñòóþ çàìêíóòóþ ðåãóëÿðíóþ ëîìàíóþ íàáîðà. Ïóñòü îáõîä Q îñóùåñòâ-

ëÿåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ëîìàíàÿ Q îãðàíè÷èâàåò ìíîãîóãîëüíèê A.
Åñëè öåíòðàëüíàÿ òî÷êà ïðÿìîé Ln íå ïðèíàäëåæèò A, òî âêëàä êàê ïðÿìîé Lm, òàê è êðè-

âîé Cn â èíäåêñ ëîìàíîé Q îòíîñèòåëüíî íàáîðà ðàâåí íóëþ (äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ �àêòîâ

ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì 5.2, 5.3).

Ïóñòü öåíòðàëüíàÿ òî÷êà ïðÿìîé Lm ïðèíàäëåæèò A. Ïóñòü K1 �êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé

Q è Lm, òàêèõ, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè t ïåðåõîä òî÷êè k(t) ÷åðåç Lm îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ÷àñîâîé

ñòðåëêå, à K2 �êîëè÷åñòâî òàêèõ ïåðåñå÷åíèé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Î÷åâèäíî, K1−K2 = 2,
ïîýòîìó âêëàä ïðÿìîé Lm â âåñ ëîìàíîé Q îòíîñèòåëüíî íàáîðà ðàâåí äâóì.

Äàëåå, åñëè ϕ ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò (ξn, ξn+1), òî òî÷êà S(ϕ) âûõîäèò èç A íà îäèí ðàç

áîëüøå, ÷åì âõîäèò âíóòðü ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà, ïîýòîìó âêëàä êðèâîé Cn â âåñ ëîìàíîé Q
îòíîñèòåëüíî íàáîðà ðàâåí -2. Òàêèì îáðàçîì, âåñ ëîìàíîé Q îòíîñèòåëüíî íàáîðà ðàâåí íóëþ.

�

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé.

Ò å î ð å ì à 5.6. H-íàáîð ýëåìåíòàðåí.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ýëåìåíòàðíûå íàáîðû ìîãóò áûòü âåñüìà ðàçíîîáðàçíûìè. Îäíàêî äëÿ õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ðîäà íå ñóùåñòâóåò êðèâûõ D-ðàçáèåíèÿ, à ó ïðÿìûõ

D-ðàçáèåíèÿ íåò öåíòðàëüíûõ òî÷åê, ïîýòîìó åñëè âñå ïðÿìûå íåñòàöèîíàðíû, òî ïîëíûé íà-

áîð, î÷åâèäíî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà I-íàáîðîâ.

Äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå.

Ò å î ð å ì à 5.7. Ïóñòü ∆(ϕ) 6≡ 0 è ó �óíêöèé ∆,∆′, u1, u
′
1, u2, u

′
2 íåò îáùåãî êîðíÿ. Òîãäà

ïîëíûé íàáîð ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê îáúåäèíåíèå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà

S-, T- è H-íàáîðîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû èç ∆′(ξn) = 0 âûòåêàåò

lim
ϕ→ξn

∆(ϕ)/u1(ϕ) = 0 èëè lim
ϕ→ξn

∆(ϕ)/u2(ϕ) = 0.
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Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim
ϕ→ξn

S(ϕ), òî ∆′(ξn) 6= 0, è òîãäà ñîãëàñ-

íî (2.4) ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë f1(ξn), f2(ξn) îòëè÷íî îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæ-

äàÿ êîíöåâàÿ òî÷êà ïðîåêöèè êðèâîé D-ðàçáèåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé öåíòðàëüíîé òî÷êè

íåñòàöèîíàðíîé ïðÿìîé D-ðàçáèåíèÿ, è íàîáîðîò: êàæäàÿ ïðîåêöèÿ öåíòðàëüíîé òî÷êè ïðÿìîé

D-ðàçáèåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíöåâîé òî÷êîé íåêîòîðîé ïðîåêöèè êðèâîé D-ðàçáèåíèÿ.

Êðîìå òîãî, ïðÿìàÿ D-ðàçáèåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòîòå ξn, ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà u(ξn) = 0, ïðè÷åì âñå ïðÿìûå D-ðàçáèåíèÿ íåñòàöèîíàðíûå è èìåþò öåíòðàëüíóþ

òî÷êó.

Ñ�îðìèðóåì íàáîð ωn ñëåäóþùèì îáðàçîì: âî-ïåðâûõ, âêëþ÷èì â íåãî êðèâóþ Cn ñ âåñîì 2,
âî-âòîðûõ, åñëè u(ξn) = 0, òî âêëþ÷èì â íàáîð ïðÿìóþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷àñòîòå ξn, ñ âåñîì 1,
â-òðåòüèõ, åñëè u(ξn+1) = 0, òî âêëþ÷èì â íàáîð ïðÿìóþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷àñòîòå ξn+1,

ñ âåñîì 1.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè îáà âåêòîðà u(ξn), u(ξn+1) îòëè÷íû îò íóëåâîãî, òî ωn ÿâëÿåòñÿ

S-íàáîðîì. Åñëè ðîâíî îäèí èç âåêòîðîâ îòëè÷åí îò íóëåâîãî, òî ωn � ýòî T-íàáîð, à åñëè

îáà âåêòîðà íóëåâûå, òî ωn ÿâëÿåòñÿ H-íàáîðîì.

Ïðÿìàÿ L0 âõîäèò òîëüêî â íàáîð ω0; ïðè n > 1 ïðÿìàÿ Ln âõîäèò â äâà íàáîðà, ïîýòîìó

åå âåñ â ïîëíîì íàáîðå ðàâåí äâóì. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ëèíèÿ âõîäèò õîòÿ áû â îäèí íàáîð, òî

îáúåäèíåíèå âñåõ ωn äàåò ïîëíûé íàáîð. �

Î ï ð å ä å ë å í è å 5.10. Áóäåì íàçûâàòü èíäåêñèðóåìûé íàáîð ïðîñòûì, åñëè ïðîåêöèÿ íè

îäíîé èç âõîäÿùèõ â íåãî ëèíèé íå èìååò òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, ïðîåêöèè ëþáûõ äâóõ ëèíèé

íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, îòíîñèòåëüíûé èíäåêñ ëþáîé îáëàñòè íåîòðèöàòåëåí è ñóùåñòâóåò õîòÿ

áû îäíà îáëàñòü íàáîðà ñ íóëåâûì îòíîñèòåëüíûì èíäåêñîì.

Ïðîñòîé S-íàáîð ñîäåðæèò ïðîñòóþ êðèâóþ Cn, ðàçáèâàþùóþ R
2
íà äâå îáëàñòè ñ îòíî-

ñèòåëüíûìè èíäåêñàìè 0 è 2. Åñëè êðèâàÿ ïîëîæèòåëüíà, òî íóëåâîé îòíîñèòåëüíûé èíäåêñ

èìååò òà îáëàñòü, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà ñëåâà îòíîñèòåëüíî ïîëîæèòåëüíîãî îáõîäà êðèâîé,

à åñëè êðèâàÿ îòðèöàòåëüíà � òà îáëàñòü, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà ñïðàâà. Îòíîñèòåëüíûé èí-

äåêñ ðåãóëÿðíûõ òî÷åê êðèâîé Cn ðàâåí äâóì.

Óäîáíî èìåòü �îðìàëüíûé ïðèçíàê, ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëèòü, êàêîé èõ äâóõ îáëàñòåé

ïðèíàäëåæèò çàäàííàÿ òî÷êà a. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì ϕ ∈ (ξn, ξn+1) òàêóþ, ÷òî ëó÷ ñ âåðøèíîé a

è ïðîõîäÿùèé ÷åðåç S(ϕ), íå ïåðåñåêàåò êðèâóþ Cn íè â êàêîé äðóãîé òî÷êå. Âûðàæåíèå

(

S(ϕ) − a,∇Zϕ
)

ìû óæå âû÷èñëÿëè, åãî çíàê ñîâïàäàåò ñî çíàêîì âûðàæåíèÿ (4.1). Åñëè îíî

ïîëîæèòåëüíî, òî îòíîñèòåëüíûé èíäåêñ a ðàâåí íóëþ, à åñëè âûðàæåíèå (4.1) îòðèöàòåëüíî,

òî îòíîñèòåëüíûé èíäåêñ a ðàâåí äâóì.

Ïðîñòîé Ò-íàáîð ñîäåðæèò òðè îáëàñòè. Ïðÿìàÿ Lm ðàçáèâàåò R
2
íà äâå ïîëóïëîñêîñòè:

ïðèñâîèì òîé èç íèõ, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò êðèâóþ Cn, åäèíè÷íûé îòíîñèòåëüíûé èíäåêñ, òîãäà
îòíîñèòåëüíûé èíäåêñ äâóõ äðóãèõ îáëàñòåé ðàâåí 0 è 2. Îñóùåñòâèì îáõîä îáëàñòåé ïî ÷àñîâîé

ñòðåëêå îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîé òî÷êè ïðÿìîé Lm: åñëè ∆′(θm) > 0, òî îáëàñòè ðàñïîëîæåíû
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ îòíîñèòåëüíûõ èíäåêñîâ, à åñëè ∆′(θm) < 0 � òî â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ

(ñõåìàòè÷íî îáëàñòè è èõ îòíîñèòåëüíûå èíäåêñû èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1, 2). Îòíîñèòåëüíûé

èíäåêñ íåîñîáîé òî÷êè ëèíèé íàáîðà ðàâåí íàèáîëüøåìó îòíîñèòåëüíîìó èíäåêñó îáëàñòè,

ãðàíèöå êîòîðîé ïðèíàäëåæèò äàííàÿ òî÷êà.

Ïðîñòîé H-íàáîð ñîäåðæèò ÷åòûðå îáëàñòè, îòíîñèòåëüíûå èíäåêñû êîòîðûõ ðàâíû 0, 1, 1, 2.
Ñóùåñòâóþò äâà âàðèàíòà ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ îáëàñòåé, êîòîðûå ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíû íà

ðèñ. 3, 4.

�àññìîòðèì òèïè÷íóþ ñèòóàöèþ.

Ò å î ð å ì à 5.8. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) ïîëíûé íàáîð ïðîñò;

(2) ∆(ϕ) 6≡ 0, è ó �óíêöèé ∆,∆′, u1, u
′
1, u2, u

′
2 íåò îáùåãî êîðíÿ;

(3) öåíòðàëüíàÿ òî÷êà ïðÿìîé L0 èìååò íóëåâîé èíäåêñ îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ýëåìåíòàð-

íîãî íàáîðà, íå ñîäåðæàùåãî L0;
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�èñ. 3. Ïðîñòîé H-íàáîð ïðè ∆′(ξn) > 0

PSfrag repla
ements

0
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r1
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�èñ. 4. Ïðîñòîé H-íàáîð ïðè ∆′(ξn) < 0

(4) ñóùåñòâóåò òî÷êà p ∈ L0 òàêàÿ, ÷òî ρ(p) = 1.

Òîãäà íóëåâîé àáñîëþòíûé èíäåêñ èìåþò òå è òîëüêî òå òî÷êè, êîòîðûå èìåþò íóëåâîé

èíäåêñ îòíîñèòåëüíî T-íàáîðà, ñîäåðæàùåãî L0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.7 â ñèëó ïóíêòà (2) ïîëíûé íàáîð Ω ÿâëÿ-

åòñÿ îáúåäèíåíèåì íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ýëåìåíòàðíûõ íàáîðîâ ω0,

ω1,. . .ωn,. . . , ïðè÷åì ÷åðåç ω0 îáîçíà÷åí ýëåìåíòàðíûé T-íàáîð, ñîñòîÿùèé èç L0 è C0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Dn îáëàñòü ñ íóëåâûì èíäåêñîì îòíîñèòåëüíî ωn. ÌíîæåñòâîM=
⋂∞
n=1Dn

íå ïóñòî ïî óñëîâèþ ïóíêòà (3) è îòêðûòî ñîãëàñíî ñëåäñòâèÿì 3.1, 3.3.

Öåíòðàëüíàÿ òî÷êà ïðÿìîé L0 ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå D0 è îáëàñòèM , ïîýòîìó D0 ∩M 6= ∅.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïóíêòà (4), òîD0∩M ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ óñòîé÷èâîñòè.

Ñîãëàñíî ëåììå 5.4 ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëîW òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé íåîñîáîé òî÷êè b èìååì

ρ(b) =W +
∑

n
ρωn(b). Äëÿ b ∈ D0 ∩M èìååì ρ(b) =W , ïîýòîìó W > 0. Äëÿ òî÷êè p èìååì

1 = ρ(p) >W + ρω0
(p) >W + 1,

îòêóäà W 6 0, ñëåäîâàòåëüíî, W = 0.

Îñòàåòñÿ îòìåòèòü, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ ïóíêòà (1) ïðîåêöèè ëèíèé D-ðàçáèåíèÿ íå ïåðåñå-

êàþò D0, ïîýòîìó D0 = D0 ∩M . �

� 6. Ïðèìåðû

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ äâóïàðàìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

ðÿäà óðàâíåíèé ñ ñîñðåäîòî÷åííûì è ðàñïðåäåëåííûì çàïàçäûâàíèåì. Óðàâíåíèÿ ñî ñëàãàå-

ìûì z âîçíèêàþò ïðè èññëåäîâàíèè ÔÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Óðàâíåíèÿ ñî ñëàãàåìûì z2 ìîæíî
èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÔÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà
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èëè ñèñòåìû

{

ẋ(t) +Ax(t) +Bx(t− h) = 0, t ∈ R+,

x(t) = ψ(t), t ∈ [−h, 0),

ãäå A,B ∈ R
2×2

.

Äàëåå p1 = a, p2 = b.

� 6.1. Ïðèìåðû äâóïàðàìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà

z2 + a
1 + e−2z

2
+ bz = 0, (6.1)

z + ae−z + b
1− e−2z

2
= 0, (6.2)

z + a+ be−z = 0, (6.3)

z2 + ae−z + bz = 0, (6.4)

z + a
1− e−z

2z
+ b = 0, (6.5)

z2 + ae−z + bze−z = 0, (6.6)

z2 + a
1− e−2z

2
+ be−z = 0, (6.7)

z2 + a
1 + e−2z

2
+ bze−z = 0, (6.8)

z2 + ae−2z + bze−z = 0, (6.9)

z2 + ae−2z + be−z = 0. (6.10)

Ò å î ð å ì à 6.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû âñå êîðíè óðàâíåíèÿ (6.1) èìåëè îòðèöàòåëüíûå âåùå-

ñòâåííûå ÷àñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

b > 0, 0 < a < η2/ cos2 η,

ãäå η� êîðåíü óðàâíåíèÿ b = η tg η èç èíòåðâàëà (0, π/2).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â âèäå

z2ez + a ch z + bzez = 0,

òîãäà ∆(ϕ) = Im f1(−iϕ)f2(iϕ) = ϕ cos2 ϕ,

u1(ϕ) = Im f2(−iϕ)f0(iϕ) = ϕ3,

u2(ϕ) = Im f0(−iϕ)f1(iϕ) = ϕ2 sinϕ cosϕ.

Î÷åâèäíî, �óíêöèè ∆, u1, u2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ñëåäîâàòåëüíî, (6.1) � äâóïàðàìåòðè÷å-

ñêîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà.

Èìååì S1(ϕ) = ϕ2/ cos2 ϕ è S2(ϕ) = −ϕ tgϕ.
Äàëåå, ξ0 = 0 è ξn = π(n − 1/2) ïðè n ∈ N. �àâåíñòâî u(ξn) = 0 âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè

n = 0, à �óíêöèè ∆, u1,∆
′
íå èìåþò îáùèõ êîðíåé, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíûé íàáîð ïðåäñòàâèì

â âèäå îáúåäèíåíèÿ îäíîãî ïðîñòîãî T-íàáîðà ω0, ñîñòîÿùåãî èç L0 è C0, è ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà

ïðîñòûõ S-íàáîðîâ ωn, êàæäûé èç êîòîðûõ âêëþ÷àåò òîëüêî êðèâóþ Cn (òåîðåìà 5.7). Ïðîñòîòà
íàáîðîâ âûòåêàåò èç ìîíîòîííîñòè �óíêöèè S2.

Ïðÿìàÿ L0 îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì r1 = 0, åå öåíòðàëüíàÿ òî÷êà ðàñïîëîæåíà â íà÷àëå

êîîðäèíàò. Íåîãðàíè÷åííûé êðèâîëèíåéíûé óãîëD0, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 5 � îáëàñòü íàáîðà

ω0 ñ íóëåâûì îòíîñèòåëüíûì èíäåêñîì.
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Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ïîëíûé íàáîð ïðîñò. Î÷åâèäíî, äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ϕ âûïîë-

íÿåòñÿ òîæäåñòâî ϕ2 = S1(ϕ) − S2
2(ϕ). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ϕ�ðåøåíèå óðàâíåíèé r = S(ϕ)

ïðè �èêñèðîâàííîì r, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ϕ2 = r1−r22, òî åñòü ÷åðåç êàæäóþ
òî÷êó ïëîñêîñòè ïðîõîäèò íå áîëåå îäíîé ïðîåêöèè êðèâîé D-ðàçáèåíèÿ. Òàê êàê S1(ϕ) > 0
ïðè ëþáîì ϕ 6= ξn, ïðÿìàÿ L0 íå ïåðåñåêàåò êðèâóþ Cn íè ïðè êàêîì n ∈ N0.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî öåíòðàëüíàÿ òî÷êà ïðÿìîé L0 èìååò íóëåâîé èíäåêñ îòíîñèòåëüíî

ëþáîãî íàáîðà ωn ïðè n > 1. Ïðè n > 1 óðàâíåíèå S2(ϕ) = 0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå ϕ = πn íà èíòåðâàëå (ξn, ξn+1), òî åñòü êðèâàÿ Cn ïåðåñåêàåò îñü r1 â åäèíñòâåííîé òî÷êå

S(πn) = {π2n2, 0}. Ïóñòü a�íà÷àëî êîîðäèíàò; ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ ϕ = πn, a1 = a2 = 0 â íåðà-
âåíñòâî (4.1), ïîëó÷èì ∆(ϕ)u1(ϕ)u

′
2(ϕ) = π6n6 > 0; ñëåäîâàòåëüíî, ρωn(a) = 0 (ëåììà 4.1).

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 5.8, ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (6.1) � ýòî îáëàñòü D0 íà ðèñ. 5. �

C1

-
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π
21

�èñ. 6. Ýëåìåíòàðíûé Ò-íàáîð ω0 è S-íàáîðû

ω1, ω2 óðàâíåíèÿ (6.2); D0 � îáëàñòü óñòîé÷è-

âîñòè

Ò å î ð å ì à 6.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû âñå êîðíè óðàâíåíèÿ (6.2) èìåëè îòðèöàòåëüíûå âåùå-

ñòâåííûå ÷àñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ b > −1 è 0 < a < η sin η,
ãäå η�êîðåíü óðàâíåíèÿ b = −η ctg η èç èíòåðâàëà (0, π).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â âèäå

zez + a+ b sh z = 0;

òîãäà ∆(ϕ) = sinϕ, u1(ϕ) = ϕ sin2 ϕ è u2(ϕ) = −ϕ cosϕ; ñëåäîâàòåëüíî, (6.2) � äâóïàðàìåòðè-

÷åñêîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà.

Äàëåå, ξn = πn ïðè n ∈ N0. Ïîëíûé íàáîð ïðåäñòàâèì â âèäå îáúåäèíåíèÿ îäíîãî ïðîñòîãî

T-íàáîðà ω0, ñîñòîÿùåãî èç L0 è C0, è ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ S-íàáîðîâ ωn, êàæäûé
èç êîòîðûõ âêëþ÷àåò òîëüêî êðèâóþ Cn. Ïðîñòîòà íàáîðîâ âûòåêàåò èç ìîíîòîííîñòè �óíê-

öèè S2.

Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå òðåáîâàíèé òåîðåìû 5.8. Âñå òðåáîâàíèÿ, çà

èñêëþ÷åíèåì ïåðâîãî, ïðîâåðÿþòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ïðîäåëàíî ïðè

äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 6.1, ïîýòîìó íå áóäåì íà íèõ îñòàíàâëèâàòüñÿ.

Óáåäèìñÿ ëèøü òîëüêî â òîì, ÷òî ïîëíûé íàáîð ïðîñò. Èìååì S1(ϕ) = ϕ sinϕ è S2(ϕ) =
= −ϕ ctgϕ. Î÷åâèäíî, ÷òî S1(ϕ) 6= 0 ïðè ϕ 6= ξn; ñëåäîâàòåëüíî, íè îäíà èç êðèâûõ D-ðàçáèåíèÿ
íå ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ L0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîåêöèè äâóõ êðèâûõ D-ðàçáèåíèÿ ïåðåñåêàþòñÿ,

òîãäà ñóùåñòâóþò ÷àñòîòû ϕ < ψ òàêèå, ÷òî S1(ϕ) = S1(ψ) è S2(ϕ) = S2(ψ). Èç âòîðîãî

ðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî | ctgϕ| > | ctgψ|, ñëåäîâàòåëüíî, | sinϕ| < | sinψ|, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî
∣

∣S1(ψ)
∣

∣ >
∣

∣S1(ϕ)
∣

∣

.

Èòàê, ïî òåîðåìå 5.8 îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè � ýòî îáëàñòü D0 íà ðèñ. 6. �
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�èñ. 10. Îáëàñòè D-ðàçáèåíèÿ óðàâíå-

íèÿ (6.6); D0 � îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè

Ò å î ð å ì à 6.3 (ñì. [17℄). Âñå êîðíè óðàâíåíèÿ (6.3) èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå

÷àñòè, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà a > −1 è −a < b < η/ sin η, ãäå η�
åäèíñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ a = −η ctg η èç èíòåðâàëà (0, π/2).

Òå î ð å ì à 6.4 (ñì. [5, ñ. 130℄). Äëÿ òîãî ÷òîáû âñå êîðíè óðàâíåíèÿ (6.4) èìåëè îòðèöà-

òåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ

0 < a < η2/ cos η,

ãäå η� êîðåíü óðàâíåíèÿ b = η tg η èç èíòåðâàëà (0, π/2).

Òå î ð å ì à 6.5 (ñì. [29℄). Äëÿ òîãî ÷òîáû âñå êîðíè óðàâíåíèÿ (6.5) èìåëè îòðèöàòåëüíûå

âåùåñòâåííûå ÷àñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà b > −1
è −b < a < η2/ sin2 η, ãäå η�êîðåíü óðàâíåíèÿ b = −η ctg η èç èíòåðâàëà (0, π).

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 6.3, 6.4, 6.5 ïîâòîðÿþò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.1 è ñâîäÿòñÿ ê ïðè-

ìåíåíèþ òåîðåìû 5.8, âñå óñëîâèÿ êîòîðîé ïðîâåðÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Íà ðèñ. 7, 8, 9 èçîáðàæåíû

T-íàáîðû: îáëàñòü D0 ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ñ íóëåâûì îòíîñèòåëüíûì èíäåêñîì ýòîãî íàáîðà è,

ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòüþ óñòîé÷èâîñòè.

Ò å î ð å ì à 6.6 (ñì. [5, ñ. 129℄). Äëÿ òîãî ÷òîáû âñå êîðíè óðàâíåíèÿ (6.6) èìåëè îòðèöà-

òåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ 0 < b < π/2
è 0 < a < η2 cos η, ãäå η� êîðåíü óðàâíåíèÿ b = η sin η èç èíòåðâàëà (0, π/2).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì ∆(ϕ) = ϕ, u1(ϕ) = ϕ3 cosϕ, u2(ϕ) = ϕ2 sinϕ, ïîýòîìó (â îò-

ëè÷èå îò ðàññìîòðåííûõ âûøå ñëó÷àåâ) äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååòñÿ âñåãî äâå ëèíèè D-ðàçáè-

åíèÿ: íåñòàöèîíàðíàÿ ïðÿìàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íóëåâîé ÷àñòîòå, è êðèâàÿ, êîòîðîé ñîîòâåò-

ñòâóåò ïîëóèíòåðâàë (0,+∞). Ïðÿìàÿ L0 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì r1 = 0 è èìååò öåíòðàëüíóþ

òî÷êó, ñîâïàäàþùóþ ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò. Äàëåå, S(ϕ) = {ϕ2 cosϕ,ϕ sinϕ}.
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Èìååì ϕ4 − S2
2(ϕ)ϕ

2 − S2
1(ϕ) = 0. Åñëè ϕ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ r = S(ϕ) ïðè �èêñèðî-

âàííîì r, òî îíî óäîâëåòâîðÿåò áèêâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ ϕ4−r22ϕ2−r21 = 0. Äàííîå óðàâíåíèå

èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ϕ =
√

(r22 +
√

r42 + 4r21)/2, ïîýòîìó êðèâàÿ Cn íå

èìååò òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.

Â ëþáîé òî÷êå êðèâîé Cn âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

S1(ϕ)S
′
2(ϕ) − S′

1(ϕ)S2(ϕ) = ϕ2(ϕ− sinϕ cosϕ) > 0;

ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ êðèâàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëàäêóþ ñïèðàëü, ðàñêðó÷èâàþùóþñÿ ïðî-

òèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D0 îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ ñ îäíîé ñòîðîíû îòðåçêîì ïðÿìîé L0, à ñ äðó-

ãîé � ó÷àñòêîì êðèâîé C
(0,π/2)
0 (ñì. ðèñ. 10). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáàÿ äðóãàÿ îáëàñòü èìååò

íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ îñüþ r1, â ñèëó òåîðåìû 6.4 åå àáñîëþòíûé èíäåêñ ïîëîæèòåëåí. Âû-

áåðåì òî÷êó a = {0, 1}, åé ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå z(zez + 1) = 0. Ýòî
óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé ñ ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ, íî èìååò ðîâíî îäèí êî-

ðåíü ñ íóëåâîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ (òåîðåìà 6.3). Ïîñêîëüêó ∆′(0) = 1, òî ∇ReZ0 íàïðàâëåí

ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò (òåîðåìà 3.3), ïîýòîìó ∇ReZ0(a) íà-
ïðàâëåí ïðîòèâ îñè r1, ñëåäîâàòåëüíî, ρ(D0) = 0. �

Òå î ð å ì à 6.7. Äëÿ òîãî ÷òîáû âñå êîðíè óðàâíåíèÿ (6.7) èìåëè îòðèöàòåëüíûå âåùå-

ñòâåííûå ÷àñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

0 < a < π2/4, 0 < b < a cos
√
a. (6.11)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â âèäå

z2ez + a sh z + b = 0;

òîãäà èìååì ∆(ϕ) = − sinϕ, u1(ϕ) = −ϕ2 sinϕ, u2(ϕ) = −ϕ2 sinϕ cosϕ; ñëåäîâàòåëüíî,

θn = ξn = πn ïðè n ∈ N0.

Ïðîåêöèè êðèâûõ D-ðàçáèåíèÿ çàäàþòñÿ èçîáðàæåíèåì S(ϕ) = {ϕ2, ϕ2 cosϕ}. Î÷åâèä-
íî, ïðîåêöèè êðèâûõ D-ðàçáèåíèÿ ïðîñòû è íå ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì. Ïîñêîëüêó

∆′(θn) = (−1)n+1
, òî âñå ïðÿìûå D-ðàçáèåíèÿ íåñòàöèîíàðíû. Ïðÿìàÿ Ln çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

r2 = π2n2(−1)n, à
{

π2n2, πn(−1)n
}

� åå öåíòðàëüíàÿ òî÷êà.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.7 ïîëíûé íàáîð Ω ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ

H-íàáîðîâ ωn, ñîñòîÿùèõ èç Cn, Ln è Ln+1.

Èçó÷èì ïåðåñå÷åíèå êðèâîé Cn è ïðÿìîé Lm. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

S2(ϕ) = (−1)mπ2m2
, ãäå ϕ ∈

(

πn, π(n + 1)
)

. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

∣

∣S2(ϕ)
∣

∣ < π2(n + 1)2, ïîýòîìó
åñëè m > n, òî Cn ∩ Lm = ∅.

Èìååì S2(πn) = π2n2 è S2
(

π(n + 1)
)

= −π2(n + 1)2, ïîýòîìó ïðè m 6 n óðàâíåíèå

S2(ϕ) = (−1)mπ2m2
ðàçðåøèìî. Ïåðåïèøåì åãî â âèäå π2m2/ϕ2 = (−1)m cosϕ è ñðàâíèì

ãðà�èêè �óíêöèé y1(ϕ) = π2m2/ϕ2
è y2(ϕ) = (−1)m cosϕ. Îáå �óíêöèè ìîíîòîííû íà èíòåð-

âàëå

(

πn, π(n + 1)
)

, íî åñëè y2(ϕ) > 0, òî y′′2(ϕ) < 0, â òî âðåìÿ êàê y1 è y′′1 ïîëîæèòåëüíû;

ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðà�èêîâ �óíêöèÿ y1 è y2 íà èí-
òåðâàëå

(

πn, π(n + 1)
)

. Òàêèì îáðàçîì, åñëè m 6 n, òî êðèâàÿ Cn èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó

ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé Lm.
Èç âûøåèçëîæåííîãî àíàëèçà âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ëèíèé íàáîðà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ

íàáîðà ωn ñóùåñòâóåò ïÿòü îáëàñòåé: D
n
0 ,D

n
1 ,D

n
2 ,D

n
3 è Dn

4 . Îáîçíà÷èì èõ òàê, êàê ïîêàçàíî íà

ðèñ. 12, 13. �àññòàâèì îòíîñèòåëüíûå èíäåêñû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρωn(D
n
0 ) = −1, ρωn(D

n
3 ) = 0, ρωn(D

n
1 ) = ρωn(D

n
2 ) = 1, ρωn(D

n
4 ) = 2.

Íàáîð ω0 èçîáðàæåí íà ðèñ. 11 ñ ñîáëþäåíèåì ïðîïîðöèé. Ïðè íå÷åòíûõ n íàáîð ωn ñõå-

ìàòè÷íî èçîáðàæåí (òî åñòü áåç ó÷åòà ïðîïîðöèé) íà ðèñ. 12, à ïðè ÷åòíûõ n > 2�íà ðèñ. 13.
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PSfrag repla
ements

D0
0

D1
0

D2
0

D3
0 D4

0

L0

L1

C0

r1

r2

b

�èñ. 11. Ýëåìåíòàðíûé íàáîð ω0 óðàâíå-

íèÿ (6.7); D0
0 � îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè

PSfrag repla
ements

D0
n

D1
n

D2
n

D3
n D4

n

Ln

Ln+1

Cn

r1

r2

�èñ. 12. Ýëåìåíòàðíûé íàáîð ωn óðàâíå-

íèÿ (6.7) ïðè íå÷åòíûõ n

PSfrag repla
ements

D0
n

D1
n

D2
n

D3
n D4

n

Ln

Ln+1

Cn

r1

r2

�èñ. 13. Ýëåìåíòàðíûé íàáîð ωn óðàâíå-

íèÿ (6.7) ïðè ÷åòíûõ n > 2

PSfrag repla
ements

D0
0

D1
0

D2
0D3

0

D4
0

L1

L1

C0

r1

r1
1 2 3

b

π/2

�èñ. 14. Ýëåìåíòàðíûé íàáîð ω0 óðàâíå-

íèÿ (6.8); îáëàñòü D0
0

Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.4 ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî W òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé íåîñîáîé òî÷êè a

èìååì ρ(a) = W +
∑∞

n=1 ρωn(a). Íàéäåì W . �àññìîòðèì òî÷êó b = {1, 0}, èçîáðàæåííóþ íà

ðèñ. 11. Èç òåîðåìû 6.5 âûòåêàåò, ÷òî ó óðàâíåíèÿ sh z/z + zez = 0 íåò êîðíåé ñ ïîëîæè-

òåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ; ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå sh z + z2ez = 0 èìååò åäèíñòâåííûé

êîðåíü ñ íåîòðèöàòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ, òî åñòü ρ(b) = 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ρω0
(b) = 0

è b ∈ Dn
3 ïðè ëþáîì n; ñëåäîâàòåëüíî, W = ρ(b) = 1.

Èòàê, äëÿ ëþáîé íåîñîáîé òî÷êè a èìååì ρ(a) = 1 +
∑∞

n=1 ρωn(a); ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè
ñ íóëåâûì àáñîëþòíûì èíäåêñîì ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó

⋃∞
m=0D

m
0 .

Íàéäåì àáñîëþòíûé èíäåêñ îáëàñòåé Dm
0 ïðè n > m. Ïðÿìàÿ Lm ðàñïîëîæåíà ìåæäó

ïðÿìûìè íàáîðà ωn, à îáëàñòü D
m
0 ðàñïîëîæåíà ëåâåå ëþáîé òî÷êè êðèâîé Cn; ñëåäîâàòåëüíî,

Dm
0 ⊂ Dn

3 . Ïðÿìàÿ Ln íå ìîæåò áûòü ðàñïîëîæåíà ìåæäó ïðÿìûìè íàáîðà ωm, ïîýòîìó D
n
0

ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ëèáî Dn
1 , ëèáî D

n
2 . Òàêèì îáðàçîì,

ρωn(D
m
0 ) =











0, åñëè m < n,

−1, åñëè m = n,

1, åñëè m > n;

(6.12)

ñëåäîâàòåëüíî, ρ(Dm
0 ) = 1 +

∑m
n=0 ρωn(D

m
0 ) = m, òî åñòü îáëàñòü D0

0 (è òîëüêî îíà) èìååò

íóëåâîé àáñîëþòíûé èíäåêñ. �

Òå î ð å ì à 6.8. Äëÿ òîãî ÷òîáû âñå êîðíè óðàâíåíèÿ (6.8) èìåëè îòðèöàòåëüíûå âåùå-

ñòâåííûå ÷àñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ëèáî äâà íåðàâåíñòâà

0 < a < π2/4,
√
a sin

√
a < b < π/2,
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ëèáî äâà íåðàâåíñòâà

π2/4 < a < η2, π/2 < b <
√
a sin

√
a,

ãäå η�êîðåíü óðàâíåíèÿ η sin η = π/2 èç èíòåðâàëà (π/2, π).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â ñëåäóþùåì âèäå:

z2ez + a ch z + bz = 0.

Èìååì ∆(ϕ) = ϕ cosϕ, u1(ϕ) = ϕ3 cosϕ, u2(ϕ) = ϕ2 sinϕ cosϕ; ñëåäîâàòåëüíî, θ0 = ξ0 = 0
è θn = ξn = π(n − 1/2) ïðè n ∈ N, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî êðèâûõ è ïðÿìûõ

D-ðàçáèåíèÿ.

Äàëåå, ∆′(0) = 1 è ∆′(ξn) = ξn(−1)n äëÿ n > 1, ïîýòîìó âñå ïðÿìûå D-ðàçáèåíèÿ íåñòà-

öèîíàðíû. Ïðÿìàÿ L0 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì r1 = 0, åå öåíòðàëüíàÿ òî÷êà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì

êîîðäèíàò, à ïðè n ∈ N ïðÿìàÿ Ln çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì r2 = π(n−1/2)(−1)n+1
, åå öåíòðàëüíàÿ

òî÷êà èìååò êîîðäèíàòû

{

π2(n− 1/2)2, π(n− 1/2)(−1)n+1
}

.

Èìååì S(ϕ) = {ϕ2, ϕ sinϕ}, ñëåäîâàòåëüíî, âñå ïðîåêöèè êðèâûõ D-ðàçáèåíèÿ ïðîñòû è íå

ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì.

Èçó÷èì ïåðåñå÷åíèå êðèâîé Cn è ïðÿìîé Lm. Î÷åâèäíî, ïðè m = 0 ïåðåñå÷åíèé íåò. Åñëè

m > 0, òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ S2(ϕ) = (−1)m+1π(m− 1/2) è ïðèíàä-

ëåæèò èíòåðâàëó

(

π(n−1/2), π(n+1/2)
)

. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

∣

∣S2(ϕ)
∣

∣ < π(n+1/2), ïîýòîìó åñëè
m > n, òî Cn ∩ Lm = ∅.

Äàëåå, S2
(

π(n + 1/2)
)

= π(n + 1/2)(−1)n, ïîýòîìó óðàâíåíèå S2(ϕ) = (−1)m+1π(m − 1/2)
ðàçðåøèìî ïðè n > m > 0. Ïåðåïèøåì åãî â âèäå π(m − 1/2)/ϕ = (−1)m+1 sinϕ. �ðà�èêè
�óíêöèé, ñòîÿùèõ ïî îáå ñòîðîíû îò çíàêà ðàâåíñòâà, èìåþò ðàçëè÷íóþ âûïóêëîñòü, ïîýòîìó

óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè

n > m > 0 êðèâàÿ Cn èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé Lm.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.7 ïîëíûé íàáîð ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ

H-íàáîðîâ ωn, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç ïðÿìûõ Ln, Ln+1 è êðèâîé Cn.

Ïðè n > 1 îáîçíà÷èì îáëàñòè íàáîðà òàê, êàê èçîáðàæåíî íà ðèñ. 12, 13, è ïðîèíäåêñèðóåì

èõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρωn(D
n
0 ) = −1, ρωn(D

n
3 ) = 0, ρωn(D

n
1 ) = ρωn(D

n
2 ) = 1, ρωn(D

n
4 ) = 2.

Ïðè íå÷åòíûõ n íàáîð ωn ñõåìàòè÷íî ñîâïàäàåò ñ òåì, ÷òî èçîáðàæåí íà ðèñ. 13, à ïðè

÷åòíûõ n > 2� ñ íàáîðîì íà ðèñ. 12.

Íàáîð ω0 îòëè÷àåòñÿ îò îñòàëüíûõ íàáîðîâ òåì, ÷òî êðèâàÿ C0 íå ïåðåñåêàåò ïðÿìûå íàáîðà,

íî ïîñëåäíèå ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì. Îáîçíà÷èì ïÿòü îáëàñòåé íàáîðà òàê, êàê ýòî

ñäåëàíî íà ðèñ. 14, è ïðîâåäåì îòíîñèòåëüíóþ èíäåêñàöèþ îáëàñòåé:

ρω0
(D0

0) = −1, ρω0
(D0

1) = ρω0
(D0

3) = 0, ρω0
(D0

2) = ρω0
(D0

4) = −1.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.4 ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî W òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé íåîñîáîé òî÷êè a

èìååì ρ(a) =W +
∑∞

n=0 ρωn(a).

�àññìîòðèì òî÷êó b = {0,−1}, àáñîëþòíûé èíäåêñ êîòîðîé ðàâåí åäèíèöå ñîãëàñíî òåî-

ðåìå 6.3. Î÷åâèäíî, ρωn(b) = 0 ïðè ëþáîì n ∈ N0, ñëåäîâàòåëüíî, W = 1. Î÷åâèäíî, òî÷êè
ñ íóëåâûì àáñîëþòíûì èíäåêñîì ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó

⋃∞
m=0D

m
0 .

Íàéäåì àáñîëþòíûé èíäåêñ îáëàñòåé Dm
0 . Åñëè m < n, òî îáëàñòü Dm

0 ðàñïîëîæåíà ìåæäó

ïðÿìûìè íàáîðà ωn è ëåâåå ëþáîé òî÷êè êðèâîé Cn, òî åñòü Dm
0 ⊂ Dn

3 . Åñëè m > n > 1, òî
ëèáî Dm

0 ⊂ Dn
2 , ëèáî D

m
0 ⊂ Dn

3 . Íàêîíåö, åñëè Dm
0 ⊂ D0

1 ïðè íå÷åòíûõ m è Dm
0 ⊂ D0

2 ïðè

÷åòíûõ m. Òàêèì îáðàçîì, èìååì

ρω0
(Dm

0 ) =

{

1, åñëè m íå÷åòíîå,

2, åñëè m ÷åòíîå,
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à ïðè n > 0 ñïðàâåäëèâà �îðìóëà (6.12). Ñëåäîâàòåëüíî,

ρ(Dm
0 ) = 1 +

m
∑

n=0

ρωn(D
m
0 ) = max{0,m − 1},

ïîýòîìó íóëåâîé àáñîëþòíûé èíäåêñ èìåþò ðîâíî äâå îáëàñòè: D0
0 è D

1
0 (ñì. ðèñ. 15). �

PSfrag repla
ements

D0
0

D1
0

r1

r2

1 2 3 4 5 6

1
2

1

3
2

�èñ. 15. Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè óðàâíå-

íèÿ (6.8) ñîñòîèò èç äâóõ îáëàñòåé: D0
0 è D

1
0

Π�2

Π
2�4

Π
PSfrag repla
ements

D0

C0

L0

L1

r1

r2

�èñ. 16. Ýëåìåíòàðíûé íàáîð ω0 óðàâíå-

íèÿ (6.9); D0 � îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè

PSfrag repla
ements

D0

C0

L0

L1

r1

r2

−π2 −π2

9

−π2

−2π2

�èñ. 17. Ýëåìåíòàðíûé íàáîð ω0 óðàâíå-

íèÿ (6.10); D0 � îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè

PSfrag repla
ements

Q0 Q1

Q2

r1

r2

π2 4π2 9π2

−5π2

9

−π2

9

3π2

9

�èñ. 18. Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè óðàâíå-

íèÿ (6.14) � ýòî

⋃∞
n=0Qn

Òå î ð å ì à 6.9 (ñì. [30℄). Äëÿ òîãî ÷òîáû âñå êîðíè óðàâíåíèÿ (6.9) èìåëè îòðèöà-

òåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

0 < a < π2/4 è 2
√
a sin

√
a < b < π/2 + 2a/π.

Òå î ð å ì à 6.10 (ñì. [30℄). Äëÿ òîãî ÷òîáû âñå êîðíè óðàâíåíèÿ (6.10) èìåëè îòðèöà-

òåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

−π2/9 < a < 0 è −a < b < −2a cos
√
−a.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 6.9, 6.10 ìîãóò áûòü ïðîâåäåíû ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåî-

ðåìû 6.7: ïîëíûé íàáîð ðàçáèâàåòñÿ íà ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ íàáîðîâ, à íóëåâîé

àáñîëþòíûé èíäåêñ èìååò îáëàñòü ïåðâîãî íàáîðà ñ ìèíèìàëüíûì îòíîñèòåëüíûì èíäåêñîì,

è òîëüêî îíà (ñì. ðèñ. 16, 17).

� 6.2. Ïðèìåðû äâóïàðàìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà

z2 + a+ be−z = 0, (6.13)

z2 + a+ bze−z = 0, (6.14)
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z2 + a+ b
1− e−z

z
= 0. (6.15)

Ò å î ð å ì à 6.11 (ñì. [17℄). Äëÿ òîãî ÷òîáû âñå êîðíè óðàâíåíèÿ (6.13) èìåëè îòðèöà-

òåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû òî÷êà {a, b} ïðèíàäëåæàëà

âíóòðåííîñòè îäíîãî èç ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ

Qn =
{

r : (−1)nr2 < 0, π2n2 − (−1)nr2 < r1 < π2(n+ 1)2 + (−1)nr2
}

,

ãäå n ∈ N0 (ñì. ðèñ. 18).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì ∆(ϕ) = − sinϕ è u2 = 0, ïîýòîìó (6.13) � õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîå óðàâíåíèå âòîðîãî ðîäà. Äàëåå, θn = πn; ñëåäîâàòåëüíî, f2(πn) = (−1)n è Re f ′2(πn) =
= (−1)n+1

. Ïðè ëþáîì n ïðÿìàÿ Ln îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì r1 + (−1)nr2 = π2n2.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè âûáðàòü δ = 0, òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåììû 4.2. Ïðè÷åì â ñèëó

òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{

∣

∣f2(iθn)
∣

∣

}

ñòàöèîíàðíà, ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé (ii). Ñëåäîâàòåëüíî,

Qn � âíóòðåííîñòü ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî îòðåçêàìè ïðÿìûõ Ln, Ln+1

è èíòåðâàëîì

(

π2n2, π2(n+ 1)2
)

îñè r1. �

-

-
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�èñ. 19. Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè óðàâíå-

íèÿ (6.14) � ýòî

⋃∞
n=0Qn

-

PSfrag repla
ements
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D0 D1 D2

r1
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π2
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4π2 16π2 36π2

�èñ. 20. Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè óðàâíå-

íèÿ (6.15) � ýòî

⋃∞
n=0Qn

Òå î ð å ì à 6.12 (ñì. [31, 32℄). Äëÿ òîãî ÷òîáû âñå êîðíè óðàâíåíèÿ (6.14) èìåëè îòðèöà-

òåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû òî÷êà {a, b} ïðèíàäëåæàëà

âíóòðåííîñòè îäíîãî èç òðåóãîëüíèêîâ

Qn =

{

r : (−1)nr2 > 0, π2
(

n− 1

2

)2

+
r2π

(−1)n

(

n− 1

2

)

< r1 < π2
(

n+
1

2

)2

− r2π

(−1)n

(

n+
1

2

)

}

,

ãäå n ∈ N0 (ñì. ðèñ. 19).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì ∆(ϕ) = ϕ cosϕ, θ0 = 0, à ïðè n ∈ N èìååì θn = π(n − 1/2);
ñëåäîâàòåëüíî, f2(θn) = π(n− 1/2)(−1)n+1

è Re f ′2(θn) = π(n− 1/2)(−1)n. Òàêèì îáðàçîì, åñëè

âûáðàòü δ = 0, òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåììû 4.2.

Ïðÿìàÿ L0 ñîâïàäàåò ñ îñüþ r2, à ïðè n > 1 ïðÿìàÿ Ln îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

r1 = π2(n− 1/2)2 + r2(−1)nπ(n− 1/2).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{

∣

∣f2(iθn)
∣

∣

}

âîçðàñòàåò, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{

∣

∣f2(iθn)/θ
2
n

∣

∣

}

óáûâàåò,

íà÷èíàÿ ñ n = 1, ïîýòîìó ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé (iv), òî åñòü Qn � âíóòðåííîñòü òðåóãîëüíèêà,

îáðàçîâàííîãî îòðåçêàìè ïðÿìûõ Ln, Ln+1 è èíòåðâàëîì

(

π2(n− 1/2)2, π2(n+1/2)2
)

îñè r1. �

Òå î ð å ì à 6.13 (ñì. [33℄). Äëÿ òîãî ÷òîáû âñå êîðíè óðàâíåíèÿ (6.15) èìåëè îòðèöà-

òåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ −a < b < 0
è a 6= 4π2n2 ïðè ëþáîì n ∈ N.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì ∆(ϕ) = −1−cosϕ
ϕ , ïîýòîìó θn = 2πn. Îäíàêî f2(0) = 1, è ïðÿ-

ìàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íóëåâîé ÷àñòîòå, íåðåãóëÿðíà, à ïðè n > 1 èìååì f2(2πn) = 0, ïîýòîìó
óñëîâèÿ ëåììû 4.2 íå âûïîëíÿþòñÿ. Òåì íå ìåíåå ïðèìåíèì îáùèé ïîäõîä, èçëîæåííûé â § 4.2.

Ïðÿìàÿ L0 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì r1 + r2 = 0. Ïîëóïëîñêîñòü, ðàñïîëîæåííàÿ ëåâåå ýòîé

ïðÿìîé, íå ñîäåðæèò òî÷åê ñ íóëåâûì àáñîëþòíûì èíäåêñîì (ëåììà 2.3).

Ïðè n > 1 ïðÿìàÿ Ln çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì r1 = 4π2n2, ïðè÷åì ýòà ïðÿìàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ.

Èòàê, â ïîëóïëîñêîñòè r1 + r2 > 0 èìååòñÿ äâå ãðóïïû îáëàñòåé: îáëàñòè D0, D1, D2 . . .
ðàñïîëîæåíû âûøå îñè r1, à îáëàñòè Q0, Q1, Q2 . . . �íèæå (ñì. ðèñ. 20). Ïóñòü a = {a1, 0}, ãäå
a1 > 0, òîãäà ρ(a) = 2.

Òàê êàê ∆(ϕ) < 0 ïðè ϕ 6= θn, òî ïî òåîðåìå 3.1 âåêòîð ∇ReZϕ(a) íàïðàâëåí ââåðõ,

ñëåäîâàòåëüíî, ρ(Dn) = 2 è ρ(Qn) = 0 ïðè ëþáîì n ∈ N0. �

� 6.3. Ïðèìåðû äâóïàðàìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé òðåòüåãî ðîäà

z + a
1 + e−2z

2
+ be−z = 0, (6.16)

z2 + a
1 + e−2z

2
+ be−z = 0, (6.17)

z + a
1− e−2z

2z
+ be−z = 0. (6.18)

Ò å î ð å ì à 6.14 (ñì. [34℄). Äëÿ òîãî ÷òîáû âñå êîðíè óðàâíåíèÿ (6.16) èìåëè îòðèöà-

òåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ a+ b > 0 è
−3π/2 < b < π/2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â âèäå

zez + a ch z + b = 0.

Èìååì∆(ϕ) ≡ 0, u1(ϕ) = ϕ cosϕ è u2(ϕ) = −ϕ cos2 ϕ, ñëåäîâàòåëüíî, (6.16) � äâóïàðàìåòðè-

÷åñêîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå òðåòüåãî ðîäà. Äàëåå, θ0 = 0; ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ L0

çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì r1 + r2 = 0, à ïðè n ∈ N èìååì θn = π(n − 1/2), ïîýòîìó ïðÿìàÿ Ln
çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì r2 = π(n− 1/2)(−1)n+1

.

Äàëåå,

u′ = {cosϕ− ϕ sinϕ,− cos2 ϕ+ 2ϕ cosϕ sinϕ}.
Òàê êàê u′(0) = {1, 0}, èç (4.13) âûòåêàåò H0 = {r : r1 + r2 > 0}.
Äàëåå, ïðè n > 1 èìååì u′

(

π(n − 1/2)
)

=
{

π(n − 1/2)(−1)n
}

; ñëåäîâàòåëüíî, Hn = {r :
r2 < π(n− 1/2)} ïðè íå÷åòíûõ n è Hn = {r : r2 > −π(n− 1/2)} ïðè ÷åòíûõ n.

Èòàê, îáëàñòü D0 =
⋂∞
n=0 Hn íå ïóñòà (ñì. ðèñ. 21). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.1 îáëàñòü óñòîé-

÷èâîñòè ëèáî ïóñòà, ëèáî ñîâïàäàåò ñ D0. Àáñîëþòíûé èíäåêñ íà÷àëà êîîðäèíàò ðàâåí åäè-

íèöå, à âåêòîð ∇ReZ0 íàïðàâëåí èçâíå îáëàñòè D0 (ïî îïðåäåëåíèþ H0), ñëåäîâàòåëüíî,

ρ(D0) = 0. �

Òå î ð å ì à 6.15. Óðàâíåíèå (6.17) èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü ñ íåîòðèöàòåëüíîé âåùå-

ñòâåííîé ÷àñòüþ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ a è b.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì p1 = χ, p2 = β. Èìååì ∆(ϕ) ≡ 0, u1(ϕ) = −ϕ2 sinϕ,
u2(ϕ) = ϕ sinϕ cosϕ, θn = πn ïðè n ∈ N0; ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî ïðÿìûõ Ln ñ÷åòíî. Ïðÿ-

ìàÿ Ln çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì r1+(−1)nr2 = π2n2. Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî F ′(0, r) = 0, òî åñòü
íóëåâîé ÷àñòîòå ñîîòâåòñòâóåò íåðåãóëÿðíàÿ ïðÿìàÿ. Çàìåòèì, ÷òî u′(πn) = {π2n2(−1)n+1, πn},
ïîýòîìó îñòàëüíûå ïðÿìûå íåñòàöèîíàðíû.

Íåðàâåíñòâî (4.12) ïðèíèìàåò âèä F (iπn, 0, 0)f1(−iπn)u′2(πn) = −π3n3 < 0, ïîýòîìó íà÷àëî
êîîðäèíàò ïðèíàäëåæèò ïîëóïëîñêîñòè Hn ïðè n > 1. Îñü r2 íå ñîäåðæèò òî÷åê ñ íóëåâûì

àáñîëþòíûì èíäåêñîì (òåîðåìà 6.4), ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ïóíêòó (2) ñëåäñòâèÿ 4.3 îáëàñòü

óñòîé÷èâîñòè ïóñòà. �
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�èñ. 21. Ëèíèè D-ðàçáèåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.16);

D0 � îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè
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�èñ. 22. Ëèíèè D-ðàçáèåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.18);

D0 � îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè

Ò å î ð å ì à 6.16 (ñì. [35℄). Äëÿ òîãî ÷òîáû âñå êîðíè óðàâíåíèÿ (6.18) èìåëè îòðèöàòåëü-

íûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

a+ b > 0 è − 3π

2
+

2a

3π
< b <

π

2
− 2a

π
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â âèäå

zez + a
sh z

z
+ b = 0,

òîãäà ∆(ϕ) ≡ 0, u1(ϕ) = ϕ cosϕ è u2(ϕ) = − sinϕ cosϕ, ñëåäîâàòåëüíî, θ0 = 0, à ïðè n > 1
èìååì θn = π(n − 1/2), f1(iθn) = (−1)n+1/θn è f0(iθn) = (−1)nθn, ïîýòîìó ïðÿìàÿ L0 çàäàåòñÿ

óðàâíåíèåì r1 + r2 = 0, à ïðè n > 1 ïðÿìàÿ Ln çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

(−1)nr2 = −π
(

n− 1

2

)

+ r1

(

π

(

n− 1

2

))−1

.

�àññìîòðèì òî÷êó a = {1, 0}. Äëÿ n = 0 íåðàâåíñòâî (4.13) èìååò âèä

F (0, 1, 0)f2(0)u
′
1(0) = 1 > 0.

Åñëè n > 1, òî íåðàâåíñòâî (4.13) ïðèíèìàåò âèä

F (iθn, 1, 0)f2(−iθn)u′1(iθn) = (θn − 1/θn)θn > 0,

ñëåäîâàòåëüíî, a ∈ Hn ïðè ëþáîì n ∈ N0.

Èç òåîðåìû 6.5 âûòåêàåò, ÷òî ρ(a) = 0. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.1 îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè � âû-

ïóêëûé ñâÿçíûé ìíîãîóãîëüíèê D0, óäîâëåòâîðÿþùèé ñ÷åòíîìó íàáîðó íåðàâåíñòâ r1 + r2 > 0
è r1 < θ2n + θn(−1)nr2, ãäå n ∈ N. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ D0 äîñòàòî÷íî âçÿòü òîëü-

êî ïåðâûå òðè íåðàâåíñòâà (èíûìè ñëîâàìè, D0 � ýòî òðåóãîëüíèê, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 22,

îáðàçîâàííûé ïåðåñå÷åíèåì ïðÿìûõ L0, L1 è L2).

Äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ n,m ∈ N0 îáîçíà÷èì ÷åðåç pn,m òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ Ln è Lm.
Ïðè n > 1 èìååì p0,n1 = −p0,n2 = (−1)nθ2n/

(

θn + (−1)n
)

.

Åñëè ñðåäè ÷èñåë n è m íåò íóëÿ, òî pn,m1 = π2(n− 1/2)(m − 1/2)(−1)n+m−1
,

pn,m2 =

{

π(−1)n+1(n+m− 1), n = m (mod 2),

π(−1)n(m− n), n 6= m (mod 2).

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî k > 3 ïðÿìàÿ Lk íå ïåðåñåêàåò òðåóãîëüíèê p0,1p0,2p1,2
.

Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî âñå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ðàñïîëîæåíû ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿ-

ìîé Lk. Ïîñëåäíåå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà















θ2k + θk(−1)kp0,12 > p0,11 ,

θ2k + θk(−1)kp0,22 > p0,21 ,

θ2k + θk(−1)kp1,22 > p1,21 .

(6.19)

118



Äîêàæåì (6.19). Î÷åâèäíî, âåëè÷èíû |p0,12 |, |p0,22 |, |p1,22 | ìåíüøå, ÷åì 3π/2. Â ñèëó θk > 5π/2

âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå ñëåâà â íåðàâåíñòâàõ (6.19), áîëüøå, ÷åì 5π2/2. Âåëè÷èíû |p0,11 |, |p0,21 |,
|p1,21 | ìåíüøå, ÷åì 3π2/4. Íåðàâåíñòâà (6.19) äîêàçàíû. �
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We 
onsider a system of linear autonomous di�erential equations with bounded delay in the 
ase where its 
hara
teristi


fun
tion depends linearly on two s
alar parameters. The development of the D-subdivision method is 
arried out in


onne
tion with the problem of 
onstru
ting the stability domain of this system. Firstly, a 
omplete 
lassi�
ation of

the points and lines of D-subdivision is 
arried out. Se
ondly, a 
omplete 
lassi�
ation of two-parameter 
hara
teristi


equations by the type and stru
ture of D-subdivision domains is 
arried out. All equations are divided into four types:

D-subdivision domains of equations of the �rst type have 
urvilinear boundaries, D-subdivision domains of equations

of the se
ond and the third type have only re
tilinear boundaries, equations of the fourth type are stable or unstable

regardless of parameter values. Thirdly, for ea
h type of equations, new methods of sele
ting the stability domain

among regions of D-subdivision are developed. On the basis of the results obtained, stability domains are 
onstru
ted

for 
ertain di�erential equations and systems of equations with 
on
entrated and distributed delay.
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