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О ЧИСЛЕННОЙ РЕАЛИЗАЦИИ РЕШЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО
УРАВНЕНИЯ В ПРОСТРАНСТВЕ C-ОБОБЩЕННЫХ ФУНКЦИЙ

Задача Коши для системы матричных дифференциальных уравнений с обобщенными функциями в коэффи-

циентах «погружается» в пространство матричных C-обобщенных функций (обобщенных функций Коломбо).

Соответствующая задача в представителях решается численно при фиксированных значениях праметров.
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Рассмотрим задачу Коши (a ∈ I ⊂ R, n ∈ N, X0 ∈ R
n×n):

X ′ = B′(t)X + F ′, X(a) = X0 (X : pI → R
n×n, B : pI → R

n×n, F : I → R
n×n), (1)

где штрих означает производную в смысле теории обобщенных функций.
Пусть D — множество финитных функций ϕ : I → R, ϕ ∈ C∞ ( то есть имеющих компакт-

ный в I носитель). Для k = 1, 2, . . . положим

Ak
.
=

{

ϕ ∈ D :

∫

I

ϕ(t) dt = 1,

∫

I

tiϕ(t) dt = 0, i = 1, . . . , k
}

, ϕε
.
=

1

ε
ϕ

(

t

ε

)

, ϕε ∈ Ai ⇔ ϕε ∈ Ai,

Через En обозначим множество отображений R : A1 → R
n×n таких, что функция R = R(ϕ, t)

бесконечно дифференцируема по t при любой фиксированной ϕ ∈ A1. Из En выделим подмно-
жество «умеренных» элементов:

En
M

.
=

{

R ∈ En : (∀[a, b] ⊂ I) (∀m ∈ N) (∃N ∈ N) (∀ϕ ∈ AN )

(∃C, η)
(

sup
t∈[a,b]

∥

∥

∥

dm

dtm
R(ϕε, t)

∥

∥

∥
6

C

µN
(0 < ε < η)

)

}

.

Множество En
M — алгебра относительно сложения и умножения матричнозначных функций, а

N ⊂ En
M ,

N
.
=

{

R ∈ En
M : (∀[a, b] ⊂ I) (∀m ∈ N) (∃N ∈ N) (∀k > N) (∀ϕ ∈ Ak)

(∃C, η)
(

sup
t∈[a,b]

∥

∥

∥

dm

dtm
R(ϕµ, t)

∥

∥

∥
6 Cµk−N (0 < µ < η)

)

}

—

двусторонний идеал этой алгебры. Элементы фактор-алгебры G
n .

= En
M/N называются C-

обобщенными функциями [1,2]. Аналогично определяются C-обобщенные числа (см. [1,2]), так
что C-обобщенные функции имеют значение в каждой точке, которое в точности совпадает с
обычным значением функции в точке только для бесконечно дифференцирумых функций.

«Погрузим» задачу (1) в пространство (матричных) C-обобщенных функций. Это означает,
что теперь в (1) X,B,F ∈ G

n, а X0 — n×n-матрица, элементы которой — C-обобщенные числа,
и все операции (сложение, умножение, дифференцирование) понимаются как соответствующие
операции в G

n [1]. Тогда этой задаче будет соответствовать задача Коши в представителях:

R′ = RB′(ϕε, t)R + RF ′(ϕε, t), R(ϕε, a) = RX0
(ϕε), ε > 0, ϕ ∈ A1, (2)

где

RB′(ϕ, t) =

∫

I

ϕ(τ) dB(τ + t), RF ′(ϕ, t) =

∫

I

ϕ(τ) dF (τ + t).

Коэффициенты в (2) — бесконечно дифференцируемые (матричные) функции, так что зада-
ча (2) однозначно разрешима.
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В [2] показано: если
∫

I
‖RB′(ϕε, t)‖ dt 6 K ln

1

ε
(0 < ε < η, константа K не зависит от ϕ

и ε), то решение задачи (2) — умеренная функция R(ϕ, t). Если при этом существует предел
X

.
= lim

ε→+0
R(ϕε, t), не зависящий от ϕ, то естественно принять этот предел за решение исходной

задачи (1). (Разумеется, эта схема работает и в случае, если X,F,X0 — n-векторы.)
В качестве примера численной реализации этой схемы рассмотрим задачу вида (1), где

B′(t) =

(

δ(2t) −2δ(t)
δ(t) 1

)

, f ′(t) =

(

et − δ(2t)
1 − δ(t) − t

)

, с начальными условиями x(1) = (e, 1)⊤. Ей

соответствует задача Коши в представителях:

R′ =

(

1
ε
ϕ

(

−2t
ε

)

−2
ε

ϕ
(

−t
ε

)

−1
ε

ϕ
(

−t
ε

)

1

)

R +

(

et − et · 1
ε
ϕ

(

−2t
ε

)

+ 2t · −1
ε

ϕ
(

−t
ε

)

1 − et · 1
ε
ϕ

(

−t
ε

)

− t

)

R, : R(ϕε, 1) =

(

e
1

)

. (3)

Фиксируя ϕ и ε, находим численное решение задачи (3), которое принимаем за решение ис-
ходной задачи Коши. Результаты численного приближения для различных ϕ и ε приведены в
таблице. Точное решение — x(t) = (et, t)⊤.

ϕ(t) = exp
(

−1
1−t2

)

при |t| < 1 ϕ(t) = exp
(

−1
1−(t+1)2

)

+ exp
(

−1
1−(t−1)2

)

при |t| < 2

ε = 0, 5 ε = 0, 1 ε = 0, 01 ε = 0, 5 ε = 0, 1 ε = 0, 01

t x(t) y(t) x(t) y(t) x(t) y(t) t x(t) y(t) x(t) y(t) x(t) y(t)

0,1 1,364 0,873 1,105 0,100 1,105 0,100 0,1 1,749 1,301 1,247 0,664 1,105 0,100

0,2 1,311 0,662 1,221 0,200 1,221 0,200 0,2 1,831 1,430 1,221 0,199 1,221 0,200

0,3 1,363 0,487 1,349 0,299 1,349 0,299 0,3 1,864 1,466 1,349 0,299 1,349 0,299

0,4 1,491 0,420 1,491 0,400 1,491 0,399 0,4 1,871 1,430 1,491 0,400 1,491 0,399

0,5 1,648 0,500 1,648 0,500 1,648 0,499 0,5 1,881 1,343 1,648 0,500 1,648 0,499

0,6 1,822 0,599 1,822 0,599 1,822 0,599 0,6 1,934 1,219 1,822 0,599 1,822 0,599

0,7 2,013 0,700 2,013 0,700 2,013 0,700 0,7 2,050 1,077 2,013 0,700 2,013 0,700

0,8 2,225 0,799 2,225 0,799 2,225 0,799 0,8 2,231 0,954 2,225 0,799 2,225 0,799

0,9 2,459 0,900 2,459 0,900 2,459 0,900 0,9 2,459 0,916 2,459 0,900 2,459 0,900
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On a numerical realization of a solution of a differential equation in the space of C-generalized functions

The Cauchy problem for a matrix system of differential equations «plunges» into a space of matrix generalized
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parametres.
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