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ЛИНЕЙНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ В
ПРОСТРАНСТВЕ С НЕИНДЕФИНИТНОЙ МЕТРИКОЙ1

Изучаются спектральные свойства оператора, порождающего неиндефинитную метрику пространства состоя-

ний для линейного функционально-дифференциального уравнения. Полученные результаты могут найти при-

ложение в теории канонических разложений функционально-дифференциальных уравнений.
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Линейное функционально-дифференциальное уравнение

dx (t)

dt
=

∫
0

−τ

dη (s)x (t+ s) , t ∈ R
+ = (0,+∞) , (1)

в сепарабельном гильбертовом пространстве состояний H = H ([−τ, 0] ,Cn) со скалярным про-
изведением

(ϕ,ψ) = ψ∗ (0)ϕ (0) +

∫
0

−τ

ψ∗ (ϑ)ϕ (ϑ) dϑ (2)

описывается дифференциальным уравнением

dxt

dt
= Axt (3)

с замкнутым оператором A, определяемым формулами (Ax) (ϑ) = dx (ϑ) /dϑ при ϑ ∈ [−τ, 0),
(Ax) (0) =

∫
0

−τ
dη (s)x (s), его область определения D (A) = W

1
2 ([−τ, 0] ,Cn) [1]. Здесь η :

[−τ, 0] → R
n×n — вещественнозначная функция с ограниченной вариацией, η (0) = 0, и при

переходе от (1) к (3) мы использовали расширение из вещественной в комплексную область.
В теории канонических разложений функционально-дифференциальных уравнений исполь-

зуется метрика, порождаемая полуторалинейной формой [2–5]

[ϕ,ψ] = ψ∗ (0)ϕ (0) +

∫
0

−τ

ψ∗ (ϑ)

∫ ϑ

−τ

dη (s)ϕ (s− ϑ) dϑ. (4)

При выполнении условия dη (s) = dηT (s), s ∈ [−τ, 0), метрика (4) индефинитна. Общие гео-
метрические свойства пространств с индефинитной метрикой хорошо изучены [6–8], в отличие
от пространств с неиндефинитной метрикой. В настоящей работе изучается такое пространство
со специальной метрикой (4), определяемой функциально-дифференциальным уравнением (1).
Связь введенных выше метрик (2) и (4) определяется следующим образом

[ϕ,ψ] = (Nϕ,ψ) ,

где оператор N задается формулами: (Nϕ) (0) = ϕ (0), (Nϕ) (ϑ) =
∫ ϑ

−τ
dη (s)ϕ (s− ϑ), ϑ ∈

[−τ, 0), D (N) = C ([−τ, 0] ,Cn). Оператор N является самосопряженным, если dη (s) = dηT (s),
s ∈ [−τ, 0).

Пусть dη (s) = dηd (s) + dηc (s), s ∈ [−τ, 0), где дискретная мера dηd задается непрерыв-
ной слева ступенчатой функцией ηd (s) = −

∑k−1

j=0
Aj , s ∈ (−rk,−rk−1), ηd (−rm) = −

∑m
j=0

Aj ,

1Работа поддержана Программой Президиума РАН «Математическая теория управления» (проект 12–П–1–
1019).
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rk−1 < rk; A0, Ak — вещественные n × n-матрицы, k = 1, . . . ,m; r0 = 0, rm = r; непрерыв-

ная мера dηc задается абсолютно непрерывной функцией ηc (ϑ) =
∫ ϑ

−τ
B (s) ds, ϑ ∈ [−τ, 0),

B ∈ L2 ([−τ, 0] ,Rn×n). В этом случае оператор N : H → H является непрерывным и предствим в
виде N = Nd+Nc, где непрерывный оператор Nd : H → H определяется формулами: (Ndϕ) (0) =
ϕ (0), (Ndϕ) (ϑ) =

∑m
j=kAjϕ (−rj − ϑ), ϑ ∈ (−rk,−rk−1), k = 1, . . . ,m; (Ndϕ) (−rk−1) =

(Ndϕ) (−rk−1 − 0), k = 2, . . . ,m, (Ndϕ) (−rm) = 0; а вполне непрерывный оператор Nc : H → H

определяется формулой (Ncϕ) (0) = 0, (Ncϕ) (ϑ) =
∫ ϑ

−τ
B (s)ϕ (s− ϑ) ds, ϑ ∈ [−τ, 0). Если

AT
j = Aj , j = 1, . . . ,m, и BT (ϑ) = B (ϑ), ϑ ∈ [−τ, 0), то оператор N является самосопряженным.

Спектральное множество σ (Nd) содержит все предельные точки спектра оператора N. По-
этому все точки спектра оператора N в множестве C\σ (Nd) являются нормальными собствен-
ными числами и для их нахождения можно использовать теорию определителей возмущения.

Опишем спектр оператора Nd, в случае соизмеримых чисел rk, k = 1, . . . ,m. Без ограниче-
ния общности полагаем, что rk = k∆, k = 1, . . . ,m, ∆ > 0.

Т е о р е м а 1. Пусть числа rk, k = 1, . . . ,m, соизмеримы, тогда спектр оператора Nd

состоит из собственных чисел. Собственное число λ = 1 имеет конечномерное собственное

подпространство; собственные числа, совпадающие с собственными числами матрицы A или

−A, имеют бесконечномерные собственные подпространства. Здесь матрица A имеет сле-

дующее блочное представление A = ‖Aij‖
m
1

, где Aij = Ai+j−1, 1 6 j 6 m + 1 − i, 1 6 i 6 m;

Aij = 0, если 2 6 i 6 m, m+ 2 − i 6 j 6 m.
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Linear functional differential equations in space with unindefinite metric

We study the spectral properties of operator generating unindefinite metric of state space for linear functional
differential equation. The results can find application in the theory of canonical decompositions of functional differential
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