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О ПЕРИОДИЧЕСКОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО
УРАВНЕНИЯ, НЕ РАЗРЕШЕННОГО ОТНОСИТЕЛЬНО ПРОИЗВОДНОЙ1

Получены условия разрешимости периодической краевой задачи для дифференциального уравнения, не разре-

шенного относительно производной. Используются методы теории накрывающих отображений.

Ключевые слова: периодическая краевая задача, не разрешенное относительно производной дифференциальное

уравнение, накрывающее и условно накрывающее отображения.

Пусть T > 0. Обозначим R
n — пространство вещественных n-мерных векторов с нормой | · |;

L∞([0, T ], Rn) — банахово пространство существенно ограниченных функций y : [0, T ] → R
n с

нормой ‖y‖
L∞

= vrai sups∈ [0, T ] |y(s)|.
Пусть заданы вектор A0 ∈ R

n, функция y ∈ L∞([0, T ], Rm) и удовлетворяющая условиям
Каратеодори функция f : [0, T ] × R

n × R
n → R

m. Будем предполагать, что для произвольного
r > 0 существует Λ > 0, для которого при почти всех t ∈ [0, T ], любых x, u ∈ R

n из неравенства
|u| + |x| 6 r следует оценка |f(t, x, u)| 6 Λ. Рассмотрим периодическую краевую задачу для
дифференциального уравнения, не разрешенного относительно производной,

f
(
t, x(t), ẋ(t)

)
= y(t), t ∈ [0, T ], x(T ) − x(0) = A0. (1)

Решение этой задачи будем искать в классе AC∞([0, T ], Rn) таких абсолютно непрерывных
функций x : [0, T ] → R

n, что ẋ ∈ L∞([0, T ], Rn).
Обозначим z(t) = ẋ(t) + x(t). Определим функцию f̂(t, x, u) = f(t, x, u − x). Используя W -

подстановку Н.В. Азбелева [1, с. 53], преобразуем краевую задачу (1) в интегральное уравнение

(Fz)(t) ≡ f̂
(
t,

A0 exp(t)

exp(T ) − 1
+

∫ T

0
W (t, s) z(s) ds, z(t)

)
= y(t), t ∈ [0, T ], (2)

где

W (t, s) = −
1

exp(T ) − 1
·

{
exp(t − s), если 0 6 s 6 t 6 T ;
exp(t − s + T ), если 0 6 t < s 6 T.

Полученные ниже условия разрешимости этого уравнения (и, соответственно, задачи (1)) су-
щественно используют понятие накрывания отображений.

Пусть (X, ρX ) и (Y, ρY ) — метрические пространства. Обозначим через BX(x, r) замкнутый
шар с центром в точке x радиуса r > 0 в пространстве X, аналогичное обозначение введем
в Y и других метрических пространствах, используемых ниже. Пусть задано число α > 0,
множества U ⊆ X, W ⊆ Y .

О п р е д е л е н и е 1 (см. [2]). Отображение F : X → Y называется α-накрывающим

относительно множеств U , W , если для любых таких u ∈ U, r > 0, что BX(u, r) ⊆ U и
F (u) ∈ W, имеет место включение BY (F (u), αr)

⋂
W ⊆ F

(
BX(u, r)

)
.

О п р е д е л е н и е 2 (см. [3]). Отображение F : X → Y называется условно α-на-

крывающим относительно множеств U ⊆ X, W ⊆ Y, если оно является α-накрывающим
относительно множеств U и W

⋂
F (U).

Пусть заданы R > 0, u0 ∈ L∞([0, T ], Rn). Положим

x0(t) =
A0 exp(t)

exp(T ) − 1
+

∫ T

0
W (t, s)u0(s) ds.

При почти всех t ∈ [a, b] определим множества U(t) = BRn(u0(t), R), V (t) = BRn(x0(t), R).

1Работа поддержана РФФИ (грант № 11–01–00626), ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инно-
вационной России» на 2009–2013 годы (гос. контракт 14.740.11.0349).

52



Т е о р е м а 1. Пусть существуют такие α > β > 0, что имеет место неравенство

r(y) ≡
‖y − Fu0‖L∞

α − β
6 R,

и выполнены условия:

• при почти всех t ∈ [0, T ] и любых x ∈ V (t) отображение f̂(t, x, ·) : R
n → R

m являет-

ся условно α-накрывающим относительно множеств U(t), W (t, x) = BRm(f̂(t, x, u0(t)), αR);
• при почти всех t ∈ [0, T ], любых u ∈ U(t), x1, x2 ∈ V (t) справедливо неравенство

|f̂(t, x1, u) − f̂(t, x2, u)| 6 β|x1 − x2|;

• при почти всех t ∈ [0, T ] и любых x ∈ BRn

(
x0(t), r(y)

)
выполнено включение

y(t) ∈ f̂
(
t, x, U(t)

)
. (3)

Тогда существует решение z ∈ L∞([0, T ], Rn) уравнения (2), удовлетворяющее оценке

‖z − u0‖L∞

6 r(y).

Отметим, что если в формулировке приведенной теоремы потребовать, чтобы отображе-
ние f̂(t, x, ·) : R

n → R
m являлось «безусловно» α-накрывающим относительно множеств U(t),

W (t, x), то тогда включение (3) станет следствием остальных предположений, то есть должно
быть исключено из условий этого утверждения.

Аналогичное, основанное на теории накрывающих отображений исследование апериодиче-
ской задачи для дифференциального уравнения (1) проведено в [4, 5].
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On a periodic boundary value problem for an implicit differential equation

We derive the conditions of solvability of a periodic boundary value problem for a differential equation unsolved for
the derivative. Methods of the theory of covering mappings are used.
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