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ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ

НЕПРЕРЫВНО-ДИСКРЕТНЫЕ СИСТЕМЫ 1

Рассматриваются линейные системы функционально-дифференциальных уравнений, содержащие как компо-

ненты искомых функций, зависящие от непрерывного времени, так и компоненты, зависящие от дискретного

времени. Предлагаются естественные постановки краевых задач и задач управления, формулируются необ-

ходимые и достаточные условия разрешимости таких задач. Показано, что рассматриваемый класс систем

охватывается теорией абстрактного функционально-дифференциального уравнения.
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Cистемы, рассматриваемые в этой работе, с одной стороны, представляют собой конкрет-
ную реализацию абстрактного функционально-дифференциальных уравнения [1, 2]. С другой
стороны, они охватывают широкий класс математических моделей, возникающих при иссле-
довании реальных процессов с учетом эффектов последействия и импульсных возмущений,
приводящих к скачкообразному изменению состояния моделируемой системы. Такие системы
содержат как уравнения динамики с непрерывным временем, так и уравнения с дискретным
временем. Специальные случаи непрерывно-дискретных систем весьма популярны в современ-
ной научной литературе (см., например, [3–5] и цитированные там работы). Здесь мы приво-
дим постановки краевой задачи с общими линейными краевыми условиями, задачи управления
относительно заданной системы функционалов и формулируем условия их разрешимости. По-
дробное изложение этих результатов дается в [6].

Рассматриваемая функционально-дифференциальная непрерывно-дискретная система мо-
жет быть записана в виде

δx = Θx + f (1)

Здесь x = col (y, z), y : [0, T ] → Rn, z : {0, t1, . . . , tµ, T} → R ν , δx =col(ẏ,∆z), (∆z)(ti) =

z(ti) − z(0),Θ =

(

Θ11 Θ12

Θ21 Θ22

)

; Θ11 : DS n(m) → Ln, Θ12 : FD ν(µ) → Ln, Θ21 :

DS n(m) → FD ν(µ), Θ22 : FD ν(µ) → FD ν(µ) — линейные операторы. Зафиксируем мно-
жества I = {0, t1, . . . , tµ, T}, 0 < t1 < . . . < tµ < T ; J = {0, τ1, . . . , τm, T}, 0 < τ1 < . . . < τm < T,

и определим пространства DS n(m) и FD ν(µ) следующим образом. Пусть χA — характеристи-
ческая функция множества A. DS n(m) — пространство функций y : [0, T ] → Rn, представимых
в виде y(t) = y(0) +

∫ t

0 ẏ(s) ds +
∑m

1 χ[τi,T ](t)∆y(τk); ∆y(τk) = [y(τi)− y(τi − 0)]; FD ν(µ) — про-
странство функций z : I → R ν . Эти пространства после естественной нормировки становятся
банаховыми. Предполагается, что оператор Θ : DS n(m) × FD ν(µ) → Ln × FD ν(µ) является
вольтерровым и ограниченным. Предполагается, что оператор Θ11 имеет вид

(Θ11y)(t) =

∫ t

0
K(t, s)ẏ(s) ds + A0(t)y(0) +

m
∑

k=1

Ak(t)∆y(τk) , t ∈ [0, T ].

Здесь элементы kij(t, s) ядра K(t, s) измеримы на множестве 0 6 s 6 t 6 T и таковы, что
|kij(t, s)| 6 κ(t), i, j = 1, . . . , n и функция κ(·) суммируема на [0, T ], элементы (n × n)-матриц
A0,. . . , Am суммируемы на [0, T ]. Напомним [2], что такой вид оператора Θ11 охватывает широ-
кие классы операторов с сосредоточенным и распределенным запаздыванием. Для сокращения
формулировок будем здесь дополнительно считать, что операторы Θ12, Θ21, Θ22 являются τ -
вольтерровыми [7]. Рассмотрим общую линейную краевую задачу

δx = Θx + f, ℓx = γ, (2)
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где ℓ : DS n(m)×FD ν(µ) → R η — линейный ограниченный вектор-функционал с линейно неза-
висимыми компонентами. Сформулируем для этой задачи необходимые и достаточные условия
однозначной разрешимости. Обозначим через Y и Z фундаментальные матрицы [2,8], C1 и C2 —
операторы Коши [2,8] уравнений ẏ = Θ11y и ∆z = Θ22z соответственно. Определим операторы
Hij, i, j = 1, 2 равенствами

H11 = (I − C1Θ12C2Θ21)
−1; H12 = −(I − C1Θ12C2Θ21)

−1C1Θ12;

H21 = C2Θ21(I − C1Θ12C2Θ21)
−1; H22 = (I − C2Θ21C1Θ12)

−1.

Фундаментальная матрица X =
(

X ij

)

системы (1) определяется равенствами Xi1 = Hi1Y,

Xi2 = Hi2Z , а оператор Коши C =
(

Cij

)

— равенствами Cij = HijCj, i, j = 1, 2.

Т е о р е м а 1. Пусть n+nm+ν = η, тогда невырожденность матрицы ℓX является

необходимым и достаточным условием однозначной разрешимости краевой задачи (2) при

любых f и γ. При выполнении этих условий существует оператор Грина задачи (2) G =

C − X
(

ℓX
)

−1
C.

Задача управления для системы (1) относительно вектор-функционала ℓ записывается в
виде

δx = Θx + Fu + f, x(0) = α, ℓx = γ, (3)

Здесь F : H → Ln × FD ν(µ) — линейный ограниченный оператор, H — гильбертово про-
странство управлений u. Условия относительной управляемости системы (3) формулируются
в терминах тройки {C,F, ℓ} так, как это сделано в [9] для абстрактной задачи управления.
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Functional differential continuous-discrete systems

Linear functional differential systems with continuous and discrete times are considered. The formulations of general
boundary value problems and control problems are given. Necessary and sufficient conditions of the solvability to
the problems are obtained. It is shown that the systems under consideration are covered by the Theory of abstract
functional differential equation by N. Azbelev and L. Rakhmatullina.
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