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ОБ УПРАВЛЯЕМОЙ СИСТЕМЕ С МНОГОЗНАЧНЫМИ ИМПУЛЬСНЫМИ
ВОЗДЕЙСТВИЯМИ И ЗАПАЗДЫВАНИЕМ1

Рассматриваются некоторые свойства управляемой системы с фазовыми ограничениями по управлению, мно-

гозначными импульсными воздействиями и запаздыванием.
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Пусть comp[Rn] (conv[Rn]) — множество всех непустых (выпуклых) компактов n-мерного
векторного пространства R

n с нормой |·|; Ln
∞

[a, b] — пространство измеримых по Лебегу ограни-
ченных в существенном функций x : [a, b] → R

n с нормой ‖x‖L∞[a,b] = vraisup{|x(t)| : t ∈ [a, b]}.

Пусть tk ∈ [a, b] (a < t1 < . . . < tm < b) — конечный набор точек. Обозначим через C̃n[a, b]
множество всех непрерывных на каждом из интервалов [a, t1], (t1, t2], . . . , (tm, b] ограниченных
функций x : [a, b] → R

n, имеющих пределы справа в точках tk, k = 1, 2, . . . ,m, с нормой
‖x‖

C̃n[a,b] = sup{|x(t)| : t ∈ [a, b]}.

Пусть заданы непрерывная функция f : [a, b] × R
n × R

m → R
n и непрерывное по Хаусдор-

фу (см. [1]) многозначное отображение U : [a, b] × R
n → conv[Rm]. Рассмотрим управляемую

систему с запаздыванием и многозначными импульсными воздействиями

ẋ = f(t, x[p(t)], u(t)), x(t) = ϕ(t), если p(t) < a, t ∈ [a, b],

u(t) ∈ U(t, x[g(t)]), x(t) = ψ(t), если g(t) < a,
(1)

∆(x(tk)) ∈ Ik(x(tk)), k = 1, . . . ,m, (2)

x(a) = x0, (3)

где x0 ∈ R
n, функции p : [a, b] → R, g : [a, b] → R для любого t ∈ [a, b] непрерывны и удовлетво-

ряют неравенствам p(t) 6 t, g(t) 6 t, функции ϕ : (−∞, a) → R
n, ψ : (−∞, a) → R

n непрерывны
и ограничены. Отображения Ik : R

n → comp[Rn], k = 1, 2, . . . ,m, непрерывны по Хаусдорфу,
∆x(tk) = x(tk + 0) − x(tk), k = 1, 2, . . . ,m.

Пусть τ ∈ [a, b]. Определим непрерывные операторы Pτ : C̃n[a, τ ] → Ln
∞

[a, τ ], Gτ : C̃n[a, τ ] →
→ Ln

∞
[a, τ ] равенствами

(Pτx)(t) =

{
x[p(t)], если p(t) ∈ [a, τ ],
ϕ[p(t)], если p(t) < a,

(4)

(Gτx)(t) =

{
x[g(t)], если g(t) ∈ [a, τ ],
ψ[g(t)], если g(t) < a.

(5)

Допустимым управлением на отрезке [a, τ ] (τ ∈ (a, b]) системы (1)–(2) будем называть измери-
мую по Лебегу функцию u : [a, τ ] → R

m, для которой существует кусочно-непрерывная (см. [2])
функция x : [a, τ ] → R

n, удовлетворяющая при всех t ∈ [a, τ ] представлению

x(t) = x0 +

∫ t

a

f(s, (Pτx)(s), u(s)) ds +
∑

k:tk∈(a,τ)

χ(tk ,b](t)∆(x(tk)),

где ∆(x(tk)), tk ∈ (a, τ), удовлетворяют равенствам (2), χ(c,d](·) — характеристическая функция
полуинтервала (c, d], что при почти всех t ∈ [a, τ ] выполняется включение

u(t) ∈ U(t, (Gτx)(t)).

1Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки РФ (про-
ект № 1.1877.2011, ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инновационной России на 2009–2013 годы»,
ГК № 14.740.11.0349) и Российского Фонда Фундаментальных Исследований (проект № 11–01–00–645).
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Пару (u, x) будем называть допустимой на отрезке [a, τ ], а систему (1)–(2) — управляемой

системой с фазовыми ограничениями по управлению и многозначными импульсными воздей-

ствиями.
Допустимую пару (u0, x0) на отрезке [a, τ0] (τ0 ∈ (a, b)) будем называть продолжаемой (см.

[3–5]), если найдется такая допустимая пара (u1, x1) на отрезке [a, τ1] (τ1 ∈ (τ0, b]), что u1 = u0

и x1 = x0 на [a, τ0].
Допустимую пару (u, x) на полуинтервале [a, c) (c ∈ (a, b)) назовем непродолжаемой, если

не существует такой допустимой пары (u1, x1) на полуинтервале [a, c1) (c1 ∈ (c, b]), что u1 = u

и x1 = x на [a, c).
Справедливы следующие утверждения (см. [3]).

Т е о р е м а 1. Найдется такое τ ∈ (a, b], что существует допустимая пара на от-

резке [a, τ ].

Т е о р е м а 2. Пусть (u, x) допустимая пара на полуинтервале [a, c) (c ∈ (a, b)). Эта

пара непродолжаема в том и только в том случае, когда lim
t→c−0

|x(t)| = ∞.

Т е о р е м а 3. Любую допустимую пару на отрезке [a, τ ] можно продолжить до непро-

должаемой.

Управляемая система (1)–(2) с начальным состоянием (3) эквивалентна (см. [6–8]) задаче
Коши для дифференциального включения

ẋ(t) ∈ F (t, (Pτx)(t), U(t, (Gτx)(t))), t ∈ [a, τ ], (6)

с многозначными импульсными воздействиями (2) и начальным условием (3), где
U : [a, b]×R

n → conv[Rm] — непрерывное по Хаусдорфу многозначное отображение, отображе-
ние F : [a, b] × R

n × R
m → comp[Rn] определено равенством F (t, x, y) = f(t, x, U(t, x)), непре-

рывные операторы Pτ : C̃n[a, τ ] → Ln
∞

[a, τ ], Gτ : C̃n[a, τ ] → Ln
∞

[a, τ ] определены равенствами
(4) и (5) соответственно.

Задача (6), (2), (3) описывает все множество фазовых траекторий управляемой системы
(1)–(2).
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On control system with multivalued impulses and delay

Some properties of control system with control phase restrictions, multivalued impulse disturbances and delay are
under discussion.
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