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ПОСТРОЕНИЕ ОБОБЩЕННОГО РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ
ГАМИЛЬТОНА–ЯКОБИ В ОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ1

Рассматривается возникающая в молекулярной биологии задача Коши для уравнения Гамильтона–Якоби с

фазовыми ограничениями. Введено понятие непрерывного обобщенного решения этой задачи. Указаны условия,

при которых такое решение строится с помощью характеристик, выпущенных с начального многообразия.
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Рассматривается задача Коши для нелинейного уравнения Гамильтона–Якоби, полученного
в [1] для модели Кроу–Кимуры молекулярной эволюции

∂u/∂t + H(x, ∂u/∂x) = 0, (1)

где

H(x, p) = −f(x) + 1 −
1 + x

2
e2p −

1 − x

2
e−2p. (2)

Функция f(·) непрерывно дифференцируема. Уравнение (1) рассматривается в замкнутой обла-
сти ΠT = [0;T ]× [−1; 1], где T — положительное число. Задана непрерывно дифференцируемая
функция u0 : R → R и выполняется начальное условие

u(0, x) = u0(x), x ∈ [−1; 1]. (3)

Задача (1)–(3) не имеет классического решения. Известные концепции обобщенного реше-
ния использовать также не удается. В частности, для рассматриваемой задачи не выполнены
известные [2] условия существования вязкостного [3] решения, а минимаксные [4] решения не
рассматривались для задач с фазовыми ограничениями.

Используем аппарат этих концепций. Обозначим D−u(t, x) и D+u(t, x) соответственно суб-
и супердифференциал непрерывной функции u(·) в точке (t, x). Символом Dif(u) обозначим
множество точек, в которых функция u(·) дифференцируема. Определим множество

∂Cu(t, x) = co
{

(a, s)
∣

∣

∣
(a, s) = lim

(ti,xi)→(t,x)

(

∂u(ti, xi)

∂t
,

∂u(ti, xi)

∂x

)

, (ti, xi) ∈ ΠT ∩ Dif(u)
}

.

О п р е д е л е н и е 1. Обобщенным решением задачи (1)–(3) в области ΠT назовем
непрерывную функцию u(·), удовлетворяющую начальному условию (3), и такую, что для всех
точек (t, x) ∈ ΠT = (0, T ) × (−1, 1) выполнены неравенства

a+ + H(x, s+) 6 0, ∀ (a+, s+) ∈ D+u(t, x); a− + H(x, s−) > 0, ∀ (a−, s−) ∈ D−u(t, x),

а для точек из множества ΓT = {(t, x)| 0 < t < T, x = 1} ∪ {(t, x)| 0 < t < T, x = −1} выполнено
неравенство

a + H(x, s) > 0, ∀ (a, s) ∈ D−u(t, x) ∩ ∂Cu(t, x).

Как показано в [5], обобщенное решение в области ΠT существует, но неединственно.

Пусть x(·|x0) : [0, T ] → R, p(·|x0) : [0, T ] → R — решение системы

ẋ = Hp(x, p) = −(1 + x)e2p + (1 − x)e−2p, ṗ = −Hx(x, p) = f ′(x) + (e2p − e−2p)/2,

удовлетворяющее условиям x(0) = x0, p(0) = u′

0(x0), x0 ∈ [−1, 1].

1Работа поддержана РФФИ (гранты №№ 11–01–00214 и 12088-офи-м–2011) и Программой государственной
поддержки ведущих научных школ (грант № НШ-64508.2010.1).
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Определим множества

ΩT =
{

(t, x) ∈ ΠT | 0 6 t 6 T, x(t| − 1) 6 x 6 x(t|1)
}

,

Y (t∗, x∗) = {y ∈ [−1, 1] |x(t∗|y) = x∗}.

Рассмотрим задачу (1)–(3) при следующих предположениях
(A1) u′

0(1) < 0 < u′

0(−1);
(A2) Функция f ′(·) монотонно неубывающая и справедливы неравенства

2f ′(1) + e2u′

0
(1) < e−2u′

0
(1), −2f ′(−1) + e−2u′

0
(−1) < e2u′

0
(−1);

(A3) Для всех y ∈ [−1, 1], t ∈ [0, T ] выполняется

x(t| − 1) 6 x(t|y) 6 x(t|1).

Т е о р е м а 1. Если выполнены условия (A1)–(A3), то существует непрерывное обоб-

щенное решение u(·) задачи (1)–(3) такое, что для всех (t, x) ∈ ΩT справедливо

u(t, x) = max
y∈Y (t,x)

u0(y) +

∫ t

0
p(τ |y)Hp

(

x(τ |y), p(τ |y)
)

− H
(

x(τ |y), p(τ |y)
)

dτ.
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On constructions of the generalized solution of the Hamilton–Jacobi equation in bounded domains

The Cauchy problem with state constraints for the Hamilton–Jacobi equation arising in molecular biology is considered.
The notion of a continuous generalized solution to the problem is introduced. Conditions are given to construct the
continuous solution in bounded domains with the help of characteristics started from the initial manifold.
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