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СВОЙСТВА АППРОКСИМИРУЮЩИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
ВКЛЮЧЕНИЙ С ИМПУЛЬСНЫМИ ВОЗДЕЙСТВИЯМИ И ВНУТРЕННИМИ
И ВНЕШНИМИ ВОЗМУЩЕНИЯМИ1

В работе исследованы дифференциальные включения с внешними и внутренними возмущениями и импульс-

ными воздействиями. Сформулировано определение приближенного решения (δ-решения) дифференциального

включения с импульсными воздействиями.

Ключевые слова: дифференциальные включения с импульсными воздействиями, аппроксимирующее отображе-

ние, радиус внутренних и внешних возмущений, δ-решение.

Пусть R
n — n-мерное векторное пространство с нормой | · |, comp[Rn] — множество всех

непустых компактов пространства R
n. X — нормированное пространство с нормой ‖ · ‖X . Обо-

значим BX [x, ε] — замкнутый шар пространства X с центром в точке x ∈ X и радиусом
ε > 0. Пусть U ⊂ X, тогда U — замыкание множества U ; h+

X [U1;U ] ≡ sup
x∈U1

ρX [x,U ] — полу-

отклонение по Хаусдорфу множества U1 ⊂ X от множества U в пространстве X; hX [U1;U ] =
max{h+[U1;U ];h+[U ;U1]} — расстояние по Хаусдорфу между множествами U1 и U в простран-
стве X. Пусть U ∈ [a, b] — измеримое по Лебегу множество. Обозначим Ln(U) пространство
суммируемых по Лебегу функций x : U → R

n с нормой ‖x‖Ln(U) =
∫
U

|x(s)|ds.

Пусть tk ∈ [a, b] (a < t1 < . . . < tm < b) — конечный набор точек. Обозначим через C̃n[a, b]
множество всех непрерывных на каждом из интервалов [a, t1], (t1, t2], . . . , (tm, b] ограниченных
функций x : [a, b] → R

n, имеющих пределы справа в точках tk, k = 1, 2, . . . ,m, с нормой
‖x‖

C̃
n

[a,b]
= sup{|x(t)| : t ∈ [a, b]}.

Рассмотрим задачу
ẋ(t) ∈ F (t, x(t)), t ∈ [a, b], (1)

∆(x(tk)) = Ik(x(tk)), k = 1, . . . ,m, (2)

x(a) = x0, (3)

отображение F : [a, b] × R
n → comp[Rn] удовлетворяет условиям Каратеодори. Отображения

Ik : R
n → R

n, k = 1, 2, . . . ,m, непрерывны, ∆(x(tk)) = x(tk + 0) − x(tk), k = 1, 2, . . . ,m.

Под решением задачи (1)–(3) будем понимать функцию x ∈ C̃n[a, b], для которой существует
такое q ∈ L

n[a, b], что при почти всех t ∈ [a, b] выполняется включение q(t) ∈ F (t, x(t)), и при
всех t ∈ [a, b] имеет место представление

x(t) = x0 +

∫ t

a

q(s)ds +
m∑

k=1

χ(tk ,b](t)∆(x(tk)),

где ∆(x(tk)), k = 1, 2, . . . ,m, удовлетворяют равенствам (2) .
Обозначим через K([a, b] × R

n × [0,∞)) множество всех функций η : [a, b] × R
n × [0,∞) →

[0,∞), обладающих следующими свойствами:
1) при каждых (x, δ) ∈ R

n × [0,∞) функция η(·, x, δ) измерима;
2) при почти всех t ∈ [a, b] и всех δ ∈ [0,∞) функция η(t, ·, δ) непрерывна;
3) для каждых U ∈ comp[Rn] и δ ∈ [0,∞) существует такая суммируемая функция

mU,δ : [a, b] → [0,∞), что при почти всех t ∈ [a, b] и всех x ∈ U и τ ∈ [0, δ] выполняется
неравенство η(t, x, τ) 6 mU,δ(t);

1Работа выполнена при финансовой поддержке Российского Фонда Фундаментальных Исследований (грант
№ 11–01–00645), Министерства образования и науки РФ (проект № 1.1877.2011, ФЦП «Научные и научно-
педагогические кадры инновационной России на 2009–2013 годы»).

141



4) при почти всех t ∈ [a, b] и каждого x ∈ R
n выполняются равенства lim z→x

δ→0+0
η(t, z, δ) = 0,

η(t, x, 0) = 0.
Заменим в определении множества K([a, b] × R

n × [0,∞)) условие 3 на более сильное тре-
бование, в котором функция mU,δ(·) есть константа. Соответствующее этому требованию под-

множество множества K([a, b] × R
n × [0,∞)) обозначим через K̃([a, b] × R

n × [0,∞)).
Будем говорить, что многозначное отображение F̃ : [a, b] × R

n × [0,∞) → comp[Rn] аппрок-

симирует отображение F : [a, b] × R
n → comp[Rn], если найдется такая функция ξ(·, ·, ·) ∈

K([a, b]×R
n× [0,∞)), что при почти всех t ∈ [a, b] и всех (x, δ) ∈ R

n× [0,∞) выполняется оцен-
ка h[F (t, x), F̃ (t, x, δ)] 6 ξ(t, x, δ). Отображение F̃ (·, ·, ·) будем называть аппроксимирующим

отображение F (·, ·) или просто аппроксимирующим.
Если функция η(·, ·, ·) ∈ K([a, b]×R

n× [0,∞)) в каждой точке (t, x) ∈ [a, b]×R
n при каждом

фиксированном δ ∈ [0,∞) определяет погрешность вычисления значений аппроксимирующе-
го отображения F̃ (·, ·, ·), то функцию η(·, ·, ·) будем называть радиусом внешних возмущений

аппроксимирующего отображения F̃ (·, ·, ·).
Пусть η0(·, ·, ·) ∈ K̃([a, b]×R

n×[0,∞)). По функции ξ(·, ·, ·) ∈ K([a, b]×R
n×[0,∞)), определим

функцию ξ(η0) : [a, b]×R
n × [0,∞) → [0,∞) равенством ξ(η0)(t, x, δ) = supz∈B[x,η0(t,x,δ)] ξ(t, z, δ).

Функция η0(·, ·, ·) ∈ K̃([a, b] × R
n × [0,∞)) в каждой точке (t, x(t)) ∈ [a, b] × R

n при каждом
фиксированном δ ∈ [0,∞) задает погрешность вычисления значения решения x : [a, b] → R

n в
точке t ∈ [a, b] дифференциального включения (1) , причем эти погрешности могут быть нерав-
номерны относительно фазовой переменной x ∈ R

n. Далее, функцию η0(·, ·, ·) будем называть
радиусом внутренних возмущений аппроксимирующего отображения F̃ (·, ·, ·).

Пусть η0(·, ·, ·) ∈ K̃([a, b] × R
n × [0,∞)) и η(·, ·, ·) ∈ K([a, b] × R

n × [0,∞)). Рассмотрим
отображение Qη0η : [a, b] × R

n × [0,∞) → comp[Rn], определенное равенством

Qη0η(t, x, δ) = (F̃ (t, BRn [x, η0(t, x, δ)], δ))η(t,x,δ) . (4)

При этом для каждых функций η0(·, ·, ·) ∈ K̃([a, b]×R
n×[0,∞)) и η(·, ·, ·) ∈ K([a, b]×R

n×[0,∞))
при почти всех t ∈ [a, b] и всех x ∈ R

n справедливо равенство lim
δ→0+0

h[F (t, x), Qη0η(t, x, δ)] = 0.

Рассмотрим при каждом фиксированном δ ∈ [0,∞) дифференциальное включение

ẋ(t) ∈ Qη0η(t, x(t), δ), t ∈ [a, b], (5)

где отображение Qη0η : [a, b] × R
n × [0,∞) → comp[Rn] определенно равенством (4) .

Дифференциальное включение (5) будем называть аппроксимирующим дифференциальное

включение (1) с внутренними и внешними возмущениями. Каждое решение включения (5) с
импульсными воздействиями (2) и начальным условием (3) при фиксированном δ > 0 будем
называть δ-решением (приближенным решением) включения (1) (см. [1]).

В докладе исследованы асимптотические свойства включения (5).
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