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ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ Ï�ÎÖÅÑÑÀ ÑÊËÅÉÊÈ ÔÀÇÎÂÛÕ Ò�ÀÅÊÒÎ�ÈÉ

Â ÑÈÑÒÅÌÅ Ñ ÊÎÌÁÈÍÈ�ÎÂÀÍÍÛÌ ×ÀÑÒÎÒÍÎ-ÔÀÇÎÂÛÌ

ÓÏ�ÀÂËÅÍÈÅÌ

Â ðàáîòå èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ìîìåíòû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäèêè èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ñèñòåì ñ øèðîòíî-

èìïóëüñíîé ìîäóëÿöèåé óïðàâëÿþùåãî ñèãíàëà ïðè ó÷åòå åãî êóñî÷íîãî ïîñòîÿíñòâà ê èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè

ñèñòåìû ñèíõðîíèçàöèè ñ êîìáèíèðîâàííîé øèðîòíî-èìïóëüñíîé ìîäóëÿöèåé óïðàâëÿþùåãî ñèãíàëà. Ìåòîäèêà

îñíîâàíà íà ïðèìåíåíèè ìåòîäà òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé è ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè äëÿ ðàññìîòðåíèÿ äèíàìèêè

ñèñòåìû �àçîâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîñòîÿíñòâó óïðàâëÿþùåãî ñèãíàëà. Â ÷àñòíîñòè, ïðåä-

ëîæåíà ïðîöåäóðà ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ïåðåõîäà îò ðåæèìà �àçîâîãî óïðàâëåíèÿ ê ðåæèìó ÷àñòîòíîãî

óïðàâëåíèÿ â ñèñòåìå ñ êîìáèíèðîâàííûì ÷àñòîòíî-�àçîâûì óïðàâëåíèåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ìåòîä òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé.

Ââåäåíèå

Èçâåñòíî, ÷òî â ñèñòåìå ñ êîìáèíèðîâàííûì ÷àñòîòíî-�àçîâûì óïðàâëåíèåì (ÊÈ×ÔÄ) [1℄

êîíòóð ñ �àçîâûì óïðàâëåíèåì �óíêöèîíèðóåò â ñëó÷àå, åñëè èìïóëüñû ñèíõðîíèçèðóþùåãî

îïîðíîãî ñèãíàëà (ÎÑ) ÷åðåäóþòñÿ âî âðåìåíè ñ âûõîäíûìè èìïóëüñàìè ñ÷åò÷èêà (Ñ). ×àñòîò-

íîå óïðàâëåíèåì â ñèñòåìå ñ ÊÈ×ÔÄ âêëþ÷àåòñÿ, åñëè ïðîöåññ ÷åðåäîâàíèÿ èìïóëüñîâ ÎÑ è Ñ

íàðóøàåòñÿ. Ïðè ïîÿâëåíèè âî âðåìåíè ïîäðÿä äâóõ è áîëåå èìïóëüñîâ Ñ ïðèíóäèòåëüíî óñòà-

íàâëèâàåòñÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñèãíàëà óïðàâëåíèÿ, à ïðè ïîÿâëåíèè ïîäðÿä

äâóõ è áîëåå èìïóëüñîâ ÎÑ � åãî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå.

Âñëåäñòâèå ïðèíöèïèàëüíîé íåëèíåéíîñòè ïðîöåññîâ â ñèñòåìå ñ ÊÈ×ÔÄ â ðåæèìå �àçîâî-

ãî óïðàâëåíèÿ [2℄ ðàçðàáîòêà ïðîöåäóðû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ïåðåõîäà îò ðåæèìà �àçîâî-

ãî óïðàâëåíèÿ ê ðåæèìó ÷àñòîòíîãî óïðàâëåíèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé

ìîäåëè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ â öåëîì, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé.

� 1. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìà-

òè÷åñêîé ìîäåëè ñèñòåìû

Äëÿ ðàçðàáîòêè ïðîöåäóðû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ïåðåõîäà îò ðåæèìà �àçîâîãî óïðàâ-

ëåíèÿ ê ðåæèìó ÷àñòîòíîãî óïðàâëåíèÿ â ñèñòåìå ñ ÊÈ×ÔÄ âîñïîëüçóåìñÿ îïûòîì ìàòåìà-

òè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ â ñèñòåìàõ ñ øèðîòíî-èìïóëüñíîé ìîäóëÿöèåé è êóñî÷íî-

ïîñòîÿííûì õàðàêòåðîì ñèãíàëà óïðàâëåíèÿ [3℄. Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì â ðàññìîòðåíèå â êà÷å-

ñòâå áåçðàçìåðíîé �àçîâîé êîîðäèíàòû îòíîñèòåëüíóþ ñòåïåíü çàïîëíåíèÿ Ñ òàê, ÷òî ïîñëå

çàïîëíåíèÿ �àçîâàÿ êîîðäèíàòà θ ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé åäèíèöå, ïîñëå ÷åãî ïðîèñõîäèò ìãíî-

âåííûé ñáðîñ íà çíà÷åíèå θ = 0, è ïðè ýòîì íà âûõîäå Ñ ïîÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿþùèé èìïóëüñ.

Òîãäà äèíàìèêà èçìåíåíèÿ êîîðäèíàòû θ â áåçðàçìåðíîì âðåìåíè τ , íîðìèðîâàííîì íà ïåðèîä

ñëåäîâàíèÿ èìïóëüñîâ ÎÑ, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì [4℄

α(dθ/dτ) = g(u(τ)) (0 6 τ 6 1, 0 6 θ 6 1). (1.1)

Óðàâíåíèå (1.1) îïðåäåëåíî íà åäèíè÷íîì îòðåçêå áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè τ , ðàâíîì ïåðè-

îäó ÎÑ; θ � áåçðàçìåðíàÿ, íîðìèðîâàííàÿ íà åäèíèöó êîîðäèíàòà Ñ, ïðè÷åì ïîñëå çàïîëíå-

íèÿ Ñ ïðè θ = 1 ïðîèñõîäèò ìãíîâåííûé ñáðîñ íà çíà÷åíèå θ = 0, è ïðè ýòîì íà âûõîäå Ñ

ïîÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿþùèé èìïóëüñ; α � áåçðàçìåðíûé ïîêàçàòåëü Ñ, ïðè÷åì çíà÷åíèå α = 1
ñîîòâåòñòâóåò íåóïðàâëÿåìîìó Ï�, êîãäà u(τ) = 0; g = 1 + Su � ëèíåéíàÿ õàðàêòåðèñòèêà Ï�

ñ êðóòèçíîé S > 0.
Ñóùíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé äëÿ èçó÷åíèÿ äèíàìèêè Ñ×

ñ ÊÈ×ÔÄ ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè äëÿ ðàññìîòðåíèÿ äèíàìèêè Ñ× �àçîâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ,

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîñòîÿíñòâó ñòðóêòóðû äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
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Ñîãëàñíî ëîãèêå ðàáîòû ÊÈ×ÔÄ ðåæèì ÷àñòîòíîãî äåòåêòèðîâàíèÿ (×Ä) ñ ìèíèìàëü-

íî âîçìîæíûì çíà÷åíèåì u(τ) = u âêëþ÷àåòñÿ â ðåæèìå èìïóëüñíî-�àçîâîãî äåòåêòèðîâà-

íèÿ (ÈÔÄ) ïðè ïîÿâëåíèè ïîâòîðíîãî èìïóëüñà Ñ, à ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì u(τ) = u �

ïðè ïîÿâëåíèè ïîâòîðíîãî èìïóëüñà ÎÑ. Ïðè ÷åðåäîâàíèè èìïóëüñîâ Ñ è ÎÑ â ðåæèìå ÔÄ

áëèæàéøèé ïðèõîäÿùèé âî âðåìåíè èìïóëüñ ÎÑ çàïóñêàåò ãåíåðàòîð ïèëîîáðàçíîãî íàïðÿæå-

íèÿ òàê, ÷òî íà åãî âûõîäå ïîÿâëÿåòñÿ ñèãíàë óïðàâëåíèÿ:

u(τ) = (u− u)τ + u (0 6 τ 6 1). (1.2)

Ïðè èñïîëüçîâàíèè èìïóëüñíîãî �àçîâîãî äåòåêòîðà òèïà ¾âûáîðêà�çàïîìèíàíèå¿ u(τ) =
= u(τ0) = 
onst, ãäå τ0 � ìîìåíò ïðèõîäà èìïóëüñà Ñ. Ïîñêîëüêó â ðåæèìàõ ×Ä è ÈÔÄ

ñòðóêòóðà óðàâíåíèÿ (1.1) íåèçìåííà, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè u(τ) = u óðàâíåíèå (1.1) îïðå-

äåëåíî â ïîäïðîñòðàíñòâå Π1, ïðè u(τ) = u � â ïîäïðîñòðàíñòâå Π3, â ðåæèìå ÈÔÄ ñ u(τ),
îïðåäåëÿåìîé âûðàæåíèåì (1.2), � â ïîäïðîñòðàíñòâå Π2.

�àññìîòðèì ñâîéñòâà �àçîâûõ òðàåêòîðèé â êàæäîì èç ïîäïðîñòðàíñòâ.

Ñîãëàñíî (1.1) òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ â Π1 íà ðàçâåðòêå òîðà 0 6 τ 6 1, 0 6 θ 6 1 ñóòü

ïðÿìûå ñ íàêëîíîì

dτ/dθ = α/α, (1.3)

ãäå α = g(u).

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî, ïîñêîëüêó ÊÈ×ÔÄ ïåðåõîäèò â ðåæèì ×Ä ñ u(τ) = u òîëüêî

ïðè ïîÿâëåíèè ïîâòîðíîãî èìïóëüñà Ñ, àíàëèç ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé óðàâíåíèÿ (1.3) ñëåäóåò

ïðîâîäèòü òîëüêî äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé θ0 = 0, 0 6 τ0 6 1. �àññìîòðèì ñâîéñòâà òðàåêòîðèé

ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ α < α, êîãäà òðàåêòîðèè θ(τ) íà
ðàçâåðòêå òîðà ðàñïîëîæåíû ïîëîãî ñ dτ/dθ < 1. Â ìîìåíò äîñòèæåíèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êîé

äâèæåíèÿ (ÈÒÄ) ãðàíèöû θ = 1 ïîÿâëÿåòñÿ èìïóëüñ Ñ, ïîñëå ÷åãî ÈÒÄ ìãíîâåííûì ñêà÷êîì

ïåðåíîñèòñÿ íà ãðàíèöó θ = 0 è äàëåå ïðîäîëæàåò äâèæåíèå. Ïðè äîñòèæåíèè ÈÒÄ ãðàíèöû

τ = 1 ïîÿâëÿåòñÿ èìïóëüñ ÎÑ è îñóùåñòâëÿåòñÿ ìãíîâåííûé ïåðåíîñ ÈÒÄ íà ãðàíèöó τ = 0,
ïîñëå ÷åãî ÈÒÄ ïðîäîëæàåò äâèæåíèå.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îòìå÷åííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè α < α â ðåæèìå ×Ä â îñíîâíîì ïîÿâëÿþò-

ñÿ èìïóëüñû Ñ è îäèíî÷íûå èìïóëüñû ÎÑ. Ïîñêîëüêó ïîÿâëåíèå ïîäðÿä äâóõ èìïóëüñîâ ÎÑ

èñêëþ÷åíî, ïðè α < α ÈÒÄ îñòàþòñÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå Π1, òî åñòü ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ

óñëîâèÿõ Ñ× íå âûõîäèò èç ðåæèìà ×Ä.

Ïðè α > α òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ â Π1 ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì α < α íà ðàçâåðòêå òî-

ðà èäóò êðó÷å áèññåêòðèñû êîîðäèíàòíîãî óãëà, òàê ÷òî ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ïîÿâëåíèå

ïîäðÿä äâóõ èìïóëüñîâ ÎÑ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïåðåõîäà ÊÈ×ÔÄ â ðåæèì ÔÄ. Ñîãëàñíî (1.3)

ïåðâûé èìïóëüñ, ãåíåðèðóåìûé òðàåêòîðèåé, íà÷èíàþùåéñÿ â òî÷êå (0, τ0) è çàêàí÷èâàþùåéñÿ

â òî÷êå (θ1, 1), âñåãäà ñîîòâåòñòâóåò èìïóëüñó ÎÑ, ïðè÷åì

θ1 = (α/α)(1 − τ0) (0 6 θ1 6 1). (1.4)

Òðàåêòîðèÿ ïîâòîðíîãî èìïóëüñà ÎÑ, íà÷èíàþùàÿñÿ â òî÷êå (θ1, 0), çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷-

êå (θ2, 1) ïðè θ2 < 1, ïðè÷åì

θ2 = (α/α)(2 − τ0) (0 6 θ2 6 1). (1.5)

Èç (1.5) ñëåäóåò, ÷òî θ2 < 1 ïðè τ0 > τ01 (τ01 < 1). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïî êîîðäèíàòå τ0
ñóùåñòâóåò ãðàíèöà

Γ1 : τ01 = 2− (α/α). (1.6)

Â ïîëóïîëîñå α > α, 0 6 τ0 6 1 ãðàíèöà Γ1 îïðåäåëÿåò äâå îáëàñòè. Ïðè íà÷àëüíîì çíà÷å-

íèè τ0, ëåæàùåì â îáëàñòè, ðàñïîëîæåííîé ëåâåå Γ1, ÊÈ×ÔÄ îñòàåòñÿ â ðåæèìå ×Ä, è ïðè ýòîì

òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ïîðîæäàåò òî÷å÷íîå îòîáðàæåíèå T11 ñ �óíêöèåé ïîñëåäîâàíèÿ (ÔÏ):

T11 : τ = τ0 + (α/α)− 1 (0 6 τ0 6 τ01, α < α < 2α). (1.7)
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Ïðè íà÷àëüíîì çíà÷åíèè τ0, ëåæàùåì â îáëàñòè, ðàñïîëîæåííîé ïðàâåå Γ1, ÊÈ×ÔÄ ïå-

ðåõîäèò â òî÷êå (θ2, 0) â ðåæèì ÈÔÄ, è ïðè ýòîì äî ìîìåíòà ïîÿâëåíèÿ èìïóëüñà Ñ, òî åñòü

äî äîñòèæåíèÿ òðàåêòîðèåé äâèæåíèÿ ãðàíèöû θ = 1, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîäíîå äâèæåíèå

ñ u(τ) = u. Òåì ñàìûì ïîðîæäàåòñÿ ïåðåõîäíîå îòîáðàæåíèå T12 ñ ÔÏ:

T12 : τ = τ0 + (α/α)−m (τ01 6 τ0 6 1, α < α < 2α; 0 6 τ0 < 1, α > 2α), (1.8)

ãäå m = E[τ0 + (α/α)], E � çíàê âçÿòèÿ öåëîé ÷àñòè, à m > 2.

Â ïîäïðîñòðàíñòâå Π3, ñîîòâåòñòâóþùåì ðåæèìó ×Ä ñ u(τ) = u, ñîãëàñíî (1.1) òðàåêòîðèè
äâèæåíèÿ íà ðàçâåðòêå òîðà 0 6 τ 6 1, 0 6 θ 6 1 ñóòü ïðÿìûå ñ íàêëîíîì

dτ/dθ = α/α, (1.9)

ãäå α = g(u).

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî, ïîñêîëüêó ÊÈ×ÔÄ ïåðåõîäèò â ðåæèì ×Ä ñ u(τ) = u òîëüêî

ïðè ïîÿâëåíèè ïîâòîðíîãî èìïóëüñà ÎÑ, àíàëèç ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé óðàâíåíèÿ (1.9) ñëåäóåò

ïðîâîäèòü òîëüêî äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé 0 6 θ0 6 1, τ0 = 0.

Ïðîâîäÿ àíàëèç ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ñëó-

÷àÿ u(τ) = u, ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî ïðè α > α ïîÿâëåíèå ïîäðÿä äâóõ èìïóëüñîâ Ñ èñêëþ÷åíî,

òàê ÷òî ÈÒÄ îñòàþòñÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå Π3, òî åñòü Ñ× íå âûõîäèò èç ðåæèìà ×Ä.

Ïðè α/2 < α < α ÈÒÄ â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû θ0 ëèáî îñòàþòñÿ â Π3, ëèáî ïåðåõîäÿò

â ïîäïðîñòðàíñòâî Π2, ñîîòâåòñòâóþùåå ðåæèìó ÈÔÄ. Ïðè α < α/2 ÈÒÄ ïðè ëþáîì θ0 çà

îäíó èòåðàöèþ ïîêèäàþò Π3. Óêàçàííûå èçìåíåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ÔÏ îòîáðàæåíèÿ

T33 : θ = θ0 − (α/α) (0 6 θ0 6 θ01, α/2 < α < α), (1.10)

ãäå ãðàíèöà Γ1 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

Γ2 : θ01 = 2− (α/α) (α/2 < α < α) (1.11)

è îòîáðàæåíèåì

T32 : τ = (α/α)(1− θ0 + E[θ0 + α/α]) − 1

(θ01 6 θ0 6 1, α/2 < α < α; 0 6 θ0 6 1, α < α/2).
(1.12)

Ïåðåõîä èç Π3 â Π2 ðåàëèçóåòñÿ ïðè ïîÿâëåíèè ïîäðÿä äâóõ èìïóëüñîâ Ñ.

Â ðåæèìå ÈÔÄ äåòåêòîð ñ ¾âûáîðêîé è çàïîìèíàíèåì¿ â èíòåðâàëå ñëåäîâàíèÿ âî âðåìåíè

äâóõ ñîñåäíèõ èìïóëüñîâ Ñ â ìîìåíòû τ0 è τ îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ u(τ) = u(τ0) =
= 
onst. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî (1.1), òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ â Π2 îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì

θ(τ) = (g(x0)/α)(τ − τ0) (τ0 6 τ 6 τ). (1.13)

Íà ðàçâåðòêå �àçîâîãî òîðà â ðåæèìå ÈÔÄ òðàåêòîðèÿ (1.13) ñ ó÷åòîì öèëèíäðè÷íîñòè

ïî êîîðäèíàòå τ ñîñòîèò èç äâóõ îòðåçêîâ ïðÿìûõ ñ îäíèì ïðîìåæóòî÷íûì ïåðåíîñîì ÈÒÄ

ïî êîîðäèíàòå τ ïðè θ = θ3. Ïîýòîìó óñëîâèÿìè ñóùåñòâîâàíèÿ òðàåêòîðèè (1.13) â ðåæè-

ìå ÈÔÄ ÿâëÿþòñÿ íåðàâåíñòâà θ(τ = 1), θ3 < 1. �àçðåøàÿ óêàçàííûå íåðàâåíñòâà îòíîñèòåëü-

íî ïàðàìåòðà α, íàõîäèì, ÷òî èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå íåðàâåíñòâ α > α3(τ0) è α < α4(τ0)
ñîîòâåòñòâåííî, ãäå

α3(τ0) = g(u(τ0))(1 − τ0) (0 6 τ0 6 1), (1.14)

α4(τ0) = g(u(τ0))(2 − τ0) (0 6 τ0 6 1). (1.15)

�ðàíèöû α = α3, α = α4 â ïîëóïîëîñå 0 6 τ0 6 1, α > 0 îáðàçóþò òðè îáëàñòè: G1, G2,

G3. Äëÿ òî÷åê (τ0, α) ñðåäíåé îáëàñòè G2 ðåæèì ÈÔÄ ñîõðàíÿåòñÿ è ïîñëå ïîÿâëåíèÿ â ìî-

ìåíò τ = τ èìïóëüñà Ñ. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ (1.13) ïðè ýòîì ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå

T22 : τ = τ0 + (α/g(u0))− 1 (τ0, τ ∈ Π2, α3(τ0) < α < α4(τ0)). (1.16)

8



Åñëè τ0 íà ïëîñêîñòè τ0, α ëåæèò â îáëàñòè G1, ñîîòâåòñòâóþùåé íåðàâåíñòâó α < α3(τ0), òî
ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé äâóõ èìïóëüñîâ ÎÑ è ÊÈ×ÔÄ ïåðåõîäèò â ðåæèì ×Ä ñ u(τ) = u, ïîðîæäàÿ
îòîáðàæåíèå

T21 : τ = τ0 + (α/g(u0)), (1.17)

è ïðè ýòîì òî÷êà θ0 = 0, τ0 = τ ñòàíîâèòñÿ íà÷àëüíîé òî÷êîé äâèæåíèÿ â Π1.

Åñëè τ0 íà ïëîñêîñòè τ0, α ëåæèò â îáëàñòè G3, ñîîòâåòñòâóþùåé íåðàâåíñòâó α > α4(τ0), òî
ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé äâóõ èìïóëüñîâ ÎÑ è ÊÈ×ÔÄ ïåðåõîäèò â ðåæèì ×Ä ñ u(τ) = u, ïîðîæäàÿ
îòîáðàæåíèå

T23 : θ = (1/α)g(u0)(2− τ0) (τ0 ∈ Π2, θ ∈ Π3, α > α4(τ0)). (1.18)

Ïðè ýòîì òî÷êà θ0 = θ, τ0 = 0 ñòàíîâèòñÿ íà÷àëüíîé òî÷êîé äâèæåíèÿ â Π3.

� 2. Î âîçìîæíîñòè êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû

Îòîáðàæåíèå T22, îïðåäåëÿþùåå äèíàìèêó Ñ× â ðåæèìå ÈÔÄ, èìååò åäèíñòâåííóþ íåïî-

äâèæíóþ òî÷êó. Ïîäñòàâëÿÿ â (1.16) óñëîâèå τ0 = τ = τ∗, íàõîäèì, ÷òî äëÿ ëèíåéíîé õàðàêòå-

ðèñòèêè (1.2) Ï�

α = α(τ∗) = g(u(τ∗)) = 1− S[(u− u)τ∗ + u]. (2.1)

�ðà�èê �óíêöèè α = α(τ∗) (2.1) óäîâëåòâîðÿåò ïðè 0 6 τ∗ 6 1 ñèñòåìå íåðàâåíñòâ α3(τ
∗) <

< α < α4(τ
∗), è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïîäâèæíàÿ òî÷êà τ0 = τ∗ ñóùåñòâóåò âî âñåé ïîëîñå óäåðæà-

íèÿ, òî åñòü ïðè α < α < α.
Íåðàâåíñòâà τ∗ > 0, τ∗ < 1 è g(u) > 0 îïðåäåëÿþò íà ïëîñêîñòè α, S òðåóãîëüíóþ îáëàñòü

ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíõðîííîãî ðåæèìà è íåâûðîæäåííîñòè (g(u) > 0) õàðàêòåðèñòèêè Ï�:

0 <
1− α

|u|
,
1− α

|u|
< S <

1

|u|
(u < 0, u > 0). (2.2)

Èç âèäà ÔÏ (1.16) ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè

τ0 = τ∗|dτ/dτ0(τ0 = τ∗)| < 1

íàðóøàåòñÿ íà ãðàíèöå

N− : S = 2α/(u − u), (2.3)

êîòîðàÿ îòñåêàåò îò òðåóãîëüíîé îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ (2.2) åå ëåâóþ âåðõíþþ ÷àñòü (â ñòî-

ðîíó óìåíüøåíèÿ α è óâåëè÷åíèÿ S). Òåì ñàìûì îïðåäåëåíà îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé-

÷èâîñòè â ¾ìàëîì¿ íåïîäâèæíîé òî÷êè τ0 = τ∗ â ðåæèìå ÈÔÄ.

Ñ öåëüþ ðåàëèçàöèè âîçìîæíîñòè êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè â ¾áîëüøîì¿ íåïî-

äâèæíîé òî÷êè τ0 = τ∗ ïðåäñòàâèì â êâàäðàíòå α, S > 0 íàðÿäó ñ ãðàíèöàìè îáëàñòè (2.2)

ñóùåñòâîâàíèÿ è íåâûðîæäåííîñòè ãðàíèöû γ1 : α = 2α, γ2 : α = max
τ0

α3(τ0), γ3 : α = min
τ0

α4(τ0).

Òîãäà â êàæäîé èç òðåõ îáðàçóþùèõñÿ ïîäîáëàñòåé îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ è íåâûðîæäåííî-

ñòè îêàçûâàåòñÿ îïðåäåëåíà êîíêðåòíàÿ ãðóïïà òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé. Òàê, â ÷àñòè îáëàñòè

ñóùåñòâîâàíèÿ íàä ãðàíèöåé γ1 (â ñòîðîíó áîëüøèõ çíà÷åíèé S) äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ

ïðåäñòàâëåíèåì ãðà�èêîâ îòîáðàæåíèé T23, T33, T32 è T22. Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèÿ T23, T33, T32

ñëåäóåò ïðåäñòàâëÿòü íà îäíîé êîìáèíèðîâàííîé äèàãðàììå. Â ïåðâîì êâàäðàíòå äèàãðàììû

ñëåäóåò îòîæäåñòâëÿòü îñü àáñöèññ ñ îñüþ θ0. Òîãäà â èíòåðâàëå 0 6 θ0 6 θ01 ñëåäóåò ïðåä-

ñòàâèòü ãðà�èê îòîáðàæåíèÿ T33, ïðè÷åì âåëè÷èíû θ ñëåäóåò óêàçûâàòü íà îñè îðäèíàò. Â

èíòåðâàëå θ01 6 θ0 6 1 ñëåäóåò ïðåäñòàâèòü ãðà�èê ÔÏ îòîáðàæåíèÿ T32, ïðè÷åì âåëè÷èíû τ
ñëåäóåò óêàçûâàòü íà îñè îðäèíàò. Â ÷åòâåðòîì êâàäðàíòå ñëåäóåò ïðåäñòàâèòü ãðà�èê ÔÏ T23.

Ïðè ýòîì âåëè÷èíû τ0 ñëåäóåò ïðåäñòàâëÿòü íà îñè îðäèíàò, íàïðàâëåííîé âíèç, à âåëè÷èíû

θ îòîáðàæåíèÿ � óêàçûâàòü íà îñè àáñöèññ. Ïðè òàêîì ïîäõîäå ïðåäîñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü

êà÷åñòâåííîãî �îðìèðîâàíèÿ ãðà�èêà ÔÏ ïðîèçâåäåíèÿ T32T
k
33
T23, ãäå k � ñòåïåíü, îïðåäåëÿ-

åìàÿ ïðè ïîñòðîåíèè.

Íàïðèìåð, ïðè α,α3max 6 α 6 α, 2α ãðà�èê ÔÏ T22 îïðåäåëåí ïðè âñåõ 0 6 τ0 6 1 (ðèñ. 1).
Íà ãðàíèöå α = 2α ÔÏ T22 ïðè τ0 = 0 ðàâíà åäèíèöå, à ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó â ñòî-

ðîíó áîëüøèõ çíà÷åíèé S ñòàíîâèòñÿ îïðåäåëåííîé â èíòåðâàëå τ0− 6 τ0 6 1, ãäå τ(τ0−) = 1.
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Ïðè ýòîì â èíòåðâàëå 0 6 τ0 6 τ0− îïðåäåëåíà ÔÏ T23, òàê ÷òî èòîãîâûé ãðà�èê ÔÏ ïîä-

ïðîñòðàíñòâà Π2 â ñåáÿ â ýòîì èíòåðâàëå ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèþ T32T23. Â ñèëó ýòîãî äëÿ

ðàññìîòðåíèÿ óñëîâèé ãëîáàëüíîé óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè τ∗ îòîáðàæåíèÿ T22 â ýòîì

ñëó÷àå íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü õàðàêòåð ãðà�èêà ÔÏ îòîáðàæåíèÿ T32T23.

PSfrag repla
ements

τ

1

α

α
− 1

0 τ∗ 1 τ0

α

α

T22

PSfrag repla
ements

θ

1

α

α
− 1

0

τ0−

1

τ0

θ01

T23

θ0

2 α

α

T33

τ

T32

α

α

T22

2 α

α
− 1

�èñ. 1. �ðà�èê ÔÏ îòîáðàæåíèÿ Π2 â ñåáÿ

ïðè α,α3max 6 α 6 α, 2α
�èñ. 2. Ïîñòðîåíèå ÔÏ ïðîèçâåäåíèÿ T32T23

ïðè α/2 < α < α, θ01 > 2α/α

Ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ α/2 < α < α, θ01 > 2α/α ñïîñîá êà÷åñòâåííîãî

ãðà�è÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ÔÏ ïðîèçâåäåíèÿ T32T23 ïðèâåäåí íà ðèñ. 2, à íà ðèñ. 3 � ñîîòâåò-

ñòâóþùèé âèä ãðà�èêîâ ÔÏ îòîáðàæåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà Π2 â ñåáÿ. Íà ðèñ. 3 èñïîëüçîâàíî

îáîçíà÷åíèå τ23 = T−1

23
θ01. Êîëè÷åñòâî ïåðèîäîâ ãðà�èêà ÔÏ â èíòåðâàëå 0 6 τ0 6 τ0− óâåëè-

÷èâàåòñÿ ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ãðà�èêà ÔÏ T33 ê áèññåêòðèñå è ïðè α → α− 0 íåîãðàíè÷åííî
âîçðàñòàåò. Ïðè ýòîì ãðà�èê ÔÏ T32T23 ïîäíèìàåòñÿ ââåðõ, óìåíüøàÿñü ïî àìïëèòóäå ïðè

τ23 → 1. Ïðè θ01 = 2α/α τ23 = 0, è íà ðèñ. 3 ïèëîîáðàçíîñòü ãðà�èêà ÔÏ T32T23 èñ÷åçàåò, òàê

÷òî îñòàåòñÿ òîëüêî îäèí íèñïàäàþùèé ó÷àñòîê.

Ïðè α → α/2 + 0 θ01 → 0 ãðà�èê ÔÏ ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó θ0 = 0, θ = 1, ïðàâûé êîíåö

ãðà�èêà T32 îïóñêàåòñÿ äî íóëÿ, à åäèíñòâåííûé íèñïàäàþùèé ó÷àñòîê ãðà�èêà ÔÏ T32T23

ïåðåñåêàåò áèññåêòðèñó τ = τ0 â íèæíåì ëåâîì óãëó êâàäðàíòà τ0, τ > 0, äîêàçûâàÿ òåì ñàìûì

âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè τ0 = τ∗∗ öèêëà T32T23, îòëè÷íîé îò íåïîäâèæ-

íîé òî÷êè τ0 = τ∗ îòîáðàæåíèÿ T22.

Òî åñòü ïðè óêàçàííîì ïîäõîäå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü óáåäèòüñÿ, ÷òî îòîáðàæå-

íèå T32 èãðàåò ðîëü ëîâóøêè, èç êîòîðîé âåëè÷èíà τ ÈÒÄ ïîñòóïàåò â èíòåðâàë îïðåäåëåíèÿ

îòîáðàæåíèÿ T22. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî êà÷åñòâåííî ñ�îðìèðîâàòü ãðà�èêè ÔÏ â êâàäðàíòå

τ0, τ > 0. Ïðè ýòîì â èíòåðâàëå τ0− 6 τ0 6 1 ïðåäñòàâëåí ãðà�èê îòîáðàæåíèÿ T22, à â èíòåð-
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PSfrag repla
ements

τ

1

α

α

2 α

α
− 1

0 τ23 τ0− τ∗ 1 τ0

T22

T32T23

�èñ. 3. �ðà�èê ÔÏ îòîáðàæåíèÿ Π2 â ñåáÿ ïðè α/2 < α < α, θ01 > 2α/α

âàëå 0 6 τ0 6 τ0− � ñ�îðìèðîâàííûé ãðà�èê ïðîèçâåäåíèÿ T32T
k
33
T23, òî åñòü ïðåäîñòàâëÿåòñÿ

âîçìîæíîñòü êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ â Ñ× â ¾áîëüøîì¿. Îòìåòèì, ÷òî ãðà�èê

ïðîèçâåäåíèÿ óêàçàííûõ îòîáðàæåíèé íàïîìèíàåò ñîáîé íåðàâíîìåðíóþ ïèëó, ðàñïîëàãàþùó-

þñÿ ïî âûñîòå â äèàïàçîíå (2α/α)− 1 6 τ 6 α/α. �ðà�èê ÔÏ îòîáðàæåíèÿ T22 ðàñïîëàãàåòñÿ

ïðè τ−0 6 τ0 6 1 â âåðõíåé ÷àñòè êâàäðàòà.

Íåïîñðåäñòâåííî èç ðèñóíêà ãðà�èêîâ ÔÏ âèäíî, ÷òî åñëè òî÷êà (τ−0, (2α/α) − 1) ëåæèò
âûøå áèññåêòðèñû êîîðäèíàòíîãî óãëà τ0, τ > 0, òî èòåðàöèè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðèâîäÿò â ðå-

æèì ÈÔÄ, îáåñïå÷èâàÿ ãëîáàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü íåïîäâèæíîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ T22. Åñëè

óêàçàííàÿ òî÷êà ëåæèò íèæå áèññåêòðèñû, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ ïðè áîëüøèõ S, òî ïðîèçâåäåíèå

îòîáðàæåíèé T32T23 èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò ëèáî ïîòåðþ ãëîáàëüíîé

óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè τ0 = τ∗ ðåæèìà ÈÔÄ, ëèáî óâåëè÷åíèå äëèòåëüíîñòè ïå-

ðåõîäíûõ ïðîöåññîâ âñëåäñòâèå ïðîõîæäåíèÿ ÈÒÄ â îêðåñòíîñòè íåóñòîé÷èâîé íåïîäâèæíîé

òî÷êè ñåäëîâîãî òèïà [5℄.
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The paper presents the use of the method of investigating the dynamics of systems with width-pulse modulation of

control signal taking into account its piecewise constancy to studying the dynamics of the synchronization system with

combined width-pulse modulation of control signal. The method is based on applying the point mappings method

and consists of using the phase subspaces corresponding to constant control signal. In particular, the procedure of

modeling the transition process from phase control regime to frequency control regime in the system with combined

frequency-phase control is given.
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