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ÂÎÇÌÎÆÍÎÑÒßÌÈ Ï�È ÍÀËÈ×ÈÈ ÇÀÙÈÒÍÈÊÎÂ ÓÁÅ�ÀÞÙÅ�Î

Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìíîãîêðàòíîé ïîèìêè â çàäà÷àõ ãðóïïîâîãî ïðåñëåäîâàíèÿ ñ ðàâ-

íûìè âîçìîæíîñòÿìè ïðè íàëè÷èè ãðóïïû çàùèòíèêîâ óáåãàþùåãî. Ïîä ïîèìêîé ïîíèìàåòñÿ ñîâïàäåíèå ãåî-

ìåòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò óáåãàþùåãî è ïðåñëåäîâàòåëÿ, åñëè ïîñëåäíåìó âïëîòü äî ìîìåíòà ïîèìêè óäàëîñü

èçáåæàòü âñòðå÷è ñî âñåìè çàùèòíèêàìè óáåãàþùåãî. Ìíîãîêðàòíàÿ ïîèìêà ïðîèñõîäèò, åñëè çàäàííîå êîëè-

÷åñòâî ïðåñëåäîâàòåëåé ëîâÿò óáåãàþùåãî, ïðè ýòîì ìîìåíòû ïîèìêè ìîãóò íå ñîâïàäàòü. Â çàäà÷å î íåñòðîãîé

îäíîâðåìåííîé ìíîãîêðàòíîé ïîèìêå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ìîìåíòû ïîèìêè ñîâïàäàëè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äè��åðåíöèàëüíàÿ èãðà, ãðóïïîâîå ïðåñëåäîâàíèå, ìíîãîêðàòíàÿ ïîèìêà, çàùèòíèêè óáåãà-

þùåãî.

Ââåäåíèå

Äè��åðåíöèàëüíûå èãðû äâóõ ëèö, ðàññìîòðåííûå ïåðâîíà÷àëüíî �. Àéçåêñîì [1℄, â íà-

ñòîÿùåå âðåìÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîäåðæàòåëüíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ òåîðèþ [2�5℄ (ìåòîä

Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà, ìåòîä ýêñòðåìàëüíîãî ïðèöåëèâàíèÿ Í.Í. Êðàñîâñêîãî è äðóãèå).

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì äè��åðåíöèàëüíûõ èãð äâóõ ëèö ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ïðåñëåäîâà-

íèÿ-óáåãàíèÿ ñ ó÷àñòèåì ãðóïïû óïðàâëÿåìûõ îáúåêòîâ (õîòÿ áû ñ îäíîé èç ïðîòèâîáîðñòâó-

þùèõ ñòîðîí), ïðè ýòîì íàèáîëüøóþ òðóäíîñòü äëÿ èññëåäîâàíèé ïðåäñòàâëÿþò çàäà÷è êîí-

�ëèêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ (èëè áîëåå) ãðóïïàìè óïðàâëÿåìûõ îáúåêòîâ. Ñïåöè-

�èêà ýòèõ çàäà÷ (íàïðèìåð, íåâûïóêëîñòü è íåñâÿçíîñòü îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè

ïðåñëåäîâàòåëåé èëè öåëåâûõ ìíîæåñòâ óáåãàþùèõ) òðåáóåò ñîçäàíèÿ íîâûõ ìåòîäîâ èõ èññëå-

äîâàíèÿ, îòëè÷íûõ îò ìåòîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ äëÿ èãð äâóõ ëèö.

Çàäà÷à ïðîñòîãî ãðóïïîâîãî ïðåñëåäîâàíèÿ ñ ðàâíûìè âîçìîæíîñòÿìè ðàññìàòðèâàëàñü

Ë.À. Ïåòðîñÿíîì, èì áûëè ïîëó÷åíû [6℄ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîèìêè, Á.Í. Ïøåíè÷íûé ïîëó-

÷èë [7℄ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîèìêè. Í.Ë. �ðèãîðåíêî ââåë ïîíÿòèå ìíîãîêðàò-

íîé ïîèìêè, äëÿ çàäà÷è ñ ïðîñòûìè äâèæåíèÿìè è ðàâíûìè âîçìîæíîñòÿìè èì ïðåäñòàâëå-

íû [8℄ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìíîãîêðàòíîé ïîèìêè. À.À ×èêðèåì è Í.Í. Ïåòðî-

âûì áûëè ïîëó÷åíû [9,10℄ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìíîãîêðàòíîé ïîèìêè â êîí�ëèêòíî óïðàâëÿ-

åìûõ ïðîöåññàõ è â ïðèìåðå Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà ñ ðàâíûìè âîçìîæíîñòÿìè. Äëÿ ïåðå÷èñëåííûõ

çàäà÷ ïðèâåäåíû [11�15℄ äîñòàòî÷íûå, à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ è íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìíîãî-

êðàòíîé, íåñòðîãîé îäíîâðåìåííîé è îäíîâðåìåííîé ìíîãîêðàòíûõ ïîèìîê.

Ìíîãîêðàòíàÿ ïîèìêà ïðîèñõîäèò, åñëè çàäàííîå êîëè÷åñòâî ïðåñëåäîâàòåëåé ëîâÿò óáåãà-

þùåãî, ïðè ýòîì ìîìåíòû ïîèìêè ìîãóò íå ñîâïàäàòü. Åñëè ìîìåíòû ïîèìêè (íå îáÿçàòåëüíî

íàèìåíüøèå) ñîâïàäàþò, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïðîèñõîäèò íåñòðîãàÿ îäíîâðåìåííàÿ ìíîãîêðàòíàÿ

ïîèìêà. Íàêîíåö, åñëè ñîâïàäàþò íàèìåíüøèå ìîìåíòû ïîèìêè, òî ïðîèñõîäèò îäíîâðåìåííàÿ

ìíîãîêðàòíàÿ ïîèìêà.

Â ðàáîòå [16℄ ââåäåíî ïîíÿòèå è ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìíîãîêðàò-

íîé è îäíîâðåìåííîé ìíîãîêðàòíîé ïîèìîê óáåãàþùåãî â çàäà÷å ïðîñòîãî ãðóïïîâîãî ïðåñëå-

äîâàíèÿ ñ ðàâíûìè âîçìîæíîñòÿìè ïðè íàëè÷èè òðåòüåé ãðóïïû ó÷àñòíèêîâ � çàùèòíèêîâ

óáåãàþùåãî.

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå, íîñÿùåé îáçîðíûé õàðàêòåð, ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ íåñòðîãîé îäíîâðåìåííîé ìíîãîêðàòíîé ïîèìêè â çàäà÷àõ ãðóïïîâîãî ïðåñëåäîâà-

íèÿ ñ ðàâíûìè âîçìîæíîñòÿìè, â òîì ÷èñëå ïðè íàëè÷èè çàùèòíèêîâ óáåãàþùåãî. �àññìîòðåí

ðÿä ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ íåñòàöèîíàðíûõ êîí�ëèêòíî óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ áåç çàùèòíèêîâ

è ïðè èõ íàëè÷èè.
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� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ïðîñòðàíñòâå Rk (k > 2) ðàññìàòðèâàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ èãðà Γ n + r + 1 ëèö:

n ïðåñëåäîâàòåëåé P1, P2, . . . , Pn, óáåãàþùåãî E è r çàùèòíèêîâ (óáåãàþùåãî) D1, D2, . . . , Dr

ñ çàêîíàìè äâèæåíèÿ è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (ïðè t = t0)

Pi : ẋ∗i = A(t)x∗i + u∗i , u∗i ∈ U(t), x∗i (t0) = X0
i , i ∈ I(n),

E : ẏ∗ = A(t)y∗ + v∗, v∗ ∈ U(t), y∗(t0) = Y 0,
Dj : ż∗j = A(t)z∗j + w∗

j , w∗

j ∈ U(t), z∗j (t0) = Z0
j ∈ S(Y 0, L), j ∈ I(r),

(1.1)

ãäå x∗i , y
∗, z∗j ∈ Rk, U(t) � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, íåïðåðûâíîå â ìåòðèêå Õàóñäîð�à

íà [t0,∞), ÿâëÿþùååñÿ ïðè êàæäîì t ∈ [t0,∞) ñòðîãî âûïóêëûì êîìïàêòîì â Rk
ñ ãëàäêîé

ãðàíèöåé, A(t) � íåïðåðûâíàÿ íà [t0,∞) êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà k, I(q) = {1, 2, . . . , q}
äëÿ âñåõ q > 1, S(a, b) � øàð â Rk

ñ öåíòðîì â òî÷êå a ðàäèóñà b.
Â ñèñòåìå (1.1) íà÷àëüíûå ïîçèöèè ïðåñëåäîâàòåëåé Pi è óáåãàþùåãî E �èêñèðîâàíû

è X0
i 6= Y 0

äëÿ âñåõ i ∈ I(n). Êàæäûé çàùèòíèê Dj , j ∈ I(r), âûáèðàåò ñâîþ íà÷àëüíóþ

ïîçèöèþ Z0
j ∈ S(Y 0, L) äî íà÷àëà äâèæåíèÿ êîí�ëèêòíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.1), ïðè÷åì

L > 0 � òàêàÿ �èêñèðîâàííàÿ ïîñòîÿííàÿ, ÷òî X0
i /∈ S(Y 0, L) äëÿ âñåõ i ∈ I(n) (çàùèòíèê íå

ìîæåò âûáðàòü ñâîþ íà÷àëüíóþ ïîçèöèþ ðàâíîé íà÷àëüíîé ïîçèöèè õîòÿ áû îäíîãî ïðåñëå-

äîâàòåëÿ è òåì ñàìûì, êàê áóäåò óêàçàíî íèæå, óíè÷òîæèòü ïîñëåäíåãî â íà÷àëüíûé ìîìåíò

âðåìåíè).

Óïðàâëåíèÿ èç êëàññà èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó �óíêöèé íà [t0,∞) ñî çíà÷åíèÿìè èç ìíîæå-

ñòâà U(t) áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûìè.

Ïóñòü σ � íåêîòîðîå ðàçáèåíèå

t0 < t1 < t2 < . . . < tl < . . .

èíòåðâàëà [t0,∞), íå èìåþùåå êîíå÷íûõ òî÷åê ñãóùåíèÿ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Êóñî÷íî-ïðîãðàììíîé ñòðàòåãèåé óáåãàþùåãî E, ñîîòâåòñòâóþùåé
ðàçáèåíèþ σ, áóäåì íàçûâàòü ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé, ñòàâÿùèõ â ñîîòâåòñòâèå ìîìåíòó tl
è ïîçèöèÿì x∗i (tl), y

∗(tl) äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå v∗(t), îïðåäåëåííîå äëÿ t ∈ [tl, tl+1), òî åñòü

v∗(t) = v∗
(

t, tl, x∗i (tl), y∗(tl)
)

, t ∈ [tl, tl+1), l = 0, 1, 2, . . . .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2. Êóñî÷íî-ïðîãðàììíîé êîíòðñòðàòåãèåé ïðåñëåäîâàòåëåé Pi, i ∈ I(n),
ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçáèåíèþ σ, áóäåì íàçûâàòü ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé, ñòàâÿùèõ â ñîîò-

âåòñòâèå ìîìåíòó tl, ïîçèöèÿì x∗i (tl), y∗(tl) è äîïóñòèìîìó óïðàâëåíèþ óáåãàþùåãî v∗(s),
s ∈ [tl, tl+1), äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ u∗i (t), îïðåäåëåííûå äëÿ t ∈ [tl, tl+1), òî åñòü

u∗i (t) = u∗i
(

t, tl, x∗i (tl), y∗(tl), v∗(s), s ∈ [tl, tl+1)
)

, t ∈ [tl, tl+1), l = 0, 1, 2, . . . .

Î ï ð å ä å ë å í è å 3. Êóñî÷íî-ïðîãðàììíîé êîíòðñòðàòåãèåé çàùèòíèêîâ Dj , j ∈ I(r), ñî-
îòâåòñòâóþùåé ðàçáèåíèþ σ, áóäåì íàçûâàòü ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé, ñòàâÿùèõ â ñîîòâåòñòâèå

íà÷àëüíûì ïîçèöèÿì X0
i , Y

0
, íà÷àëüíûå ïîçèöèè Z0

j ∈ S(Y 0, L), ìîìåíòó âðåìåíè tl, ðåàëèçî-
âàâøèìñÿ â ýòîò ìîìåíò ïîçèöèÿì x∗i (tl), y

∗(tl), z
∗

j (tl) è äîïóñòèìûì óïðàâëåíèÿì óáåãàþùåãî

è ïðåñëåäîâàòåëåé v∗(s), u∗i (s), i ∈ I(n), s ∈ [tl, tl+1), äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ w∗

j (t), îïðåäå-
ëåííûå äëÿ t ∈ [tl, tl+1), òî åñòü

Z0
j = Z0

j (t0, X0
i , Y 0);

w∗

j (t) = w∗

j

(

t, tl, x
∗

i (tl), y
∗(tl), z

∗

j (tl), v
∗(s), u∗i (s), i ∈ I(n), s ∈ [tl, tl+1)

)

, t ∈ [tl, tl+1), l = 0, 1, 2, . . . .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ñîâïàäåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò d > 1 çàùèòíèêîâ Dj è p > 1
ïðåñëåäîâàòåëåé Pi ïîãèáàþò min{d, p} çàùèòíèêîâ è ñòîëüêî æå ïðåñëåäîâàòåëåé (äëÿ îïðåäå-
ëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî ïîãèáàþò ó÷àñòíèêè ñ íàèìåíüøèìè ïîðÿäêîâûìè íîìåðàìè). Íå�îð-

ìàëüíî, êàæäûé çàùèòíèê ìîæåò óíè÷òîæèòü îäíîãî ïðåñëåäîâàòåëÿ, è ïðè ýòîì îí ñàì ïî-

ãèáàåò. Êðîìå òîãî, ïðè ñîâïàäåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò óáåãàþùåãî E è çàùèòíèêà Dj

ïîñëåäíèé ïîãèáàåò.

Ïóñòü T (Pi), i ∈ I(n), è T (Dj), j ∈ I(r), � ìîìåíòû ãèáåëè ïðåñëåäîâàòåëÿ Pi è çàùèòíè-

êà Dj ñîîòâåòñòâåííî, åñëè ó÷àñòíèê íå ïîãèáàåò, òî ïîëàãàåì ìîìåíò ãèáåëè ðàâíûì ∞.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 4. Â èãðå Γ âîçìîæíà ïîèìêà, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ìîìåíò âðå-

ìåíè T0 = T0(X
0
i , Y

0), ÷òî äëÿ ëþáûõ ðàçáèåíèÿ σ è êóñî÷íî-ïðîãðàììíîé ñòðàòåãèè óáå-

ãàþùåãî E ñóùåñòâóþò òàêèå êóñî÷íî-ïðîãðàììíûå êîíòðñòðàòåãèè ïðåñëåäîâàòåëåé Pi, ÷òî
äëÿ ëþáûõ êóñî÷íî-ïðîãðàììíûõ êîíòðñòðàòåãèé çàùèòíèêîâ Dj íàéäóòñÿ èíäåêñ α ∈ I(n)
è ìîìåíò τα ∈ [t0, T0], äëÿ êîòîðûõ

x∗α(τα) = y∗(τα), τα < T (Pα).

Îòìåòèì, ÷òî â ñèòóàöèè x∗α(τα) = y∗(τα) = z∗j (τα) ïîèìêè íå ïðîèñõîäèò, òàê êàê τα = T (Pα)
è óñëîâèå τα < T (Pα) íå âûïîëíåíî.

Äëÿ êàæäîãî q = 1, 2, . . . , n îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Ω(q) =
{

{i1, i2, . . . , iq} : i1 < i2 < . . . < iq, i1, i2, . . . , iq ∈ I(n)
}

.

Î ï ð å ä å ë å í è å 5. Â èãðå Γ âîçìîæíà m-êðàòíàÿ ïîèìêà (m > 1), åñëè ñóùåñòâóåò êî-

íå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè T0 = T0(X
0
i , Y

0), ÷òî äëÿ ëþáûõ ðàçáèåíèÿ σ è êóñî÷íî-ïðîãðàììíîé

ñòðàòåãèè óáåãàþùåãî E ñóùåñòâóþò òàêèå êóñî÷íî-ïðîãðàììíûå êîíòðñòðàòåãèè ïðåñëåäî-

âàòåëåé Pi, ÷òî äëÿ ëþáûõ êóñî÷íî-ïðîãðàììíûõ êîíòðñòðàòåãèé çàùèòíèêîâ Dj íàéäóòñÿ

ìíîæåñòâî Λ ∈ Ω(m) è ìîìåíòû τα ∈ [t0, T0], α ∈ Λ, äëÿ êîòîðûõ

x∗α(τα) = y∗(τα), τα < T (Pα) äëÿ âñåõ α ∈ Λ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 6. Â èãðå Γ âîçìîæíà íåñòðîãàÿ îäíîâðåìåííàÿ m-êðàòíàÿ ïîèìêà

(m > 1), åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè T0 = T0(X
0
i , Y

0), ÷òî äëÿ ëþáûõ ðàçáèå-

íèÿ σ è êóñî÷íî-ïðîãðàììíîé ñòðàòåãèè óáåãàþùåãî E ñóùåñòâóþò òàêèå êóñî÷íî-ïðîãðàìì-

íûå êîíòðñòðàòåãèè ïðåñëåäîâàòåëåé Pi, ÷òî äëÿ ëþáûõ êóñî÷íî-ïðîãðàììíûõ êîíòðñòðàòåãèé

çàùèòíèêîâ Dj íàéäóòñÿ ìíîæåñòâî Λ ∈ Ω(m) è ìîìåíò τ ∈ [t0, T0], äëÿ êîòîðûõ

x∗α(τ) = y∗(τ), τ < T (Pα) äëÿ âñåõ α ∈ Λ.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè m = 1 âûøåïðèâåäåííûå îïðåäåëåíèÿ ïîèìîê ñîâïàäàþò, à m-êðàòíàÿ

ïîèìêà ñðàçó ñëåäóåò èç íåñòðîãîé îäíîâðåìåííîé m-êðàòíîé ïîèìêè (τα = τ äëÿ âñåõ α ∈ Λ).
Íå�îðìàëüíî ïðàâèëà èãðû ìîæíî òðàêòîâàòü, íàïðèìåð, òàê: èìååòñÿ òðè öåíòðà óïðàâ-

ëåíèÿ (I óïðàâëÿåò óáåãàþùèì, II � ãðóïïîé ïðåñëåäîâàòåëåé, III � ãðóïïîé çàùèòíèêîâ),

ó I è III öåíòðîâ óïðàâëåíèÿ èìååòñÿ îáùàÿ öåëü � óêëîíåíèå óáåãàþùåãî îò ðàññìàòðèâà-

åìûõ âèäîâ ïîèìîê, à ó II öåíòðà óïðàâëåíèÿ öåëü ïðîòèâîïîëîæíà; êðîìå òîãî, â ïðîöåññå

èãðû ó êàæäîãî çàùèòíèêà àêòèâèðóåòñÿ ìåõàíèçì ñàìîëèêâèäàöèè ïðè âñòðå÷å ñ ¾èíîðîä-

íûì¿ îáúåêòîì (óáåãàþùèì èëè ïðåñëåäîâàòåëåì), ïðè ýòîì ïðåñëåäîâàòåëü ëèêâèäèðóåòñÿ

(â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ïðåñëåäîâàòåëåé ïåðâûé èç íèõ ¾çàùèùàåò¿ îñòàëüíûõ), à óáåãàþùåìó

óùåðá íå ïðè÷èíÿåòñÿ (èëè ïðè÷èíÿåòñÿ, íî íåçíà÷èòåëüíûé).

� 2. �åøåíèå çàäà÷è áåç çàùèòíèêîâ (ñëó÷àé r = 0)

Ïóñòü Φ(t) � �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû ϕ̇ = A(t)ϕ òàêàÿ, ÷òî Φ(t0) = I, ãäå I �

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

V (t) = Φ−1(t)U(t), λi(v, t) = sup
{

λ > 0 : (v − λ(X0
i − Y 0)) ∈ V (t)

}

, Ji(t) =

∫ t

t0

λi(v(s), s)ds,

δ(t) = min
v∈V (t)

max
Λ∈Ω(m)

min
α∈Λ

λα(v, t), ∆ =

∫

∞

t0

δ(s)ds.

Òå î ð å ì à 1. Ïóñòü r = 0 è ∆ = ∞. Òîãäà â èãðå Γ âîçìîæíà íåñòðîãàÿ îäíîâðåìåííàÿ

m-êðàòíàÿ ïîèìêà.

Óñ ë î â è å 1. Y 0 ∈ Int co{X0
p , p ∈ K} äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ K ∈ Ω(n−m+ 1).

Òå î ð å ì à 2. Ïóñòü r = 0. Òîãäà óñëîâèå 1 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ

m-êðàòíîé ïîèìêè.
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Â äàííîé ðàáîòå âûðàæåíèå ¾�óíêöèÿ (îïðåäåëåííàÿ íà [t0,∞)) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèî-

äè÷åñêîé â ñìûñëå Áîðà¿ îçíà÷àåò, ÷òî åå ìîæíî äîîïðåäåëèòü ïðè âñåõ t < t0 òàê, ÷òîáû

ïîëó÷åííàÿ �óíêöèÿ ñòàëà ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ïî Áîðó [17℄.

Ò å î ð å ì à 3. Ïóñòü r = 0, ìàòðèöà Φ(t) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé â ñìûñëå Áîðà,

è U(t) = U = const. Òîãäà óñëîâèå 1 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ îñóùåñòâëå-

íèÿ íåñòðîãîé îäíîâðåìåííîé m-êðàòíîé ïîèìêè.

Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà Φ(t) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé â ñìûñëå Áîðà, â ÷àñòíîñòè,

êîãäà A(t) ≡ O � íóëü-ìàòðèöà èëè A(t) = A = const, à âñå åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ

ïðîñòûìè è ÷èñòî ìíèìûìè.

Ï ð è ì å ð 1. Â R2
ðàññìîòðèì èãðó Γ1 4 ëèö: ïðåñëåäîâàòåëåé P1, P2, P3 è óáåãàþùåãî E

âèäà (1.1), ãäå r = 0,

A(t) ≡ O, U(t) ≡ S

((

0
0

)

, 1

)

, X0
i =







cos
2πi

3

sin
2πi

3






, i ∈ I(3), Y 0 =

(

0
0

)

.

Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò

Ó ò â å ð æ ä å í è å 1. Â èãðå Γ1 âîçìîæíà îäíîêðàòíàÿ ïîèìêà, ïðè÷åì ïîèìêà áîëüøåé

êðàòíîñòè íåâîçìîæíà.

Ï ð è ì å ð 2. Â R2
ðàññìîòðèì èãðó Γ2 6 ëèö: ïðåñëåäîâàòåëåé P1, P2, . . . , P5 è óáåãàþùåãî E

âèäà (1.1), ãäå r = 0,

A(t) ≡ O, U(t) ≡ S

((

−4
−5

)

, 2

)

, X0
i =







cos
2πi

5

sin
2πi

5






, i ∈ I(5), Y 0 =

(

0
0

)

.

Îòìåòèì, ÷òî íà÷àëüíûå ïîçèöèè ïðåñëåäîâàòåëåé Pi, i ∈ I(5), îáðàçóþò ïðàâèëüíûé ïÿòè-

óãîëüíèê ñ öåíòðîì â íà÷àëüíîé ïîçèöèè óáåãàþùåãî E. Ïðîâåðÿÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè m = 1, 2
óñëîâèå 1 èìååò ìåñòî, à ïðè m > 3 óñëîâèå 1 íå âûïîëíåíî. Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò

Ó ò â å ð æ ä å í è å 2. Â èãðå Γ2 âîçìîæíà íåñòðîãàÿ îäíîâðåìåííàÿ äâóêðàòíàÿ ïîèìêà,

ïðè÷åì ïîèìêà áîëüøåé êðàòíîñòè íåâîçìîæíà.

Îáîáùèì ðåçóëüòàòû ïðèìåðîâ 1, 2.

Ï ð è ì å ð 3. Â R2
ðàññìîòðèì èãðó Γ3 2+2b (b > 1) ëèö: ïðåñëåäîâàòåëåé P1, P2, . . . , P1+2b

è óáåãàþùåãî E âèäà (1.1), ãäå r = 0,

A(t) ≡ O, U(t) ≡ S

((

2
4

)

, 3

)

, X0
i =







cos
2πi

1 + 2b

sin
2πi

1 + 2b






, i ∈ I(1 + 2b), Y 0 =

(

0
0

)

.

Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò

Ó ò â å ð æ ä å í è å 3. Â èãðå Γ3 âîçìîæíà íåñòðîãàÿ îäíîâðåìåííàÿ b-êðàòíàÿ ïîèìêà,

ïðè÷åì ïîèìêà áîëüøåé êðàòíîñòè íåâîçìîæíà.

Ï ð è ì å ð 4. Â R3
ðàññìîòðèì èãðó Γ4 2+3b (b > 1) ëèö: ïðåñëåäîâàòåëåé P1, P2, . . . , P1+3b

è óáåãàþùåãî E âèäà (1.1), ãäå r = 0,

A(t) ≡ O, U(t) ≡ S









2
4
6



, 1



, X0
i =











cos
2πi

1 + 2b

sin
2πi

1 + 2b
0











, X0
l =





0
0
2



, Y 0 =





0
0
1



,

i ∈ I(1 + 2b), l = 2 + 2b, 3 + 2b, . . . , 1 + 3b. Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò
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Ó ò â å ð æ ä å í è å 4. Â èãðå Γ4 âîçìîæíà íåñòðîãàÿ îäíîâðåìåííàÿ b-êðàòíàÿ ïîèìêà,

ïðè÷åì ïîèìêà áîëüøåé êðàòíîñòè íåâîçìîæíà.

Ï ð è ì å ð 5. Â R2k (k > 1) ðàññìîòðèì èãðó Γ5 n + 1 ëèö: ïðåñëåäîâàòåëåé P1, P2, . . . , Pn

è óáåãàþùåãî E âèäà (1.1), ãäå r = 0,

U(t) ≡ S













































1
2
3
4
.

.

.

2k − 1
2k























, 2























, A(t) = A =























0 −a1 0 0 · · · 0 0
a1 0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 −a2 · · · 0 0
0 0 a2 0 · · · 0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 0 · · · 0 −ak
0 0 0 0 · · · ak 0























,

a1, a2, . . . , ak � íåêîòîðûå îòëè÷íûå îò íóëÿ è íå ñîâïàäàþùèå äðóã ñ äðóãîì ïî àáñîëþòíîé

âåëè÷èíå ÷èñëà. Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

det(A− λI) = (λ2 + a21)(λ
2 + a22) . . . (λ

2 + a2k) = 0

ðàâíû ±a1ι, ±a2ι, . . . ,±akι (ι � ìíèìàÿ åäèíèöà), è ìàòðèöà Φ(t) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷å-

ñêîé â ñìûñëå Áîðà. Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò

Ó ò â å ð æ ä å í è å 5. Â èãðå Γ5 âîçìîæíà íåñòðîãàÿ îäíîâðåìåííàÿ m-êðàòíàÿ ïîèìêà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå 1.

Ï ð è ì å ð 6. Â R2
ðàññìîòðèì èãðó Γ6 n+ 1 ëèö: ïðåñëåäîâàòåëåé P1, P2, . . . , Pn è óáåãàþ-

ùåãî E âèäà (1.1), ãäå r = 0,

U(t) ≡

{(

e1
e2

)

∈ R2 :
(e1 − 3)2

4
+

(e1 + 12)2

9
6 1

}

, A(t) =

(

sin t 0
cos t sin t

)

.

Òîãäà

Φ(t) =

(

e1−cos t 0
e1−cos t sin t e1−cos t

)

ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé â ñìûñëå Áîðà. Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò

Ó ò â å ð æ ä å í è å 6. Â èãðå Γ6 âîçìîæíà íåñòðîãàÿ îäíîâðåìåííàÿ m-êðàòíàÿ ïîèìêà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå 1.

Ï ð è ì å ð 7. Â R2
ðàññìîòðèì èãðó Γ7 n+ 1 ëèö: ïðåñëåäîâàòåëåé P1, P2, . . . , Pn è óáåãàþ-

ùåãî E âèäà (1.1), ãäå r = 0,

U(t) ≡

{(

e1
e2

)

∈ R2 :
e21
16

+
e21
25

6 1

}

, A(t) =

(

cos t sin t − cos t
2 cos t− cos3 t − cos t sin t

)

.

Òîãäà

Φ(t) =

(

1 − sin t
sin t cos2 t

)

ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé â ñìûñëå Áîðà. Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò

Ó ò â å ð æ ä å í è å 7. Â èãðå Γ7 âîçìîæíà íåñòðîãàÿ îäíîâðåìåííàÿ m-êðàòíàÿ ïîèìêà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå 1.

Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå 1 â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì (ñì. òåîðåìó 2) äëÿ

îñóùåñòâëåíèÿ m-êðàòíîé ïîèìêè.
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Ï ð è ì å ð 8. Â R2
ðàññìîòðèì èãðó Γ8 6 ëèö: ïðåñëåäîâàòåëåé P1, P2, . . . , P5 è óáåãàþùåãî E

âèäà (1.1), ãäå r = 0, t0 = 0,

A(t) ≡ O, U(t) = S

((

0
0

)

, e−t

)

, X0
i =







5 cos
2πi

5

5 sin
2πi

5






, i ∈ I(5), Y 0 =

(

0
0

)

.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå 1 âûïîëíåíî ïðè m = 1, 2. Ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèÿõ

xi(t) ∈ X0
i + S

(

(0, 0)T, 1
)

, i ∈ I(5), y(t) ∈ S
(

(0, 0)T, 1
)

, t ∈ [0,∞).

Ïîñêîëüêó |X0
i | = 5, òî

(

X0
i + S

(

(0, 0)T, 1
)

)

⋂

S
(

(0, 0)T, 1
)

= ∅,

ñëåäîâàòåëüíî, xi(t) 6= y(t), i ∈ I(5), t ∈ [0,∞) ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèÿõ.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 8. Â èãðå Γ8 ïîèìêà íåâîçìîæíà.

Ï ð è ì å ð 9. Â Rk (k > 2) ðàññìîòðèì èãðó Γ9 n + 1 ëèö: ïðåñëåäîâàòåëåé P1, P2, . . . , Pn

è óáåãàþùåãî E âèäà (1.1), ãäå r = 0,

A(t) =
ȧ(t)

a(t)
I, U(t) = S

(

(0, 0, . . . , 0)T, a(t)
)

,

a(t) � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî a(t0) = 1 è a(t) > 0
äëÿ âñåõ [t0,∞). Òîãäà

Φ(t) = a(t)I, Φ−1(t) = a−1(t)I, V (t) = Φ−1(t)U(t) = S
(

(0, 0, . . . , 0)T, 1
)

.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 1, òî ∆ = ∞, ïðè ýòîì Φ(t) íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè

ïåðèîäè÷åñêîé â ñìûñëå Áîðà (íàïðèìåð, ïðè a(t) = 1 + (t− t0)
2). Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò

Ó ò â å ð æ ä å í è å 9. Â èãðå Γ9 âîçìîæíà íåñòðîãàÿ îäíîâðåìåííàÿ m-êðàòíàÿ ïîèìêà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå 1.

� 3. �åøåíèå çàäà÷è ïðè íàëè÷èè çàùèòíèêîâ (ñëó÷àé r > 1)

�àññìîòðèì èãðó Γ ïðè íàëè÷èè ãðóïïû çàùèòíèêîâ Dj , j ∈ I(r). Ïóñòü

δr(t) = min
v∈V (t)

max
Λ∈Ω(m+r)

min
α∈Λ

λα(v, t), ∆r =

∫

∞

t0

δr(s)ds.

Òå î ð å ì à 4. Ïóñòü ∆r = ∞. Òîãäà â èãðå Γ âîçìîæíà íåñòðîãàÿ îäíîâðåìåííàÿ m-

êðàòíàÿ ïîèìêà.

Óñ ë î â è å 2. Y 0 ∈ Int co{X0
p , p ∈ K} äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ K ∈ Ω(n−m− r + 1).

Ò å î ð å ì à 5. Óñëîâèå 2 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ m-êðàòíîé ïîèìêè.

Òå î ð å ì à 6. Ïóñòü ìàòðèöà Φ(t) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé â ñìûñëå Áîðà, è U(t) =
= U = const. Òîãäà óñëîâèå 2 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ

íåñòðîãîé îäíîâðåìåííîé m-êðàòíîé ïîèìêè.

Òàêèì îáðàçîì èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî äîáàâëåíèå îäíîãî çàùèòíèêà ñíè-

æàåò êðàòíîñòü ïîèìêè íà åäèíèöó.

Ï ð è ì å ð 10. Â R2
ðàññìîòðèì èãðó Γ10, â êîòîðîé r = 1, îñòàëüíûå óñëîâèÿ ñîâïàäàþò

ñ óñëîâèÿìè ïðèìåðà 1.
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Ó ò â å ð æ ä å í è å 10. Â èãðå Γ10 ïîèìêà íåâîçìîæíà.

Ï ð è ì å ð 11. Â R2
ðàññìîòðèì èãðó Γ11, â êîòîðîé r = 1, îñòàëüíûå óñëîâèÿ ñîâïàäàþò

ñ óñëîâèÿìè ïðèìåðà 2.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 11. Â èãðå Γ11 âîçìîæíà îäíîêðàòíàÿ ïîèìêà, ïðè÷åì ïîèìêà áîëüøåé

êðàòíîñòè íåâîçìîæíà.

Ï ð è ì å ð 12. Â R2
ðàññìîòðèì èãðó Γ12, â êîòîðîé 1 6 r 6 b − 1, îñòàëüíûå óñëîâèÿ

ñîâïàäàþò ñ óñëîâèÿìè ïðèìåðà 3.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 12. Â èãðå Γ12 âîçìîæíà íåñòðîãàÿ îäíîâðåìåííàÿ (b− r)-êðàòíàÿ ïî-

èìêà, ïðè÷åì ïîèìêà áîëüøåé êðàòíîñòè íåâîçìîæíà.

Íà áàçå ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðîâ 4�9 ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåðû äëÿ ñëó÷àÿ r > 1.
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The necessary and sufficient conditions for multiple capture in the group pursuit problems with equal opportunities in

the presence of a group of defenders for an evader are obtained. Capture means a coincidence of geometric coordinates

for the evader and the pursuer if the latter up to the moment of capture was possible to avoid a meeting with all the

defenders of the evader. Multiple capture occurs when a given number of pursuers catch an evader and the moments

of capture may not coincide. In the nonstrict simultaneous multiple capture problem, one needs a coincidence of

capture times.
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