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ÏÅ�ÂÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

1

Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëüíî, íî îïåðàòîð �ðèíà ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîëîæèòåëüíûì

íå ÿâëÿåòñÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ïåðèîäè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à, ïîëîæèòåëü-

íûå ðåøåíèÿ.

Ââåäåíèå

Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ ñóùåñòâîâàíèþ ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷

äëÿ �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (íàïðèìåð, [1�10℄), çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðàñ-

ñìîòðåíèþ ñëåäóþùåé ñèñòåìû:

(Lx)(t) = (Fx)(t), t ∈ [0, 1],

ℓx = 0,
(0.1)

ãäå L : AC[0, 1] → L[0, 1] � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð; F : AC[0, 1] → L[0, 1] � âîîáùå

ãîâîðÿ, íåëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð; ℓ : AC → R � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé �óíêöè-

îíàë, çàäàþùèé êðàåâûå óñëîâèÿ; L[0, 1] � ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ �óíêöèé z : [0, 1] → R


 íîðìîé ‖ z‖L ≡
∫ 1

0
|z(t)| dt; AC[0, 1] � ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé

x : [0, 1] → R, ‖x‖AC = |x(0)| + ‖ ẋ‖L.
Ïðè ýòîì îò ëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû òðåáóåòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü: äëÿ êàæäîé

ïîëîæèòåëüíîé �óíêöèè f ∈ L[0, 1] ðåøåíèå çàäà÷è

Lx = f, ℓx = 0, (0.2)

íåîòðèöàòåëüíî. Â ÷àñòíîñòè, òàêîå òðåáîâàíèå ïðèñóòñòâóåò â ðàáîòàõ [1�10℄ è ìíîãèõ äðóãèõ

ñòàòüÿõ, èñïîëüçóþùèõ ìîíîòîííûé ìåòîä. Ìû îòêàçûâàåìñÿ îò ýòîãî òðåáîâàíèÿ è ïîëó÷à-

åì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è (0.1) â òåõ

ñëó÷àÿõ, êîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (0.2) íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîòðèöàòåëüíûì ïðè êàæäîé

ïîëîæèòåëüíîé �óíêöèè f. Âìåñòî êîíóñà âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ �óíêöèé èñïîëüçóåòñÿ ñïå-

öèàëüíîå ñåìåéñòâî êîíóñîâ (K1 ,µ â îáîçíà÷åíèÿõ [11, ñ. 41℄). Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, òàêèå

êîíóñû ïðèìåíÿëèñü â çàäà÷àõ î ñóùåñòâîâàíèè ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé (íàïðèìåð, â ðàáî-

òàõ [1, 3�5℄) òîëüêî â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (0.2) è, êàê ïðàâèëî, äëÿ

îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà L.
Çäåñü ìû â òåîðåìàõ 1.3�1.5 íàõîäèì óñëîâèÿ äåéñòâèÿ îïåðàòîðà �ðèíà çàäà÷è (0.2) ñ �óíê-

öèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì L â íåêîòîðîé ïàðå ñïåöèàëüíûõ êîíóñîâ. Ïðè ýòîì

íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðåøåíèå çàäà÷è (0.2) áûëî íåîòðèöàòåëüíûì ïðè ëþáîé ïîëîæèòåëüíîé

�óíêöèè f. Ýòî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé

êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ

ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, íàïðèìåð ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ [6, 9, 10℄, íå âûïîëíåíû.

Â òåîðåìå 2.1 ðåçóëüòàòû òåîðåì 1.3�1.5 ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ

ïîëîæèòåëüíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (0.1) â ëèíåéíîì ñëó÷àå.

1

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñçàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè �Ô (çàäàíèå 2014/152, ïðîåêò �1890) è ïîääåðæàíà

�ÔÔÈ (ïðîåêò �14�01�00338).
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� 1. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

�àññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

ẋ(t) + (Tx)(t) = f(t), t ∈ [0, 1],

x(0) = x(1),
(1.1)

ãäå T : C[0, 1] → L[0, 1] � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, f ∈ L[0, 1]; �óíêöèÿ x ∈ AC[0, 1]
íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû (1.1) ïðè ïî-

÷òè âñåõ t ∈ [0, 1], à òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ïåðèîäè÷åñêîìó êðàåâîìó óñëîâèþ x(0) = x(1). Çäåñü
C[0, 1] � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé x : [0, 1] → R ñ íîðìîé ‖x‖C = maxt∈[0,1] |x(t)|.

Ëèíåéíûé îïåðàòîð T : C[0, 1] → L[0, 1] áóäåì íàçûâàòü ïîëîæèòåëüíûì, åñëè îí îòîáðàæà-

åò êàæäóþ íåîòðèöàòåëüíóþ �óíêöèþ èç C[0, 1] â ïî÷òè âñþäó íåîòðèöàòåëüíóþ. Ïóñòü äàëåå
îïåðàòîð T ïîëîæèòåëåí.

Ïóñòü 1 (t) = 1, t ∈ [0, 1], � åäèíè÷íàÿ �óíêöèÿ.

Ò å î ð å ì à 1.1 (òåîðåìà 2.1 [12℄). Åñëè

0 <

∫ 1

0
(T1 )(t) dt < 4,

òî çàäà÷à (1.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Åñëè çàäà÷à (1.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = Gf ïðè êàæäîé �óíêöèè f ∈ L[0, 1], òî
ëèíåéíûé îïåðàòîð G : L[0, 1] → C[0, 1] íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì �ðèíà. Èçâåñòíî (ñì., íàïðè-

ìåð, [2, ñ. 49℄), ÷òî îïåðàòîð �ðèíà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì.

Ò å î ð å ì à 1.2 (òåîðåìà 2.2 [12℄). Åñëè 0 <

∫ 1

0
(T1 )(t) dt < 1, òî ïðè êàæäîé íåîòðèöà-

òåëüíîé �óíêöèè f 6≡ 0 ðåøåíèå çàäà÷è (1.1) ïîëîæèòåëüíî.

Ïîëó÷èì óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè ðåøåíèÿ ïðè ïîëîæèòåëüíîì ëèíåéíîì îïåðàòîðå T
â ñëó÷àå, êîãäà óñëîâèÿ òåîðåìû 1.2 íå âûïîëíåíû, òî åñòü

1 6

∫ 1

0
(T1 )(t) dt < 4.

Ë å ì ì à 1.1. Ïóñòü çàäàíû íåîòðèöàòåëüíûå �óíêöèè p, f ∈ L[0, 1], è

1 6

∫ 1

0
p(t) dt < 4. (1.2)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøåíèå ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è (1.1) áûëî ïîëîæèòåëüíûì ïðè êàæäîì

òàêîì ëèíåéíîì ïîëîæèòåëüíîì îïåðàòîðå T : C[0, 1] → L[0, 1], ÷òî

(T1 )(t) = p(t), t ∈ [0, 1], (1.3)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè âñåõ t1, t2, 0 6 t1 6 t2 6 1, áûëè âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

∫ 1

0
f(t) dt >

∫ t2

t1

p(t) dt

(
∫ 1

0
f(t) dt−

∫ t2

t1

f(t) dt

)

, (1.4)

∫ 1

0
f(t) dt >

∫ t2

t1

f(t) dt

(
∫ 1

0
p(t) dt−

∫ t2

t1

p(t) dt

)

. (1.5)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (1.2) è ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé

îïåðàòîð T : C[0, 1] → L[0, 1] óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (1.3). Òîãäà ïî òåîðåìå 1.1 çàäà÷à (1.1)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ïî ëåììå 1 [13℄ ñóùåñòâóþò òàêàÿ �óíêöèÿ p1 ∈ L[0, 1] è òàêèå

òî÷êè t1, t2 ∈ [0, 1], t1 < t2, ÷òî

0 6 p1(t) 6 p(t), t ∈ [0, 1], (1.6)

è ðåøåíèå (1.1) x óäîâëåòâîðÿåò ïåðèîäè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷å

ẋ(t) + p1(t)x(t1) + (p(t)− p1(t))x(t2) = f(t), t ∈ [0, 1],

x(0) = x(1),
(1.7)

ïðè÷åì t1 è t2 � òî÷êè ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà �óíêöèè x. Ïî òåîðåìå 1.1 çàäà÷à (1.7) òàêæå
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Íàéäåì x1 ≡ x(t1) è x2 ≡ x(t2). Èç (1.7) ñëåäóåò, ÷òî

x2 − x1 =

∫ t2

t1

f(t) dt− x1

∫ t2

t1

p1(t) dt− x2

∫ t2

t1

(p(t)− p1(t)) dt,

∫ 1

0
f(t) dt = x1

∫ 1

0
p1(t) dt+ x2

∫ 1

0
(p(t)− p1(t)) dt.

Òàêèì îáðàçîì, x1, x2 óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíîé ñèñòåìå

x1

∫ 1

0
p1(t) dt+ x2

∫ 1

0
(p(t)− p1(t)) =

∫ 1

0
f(t) dt,

x1

(

−1 +

∫ t2

t1

p1(t) dt

)

+ x2

(

1 +

∫ t2

t1

(p(t)− p1(t)) dt

)

=

∫ t2

t1

f(t) dt.

(1.8)

�åøàÿ ñèñòåìó (1.8) îòíîñèòåëüíî x1, x2, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè íåðàâåíñòâà (1.4) è (1.5) âû-

ïîëíåíû, òî âåëè÷èíû x1 è x2 ïîëîæèòåëüíû, ñëåäîâàòåëüíî, è ðåøåíèå çàäà÷è (1.1) ïîëîæè-

òåëüíî. �

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîé íåîòðèöàòåëüíîé �óíêöèè p ∈ L[0, 1] äîïîëíåííîå òîæ-
äåñòâåííûì íóëåì ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ �óíêöèé f ∈ L[0, 1], óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâè-
ÿì (1.4) è (1.5), ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì, êîòîðûé îáîçíà÷èì K(p). Â ÷àñòíîñòè, èç ëåììû 1.1 ñëåäóåò,

÷òî p ∈ K(p), òàê êàê ïðè âñåõ îïåðàòîðàõ T : C[0, 1] → L[0, 1], óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (1.3),

åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è

ẋ(t) + (Tx)(t) = p(t), t ∈ [0, 1],

x(0) = x(1),

ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ x = 1 (ëåãêî òàêæå ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ �óíêöèè f = p
â óñëîâèÿõ ëåììû 1.1 íåðàâåíñòâà (1.4), (1.5) âûïîëíåíû).

Ëåììà 1.1 óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè f ∈ K(p), f 6≡ 0, òî äëÿ âñÿêîãî ëèíåéíîãî ïîëîæèòåëüíîãî
îïåðàòîðà T, óäîâëåòâîðÿþùåãî ðàâåíñòâó (1.3), ðåøåíèå çàäà÷è (1.1) ïîëîæèòåëüíî.

Îáîçíà÷èì [11, ñ. 41℄ Λµ, µ ∈ [1,∞), êîíóñ òàêèõ íåîòðèöàòåëüíûõ �óíêöèé f ∈ L[0, 1], ÷òî

vrai sup
t∈[0,1]

f(t) 6 µ vrai inf
t∈[0,1]

f(t).

Ïóñòü Λ∞
� êîíóñ òàêèõ íåîòðèöàòåëüíûõ �óíêöèé f ∈ L[0, 1], ÷òî vrai inft∈[0,1] f(t) > 0.

Òå î ð å ì à 1.3. Åñëè

∫ 1

0
p(t) dt = 1, òî Λ∞ ∈ K(p).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåììû 1.1. �

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.1. Åñëè

∫ 1

0
p(t) dt = 1, òî îïåðàòîð �ðèíà çàäà÷è (1.1) îòîáðàæàåò êî-

íóñ Λ∞
â ñåáÿ.
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Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

1 <

∫ 1

0
p(t) dt < 4. (1.9)

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

e1(p) ≡
{

(t1, t2) : 0 6 t1 < t2 6 1,

∫ 1

0
p(t) dt−

∫ t2

t1

p(t) dt > 1

}

,

e2(p) ≡
{

(t1, t2) : 0 6 t1 6 t2 6 1, t2 − t1 < 1,

∫ t2

t1

p(t) dt > 1

}

,

M1(p) ≡ min
(t1,t2)∈e1(p)

1− t2 + t1

(t2 − t1)
(

∫ 1
0 p(t) dt−

∫ t2
t1

p(t) dt− 1
) ,

M2(p) ≡ min
(t1,t2)∈e2(p)

t2 − t1

(1− t2 + t1)
(

∫ t2
t1

p(t) dt− 1
) ,

M(p) ≡ min{M1(p),M2(p)}.

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè �óíêöèÿ p íå óáûâàåò è t

∫ 1

t

p(s) ds < 1, òî

M(p) = min
t∈(0,1),

∫
1

d
p(s)ds>1

1− t

t
(

∫ 1

t
p(s) ds− 1

) > 1;

åñëè �óíêöèÿ p íå âîçðàñòàåò è (1− t)

∫ t

0

p(s) ds < 1 äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, 1], òî

M(p) = min
t∈(0,1),

∫
t

0
p(s)ds>1

t

(1 − t)
(

∫ t

0 p(s) ds− 1
) > 1. (1.10)

Â ýòèõ ñëó÷àÿõ M1(p) = M2(p) = M(p).

Òå î ð å ì à 1.4. Ïóñòü �óíêöèÿ p ∈ L[0, 1] íåîòðèöàòåëüíà, âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (1.9)

è íåðàâåíñòâà

max
06t16t261

(t2 − t1)

(
∫ 1

0
p(t) dt−

∫ t2

t1

p(t) dt

)

< 1,

max
06t16t261

(1− (t2 − t1))

∫ t2

t1

p(t) dt < 1.

(1.11)

Òîãäà M(p) > 1 è Λµ ⊂ K(p) ïðè âñåõ µ ∈ [1,M(p)).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ëåììû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Λµ
ëåæèò âK(p) òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ f ∈ Λµ
è äëÿ âñåõ t1, t2, t1 6 t2, âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (1.4), (1.5).

Îáîçíà÷èì E ≡ [0, 1], E1 ≡ [t1, t2], E2 = [0, 1] \ E1. Íåðàâåíñòâî (1.4) âûïîëíåíî, åñëè

∫

E1

p(t) dt < min
f∈Λµ,f 6≡0

∫

E f(t) dt
∫

E2
f(t) dt

= 1 +
t2 − t1

(1− t2 + t1)µ

ïðè âñåõ t1 6 t2, t2 − t1 < 1.

(1.12)

Íåðàâåíñòâî (1.5) âûïîëíåíî, åñëè

∫

E2

p(t) dt < min
f∈Λµ,f 6≡0

∫

E f(t) dt
∫

E1
f(t) dt

= 1 +
1− t2 + t1
(t2 − t1)µ

ïðè âñåõ t1 < t2. (1.13)

Åñëè µ 6 M1(p), òî âûïîëíåíî óñëîâèå (1.13); åñëè µ 6 M2(p), òî âûïîëíåíî óñëîâèå (1.12).
Ïðè ýòîì íåðàâåíñòâà (1.11) ãàðàíòèðóþò, ÷òî M(p) > 1. �
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Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.2. Åñëè p(t) ≡ P ∈ (1, 4), t ∈ [0, 1], òî ΛM(p) ⊂ K(p) ïðè

M(p) =
1

(
√
P − 1)2

. (1.14)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè ïîñòîÿííîé �óíêöèè p äëÿ âû÷èñëåíèÿ M(p) âîñïîëüçóåìñÿ
ðàâåíñòâîì (1.10). Èìååì

M(p) = min
t∈(1/P,1)

t

(1− t)(P t− 1)
.

Äðîáü â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè t = 1/
√
P , îòêóäà ñëåäóåò

ðàâåíñòâî (1.14). �

Èòàê, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.4 è f ∈ Λµ
ïðè µ ∈ [1,M(p)), òî ðåøåíèå çàäà-

÷è (1.1) ïîëîæèòåëüíî äëÿ êàæäîãî ëèíåéíîãî ïîëîæèòåëüíîãî îïåðàòîðà T, óäîâëåòâîðÿþùå-
ãî ðàâåíñòâó (1.3). Íàéäåì òàêèå ïîêàçàòåëè ν > 1, ÷òî ýòî ðåøåíèå áóäåò ïðèíàäëåæàòü Λν

.

Îïðåäåëèì âåëè÷èíû

N1(p, µ) ≡ max
06t16t261

(1− t2 + t1)µ+ (t2 − t1)
(

1−
∫ 1
0 p(t) dt+

∫ t2
t1

p(t) dt
)

t2 − t1 +
(

1−
∫ t2
t1

p(t) dt
)

(1− t2 + t1)µ
,

N2(p, µ) ≡ max
06t16t261

(t2 − t1)µ+ (1− t2 + t1)
(

1−
∫ t2
t1

p(t) dt
)

1− t2 + t1 +
(

1−
∫ 1
0 p(t) dt+

∫ t2
t1

p(t) dt
)

(t2 − t1)µ
,

N (p, µ) ≡ max{N1(p, µ), N2(p, µ)}.
Òå î ð å ì à 1.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.4 è µ ∈ [1,M(p)).
Òîãäà äëÿ êàæäîé �óíêöèè f ∈ Λµ

ðåøåíèå çàäà÷è (1.1) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ΛN (p,µ)

ïðè âñåõ ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðàõ T : C[0, 1] → L[0, 1], óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåí-

ñòâó (1.3).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.4 è f ∈ Λµ
ïðè µ ∈ [1,M(p)),

òî ðåøåíèå çàäà÷è (1.1) ïðèíàäëåæèò êîíóñó Λν
ïðè íåêîòîðîì ν > 1, åñëè äëÿ ðåøåíèé x1, x2

çàäà÷è (1.8) âûïîëíåíî óñëîâèå x1/x2 ∈ [1/ν, ν] ïðè âñåõ f ∈ Λµ, âñåõ p1 ∈ L[0, 1], óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèþ (1.6), è âñåõ t1 6 t2. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.4 ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

ìèíèìàëüíîå ν, îáëàäàþùåå òàêèì ñâîéñòâîì, ðàâíî N (p, µ). �

Ç à ì å ÷ à í è å 2. Èç òåîðåìû 1.5 ñëåäóåò, ÷òî N (p, µ) > 1, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî ñëó÷àÿ µ = 1
è ïîñòîÿííîé �óíêöèè p(t) = P, t ∈ [0, 1], êîãäà N (P, 1) = 1.

Ïðîñòûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, âåëè÷èíû N1(p, µ) è N2(p, µ) ðàçëè÷íû. Åñëè
�óíêöèÿ p íå óáûâàåò èëè íå âîçðàñòàåò, òî N1(p, µ) = N2(p, µ). Áîëåå òîãî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè p
íå óáûâàåò, òî

N (p, µ) = max
06t61

(1 − t)µ+ t
(

1−
∫ 1−t

0 p(s) ds
)

t+
(

1−
∫ 1

1−t
p(s) ds

)

(1 − t)µ
, (1.15)

à åñëè p íå âîçðàñòàåò, òî

N (p, µ) = max
06t61

(1− t)µ+ t
(

1−
∫ 1

t
p(s) ds

)

t+
(

1−
∫ t

0 p(s) ds
)

(1− t)µ
.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.3. Åñëè p(t) ≡ P ∈ (1, 4), t ∈ [0, 1], è

µ ∈
[

1,
1

(
√
P − 1)2

)

, (1.16)

òî äëÿ êàæäîé �óíêöèè f ∈ Λµ
ðåøåíèå çàäà÷è (1.1) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Λν

ïðè

ν =

(√
µ+ 1

)2 − P
(√

µ+ 1
)2 − Pµ

. (1.17)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèìåíÿåì òåîðåìó 1.5. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ N (p, µ) ïðè ïîñòîÿííîé

�óíêöèè p âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (1.15). Èìååì

N (p, µ) = max
06t61

(1− t)µ+ t(1− (1− t)P )

t+ (1− t P )(1− t)µ
= max

0<t<1

R(t)− P

R(t)− Pµ
,

ãäå R(t) = 1
1−t +

µ
t . Ôóíêöèÿ R(t) ïðèíèìàåò ñâîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå (

√
µ+ 1)2 ïðè t =

=
√
µ√

µ+1 . Èç óñëîâèÿ (1.16) ñëåäóåò, ÷òî

(√
µ+ 1

)2
> Pµ. Îòñþäà ïî òåîðåìå 1.5 ñëåäóåò, ÷òî

äëÿ f ∈ Λµ
ðåøåíèå çàäà÷è (1.1) ïðèíàäëåæèò Λν , åñëè ν îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (1.17). �

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.4. Ïóñòü p(t) ≡ P ∈ (1, 4), t ∈ [0, 1], � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ è âû-

ïîëíåíî óñëîâèå (1.16). Òîãäà îïåðàòîð �ðèíà G ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è (1.1) îòîáðàæàåò ìíî-

æåñòâî Λµ
â ñåáÿ, åñëè

P ∈ (1, 2], 1 6 µ 6

(

1 +
√

P (2− P )

P − 1

)2

. (1.18)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî èç (1.18) ñëåäóåò óñëîâèå (1.16). Òàêèì îáðàçîì, ïðè-

ìåíèìî ñëåäñòâèå (1.3), ïî êîòîðîìó îïåðàòîð �ðèíà G îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî Λµ
â ñåáÿ, åñëè

N (p, µ) 6 µ. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëî-

âèå (1.18). �

� 2. Ïðèëîæåíèÿ

�àññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó

ẋ(t) + (Tx)(t) = (Qx)(t) + f(t), t ∈ [0, 1],

x(0) = x(1),
(2.1)

ãäå T, Q : C[0, 1] → L[0, 1] � íåíóëåâûå ëèíåéíûå ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû, f ∈ L[0, 1]. Ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî äëÿ �óíêöèè p ≡ T1 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (1.9) è (1.11).

Äëÿ êàæäîãî ρ > 1 îáîçíà÷èì V ρ ≡ C[0, 1] ∩ Λρ. Êîíóñû V ρ
îïðåäåëåíû è èññëåäîâàíû,

â ÷àñòíîñòè, â [11, ñ. 41℄.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü µ ∈ [1,M(p)), ν > N (p, µ), Q(V ν) ⊂ Λµ.
Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ íà [0, 1] �óíêöèÿ α ∈ V ν , ÷òî

α(0) = α(1), φ ≡ α̇+ Tα−Qα ∈ Λµ, φ 6≡ 0, (2.2)

òî ïðè êàæäîé �óíêöèè f ∈ Λµ
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1) ïðèíàäëåæèò ìíîæå-

ñòâó V ν .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû çàäà÷à (1.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ïî

òåîðåìå 1.5 îïåðàòîð �ðèíà G çàäà÷è (1.1) äåéñòâóåò èç ìíîæåñòâà Λµ
â ìíîæåñòâî V ν .Ïîýòîìó

çàäà÷à (2.1) ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1]

x = GQx+ g, (2.3)

ãäå ëèíåéíûé îïåðàòîð GQ äåéñòâóåò â êîíóñå V ν , �óíêöèÿ g = Gf ïðèíàäëåæèò V ν .
Èç óñëîâèÿ (2.2) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè α ∈ Cν , α 6= 0, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

α = GQα+Gφ, Gφ ∈ V ν .

Ïî èçâåñòíîé òåîðåìå îá îöåíêå ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà (íàïðèìåð, çäåñü âûïîëíåíû óñëîâèå â

òåîðåìû 16.2 è óñëîâèå â òåîðåìû 16.3 [11℄) ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ïîëîæèòåëüíîãî îïåðàòîðà

GQ : C[0, 1] → C[0, 1] ìåíüøå åäèíèöû. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (2.3) è ýêâèâàëåíòíàÿ çàäà-

÷à (2.1) èìåþò â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1] åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ïðåäñòàâèìîå â âèäå ðàâíîìåðíî
ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

x = g +GQg + (GQ)2g + . . . .
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à (2.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ïðèíàäëåæàùåå V ν
ïðè ëþáîé

�óíêöèè f ∈ Λµ. �

Äëÿ èëëþñòðàöèè òåîðåìû 2.1 ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà äâà âûòåêàþùèõ èç íåå óòâåð-

æäåíèÿ.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Ïóñòü τ, θ : [0, 1] → [0, 1] � èçìåðèìûå �óíêöèè, P è Q � êîíñòàíòû,

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà 1 < P 6 2 è 0 6 Q < P. Åñëè

1 6 µ 6

(

1 +
√

P (2− P )

P − 1

)2

,

òî ïðè êàæäîé �óíêöèè f ∈ Λµ
ðåøåíèå çàäà÷è

ẋ(t) + Px(τ(t)) = Qx(θ(t)) + f(t), t ∈ [0, 1],

x(0) = x(1),

ïðèíàäëåæèò êîíóñó V µ.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.2. Ïóñòü τ : [0, 1] → [0, 1] � èçìåðèìàÿ �óíêöèÿ, ÷èñëî P ∈ (1, 4),

q : [0, 1]2 → R � ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ. Ïóñòü, äàëåå, P > max
t∈[0,1]

∫ 1

0
q(t, s) ds

è ÷èñëî µ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

max











P − min
t∈[0,1]

∫ 1
0 q(t, s) ds

P − max
t∈[0,1]

∫ 1
0 q(t, s) ds

,

max
t,s∈[0,1]

q(t, s)

min
t,s∈[0,1]

q(t, s)











6 µ <
1

(
√
P − 1)2

.

Òîãäà ïðè ëþáîé �óíêöèè f ∈ Λµ, f 6≡ 0, ðåøåíèå çàäà÷è

ẋ(t) + Px(τ(t)) =

∫ 1

0
q(t, s)x(s) ds + f(t), t ∈ [0, 1],

x(0)Z = x(1),

ïîëîæèòåëüíî è ïðèíàäëåæèò êîíóñó V ν , ãäå ν îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (1.17).
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