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�àññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåííàÿ ÿâíàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ äå�îðìèðîâàíèÿ. Èññëåäîâàíû ðàç-

ëè÷íûå âàðèàíòû âûáîðà îïåðàòîðîâ, ðàñøèðÿþùèõ óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè. Ïðèâîäÿòñÿ òåñòîâûå ðåçóëüòàòû

ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÿâíàÿ ñõåìà, óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè, äèíàìèêà äå�îðìèðîâàíèÿ, ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû.

Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðè ÷èñëåííîì èññëåäîâàíèè íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ çàäà÷ âñå áîëüøåå

âíèìàíèå ïðèâëåêàþò ÿâíûå ìåòîäû. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè ðåøåíèè ðÿäà çàäà÷ àáñîëþòíî

óñòîé÷èâûìè ìåòîäàìè âîçíèêàåò ïðîáëåìà ñ ðàçìåùåíèåì ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ßêîáè â îïåðà-

òèâíîé ïàìÿòè ÝÂÌ è, ÷òî áîëåå ñóùåñòâåííî, ñ åå îáðàùåíèåì. Â òî æå âðåìÿ ÿâíûå ìåòîäû

íå íóæäàþòñÿ â âû÷èñëåíèè ìàòðèöû ßêîáè, è åñëè íåëèíåéíîñòü çàäà÷è íå ñëèøêîì âåëèêà,

òî îíè áóäóò ïðåäïî÷òèòåëüíåå. Ïîÿâëåíèå ñîâðåìåííûõ ãèáðèäíûõ ÝÂÌ ñ óñêîðèòåëÿìè âû-

÷èñëåíèé ïîçâîëÿåò òàêæå ðàññìàòðèâàòü ÿâíûå ìåòîäû, êîòîðûå ëåãêî ðàñïàðàëëåëèâàþòñÿ.

Îäíàêî íå âñåãäà âîçìîæíîñòè òàêèõ ñèñòåì èñïîëüçóþòñÿ ý��åêòèâíî. Äîñòèãàåìîå óñêî-

ðåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðåæäå âñåãî ñëåäñòâèåì àðõèòåêòóðû ãðà�è÷åñêèõ ïðîöåññîðîâ, êîòîðàÿ íå

ïîçâîëÿåò ðåøàòü ëþáûå çàäà÷è ñòîëü æå ý��åêòèâíî, êàê öåíòðàëüíûé ïðîöåññîð, è îáóñëàâ-

ëèâàåò ñîçäàíèå è ïåðåõîä ê ëîãè÷åñêè ïðîñòûì àëãîðèòìàì, ý��åêòèâíî àäàïòèðóþùèìñÿ

ê ãèáðèäíûì àðõèòåêòóðàì [1℄.

Ïðè÷èíà îãðàíè÷åííîãî ïðèìåíåíèÿ ÿâíûõ ìåòîäîâ ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî îáëàñòè óñòîé÷èâî-

ñòè èçâåñòíûõ ÷èñëåííûõ ñõåì ñëèøêîì ìàëû. Óñòîé÷èâîñòü ÿâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì îïðåäå-

ëÿåòñÿ óñëîâèåì Êóðàíòà�Ôðèäðèõñà�Ëåâè èëè ìàêñèìàëüíîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ðàññìàò-

ðèâàåìîé çàäà÷è [2℄. Âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèÿ íà âðåìåííîé øàã ðàçíîñòíîé ñõåìû

ìîãóò áûòü âåñüìà îáðåìåíèòåëüíûìè è ñóùåñòâåííî ñíèæàòü åå ý��åêòèâíîñòü.

Â íàñòîÿùèé ìîìåíò èìååòñÿ ðÿä ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ âîïðîñàì ïîñòðîåíèÿ ÿâíûõ ìåòîäîâ

ñ ðàñøèðåííûìè îáëàñòÿìè óñòîé÷èâîñòè.

�àñøèðåíèå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè âëå÷åò çà ñîáîé ðîñò âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò íà øàã

èíòåãðèðîâàíèÿ. Åñëè øàã îãðàíè÷åí â ñèëó óñòîé÷èâîñòè, òî çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííûõ

ñõåì ñ ðàñøèðåííûìè îáëàñòÿìè óñòîé÷èâîñòè óäàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ïîâûñèòü ý��åêòèâíîñòü

àëãîðèòìà èíòåãðèðîâàíèÿ. Çà ñ÷åò êîíòðîëÿ óñòîé÷èâîñòè è èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ñõåì

ñ ðàñøèðåííûìè îáëàñòÿìè óñòîé÷èâîñòè ìîæíî íåñêîëüêî ðàçäâèíóòü ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè

ÿâíûõ ìåòîäîâ.

ßâíûå ñõåìû âû÷èñëèòåëüíî ý��åêòèâíû â ñëó÷àå ðåøåíèÿ îáùèõ ïîñòàíîâîê äèíàìè÷å-

ñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ, ãäå â ðåàêöèè êîíñòðóêöèè ïðåîáëàäàþò íèçêî÷àñòîòíûå ìîäû, è ïîç-

âîëÿþò äîñòàòî÷íî áûñòðî ââåñòè â ðàññìîòðåíèå íîâûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ è ãåîìåò-

ðè÷åñêóþ íåëèíåéíîñòü.

� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïðè áîëüøèõ äå�îðìàöèÿõ, ïåðåìåùåíèÿõ è ïîâîðîòàõ âìåñòî óðàâíåíèé ëèíåéíîé òåîðèè

óïðóãîñòè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè äå�îð-

ìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ îáùàÿ ëàãðàíæåâà �îðìóëèðîâêà

ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîãäà â êà÷åñòâå îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè èñïîëüçóåòñÿ

íà÷àëüíàÿ êîí�èãóðàöèÿ, êîòîðàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé îò íàïðÿæåíèé. Äå�îðìàöèè ïî-

ëàãàþòñÿ ìàëûìè, íî ïåðåìåùåíèÿ è ïîâîðîòû ìîãóò áûòü áîëüøèìè. Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå

1

�àáîòà ïîääåðæàíà �ÔÔÈ (ãðàíò ��14-01-00055_a, 14-01-31066-ìîë_a).

69



òåíçîðîâ äå�îðìàöèé âûáèðàåòñÿ òåíçîð äå�îðìàöèé �ðèíà�Ëàãðàíæà, â êà÷åñòâå òåíçîðà

íàïðÿæåíèé � âòîðîé òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëû�Êèðõãî�à. Ïðèâåäåì ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé, îïèñûâàþùóþ äå�îðìèðîâàíèå òåëà ñ �èçè÷åñêîé è ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ.

�àññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ çàäà÷ó òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ òåëà, çàíèìàþùåãî îáëàñòü Ω ∈ R
d

ñ ãðàíèöåé Γ = Γ1

⋃

Γ2 è íàõîäÿùåãîñÿ ïîä äåéñòâèåì îáúåìíûõ ñèë f : Ω×R → R
d
, çàâèñÿùèõ

îò âðåìåíè t. Â îòñ÷åòíîé ëàãðàíæåâîé �îðìóëèðîâêå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå

ïðèíèìàþò âèä

ρ0
∂2u

∂t2
= ∇0 · (F · S) + ρ0f, u(t0) = u0, u̇(t0) = u̇0, n · (F · S) = p, (1.1)

ãäå u � âåêòîð ïåðåìåùåíèé; ρ0, ∇0 � ïëîòíîñòü è îïåðàòîð äèâåðãåíöèè â îòñ÷åòíîé êîí-

�èãóðàöèè; f , p � âåêòîðû ìàññîâûõ è ïîâåðõíîñòíûõ ñèë; F � ãðàäèåíò äå�îðìàöèè;

S = F−1 ·σ ·F−T detF � ñèììåòðè÷íûé òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëà�Êèðõãî�à; çäåñü σ � òåíçîð

íàïðÿæåíèé Êîøè.

Èñõîäíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è (1.1) íåòðóäíî ñâåñòè ê êîíå÷íî-ýëåìåíòíîìó àíàëîãó, èñ-

ïîëüçóÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíóþ àïïðîêñèìàöèþ è îñíîâûâàÿñü íà ìåòîäå âçâåøàííûõ íåâÿçîê

�àë¼ðêèíà. �àçáèâàÿ îáëàñòü Ω íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû è ïðîâîäÿ ïðîöåäóðó àïïðîêñèìàöèè

â ñîîòâåòñòâèè ñ ÌÊÝ, ïîëó÷àåì êîíå÷íî-ýëåìåíòíóþ �îðìóëèðîâêó äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è �

ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íà÷àëüíûìè óñëîâè-

ÿìè:

M t+∆tü+ C t+∆tu̇+K t+∆tu = t+∆tf, (1.2)

ãäå

t+∆tu, t+∆tu̇, t+∆tü � âåêòîðû ïåðåìåùåíèé, ñêîðîñòåé è óñêîðåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå ìî-

ìåíòó âðåìåíè t+∆t; M � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ìàññ; C � ìàòðèöà äåìï�è-

ðîâàíèÿ;

t+∆tf � âåêòîð âíåøíèõ íàãðóçîê, à âåêòîð âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé èìååò âèä

K t+∆tu = t+∆tG =

∫

0V

t+∆t

0 BT

L

t+∆t

0 S d 0V, (1.3)

çäåñü

t+∆t

0 S =
[

t+∆t

0 S11
t+∆t

0 S22
t+∆t

0 S33
t+∆t

0 S12
t+∆t

0 S23
t+∆t

0 S13

]

� âåêòîð êîìïîíåíò ñèììåò-

ðè÷íîãî òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëà�Êèðõãî�à, âû÷èñëåííûé â ìîìåíò âðåìåíè t+∆t ; 0V �

îáúåì â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè;

t+∆t

0 BT

L
= 0BL0

t+∆t

0 F T
� ìàòðèöà ïðîèçâîäíûõ �óíêöèé

�îðìû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè t + ∆t ; ãäå t+∆t

0 F T
� òåíçîð ãðàäè-

åíòà ïåðåìåùåíèé â ìîìåíò âðåìåíè t+∆t, 0BL0
� ìàòðèöà ïðîèçâîäíûõ �óíêöèé �îðìû

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè [3℄.

Âûáîð îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé âàæåí äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ íàèáîëåå ý��åêòèâíîé �îð-

ìóëèðîâêè óðàâíåíèé ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíûõ çàäà÷ î äå�îðìèðîâàíèè òîíêîñòåííûõ êîí-

ñòðóêöèé, äëÿ êîòîðûõ ïðè èçãèáå, êàê ïðàâèëî, âûïîëíÿþòñÿ òðåáîâàíèÿ ìàëîñòè äå�îðìà-

öèé.

Ïîýòîìó �îðìóëèðîâêè óðàâíåíèé (1.1), îïèñûâàþùèõ äå�îðìèðîâàíèå òîíêîñòåííûõ êîí-

ñòðóêöèé èñïîëüçóþò ïàðó òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé S, E, à ïðè óïðóãîì äå�îð-

ìèðîâàíèè � îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ãèïåðóïðóãîãî ìàòåðèàëà.

� 2. Ñåìåéñòâî ñõåì Íüþìàðêà

Ïðîâîäÿ ïðîöåäóðó àïïðîêñèìàöèè â ñîîòâåòñòâèè ñ ÌÊÝ, ïîëó÷àåì êîíå÷íî-ýëåìåíòíóþ

�îðìóëèðîâêó äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è óïðóãîãî äå�îðìèðîâàíèÿ � ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äè�-

�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

M t+∆tü+ Ct+∆tu̇+Kt+∆tu = t+∆tf, (2.1)

ãäåM � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ìàññ,Kt+∆tu= t+∆tGm=
∫

0V

t+∆t

0 BT

L

t+∆t

0 Sd0V �

âåêòîð âíóòðåííèõ ñèë, C � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà äåìï�èðîâàíèÿ (äèññèïàöèè), g � âåê-

òîð ìàññîâûõ ñèë, f � âåêòîð âíåøíèõ äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê.

Ïðè ðåøåíèè äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ïðè ïîìîùè ÌÊÝ âîçíèêàåò ðÿä òðóäíîñòåé, êîòîðûå

ñâÿçàíû ñ êîððåêòíûì çàäàíèåì äèññèïàòèâíûõ ñâîéñòâ ñèñòåìû, âî ìíîãîì îïðåäåëÿþùèõ
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ïåðåìåùåíèÿ ïðè ïåðåõîäíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññàõ. Â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ äåìï�è-

ðîâàíèå ìîæíî èñêëþ÷èòü.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ñêîðîñòè

t+∆tü è óñêîðåíèÿ

t+∆tu̇ ìîæíî ïðèìåíÿòü ðàçëè÷íûå ñõåìû

÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (2.1). �àññìîòðèì èíòåíñèâíî ðàçâèâàåìîå ñåìåéñòâî ñõåì Íüþ-

ìàðêà (ìåòîä òðàïåöèé, ïîñòîÿííûõ ñðåäíèõ óñêîðåíèé).

Êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïåðåìåùåíèé â ñõåìå Íüþìàðêà β [3℄ çàïèñûâàåòñÿ êàê

t+∆tu = tu+ tu̇∆t+ (∆t)2
[(

1

2
− β

)

tü+ t+∆tüβ

]

, (2.2)

à àïïðîêñèìàöèÿ óñêîðåíèé � êàê

t+∆tu̇ = tu̇+∆t
[

(1− γ)tü+ t+∆tüγ
]

. (2.3)

Â ñõåìå Íüþìàðêà ïàðàìåòðû β, γ âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è òî÷íîñòè èíòåãðèðî-
âàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. �àññìîòðèì ðàçëè÷íûå âàðèàíòû âûáîðà ïàðàìåòðîâ ñõåìû. Ïðè

β = 1/4 è γ = 1/2 ñõåìà ñòàíîâèòñÿ íåÿâíîé è áåçóñëîâíî óñòîé÷èâîé.

Äëÿ ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ïðè 2β > γ > 1/2 ñõåìà óñòîé÷èâà äëÿ ëþáûõ øàãîâ ∆t.
Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå óñòîé÷èâîñòü ñõåìû çàâèñèò îò øàãà ïî âðåìåíè, è â ýòèõ ñëó÷àÿõ

äîñòèãàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïðè γ < 1/2. Ïðè âûáîðå ïàðàìåòðà γ = 1/2 ñõåìà èìååò âòîðîé

ïîðÿäîê òî÷íîñòè è ïåðâûé � ïðè âñåõ äðóãèõ çíà÷åíèÿõ γ.

Èññëåäîâàíèå ñïåêòðàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñõåìû Íüþìàðêà [4℄ ïîêàçàëè, ÷òî, åñëè ïàðàìåò-

ðû îòëè÷íû îò γ = 1/2, β = 1/4, íåëüçÿ îäíîçíà÷íî ñêàçàòü, ÷òî ñõåìà óñòîé÷èâà ñïåêòðàëüíî.

� 3. Îáîáùåííàÿ ÿâíàÿ ñõåìà

Ñõåìà Íüþìàðêà ïðèíàäëåæèò ê äâóõøàãîâûì äâóõïàðàìåòðè÷åñêèì êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì

ìåòîäàì. Åñëè ïîëîæèòü β = 0 è γ = 1/2, ïîëó÷èì ÿâíóþ ñõåìó. Â ýòîì ñëó÷àå, â îòëè÷èå îò

ÿâíîé ñõåìû ñ öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè (CDM) [3℄, ñõåìà Íüþìàðêà ñ β = 0 è γ = 1/2
ïîëó÷àåòñÿ ñàìîñòàðòóþùåé è íå òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîëó÷èëè ñâîå ðàñïðîñòðàíåíèå âñåâîçìîæíûå îáîáùåíèÿ è êîìáèíàöèè

ÿâíîé ñõåìû Íüþìàðêà, êîòîðûå îáëàäàþò áåçóñëîâíîé óñòîé÷èâîñòüþ â ëèíåéíûõ è íåêîòî-

ðûõ íåëèíåéíûõ çàäà÷àõ è ïî òî÷íîñòè â ðàçíîé ñòåïåíè ïðèáëèæàþòñÿ ê ñõåìàì Íüþìàðêà.

Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïóòåì ââåäåíèÿ â ñõåìû ñòàáèëèçèðóþùèõ îïåðàòîðîâ äîñòàòî÷íî ïðî-

ñòîé ñòðóêòóðû, êîòîðûå, ñ îäíîé ñòîðîíû, óâåëè÷èâàþò îáëàñòü çàâèñèìîñòè ñåòî÷íîé çàäà÷è,

à ñ äðóãîé � óìåíüøàþò âûñøèå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû çàäà÷è. Ïðè ýòîì ââåäåííûé îïåðàòîð

äîëæåí ëåãêî îáðàùàòüñÿ è åãî âëèÿíèå íà ñóùåñòâåííûå äëÿ äàííîé çàäà÷è íèçêî÷àñòîòíûå

êîëåáàíèÿ äîëæíî áûòü íåçíà÷èòåëüíûì.

Îáîáùåííàÿ ÿâíàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äèíàìèêè íàðÿäó ñ (2.1) âêëþ÷àåò

àïïðîêñèìàöèþ ïåðåìåùåíèé è ñêîðîñòåé âèäà

t+∆tu = tu+A1(∆t) tu̇+A2(∆t)2 tü, (3.1)

t+∆tu̇ = tu̇+H1(∆t) tü+H2(∆t) t+∆tü. (3.2)

ßâíàÿ ñõåìà Íüþìàðêà (2.2), (2.3) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðè A1 = 1, A2 = 1

2
, H1 = H2 = 1

2
.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà ñõåì âûáîð ñòàáèëèçèðóþùèõ îïåðàòîðîâ A1, A2, H1, H2

ïîçâîëÿåò äîñòèãàòü âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íàðÿäó ñ áåçóñëîâíîé óñòîé÷èâîñòüþ ñõåìû

â ëèíåéíûõ è íåêîòîðûõ êëàññàõ íåëèíåéíûõ çàäà÷. Â îñíîâó ýòèõ îïåðàòîðîâ ìîãóò áûòü

ïîëîæåíû ðàçëè÷íûå ïðåäïîñûëêè, íàïðèìåð, äèñêðåòíàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ, îöåíêè ñïåêòðà

è äð. [5, 6℄.

Â [5,6℄ àïïðîêñèìàöèÿ ïåðåìåùåíèé âûïîëíÿåòñÿ ïî ÿâíîé ñõåìå (3.1), à ñõåìû, ïðåäëîæåí-

íûå â [6℄, èñïîëüçóþò è ÿâíóþ àïïðîêñèìàöèþ äëÿ ñêîðîñòåé, òî åñòü H2 = 0 â óðàâíåíèè (3.2).
Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ îáîáùåííîé ñõåìû (2.1), (3.1), (3.2) ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü ñòàáèëè-

çèðóþùèõ îïåðàòîðîâ A1, A2, H1, H2 îò íà÷àëüíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ êîíñòðóêöèé è âåëè-

÷èíû âûáðàííîãî øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè ∆t.
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Íàïðèìåð, äëÿ ñõåìû [5℄ èìååò ìåñòî A1 = D−1(M + γ∆tC0/2), A2 = D−1/2, H1 = (1− γ),
H2 = γ, ãäå D = M + γ∆tC0/2+ β(∆t)2K0/4; K0, C0 � íà÷àëüíûå ìàòðèöû æåñòêîñòè è äåìï-

�èðîâàíèÿ êîíñòðóêöèè, êîòîðûå íå èçìåíÿþòñÿ â òå÷åíèå âðåìåíè; β, γ � ïàðàìåòðû, îïðåäå-

ëÿþùèå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ñõåìû, àíàëîãè÷íûå òåì, ÷òî èñïîëüçóþòñÿ â ñõåìå Íüþìàðêà.

Â ýòîì ñëó÷àå ñòàáèëèçèðóþùèå îïåðàòîðû ââîäÿòñÿ òîëüêî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåùåíèé

íà íîâîì øàãå ïî âðåìåíè, à äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè íà øàãå t + ∆t íåîáõîäèìî âû÷èñëå-

íèå óñêîðåíèÿ íà ýòîì æå øàãå. Ñåìåéñòâî ñõåì ×àíãà ïîëó÷åíî ïðè óñëîâèè äèàãîíàëüíîé

ìàòðèöû äåìï�èðîâàíèÿ.

Â [6℄ ïåðåìåùåíèÿ è ñêîðîñòè âû÷èñëÿþòñÿ ÿâíî ïî çíà÷åíèÿì íåèçâåñòíûõ ñ ïðåäûäóùåãî

øàãà, à ñòàáèëèçèðóþùèå îïåðàòîðû ââîäÿòñÿ êàê äëÿ ïåðåìåùåíèé, òàê è äëÿ óñêîðåíèé: A1 =
1, A2 = H1 = 4

[

4λM + 2(∆t)C0 + (∆t)2K0

]

−1
M , H2 = 0. Îïðåäåëåííîå îáîáùåíèå äàííîé ñõå-

ìû èññëåäîâàíî â [7℄ ñ ïàðàìåòðàìè A1 = 1, A2 = H1 = 2λ [2λM + λ(∆t)C0 + 2(∆t)K0]
−1 M ,

H2 = 0, ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî çà ñ÷åò ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà λ 6 4 îáåñ-

ïå÷èâàåòñÿ áåçóñëîâíàÿ óñòîé÷èâîñòü äëÿ îäíîìåðíûõ ëèíåéíûõ çàäà÷ è íåëèíåéíûõ çàäà÷

ñ óìåíüøåíèåì æåñòêîñòè ñèñòåìû, à äëÿ çàäà÷ ñ óïðî÷íåíèåì � ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà

λ 6 4ω2
0/

t+∆tω2
, ãäå ω � ÷àñòîòà êîëåáàíèé. Äëÿ ýòèõ ñõåì è çàäà÷ ñ íåëèíåéíûì äåìï�èðî-

âàíèåì è æåñòêîñòüþ �àêòîðèçàöèÿ ìàòðèö ìîæåò áûòü âûïîëíåíà îäèí ðàç.

Âåêòîð ïåðåìåùåíèé âû÷èñëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (3.1), çàòåì îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîð âíóò-

ðåííèõ ñèë

t+∆tG, èñõîäÿ èç îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðó ïåðåìåùå-
íèé

t+∆tu. Òàêèì îáðàçîì, çàìåíÿåòñÿ ìàòðè÷íî-âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå K t+∆tu âû÷èñëåíèåì
ñâÿçè òåíçîðà íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé äëÿ íåëèíåéíûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé íà ýòà-

ïå âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòåé èëè óñêîðåíèé.

� 4. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

�àññìîòðèì ñðàâíåíèå ñåìåéñòâà îáîáùåííûõ ñõåì ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíûõ çàäà÷ äè-

íàìèêè â îáùåé ëàãðàíæåâîé ïîñòàíîâêå, êîòîðîå ðåàëèçîâàíî â ðàçðàáàòûâàåìîì êîíå÷íî-

ýëåìåíòíîì êîìïëåêñå FEStudio [8℄. Âîïðîñû ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè

ìîæíî òàêæå íàéòè â [9℄.

� 4.1. Êðóãëàÿ ìåìáðàíà

Îöåíêà ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî íà îñíîâå ñõåìû (3.1), (3.2), ðàññìàòðèâàëàñü íà òðåõìåðíîé

çàäà÷å î êîëåáàíèÿõ çàùåìëåííîé êðóãîâîé ïëàñòèíû ïîä äåéñòâèåì äàâëåíèÿ [10℄. �åçóëüòà-

òû ñðàâíèâàëèñü ñ ÿâíîé öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíîé ñõåìîé, äëÿ êîòîðîé óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè

èìååò âèä ∆t∗ 6 le/c. Çäåñü c � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â êîíñòðóêöèè, le � äëè-

íà íàèìåíüøåãî ðåáðà ÿ÷åéêè ñåòêè. Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè äëÿ èññëåäóåìîé ñåòî÷íîé çàäà÷è

ñîîòâåòñòâîâàëî øàãó ∆t∗ = 0.43ìêñ.

Íà ðèñóíêå 1 ïðèâåäåíû ãðà�èêè ïåðåìåùåíèé, ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ ÿâíîé ñõåìû

(ßÑÍ), íåÿâíîé ñõåìû Íüþìàðêà (ÍÑÍ) è ñõåìû ×àíãà [5℄ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è â ãåîìåò-

ðè÷åñêè ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå. Â òåñòîâûõ ðàñ÷åòàõ äîñòèãàåìûé øàã, ñ êîòîðûì ÿâíàÿ ñõåìà

Íüþìàðêà îñòàâàëàñü ðàáîòîñïîñîáíîé, ðàâíÿëñÿ ∆t = 0.3ìêñ, ÷òî íåñêîëüêî íèæå äîïóñòè-

ìîãî. Äëÿ ñõåìû ×àíãà õàðàêòåðíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì øàãà áîëüøå ∆t∗ ïåðèîä êîëåáàíèé

íåñêîëüêî óìåíüøàåòñÿ, à àìïëèòóäà ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì ïî ÿâíîé ñõåìå

Íüþìàðêà. Íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ó÷åòîì ãåîìåòðè÷åñêîé

íåëèíåéíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî ñõåìà ×àíãà òàêæå îñòàåòñÿ óñòîé÷èâîé ïðè íåêîòîðûõ ïàðàìåò-

ðàõ β è ∆t > ∆t∗. Â ýêñïåðèìåíòàõ ñ ÿâíûìè ñõåìàìè âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòåé ïðè H2 = 0
óñëîâèå âûïîëíåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñòàíîâèòñÿ áîëåå æåñòêèì, è âîçìîæíî íåáîëüøîå óâåëè÷å-

íèå âðåìåííîãî øàãà.

� 4.2. Ïîëûé öèëèíäð

�àññìàòðèâàëàñü êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè î äå�îðìèðîâàíèè ïîëîãî öèëèí-

äðà ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ ñ ó÷åòîì ãåîìåòðè÷åñêèé è �èçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè.

Öèëèíäð äëèíîé L = 0.05ì, æåñòêî çàêðåïëåííûé ïî òîðöàì, ñ âíóòðåííèì ðàäèóñîì 0.005ì
è âíåøíèì ðàäèóñîì 0.006ì, íàãðóæàëñÿ âíóòðåííèì äàâëåíèåì p = 0.0026 sin(40πt). Ïàðà-
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�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü ïåðåìåùåíèé îò âðåìåíè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå

0 100 150 200 250 300 350 400 450 t, мкс

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ïåðåìåùåíèé îò âðåìåíè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è â ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé

ïîñòàíîâêå

ìåòðû ìîäåëè ñîîòâåòñòâîâàëè çíà÷åíèÿì ρ = 1200 êã/ì2
, ν = 0.45, E = 0.0612 × 106 kãñ/ì2

,

à âðåìåííîé øàã � ∆t = 0.001 .

Èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè âûïîëíÿëîñü ïî ÿâíîé ñõåìå ×àíãà. Ñðàâíèâàëèñü òðè âè-

äà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ ñëàáîñæèìàåìûõ ìàòåðè-

àëîâ [11℄: Ñåí-Âåíàíà�Êèðõãî�à, íåîãóêà, âàðèàíò íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà ýêñïîíåíöèàëüíî-

ãî âèäà [12℄ ñ àíàëèòè÷åñêèì è ÷èñëåííûì ðåøåíèåì â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè.

Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëà�Êèðõãî�à çàïè-

ñûâàëèñü ÷åðåç ïðàâûé òåíçîð äå�îðìàöèé Êîøè��ðèíà C = F TF è åãî èíâàðèàíòû.

Íà ðèñóíêå 3 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ïåðåìåùåíèé îò âðåìåíè è ðàäèóñà öèëèíäðà äëÿ òðåõ

îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, à òàêæå ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Îòìåòèì, ÷òî íàèáîëüøèå

ïåðåìåùåíèÿ äîñòèãàþòñÿ äëÿ íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà, à â ìîäåëè ìàòåðèàëà Ñåí-Âåíàíà�
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Êèðõãî�à � íàèìåíüøèå. Êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà èçìåíåíèÿ ïåðåìåùåíèé ïî ðàäèóñó è àáñî-

ëþòíûì çíà÷åíèÿì ñîãëàñóåòñÿ ñ ëèíåéíîé òåîðèåé.

u, м

t, с

a) á)

�èñ. 3. Çàâèñèìîñòü ïåðåìåùåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé: à) âî âðåìåíè; á) ïî ðàäèóñó

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìîå ñåìåéñòâî ñõåì ñóùåñòâåííî ñîêðàùàåò âû÷èñëèòåëüíûå

çàòðàòû ðåøåíèÿ çàäà÷ íåëèíåéíîé äèíàìèêè ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ÿâíûìè ñõåìàìè, äëÿ

êîòîðûõ ðàçìåð âðåìåííîãî øàãà âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, è íåÿâíûìè ñõåìàìè,

äëÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìî èòåðàöèîííîå ïðèáëèæåíèå â ñëó÷àå �èçè÷åñêîé è ãåîìåòðè÷åñêîé

íåëèíåéíîñòè. Â öåëîì äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ïîâûñèòü ý��åêòèâíîñòü ðåøå-

íèÿ äàííîãî êëàññà âîëíîâûõ çàäà÷ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä â ðàìêàõ ÿâíûõ ñõåì.
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We consider the generalized explicit scheme for solving dynamic structure problems. We explore different options of

operators that extend the stability conditions. In the paper, we present the results for three-dimensional problems.
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