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Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé ñî ñâîáîäíûìè ïîâåðõíîñòÿìè â ðàìêàõ ýéëåðî-

âà (ìåòîä îáúåìà æèäêîñòè â ÿ÷åéêå, volume of �uid (VOF)) è ëàãðàíæåâà (ìåòîä ãèäðîäèíàìèêè ñãëàæåííûõ

÷àñòèö, smoothed partile hydrodynamis (SPH)) îïèñàíèé. Íà ïðèìåðå çàäà÷ î âçàèìîäåéñòâèè ïîòîêà íåñæèìà-

åìîé æèäêîñòè è ïðåãðàäû îöåíèâàþòñÿ âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ äëÿ îïèñàíèÿ ðàçâèòîé ñâîáîäíîé

ïîâåðõíîñòè è ïðîöåññà êàïëåîáðàçîâàíèÿ. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ VOF

è SPH, ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü, ìåòîä ãèäðîäèíàìèêè ñãëàæåííûõ

÷àñòèö (SPH), ìåòîä îáúåìà æèäêîñòè â ÿ÷åéêå (VOF).

Ââåäåíèå

Ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèé æèäêîñòåé, âçàèìîäåéñòâóþùèõ íà ãðàíèöå ñ òâåðäûìè/äå�îðìè-

ðóåìûìè òåëàìè, îñëîæíåíî íàëè÷èåì ðàçâèòîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè (ïîâåðõíîñòíûõ âîëí,

êàïåëü, ñòðóé, ïëåíîê, ïóçûðåé è ò. ä.).

Íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçâèòîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ ïîëó-

÷èëè äâà ïîäõîäà. Ïåðâûé èç íèõ îñíîâàí íà ÿâíîì âûäåëåíèè ãðàíèöû ðàçäåëà �àç, êîãäà

ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà ïåðåñòðàèâàåòñÿ íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå ñîãëàñíî èçìåíåíèþ ïîëîæåíèÿ

è �îðìû ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà. Òàêèå ìåòîäû èñïîëüçóåòñÿ, êàê ïðàâèëî, ïðè ìîäåëèðîâàíèè

ïîâåðõíîñòíûõ âîëí è ìàëîïðèãîäíû äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ñëèÿíèÿ èëè äðîáëåíèÿ ïîäîáëà-

ñòåé, çàíÿòûõ îäíîé �àçîé. Â ìîäåëÿõ ìíîãî�àçíûõ ñðåä èñïîëüçóþòñÿ ìåòîä îòñëåæèâàíèÿ

�ðîíòà (front traking method) [1℄, ìåòîä îáúåìà æèäêîñòè â ÿ÷åéêå (VOF) [2℄, ìåòîä ÷àñòèö

â ÿ÷åéêàõ, ìåòîä �óíêöèè óðîâíÿ (level of set) [3℄ è ðàçëè÷íûå èõ ìîäè�èêàöèè. Äàííûå àë-

ãîðèòìû õàðàêòåðèçóþòñÿ âûñîêîé ý��åêòèâíîñòüþ ðàñ÷åòà äâèæåíèÿ ìåæ�àçíûõ ãðàíèö,

íî ïðè èçìåíåíèè òîïîëîãèè ãðàíèö èëè ïðè îáîáùåíèè íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé çíà÷èòåëüíî

óñëîæíÿþòñÿ [4℄.

Âî âòîðîì ïîäõîäå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé æèäêîñòè ïðèìåíÿåòñÿ ñåìåéñòâî áåññåòî÷-

íûõ ìåòîäîâ, â êîòîðûõ ÷àñòèöû èñïîëüçóþòñÿ êàê ÷èñëåííûé ïðèåì äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ êîí-

òèíóàëüíûõ óðàâíåíèé ñïëîøíîé ñðåäû. Çà îñíîâó áåðóòñÿ êîíòèíóàëüíûå óðàâíåíèÿ ñïëîø-

íîé ñðåäû, à ÷àñòèöû èãðàþò ðîëü äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ, ïîçâîëÿþùèõ ñâåñòè óðàâíåíèÿ

â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ê ðàçíîñòíîé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îñîáîå ïîëîæåíèå çäåñü çàíèìàåò ìåòîä ãèäðîäèíàìèêè ñãëàæåííûõ ÷àñòèö (smoothed partile

hydrodynamis (SPH)) [5℄.

Âûáîð äàííîãî ìåòîäà ìîæíî îáîñíîâàòü ñëåäóþùèìè îáñòîÿòåëüñòâàìè. Ìåòîä äîïóñêàåò

ðåøåíèå áîëüøîãî êðóãà ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ âçàèìîäåéñòâèÿ ïîòîêîâ æèäêî-

ñòè ñ òâåðäûìè, äâèæóùèìèñÿ èëè äå�îðìèðóåìûìè òåëàìè (FSI � �uid struture interation)

áåç êàêèõ-ëèáî ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè è èìååò äîñòàòî÷íî ïðîñòîé

èíòåð�åéñ äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ. Ìåòîä î÷åíü õîðîøî ðàñïàðàëëåëèâàåòñÿ è ìàñøòàáèðóåòñÿ íà

ñîâðåìåííûõ ãèáðèäíûõ àðõèòåêòóðàõ. Êðîìå òîãî, ìåòîä ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü ìîäåëè-

ðîâàíèÿ ðàçâèòîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè (äðîáëåíèÿ è êîàãóëÿöèè) æèäêîñòè áåç ïðèìåíåíèÿ

òåõ èëè èíûõ ñïåöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ.

�àáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ïåðâîì ïàðàãðà�å ïðèâîäÿòñÿ �îðìóëèðîâêà çà-

äà÷è è îñíîâíûå äîïóùåíèÿ. Âî âòîðîì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàþòñÿ îñîáåííîñòè âû÷èñëåíèÿ

ñâîáîäíîé ãðàíèöû ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà VOF. Â òðåòüåì ïàðàãðà�å êðàòêî ïðèâîäèòñÿ

�îðìóëèðîâêà ìåòîäà SPH äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðà�å ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèå òåñòîâîé çàäà÷è ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ðåçóëü-

òàòàìè [6℄.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò �14�01�00055).
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� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

�àññìîòðèì çàäà÷ó î âçàèìîäåéñòâèè ñ íåäå�îðìèðóåìîé ïðåãðàäîé ïîòîêà æèäêîñòè, âû-

çâàííîãî ðàñïàäîì íà÷àëüíîãî óðîâíÿ æèäêîñòè [6℄. Ïîäîáíûå çàäà÷è ïðèíÿòî íàçûâàòü çà-

äà÷àìè î ðàçðóøåíèè ïëîòèíû. �åøåíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷è î ðàçðóøåíèè ïëîòèíû,

èìåþùåå ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî òàêæå ïðè òåñòèðîâàíèè ìà-

òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé áîëüøèõ âîëí, îáðàçóþùèõñÿ ïðè çåìëåòðÿñåíèÿõ, îïîëçíÿõ, ñèëüíûõ

âçðûâàõ, ïàäåíèè ìåòåîðèòîâ, áûñòðîé îñòàíîâêå êîíòåéíåðà, ÷àñòè÷íî çàïîëíåííîãî æèäêî-

ñòüþ, çàõëåñòûâàíèè ïàëóáû ñóäíà âåòðîâûìè âîëíàìè è äð.

Ïóñòü îáëàñòü Ω ∈ R
3
ñ âíåøíåé ãðàíèöåé Γ = Γ1 ∪ Γ2 (ðèñ. 1) çàïîëíåíà äâóõ�àçíîé

ñðåäîé è Ω = Ω1 ∪ Γ0 ∪Ω2. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ïîäîáëàñòè Ω1 íàõîäèòñÿ

æèäêîñòü, à â Ω2� ãàç; Γ0 ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ðàçäåëà �àç.

PSfrag replaements

1.0 ì

0.744 ì

1.248 ì

1.228 ì

Ω2

Γ1

Γ0
Γ2

Ω1

0.161 ì

�èñ. 1. �àñ÷åòíàÿ îáëàñòü

Ñòîëá æèäêîñòè, èìåþùèé â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè �îðìó ïàðàëëåëåïèïåäà, çàêëþ-

÷åí ìåæäó ñòåíêàìè x = 0 è x = b. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ïåðåãîðîäêà x = b
ìãíîâåííî óäàëÿåòñÿ è ñòîëá æèäêîñòè íà÷èíàåò äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè. �àç-

âèâàþùååñÿ òå÷åíèå îãðàíè÷åíî íåïðîíèöàåìûìè òâåðäûìè ñòåíêàìè Γ1, ãðàíèöà Γ2 îòêðû-

òàÿ, ñ ïàðàìåòðàìè íåâîçìóùåííîé àòìîñ�åðû. Â äàííîé çàäà÷å õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ

ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññ ðàçðóøåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ñ èíòåíñèâíûì êàïëåîáðàçîâàíèåì ïðè

âçàèìîäåéñòâèÿ ïîòîêà æèäêîñòè ñ ïðåïÿòñòâèåì. Èìåþùèåñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ñî-

äåðæàò óðîâíè âûñîò ñòîëáà æèäêîñòè íà íåêîòîðûõ ó÷àñòêàõ è âèäåîñúåìêó ïðîöåññà òå-

÷åíèÿ. Ïðîâåäåííîå ðàíåå ñîïîñòàâëåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è ðàñ÷åòíûõ âûñîò [7℄ ïîêàçàëî

êîððåêòíîñòü ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ WCSPH è VOF. Ñëåäóåò îò-

ìåòèòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî ïåðåïàäà óðîâíåé ÷àñòü æèäêîñòè

îòðûâàåòñÿ îò ñòåíêè è ïîäíèìàåòñÿ â âîçäóõ â âèäå îòäåëüíûõ ñòðóé è êàïåëü. Ýòîò ïðî-

öåññ ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîì îïðåäåëåíèè âûñîò æèäêîñòè íå ó÷èòûâàåòñÿ. Ïîýòîìó â äàííîé

ñòàòüå îöåíèâàþòñÿ âîçìîæíîñòè êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ ðàçâèòîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè

ðàññìàòðèâàåìûìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ñ äåòàëèçàöèåé ìãíîâåííûõ êàðòèí òå÷åíèÿ.

� 2. Ìåòîä îáúåìà æèäêîñòè â ÿ÷åéêå (VOF)

Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àÿõ ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ðàñ-

ñìîòðåíèþ ñèñòåìû èç äâóõ íåñìåøèâàþùèõñÿ íåñæèìàåìûõ âÿçêèõ ñðåä, äâèæåíèå êàæäîé

èç êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Íàâüå�Ñòîêñà è óðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè [8℄:

∂(ρu)i
∂t

+∇ · (ρuu)i = −∇pi +∇ · τ i + ρig, (2.1)

∇ · ui = 0, (2.2)

ãäå èíäåêñ i = {1, 2} � íîìåð ñðåäû, ρ � ïëîòíîñòü, u � âåêòîð ñêîðîñòè, p � äàâëåíèå,

τ i = µi(∇ui + ∇uò

i ) � òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé, µ � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü, g � âåêòîð

óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä Γ0 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ äèíàìè÷å-

ñêîãî ðàâíîâåñèÿ:

(τ 1 − τ 2)e = (p1 − p2 + σK)e, (2.3)

u1 = u2, (2.4)
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ãäå e � åäèíè÷íûé íîðìàëüíûé âåêòîð, âíåøíèé ïî îòíîøåíèþ ê Ω1; K � êðèâèçíà ïîâåðõ-

íîñòè Γ0; σ � êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ.

Ââîäÿ â ðàññìîòðåíèå ñêàëÿðíóþ �óíêöèþ

α(t,x) =

{

1, x ∈ Ω1,

0, x ∈ Ω2 ∪ Γ0,

èìåþùóþ â äàííîì ñëó÷àå ñìûñë îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè æèäêîñòè, è îïðåäåëèâ �óíêöèè

ïëîòíîñòè ρ = ρ2 + (ρ1 − ρ2)α, äàâëåíèÿ p = p2 + (p1 − p2)α è âÿçêîñòè µ = µ2 + (µ1 − µ2)α,
ïåðåïèøåì ñèñòåìó (2.1), (2.2) ñ ó÷åòîì (2.4), (2.3) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂ρu

∂t
+∇ · (ρuu) = −∇p+∇ · τ − σK∇α+ ρg, (2.5)

∇ · u = 0. (2.6)

Ñèñòåìà (2.5), (2.6) äîïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðåíîñà äëÿ α

∂α

∂t
= u · ∇α. (2.7)

×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.5)�(2.7) ñòðîèòñÿ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà êîíòðîëüíîãî îáú-

åìà äëÿ äèñêðåòèçàöèè èñõîäíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ïîëåé ñêîðîñòåé è äàâëåíèé

â äàííîé ðàáîòå áûëà èñïîëüçîâàíà ïðîöåäóðà ðàñùåïëåíèÿ îïåðàòîðîâ PISO [9℄.

Â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è íà íåïðîíèöàåìûõ ñòåíêàõ ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ ïðèëèïà-

íèÿ: u|Γ1
= 0, à çíà÷èò è âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ u∗

, u∗∗
, u∗∗∗

íà Γ1 òàêæå äîëæíû áûòü

íóëåâûìè. Òîãäà

∇(p∗∗ − p∗)|Γ1
= ∇(p∗ − pn)|Γ1

= 0.

Óðàâíåíèå (2.7) ðåøàåòñÿ íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè ïîñëå îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòå-

ìû (2.5), (2.6). Äëÿ ýòîãî (2.7) óäîáíî ïåðåïèñàòü â êîíñåðâàòèâíîì âèäå

∂α

∂t
+∇ · (uα) +∇ ·

(

α(1 − α)ur

)

= 0, (2.8)

ãäå ur = u2 − u1 � ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ �àç íà ãðàíèöå ðàçäåëà Γ0. Â èñõîä-

íîé ìîäåëè Γ0 ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî òîíêîé è ur = 0, îäíàêî èç-çà ÷èñëåííîé äè��óçèè ïðè

âû÷èñëåíèÿõ íåèçáåæíî ïîÿâëÿåòñÿ ïåðåõîäíàÿ îáëàñòü. Ñëåäóÿ ìåòîäó êîíòðîëüíîãî îáúåìà,

çàïèøåì àïïðîêñèìàöèþ (2.8):

3αn+1
M − 4αn

M + αn−1
M

2∆t
+
∑

f∈NM

Ff (α
n+1
M ) +

∑

f∈NM

(1− α)nMF ∗
f (α

n
M ) = 0, (2.9)

ãäå

F ∗(α) = cα max
Ω

|qurS|

|S|
q, q =

∇α

|∇α|
. (2.10)

Ñêàëÿðíûé êîý��èöèåíò cα ñëóæèò äëÿ óïðàâëåíèÿ èñêóññòâåííûì ñæàòèåì ðåøåíèÿ â îáëà-

ñòè ðàçðûâà äëÿ êîìïåíñàöèè ý��åêòà ÷èñëåííîé äè��óçèè.

Ìåòîä VOF ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå íàäåæíûì äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêîãî êðóãà ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷

îòñëåæèâàíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïîäõîäå ìàðêèðîâêà ÿ÷ååê âûïîë-

íÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè α < 0.5, òî ÿ÷åéêè ñîäåðæàò ãàç, åñëè α > 0.5 � òî æèäêîñòü.

Âñå, ÷òî ìåæäó íèìè, îïðåäåëÿåò ïîâåðõíîñòíûå ÿ÷åéêè ñâîáîäíîé ãðàíèöû. Ïðîáëåìà ìàð-

êèðîâêè îñëîæíÿåòñÿ è òåì, ÷òî ïðè ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåêîòîðûõ òå÷åíèé ìàëûõ îáúåìîâ

(êàïëÿ, òîíêàÿ ñòðóÿ è ò. ä.), õàðàêòåðíûé ðàçìåð êîòîðûõ ìåíüøå ÿ÷åéêè, ìåòîä VOF íå ïîç-

âîëÿåò ðàçðåøèòü ïîâåðõíîñòü è ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ÿ÷ååê, êîòîðûå íåâîçìîæíî îòíåñòè

ê æèäêîñòè, ãàçó èëè ïîâåðõíîñòè.
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� 3. Ìåòîä ãèäðîäèíàìèêè ñãëàæåííûõ ÷àñòèö (SPH)

Â ìåòîäå ãèäðîäèíàìèêè ñãëàæåííûõ ÷àñòèö çà îñíîâó áåðóòñÿ êîíòèíóàëüíûå óðàâíåíèÿ

ñïëîøíîé ñðåäû (2.1) (ïðè i = 1), à ÷àñòèöû æèäêîñòè èãðàþò ðîëü äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ,

ïîçâîëÿþùèõ ñâåñòè óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ê ðàçíîñòíîé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïî ñâîåé ñóòè ýòè ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ êîíòèíóàëüíûìè, äèñêðåò-

íîñòü â íèõ ââîäèòñÿ êàê âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì.

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå Ω �óíêöèÿ f(r) èçâåñòíà â N òî÷êàõ:

f(r) =

∫

Ω
f(r′)W (r− r′, h)dr′, r, r′ ∈ Ω, (3.1)

ãäå W (r− r′, h) � ñãëàæèâàþùåå ÿäðî, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

∫

W (r, h)dr = 1; W (r− r′, h) > 0; W (r− r′, h) = W (r′ − r, h); W (r− r′, h) ∈ Cp, (3.2)

ãäå h � ðàäèóñ ñãëàæèâàíèÿ. Ïðè h → 0 âûðàæåíèå (3.1) ñõîäèòñÿ ê

f(r) =

∫

f(r′)δ(r − r′)dr′. (3.3)

Ïðîâîäÿ ïðèáëèæåííî çàìåíó èíòåãðàëà íà êîíå÷íóþ ñóììó [5℄, ïîëó÷àåì

f(r) =

N
∑

j=1

mj

ρ(rj)
f(rj)W (r− rj , h). (3.4)

Äëÿ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè â îáúåìå æèäêîñòè âûäåëèì ÷àñòèöó i, èìåþùóþ mi, ρi �
ìàññó è ïëîòíîñòü. Îïðåäåëèì íåêîòîðóþ îáëàñòü ñãëàæèâàíèÿ Ω(r) = {r

′

: |r−r
′

| < kh}, òîãäà
àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè è åå ãðàäèåíòà ïðèìóò âèä

fi =
∑

j∈Ωi

mj

ρj
fjWij, ∇fi =

∑

j∈Ωi

mj

ρj
fj∇Wij, (3.5)

Ωi = Ω(ri)
è Wij = W (ri − rj , h).

Äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èñïîëüçîâàëàñü �óíêöèÿ ÿäðà â âèäå êóáè÷åñêîãî

ñïëàéíà:

W (r, h) = k











1− 3
2 (

r

h
)2 + 3

4 (
r

h
)3, 0 6

r

h
< 1,

1
4(2−

r

h
)3, 1 6

r

h
< 2,

0, r

h
> 2,

(3.6)

ãäå k = 1/(πh3) äëÿ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Èç óðàâíåíèÿ (3.5) ìîæíî âû÷èñëèòü ïëîòíîñòü
çàìåíîé ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè f íà ρ:

ρi =
∑

j

mjWij(ri − rj , h). (3.7)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ÷àñòèöû i óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ïðèìóò âèä

dρi
dt

= −
∑

j

mj(ui − uj) · ∇iW (ri − rj , h). (3.8)

SPH-àïïðîêñèìàöèÿ â îáîçíà÷åíèÿõ, ââåäåííûõ âûøå äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïëîøíîé ñæè-

ìàåìîé æèäêîñòè, áóäåò èìåòü âèä

dui

dt
= −

∑

j

mj

(

pj
ρ2j

+
pi
ρ2j

+ τij

)

∇iWij + gi, (3.9)
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ãäå τij � äèññèïàòèâíûé ÷ëåí â �îðìå Ìîíàãàíà [5℄:

τij =

{

−
ζc̄ijµij

ρ̄ij
, uij · rij < 0,

0, uij · rij > 0,
(3.10)

ãäå µij = (huijrij)/(r
2
ij+η2), c̄ij = (ci+ci)/2, ρ̄ij = (ρi+ρj)/2, η

2
ij = 0.01h2, ζ � êîý��èöèåíò èñ-

êóññòâåííîé âÿçêîñòè. Àíàëèç çàïèñè âÿçêîãî ÷ëåíà, ïðåäëîæåííîãî Ìîíàãàíîì [5℄, ïîçâîëÿåò

ïîëó÷èòü ñâÿçü êîý��èöèåíòà èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè ñ êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòüþ:

ν = (ζ · h · c̄ij)/ρ.

Òàêèì îáðàçîì, êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè (ν = 10−6
ì

2/) âîäû ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ êîý�-

�èöèåíòà ζ = 0.02 ÷ 0.03.
Íîâîå ïîëîæåíèå ÷àñòèöû âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñêîðîñòÿì îêðóæàþùèõ åå ÷àñòèö:

dri
dt

= ui + ε
∑

j

mj

(

uj − ui

ρ̄ij

)

Wij , (3.11)

ãäå ε � êîíñòàíòà.

Äëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè èñïîëüçîâàëàñü ñëàáîñæèìàåìàÿ �îðìóëè-

ðîâêà ìåòîäà WCSPH (weakly ompressible SPH), ïðåäïîëàãàþùàÿ çàìûêàíèå ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé (3.7)�(3.11) óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ Òåéòà:

pi =

{

B
[(

ρi
ρ0

)γ

− 1
]

, ρi > ρ0,

0, ρi 6 ρ0,
(3.12)

ãäå B = ρ0c
2
0/γ � ìîäóëü îáúåìíîãî ñæàòèÿ; ρ0 � ïëîòíîñòü æèäêîñòè íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíî-

ñòè (p = 0); c0 � êîíñòàíòà, èìåþùàÿ �èçè÷åñêèé ñìûñë ñêîðîñòè çâóêà; γ � êîíñòàíòà, äëÿ

ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ γ = 7.
Â ìåòîäå ãèäðîäèíàìèêè ñãëàæåííûõ ÷àñòèö óñëîâèå íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå íå âûñòàâëÿ-

åòñÿ, à äàâëåíèå â ÷àñòèöàõ, â òîì ÷èñëå è â òåõ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ñâîáîäíîé ãðàíèöå,

ðàññ÷èòûâàåòñÿ ÿâíî èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (3.12). Òåì ñàìûì óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà äàâëåíèÿ

íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðèáëèæåííî. Äëÿ ñòàáèëèçàöèè îïèñàíèÿ ñâîáîäíûõ

ïîâåðõíîñòåé è íå�èçè÷íûõ îñöèëëÿöèé ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ æèäêîñòè âáëèçè òâåðäîé ñòåí-

êè ïðèìåíÿëñÿ �èëüòð Øåïàðäà:

ρ∗i =
∑

j

ρjW̃ij
mj

ρj
=
∑

j

mjW̃ij, (3.13)

 êîððåêòèðîâêîé �óíêöèè ÿäðà W̃ij = Wij/
∑

j(Wijmj/ρj).
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ïîñòàíîâêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà òâåð-

äûõ ñòåíêàõ, è ïîÿâëÿþòñÿ âñå íîâûå, è êîìáèíèðóþòñÿ èçâåñòíûå [10℄. Îáîñíîâàíèå âûáîðà

òîãî èëè èíîãî ïîäõîäà äëÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è òðåáóåò îáÿçàòåëüíîãî òåñòèðîâàíèÿ. Â äàííîé

ðàáîòå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëîâ [11℄, ïîêàçàâøèé â ðÿäå âåðè�èêà-

öèîííûõ òåñòîâ [7℄ íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû.

� 4. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

Â ìåòîäå ãèäðîäèíàìèêè ñãëàæåííûõ ÷àñòèö æèäêîñòü ìîäåëèðîâàëàñü 2500000 ÷àñòèöà-

ìè, ðàñïîëîæåíèå êîòîðûõ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàâàëîñü ãåêñàýäðè÷åñêîé ðåøåò-

êîé. Ïðè ðåøåíèè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ìåòîäîì VOF, â îòêðûòîì ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå

OpenFOAM 2.3.0, èñïîëüçîâàëàñü îðòîãîíàëüíàÿ ñåòêà, ñîñòîÿùàÿ èç 1972608 øåñòèãðàííè-

êîâ. Â âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ äëÿ ìåòîäà WCSPH èñïîëüçîâàëñÿ GPU-óñêîðèòåëü

GeFORCE GTX 680, 4 �á, à ðàñ÷åòû ìåòîäîì VOF â OpenFOAM âûïîëíÿëèñü íà 8 ÿäðàõ CPU

(äâà 4-ÿäåðíûõ ïðîöåññîðà Intel Xeon E5420, 2.5 GHz). Îáùåå âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîñòàâèëî

4.25 è 32.45 ÷àñà äëÿ ìåòîäîâ WCSPH è VOF ñîîòâåòñòâåííî. Æèäêîñòü (âîäà) îïðåäåëÿëàñü
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t = 0.64 

t = 0.96 

t = 1.24 

t = 1.76 

t = 1.96 
à) á) â)

�èñ. 2. Îáðóøåíèå ñòîëáà æèäêîñòè: à) WCSPH; á) VOF; â) ýêñïåðèìåíò [6℄

ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: íà÷àëüíàÿ ïëîòíîñòü ρ0 = 1000 êã/ì3
, êîý��èöèåíò èñêóññòâåííîé

âÿçêîñòè äëÿ WCSPH ζ = 0.021 (ν = 0.0007 ì2/ñ), êîý��èöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè äëÿ

VOF ν = 1 · 10−6
ì

2/ñ. Âåëè÷èíà äëèíû ñãëàæèâàíèÿ h = 0.003 ì.

Îáðàçîâàííûé âñëåäñòâèå ðàñïàäà íà÷àëüíîãî óðîâíÿ æèäêîñòè ïîòîê äîñòèãàåò ïðåãðà-

äû, è â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ æèäêîñòè ñ íåé ïðîèñõîäèò ðàçäåëåíèå ïîòîêà (ðèñ. 2, â,

t = 0.64 ñ). ×àñòü æèäêîñòè îáòåêàåò ïðåãðàäó è íàïðàâëÿåòñÿ â áîêîâûå çàçîðû, à öåíòðàëüíûé
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�ðîíò ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ïðåãðàäîé îáðàçóåò âîäÿíîé ñòîëá (ðèñ. 2), â êîòîðîì íàáëþäàåò-

ñÿ ðàñïàä íåïðåðûâíîãî ïîòîêà æèäêîñòè íà îòäåëüíûå êàïëè è ñòðóè. Îòìåòèì, ÷òî âîäÿíîé

ñòîëá, ïîëó÷åííûé ìåòîäîì WCSPH (ðèñ. 2, à), ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûì (ðèñ. 2, â)

êàê êà÷åñòâåííî, òàê è ïî âûñîòå. Ïðè ýòîì âîäÿíîé ñòîëá, ïîëó÷åííûé â ðàìêàõ VOF-ìåòîäà

(ðèñ. 2, á), íå òîëüêî íèæå ýêñïåðèìåíòàëüíîãî íà 22%, íî è íå ñîäåðæèò îòäåëüíûõ êàïåëü

è ñòðóé.

Äðóãîé õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ òå÷åíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0.64 ñ ÿâëÿåòñÿ �îðìèðî-
âàíèå òîíêîãî ñëîÿ æèäêîñòè, âêëþ÷àþùåãî è îòäåëüíûå êàïëè (ðèñ. 2, â). Äàííûé ñëîé èìååò

âååðíóþ îðèåíòàöèþ, íàïðàâëåííóþ ïî äèàãîíàëè îò âîäÿíîãî ñòîëáà ê ëåâûì óãëàì åìêîñòè.

Â ðàìêàõ ïðîâåäåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ âååðíûé ñëîé ïîëó÷åí òîëüêî ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ìåòîäà WCSPH (ðèñ. 2, à). �àçðåøèòü òîíêèé ñëîé æèäêîñòè ìåòîäîì VOF íà

èñïîëüçóåìûõ ðàñ÷åòíûõ ñåòêàõ íå óäàëîñü. Òàê êàê òîëùèíà âååðíîãî ñëîÿ íå ïðåâûøàåò 2ìì,

äëÿ åãî ðàçðåøåíèÿ òðåáóåòñÿ íå òîëüêî áîëåå ïîäðîáíàÿ ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà, íî è äîïîëíèòåëüíàÿ

ðåêîíñòðóêöèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî â äðóãèõ èññëåäîâàíèÿõ, íàïðèìåð [12℄,

ïîëó÷èòü ìåòîäîì WCSPH âååðíóþ ñòðóêòóðó ïîòîêà íå óäàâàëîñü.

Äðóãèì õàðàêòåðíûì ìîìåíòîì âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ t = 0.96 ñ, êîãäà íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî

ðîñò âîäÿíîãî ñòîëáà, îáóñëîâëåííûé ïðîäîëæàþùèìñÿ âçàèìîäåéñòâèåì ïîòîêà ñ ïðåãðàäîé,

íî è çàïëåñê æèäêîñòè íà ëåâóþ ñòåíêó åìêîñòè ñ ïîñëåäóþùèì îáðàçîâàíèåì âòîðîãî âîäÿíîãî

ñòîëáà (ðèñ. 2, t = 0.96 ñ). Âûñîòà âîäÿíûõ ñòîëáîâ ïðåâûøàåò âûñîòó åìêîñòè êàê â ýêñïåðè-

ìåíòå (ðèñ. 2, â), òàê è â ðàñ÷åòàõ (ðèñ. 2, à, á). Ïðè ýòîì âîäÿíûå ñòîëáû, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì

VOF (ðèñ. 2, á), íèæå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ (ðèñ. 2, â). Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0.96 ñ òàêæå îòìå-
÷åíî âçàèìîäåéñòâèå îòðàæåííîãî îò ëåâîé ñòåíêè ïîòîêà ñ íàáåãàþùèì. Íà ðèñóíêå 2 âèäíî

�îðìèðîâàíèå ïåðåêðåñòíîãî öåíòðàëüíîãî âîäÿíîãî ñòîëáà è îáðàçîâàíèå îáðàòíîãî òå÷åíèÿ

âáëèçè ëåâîé ñòåíêè åìêîñòè.

�àññìîòðèì õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ïîòîêà æèäêîñòè â ìîìåíò âðåìåíè t = 1.24 ñ. Îòðà-
æåííûé ïîòîê æèäêîñòè äîñòèãàåò ïðåãðàäû è öåíòðàëüíîãî âîäÿíîãî ñòîëáà, ðàñïîëîæåííîãî

ó åå ïîäíîæüÿ. Âçàèìîäåéñòâèå ïîòîêà ñ ïðåãðàäîé ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ îáðàòíîãî òå÷å-

íèÿ ïåðåä ïðåãðàäîé (ðèñ. 2, â, t = 1.24 ñ). Êàê âèäíî èç ðèñóíêà 2, à, á îáà èñïîëüçóåìûõ

÷èñëåííûõ ìåòîäà ïîçâîëÿþò îòñëåäèòü êàê �îðìèðîâàíèå âòîðè÷íîãî âîçâðàòíîãî òå÷åíèÿ

ïåðåä ïðåãðàäîé, òàê è âçàèìîäåéñòâèå îòðàæåííîãî ïîòîêà ñ âîäÿíûì ñòîëáîì. Îäíàêî ìå-

òîä VOF ïðè äàííîì ðàçðåøåíèè ñòåíêè íå ïîçâîëÿåò äåòàëüíî îïèñàòü ðàçâèòóþ ñâîáîäíóþ

ïîâåðõíîñòü. À ïîëó÷åííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà WCSPH ìãíîâåííàÿ êàðòèíà òå÷åíèÿ (ñî-

îòâåòñòâóþùàÿ âðåìåíè t = 1.24 ñ) íå ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé â ìåñòå ëîêàëèçàöèè

âîäíîãî ñòîëáà (ðèñ. 2, à), ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ÷èñëåííîãî çàìåäëåíèÿ ïîòîêà. Äîïîë-

íèòåëüíî ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì ÷àñòèö ïîêàçàëè, ÷òî óâåëè÷åíèå

÷èñëà ÷àñòèö ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ îòñòàâàíèÿ �ðîíòà æèäêîñòè îò ýêñïåðèìåíòàëüíîãî,

÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ è ðåçóëüòàòàìè [12℄.

Äàëüíåéøåå çàìåäëåíèå ïîòîêà â WCSPH ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t = 1.76 ñ
ãðåáåíü âîëíû, êà÷åñòâåííî ñîîòâåòñòâóþùèé ýêñïåðèìåíòàëüíîìó, �èêñèðóåòñÿ â ñåðåäèíå

ó÷àñòêà åìêîñòè äî ïåðåãîðîäêè x = b (ðèñ. 2, à, t = 1.76 ñ), à íå âáëèçè ïåðåãîðîäêè, êàê

â ýêñïåðèìåíòå (ðèñ. 2, â). Ìåòîä VOF íå ðàçðåøàåò ãðåáåíü âîëíû (ðèñ. 2, á), íî ïîçâîëÿåò

îòðàçèòü ïðî�èëü êîëåáàíèé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèé ýêñïåðèìåíòàëüíîìó.

Ìîìåíò âðåìåíè t = 1.96 ñ òàêæå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíûì, òàê êàê áóðíûé îòðàæåííûé ïî-

òîê äîñòèãàåò ìåñòîïîëîæåíèÿ ïåðåãîðîäêè x = b (ðèñ. 2, â, t = 1.96 ñ). Îòìå÷åííîå ðàíåå

çàìåäëåíèå ïîòîêà â WCSPH ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî îòðàæåííàÿ âîëíà íå äîñòèãàåò ó÷àñòêà

x = b (ðèñ. 2, à), ïðè ýòîì îñòàëüíûå åå õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè, òàêèå êàê çàêðóòêà ãðåáíåé

è ýâîëþöèÿ ðàçâèòîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ äàííûìè ýêñïåðèìåíòà

(ðèñ. 2, â). Îòðàæåííàÿ âîëíà æèäêîñòè, ïîëó÷åííàÿ VOF-ìåòîäîì (ðèñ. 2, á, t = 1.96 ñ), õîðî-
øî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé, çà èñêëþ÷åíèåì ðàçðåøåíèÿ ýâîëþöèè ðàçâèòîé ñâîáîä-

íîé ïîâåðõíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ñðàâíåíèå ìåòîäîâ VOF è WCSPH ïîêàçàëî, ÷òî ìåòîä VOF äëÿ ðàçðå-

øåíèÿ ðàçâèòîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè òðåáóåò ñóùåñòâåííî áîëåå äåòàëüíóþ äèñêðåòèçàöèþ

ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ïî ïðîñòðàíñòâó, ÷åì ìåòîä SPH. Äëÿ áîëåå êîððåêòíîãî âûäåëåíèÿ ìåæ-

82



�àçíûõ ãðàíèö òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå çàòðàòû íà ðåêîíñòðóêöèþ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè.

Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ïîëó÷åííûå VOF-ìåòîäîì êàðòèíû òå÷åíèé êà÷åñòâåííî ñîîòâåòñòâóþò ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûì, ãîâîðèòü î òî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè â âèäå îòäåëüíûõ

êàïåëü, áðûçã íå èìååò ñìûñëà. Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå ìåòîäà VOF äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåñ-

ñà êàïëåîáðàçîâàíèÿ, ïîäðàçóìåâàþùåãî ïîäðîáíîå ðàçðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîé âî âðåìåíè

ðàçâèòîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷èâàåòñÿ ñâåðõâûñîêèìè âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòà-

ìè è ÿâëÿåòñÿ íåäîñòàòî÷íî ý��åêòèâíûì.

Ïðîâåäåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðäèëè ý��åêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ

ìåòîäà WCSPH äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè, âêëþ÷àÿ ìîäåëèðîâàíèå ðàñïàäà ðàç-

âèòîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè òå÷åíèé â òîíêèõ ñëîÿõ æèäêîñòè èëè òå-

÷åíèé ñ ÷àñòèöàìè ìàëîãî îáúåìà íåîáõîäèì ó÷åò ñèë ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ â óðàâíåíè-

ÿõ WÑSPH.
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This article discusses methods for simulation of flows with free surfaces within the Euler (Volume of fluid — VOF )
and Lagrangian (Smoothed Particle Hydrodynamics — SPH) description. On the example of problems of interaction
between the flow of an incompressible fluid and obstacles, we evaluate the possibility of using the methods to describe
the developed free surface and the process of dropping. Numerical results obtained by the methods VOF and SPH
are compared with experimental data.
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