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ОТРАЖЕНИЕ АНДРЕЕВА В КОНТАКТЕ P -ВОЛНОВОЙ
СВЕРХПРОВОДНИК–НОРМАЛЬНЫЙ МЕТАЛЛ

В статье математически строго изучено отражение Андреева для матричного дифференциального

гамильтониана Боголюбова–де Жена, описывающего электроны и дырки в одномерной гибридной

структуре нормальный металл–p-волновой сверхпроводник. При этом используется описываемая

в статье физически корректная симметризованная форма гамильтониана. Гамильтониан содержит

в своем составе два дельтаобразных потенциала, один из которых моделирует примесь в сверх-

проводнике, а второй характеризует «прозрачность» перехода нормальный металл–сверхпроводник.

Доказано, что в случае топологической фазы имеет место полное андреевское отражение, т. е. на-

летающий со стороны нормального металла электрон с энергией в лакуне, имеющейся в спектре

гамильтониана Боголюбова–де Жена (сверхпроводящей щели), с вероятностью единица отражается

как дырка независимо от величины параметров в потенциалах, описывающих примесь и «прозрач-

ность» перехода. Для нетопологической фазы найдены формулы для вероятностей отражения дырки

(андреевское отражение) и электрона (нормальное отражение). В работе, как обычно при исследо-

вании гибридных структур, используется метод «склейки».
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Введение

А. Ф. Андреев впервые теоретически описал процесс перехода нормального тока в

сверхпроводящий ток. Андреевское отражение возникает на стыке нормального (обычного)

металла N, расположенного, например, в области x < 0, и сверхпроводника S в области

x > 0 (см. [1,2]). Налетающий со стороны N электрон может отразиться от S обычным об-

разом, как электрон (нормальное отражение) с вероятностью PN , но может отразиться и как

дырка (отражение Андреева) с вероятностью PA = 1−PN . При полном (идеальном) андре-

евском отражении PA = 1. Отражение дырки означает перемещение положительного заряда

справа налево или, эквивалентно, отрицательного заряда слева направо, что порождает сво-

бодный электрон в S. Налетающий электрон, оказавшись в области x > 0, вместе с одним

из свободных электронов сверхпроводника образует куперовскую пару в S [1]. Куперовские

пары являются носителями сверхпроводящего тока [1]. Таким образом, полное отражение

Андреева отвечает максимальному сверхпроводящему току в гибридной структуре.

В последние годы интерес к андреевскому отражению значительно вырос [2, 3]. Это

связано с тем, что на границе N–S в сверхпроводнике, находящемся в топологической фа-

зе [4], возникают майорановские локализованные состояния (МЛС) (см., например, [4–6]),

которые активно изучаются на протяжении последних приблизительно полутора десятиле-

тий. МЛС представляют собой устойчивые квазичастицы с нулевой энергией вида «частица

плюс дырка», подчиняющиеся неабелевой статистике, и весьма перспективны для приме-

нения в будущих квантовых компьютерах [5,6]. При этом появление МЛС в структуре N–S
приводит к возникновению идеального андреевского отражения, которое, в свою очередь,
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порождает при нулевой разности потенциалов пик дифференциального кондактанса (про-

водимости), т. е. максимум сверхтока, что может быть измерено в эксперименте и, вообще

говоря, сигнализирует о появлении МЛС [3,8–10].

В статье математически строго изучено отражение Андреева для гамильтониана Бого-

любова–де Жена, описывающего одномерную структуру нормальный металл–p-волновой

сверхпроводник и содержащего два дельтаобразных потенциала, один из которых модели-

рует примесь в сверхпроводнике, а второй характеризует «прозрачность» перехода N–S.
Доказано, что в переходе N–S имеет место полное андреевское отражение в случае то-

пологической фазы (т. е. налетающий со стороны нормального металла электрон всегда

отражается как дырка). В нетопологической фазе получена формула для вероятности отра-

жения PA. Используемая методика в перспективе позволяет описать собственные функции

данного гамильтониана для околонулевой энергии с целью определения их сходства с МЛС.

§ 1. Отражение Андреева

Рассмотрим гамильтониан для одномерной гибридной структуры нормальный металл–

p-волновой сверхпроводник вида

H =

(
−∂2x − θ(x)µ+ − θ(−x)µ− −∆θ(x)∂x − ∆

2
δ(x)

∆θ(x)∂x +
∆
2
δ(x) ∂2x + θ(x)µ+ + θ(−x)µ−

)
.

Здесь θ(x) — функция Хевисайда, µ+(µ−) — химический потенциал сверхпроводника (нор-

мального металла), ∆ ∈ R — параметр сверхпроводящего порядка. Слагаемые ±∆δ(x)/2
возникают при симметризации изначально не самосопряженного (в силу наличия выра-

жения θ(x)∂x) оператора по формуле (H + H∗)/2. Таким образом, для x > 0 имеем га-

мильтониан сверхпроводника, а для x < 0 — гамильтониан нормального металла. После

преобразования Фурье в L2(R)

ψ̂(p) =
1√
2π

∫

R

e−ipxψ(x) dx

получаем гамильтонианы сверхпроводника и нормального металла

Ĥ+(p) =

(
p2 − µ+ −ip∆
ip∆ −p2 + µ+

)
, Ĥ−(p) =

(
p2 − µ− 0

0 −p2 + µ−

)
(1)

соответственно. Спектр H− равен (−∞,∞). Если µ − ∆2/2 > 0, то спектр H+ равен объ-

единению промежутков

(−∞,−|∆|
√
µ−∆2/4

]
∪
[
|∆|

√
µ−∆2/4,∞).

Eсли µ+ −∆2/2 < 0, то спектр H+ имеет вид (−∞,−|µ+|] ∪ [|µ+|,∞). Таким образом,

спектр H+ содержит лакуну (сверхпроводящую щель), симметричную относительно нуля,

длиной 2|∆|
√
µ+ −∆2/4 в первом случае, и длиной 2|µ+| во втором случае (см. [7]).

Оператор H действует на функции вида ψ(x) = (ψ1(x), ψ2(x))
T , где T — транспониро-

вание, ψ1(x) описывает электроны, а ψ2(x) — дырки.

Рассмотрим теперь гамильтониан H + V, где

V =

(
V0δ(x) + V1δ(x− a) 0

0 −(V0δ(x) + V1δ(x− a))

)
,

слагаемые с δ(x) характеризуют контакт, а слагаемые с δ(x− a) — примесь в сверхпровод-

нике.
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Ищем решения уравнения

(H + V )ψ = Eψ, (2)

описывающие рассеяние для энергий E в щели. Интерес представляют вероятности от-

ражения электрона, налетающего со стороны x < 0, по первой и второй компонентам,

т. е. для частиц и дырок. Общие решения уравнений (H± − E)ψ±(x) = 0 ищем в виде

ψ±(x) = (ψ1
±, ψ

2
±)

T = (A±, B±)
T eiα±x, где p = α± — решение уравнения det(Ĥ±(p)−E) = 0,

а (A±, B±)
T удовлетворяет равенству (Ĥ±(α±) − E)(A±, B±)

T = 0. Найденные решения

ψ±(x), зависящие от произвольных констант, «склеиваем» в точках x = 0 и x = a, пользу-

ясь равенствами

ψ1
+(0+) = ψ1

−(0−), ψ2
+(0+) = ψ2

−(0−), ψ1
+(a+) = ψ1

−(a−), ψ2
+(a+) = ψ2

−(a−), (3)

4(∂xψ
1
+(0+)− ∂xψ

1
−(0−))− 2V0(ψ

1
+(0+) + ψ1

−(0−)) + ∆(ψ2
+(0+) + ψ2

−(0−)) = 0, (4)

4(∂xψ
2
+(0+)− ∂xψ

2
−(0−))− 2V0(ψ

2
+(0+) + ψ2

−(0−)) + ∆(ψ1
+(0+) + ψ1

−(0−)) = 0, (5)

2(∂xψ
1
+(a+)− ∂xψ

1
−(a−))− V1(ψ

1
+(a+) + ψ1

−(a−)) = 0, (6)

2(∂xψ
2
+(a+)− ∂xψ

2
−(a−))− V1(ψ

2
+(a+) + ψ2

−(a−)) = 0. (7)

Здесь полагаем δ(x) · ψj(x) = 1
2
δ(x)(ψj

+(0+) + ψj
−(0−)) (аналогично для точки x = a),

что отвечает симметричному распределению потенциальной энергии относительно данных

точек. Таким образом, функция ψ(x) непрерывна в точках 0, a согласно (3), а согласно (4)–

(7) δ-функции, возникающие при дифференцировании скачка первой производной, взаимно

уничтожаются с δ-функциями, входящими в гамильтониан H и в потенциалы.

Будем в дальнейшем предполагать, что µ−, ∆ > 0, |µ+| ≪ ∆2. В этом случае спектр H+

совпадает с R \ (−|µ+|, |µ+|). Далее рассматривается E ∈ (−|µ+|, |µ+|).
Рассмотрим случай топологической фазы µ+ > 0 [4]. Пусть вначале x < 0. Из равенства

нулю det (Ĥ−(p)− E) = 0 получаем, согласно (1),

p2 = µ−.

Отсюда

Ĥ−(p)− E ≈
(
0 0
0 0

)
.

Учитывая, что для дырки и частицы с равными импульсами скорости противоположны,

получаем общий вид решения уравнения (2), описывающего рассеяние налетающего элек-

трона при x < 0:

ψ−(x) =

(
1
0

)
ei

√
µ−x + A

(
0
1

)
ei

√
µ−x +B

(
1
0

)
e−i

√
µ−x =

(
ei

√
µ−x +Be−i

√
µ−x

Aei
√
µ−x

)
. (8)

Здесь первое слагаемое отвечает налетающему электрону, второе слагаемое — отраженной

дырке, и третье слагаемое — отраженному электрону. Заметим, что PA = |A|2, PN = |B|2.
В случае x > 0 имеем

det(Ĥ+ − E) = −(p4 − 2p2(µ+ −∆2/2) + µ2
+ − E2) = 0,

тогда

p = α1
+ = ±i∆+ F1(µ+), p = α2

+ = ±iµ+

∆
+ F2(µ+),

где выражения Fj(µ+), j = 1, 2, малы в силу предположения µ+ ≪ ∆2 и далее опускаются.

Для p = ±i∆ имеем

det
(
Ĥ+(p)− E

)
=

(
−∆2 ±∆2

∓∆2 ∆2

)
,
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откуда ψ+(x) = (1,±1)T e∓∆x; если p = ±iµ+/∆, то

det
(
Ĥ+(p)−E

)
=

(
−µ+ ±µ+

∓µ+ µ+

)

и ψ+(x) = (1,±1)T e∓(µ+/∆)x.
Для убывания решения уравнения (2) при x > a в равенствах для α1

+ и α2
+ выбираем

знак «+». Таким образом, на промежутке (a,+∞) решение имеет вид:

ψ+(x) =

(
Ge−∆x +Ke−(µ+/∆)x

Ge−∆x +Ke−(µ+/∆)x

)
. (9)

Убывания решения на промежутке (0; a) не требуется, поэтому ψ+(x) для x ∈ (0, a)
определена равенством:

ψ+(x) =

(
Ce−∆x +De−(µ+/∆)x + Le∆x + Fe(µ+/∆)x

Ce−∆x +De−(µ+/∆)x − Le∆x − Fe(µ+/∆)x

)
. (10)

Учитывая (3), перепишем (4)–(7) в виде

2(∂xψ
1
+(0+)− ∂xψ

1
−(0−))− 2V0ψ

1
−(0−) + ∆ψ2

−(0−) = 0, (11)

2(∂xψ
2
+(0+)− ∂xψ

2
−(0−))− 2V0ψ

2
−(0−) + ∆ψ1

−(0−) = 0, (12)

∂xψ
1
+(a+)− ∂xψ

1
+(a−)− V1ψ

1
+(a+) = 0, (13)

∂xψ
2
+(a+)− ∂xψ

2
+(a−)− V1ψ

2
+(a+) = 0. (14)

Положим r± = i
√
µ− ± V0. Пользуясь (8), (9), запишем условия «склейки» (3), (11)–(14)

в виде матричного уравнения

X(A,B,C,D, L, F,G,K)T = (−1, 0, 2r+,−∆, 0, 0, 0, 0)T, (15)

где матрица X имеет вид




0 1 −1 −1 −1 −1 0 0

1 0 −1 −1 1 1 0 0

∆ 2r− −2∆ −2µ+

∆
2∆

2µ+

∆
0 0

−2r+ ∆ −2∆ −2µ+

∆
−2∆ −2µ+

∆
0 0

0 0 e−∆a e−
µ+

∆
a e∆a e

µ+

∆
a −e−∆a −e−

µ+

∆
a

0 0 e−∆a e−
µ+
∆

a −e∆a −e
µ+
∆

a −e−∆a −e−
µ+
∆

a

0 0 ∆e−∆a µ+

∆
e−

µ+

∆
a −∆e∆a −µ+

∆
e

µ+

∆
a −e−∆a(∆ + V1) −e−

µ+

∆
a
(µ+

∆
+ V1

)

0 0 ∆e−∆a µ+

∆
e−

µ+

∆
a ∆e∆a µ+

∆
e

µ+

∆
a −e−∆a(∆ + V1) −e−

µ+

∆
a
(µ+

∆
+ V1

)




.
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Из линейных комбинаций четырех последних строк получим:

{
∆e∆aL+

µ+

∆
e

µ+
∆

aF = 0,

e∆aL+ e
µ+

∆
aF = 0,

отсюда в силу предположения µ+ ≪ ∆2 имеем L = F = 0. Тогда из первых четырех строк

получаем

{
A−B = 1,
(∆ + 2r+)A+ (2r− −∆)B = 2r+ +∆,

откуда A = 1, B = 0. Таким образом, PA = 1 и имеет место полное андреевское отражение.

Пусть теперь µ+ < 0, что соответствует нетопологической фазе. В этом случае значения

p = α1,2
+ и решение уравнения (2) на промежутках (−∞, 0) и (0, a) не изменятся, а для

x ∈ (a,+∞) оно примет вид

ψ+(x) =

(
Ge−∆x +Ke(µ+/∆)x

Ge−∆x −Ke(µ+/∆)x

)
.

Тогда получим уравнение (15) с матрицей X ′ = {x′i,j}, совпадающей с X всюду кроме

элементов x′58 = −x′68 = −e
µ+

∆
a, x′78 = −x′88 = −e

µ+

∆
a
(
µ+

∆
− V1

)
. Следовательно, A =

d1
d

,

B =
d2
d

, где d = detX ′, d1(2) получаются из d заменой первого (второго) столбца столбцом

свободных членов (15). Несложно убедиться, что полного андреевского отражения в случае

нетопологической фазы нет.

Итак, при сделанных выше предположениях с учетом вида матрицы

X ′ =




0 1 −1 −1 −1 −1 0 0

1 0 −1 −1 1 1 0 0

∆ 2r− −2∆ 0 2∆ 0 0 0

−2r+ ∆ −2∆ 0 −2∆ 0 0 0

0 0 e−∆a 1 e∆a 1 −e−∆a 1

0 0 e−∆a 1 −e∆a 1 −e−∆a 1

0 0 ∆e−∆a 0 −∆e∆a 0 −e−∆a(∆ + V1) V1

0 0 ∆e−∆a 0 ∆e∆a 0 −e−∆a(∆ + V1) −V1




в случае |µ+| ≪ ∆, справедлива следующая теорема.

Т е о р е м а 1. В случае топологической фазы µ+ > 0 независимо от значений парамет-

ров V1, V2 имеет место полное андреевское отражение PA = 1. В случае нетопологической

фазы µ+ < 0 и условия |µ+| ≪ ∆ справедливы следующие формулы для вероятностей

андреевского PA и нормального PN отражения:

PA = |d1/d|2 , PN = |d2/d|2 ,
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где

d = −8V1∆(∆ + 2r+)
(
∆+ V1(1 + e−∆a)

)
+ 16V1r+(2r− −∆)

(
∆+ V1(1− e−∆a)

)
,

d1 = −32i
√
µ−∆V1

(
∆+ V1(1 + e−∆a)

)
,

d2 = 8V1(2r+ +∆)
(
(2r+ −∆)(∆ + V1(1− e−∆a)) + 2∆(∆ + V1)

)
, r± = i

√
µ− ± V0.

С л е д с т в и е 1. В нетопологической фазе при µ− = 0 и a→ 0 имеем PN → 1.
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In this paper, the Andreev reflection is mathematically rigorously studied for the matrix differential

Bogolyubov–de Gennes Hamiltonian. This Hamiltonian describes electrons and holes in a one-dimensional

hybrid structure normal metal–p-wave superconductor. In this case, the physically correct symmetrized

form of the Hamiltonian is used, which is described in the article. The Hamiltonian contains two delta-

shaped potentials, one of which models an impurity in a superconductor, and the second characterizes the

“transparency” of the junction normal metal–superconductor. It is proved that in the case of the topological

phase there is an ideal Andreev reflection, i. e., an electron incident from the side of a normal metal (this

electron has energy in the lacuna (superconducting gap), which is in the spectrum of the Bogolyubov-de

Gennes Hamiltonian) with probability one, is reflected as a hole, regardless of the parameters of potentials

describing the impurity and the “transparency” of the junction. For the nontopological phase, the formulas

for probabilities of hole (Andreev) reflection and electron (normal) reflection are found. As is common in

the study of hybrid structures, the matching method is used.
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