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Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ìèíèìàêñíîãî êóñî÷íî-ãëàäêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà�ßêîáè�

Áåëëìàíà. Â ñòàòüå ïîäíèìàåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñèíãóëÿðíîé õàðàêòåðèñòèêè è ñâîéñòâàõ ðåøåíèÿ,

ñâÿçàííûõ ñ íåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà, ìèíèìàêñíîå ðåøåíèå, ìíîæåñòâî ñèíãóëÿðíîñòè,

êóñî÷íî-ãëàäêîå ðåøåíèå, êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî, óñëîâèå �àíêèíà��þãîíèî, ñèíãóëÿðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà.

Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ìèíèìàêñíîãî êóñî÷íî-ãëàäêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

�àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà. Îñîáûé óïîð äåëàåòñÿ íà ñóùåñòâîâàíèè ñèíãóëÿðíîé èëè ñèí-

ãóëÿðíûõ õàðàêòåðèñòèê â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà. �àññìàòðèâàåòñÿ

ãëàäêèé ãàìèëüòîíèàí, çàâèñÿùèé ëèáî îò îäíîé ïåðåìåííîé s, ëèáî îò äâóõ ïåðåìåííûõ t è s.

� 1. Êóñî÷íî-ãëàäêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà

è åãî ñèíãóëÿðíîå ìíîæåñòâî

� 1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

�àññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà

∂ϕ(t, x)

∂t
+H (t, x,Dxϕ(t, x)) = 0, ϕ(T, x) = σ(x), (1.1)

ãäå t ∈ [0, T ], x ∈ Rn
, Dxϕ(t, x) =

(
∂ϕ(t, x)

∂x1
,
∂ϕ(t, x)

∂x2
, . . . ,

∂ϕ(t, x)

∂xn

)
= s.

Îáîçíà÷èì ΠT = {(t, x) : t ∈ [0, T ] , x ∈ Rn}.
Çàäà÷à (1.1) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ:

(A1) �óíêöèÿ H(t, x, s) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà ïî ïåðåìåííûì t, x, s, âîãíóòà ïî

ïåðåìåííîé s;

(A2) �óíêöèÿ σ(x) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà;
(A3) âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà: ñóùåñòâóþò òàêèå α > 0, β > 0, ÷òî âûïîë-

íÿþòñÿ óñëîâèÿ

||DxH(t, x, s)|| 6 α(1 + ||x||+ ||s||),

||DsH(t, x, s)|| 6 β(1 + ||x||+ ||s||)

äëÿ ëþáîé òî÷êè (t, x, s) ∈ ΠT × Rn
. Çäåñü ñèìâîë ‖·‖ îáîçíà÷àåò åâêëèäîâó íîðìó êîíå÷íî-

ìåðíîãî âåêòîðà.

� 1.2. Îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1)

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1) ϕ(·) ìîæåò ñóùåñòâî-

âàòü ëèøü ëîêàëüíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êðàåâîãî ìíîãîîáðàçèÿ

CT = {(t, x, z) : t = T, x = ξ, z = σ(ξ); ξ ∈ Rn} .

Ýòî ðåøåíèå ϕ(·) ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê Êîøè [3℄.

Âûïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïðè t = T äëÿ çàäà÷è (1.1):

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò �14�01�00168) è ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà �ÀÍ ¾Ìàòåìà-

òè÷åñêèå çàäà÷è ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ¿.
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˙̃x = DsH(t, x̃, s̃), ˙̃s = −DxH(t, x̃, s̃), ˙̃z = 〈s̃, DsH(t, x̃, s̃)〉 −H(t, x̃, s̃), (1.2)

x̃(T, ξ) = ξ, s̃(T, ξ) = Dxσ(ξ), z̃(T, ξ) = σ(ξ) ∀ξ ∈ Rn. (1.3)

Ñèìâîë 〈·, ·〉 îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

�åøåíèÿ x̃(·), s̃(·), z̃(·) çàäà÷è (1.1) íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî �àçîâûìè, èìïóëüñíûìè,

öåíîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà (1.1).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé A1�A3 ðåøåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû ñóùå-

ñòâóåò, åäèíñòâåííî è ïðîäîëæèìî íà îòðåçîê [0, T ] äëÿ ξ ∈ Rn
.

Ñîãëàñíî ìåòîäó Êîøè [3℄ â îáëàñòè Ω: (CT ⊂ Ω ⊂ ΠT ), ïðè óñëîâèè, ÷òî â Ω ÿêîáèàí

∂x̃(t, ξ)

∂(t, ξ)
îòëè÷åí îò íóëÿ, ñïðàâåäëèâû �îðìóëû

∀{t, x} ∈ Ω x = x̃(t, ξ), ϕ(t, x) = z̃(t, ξ), Dxϕ(t, x) = s̃(t, ξ).

Â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ íåêëàññè÷åñêèå, íåãëàäêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1). Ïðè

ýòîì âîñïîëüçóåìñÿ îäíèì èç ïîëåçíûõ èíñòðóìåíòîâ íåãëàäêîãî àíàëèçà � ñëåäóþùèì îáîá-

ùåíèåì ïîíÿòèÿ äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè [4℄.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ñóïåðäè��åðåíöèàëîì �óíêöèè ϕ(·) : ΠT → R â òî÷êå (t, x) íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî

D+ϕ(t0, x0) = co {(α, s) ∈ Rn+1 : lim sup
t→t0,x→x0

ϕ(t, x)− ϕ(t0, x0)− 〈(α, s), (∆t,∆x)〉

|∆t|+ ‖∆x‖
6 0}.

Â òî÷êàõ äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè ϕ(·) ñóïåðäè��åðåíöèàë ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî
ýëåìåíòà � ãðàäèåíòà ýòîé �óíêöèè.

Íàïîìíèì îäíî èç ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé îáîáùåííîãî (ìèíèìàêñíîãî/âÿçêîñòíîãî)

ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) [1, 2℄.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1) â ïîëîñå ΠT íàçûâàåòñÿ ëîêàëü-

íî-ëèïøèöåâà ñóïåðäè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ ΠT ∋ (t, x) 7→ ϕ(t, x) ∈ R òàêàÿ, ÷òî äëÿ

ëþáîé òî÷êè (t0, x0) ∈ ΠT ñóùåñòâóåò ξ0 ∈ Rn
è ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.2), (1.3) x̃(·, ξ0), s̃(·, ξ0),

z̃(·, ξ0) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

x̃(t0, ξ0) = x0, z̃(t0, ξ0) = ϕ(t0, x0) è z̃(t, ξ0) = ϕ(t, x̃(t, ξ0)) ∀t ∈ [t0, T ].

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå è èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû íåãëàäêîãî îáîáùåí-

íîãî ðåøåíèÿ ϕ(·) çàäà÷è (1.1).

� 1.3. Âñïîìîãàòåëüíûå ìàòåðèàëû

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Ñèíãóëÿðíûì ìíîæåñòâîì Q äëÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ϕ(·) çàäà-
÷è (1.1) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê (t, x) ∈ ΠT , â êîòîðûõ �óíêöèÿ ϕ íåäè��åðåíöèðóåìà.

Ñîãëàñíî ðàáîòàì [1, 2℄ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ó ò â å ð æ ä å í è å 1.1. Ïóñòü â çàäà÷å (1.1) âûïîëíåíû óñëîâèÿ A1�A3. Äëÿ òîãî ÷òîáû

òî÷êà (t, x) ∈ Q, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè ξ1, ξ2 ∈ Rn
, ξ1 6= ξ2, äëÿ

êîòîðûõ âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

x̃(t, ξ1) = x̃(t, ξ2) = x, z̃(t, ξ1) = z̃(t, ξ2) = ϕ(t, x), s̃(t, ξ1) 6= s̃(t, ξ2),

ãäå x̃(·, ξi), s̃(·, ξi), z̃(·, ξi), i = 1, 2 � ðåøåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû (1.2), (1.3).

Åñëè ìíîæåñòâî ñèíãóëÿðíîñòè Q ñîäåðæèò êðèâóþ, îïèñûâàåìóþ äè��åðåíöèðóåìîé

�óíêöèåé t 7→ x(t), 0 < t0 < t 6 T , òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

〈s̃(t, ξ1)− s̃(t, ξ2),
dx(t)

dt
〉 = H

(
t, x(t), s̃(t, ξ1)

)
−H

(
t, x(t), s̃(t, ξ2)

)
∀t ∈ (t0, T ] .

Ýòî ñîîòíîøåíèå îáîáùàåò èçâåñòíîå óñëîâèå �àíêèíà��þãîíèî íà ñëó÷é n-ìåðíîé �àçîâîé

ïåðåìåííîé x.
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� 1.4. Êëàññ êóñî÷íî-ãëàäêèõ �óíêöèé

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îáîáùåííûå ðåøåíèÿ ϕ(·) çàäà÷è (1.1) èç êëàññà êóñî÷íî-
ãëàäêèõ �óíêöèé(ñì., íàïðèìåð, [5, ñ. 55℄).

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.4. Ôóíêöèÿ ϕ(·) : ΠT → R íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé â ΠT , åñëè:

(1) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ýòîé �óíêöèè ΠT èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

ΠT =
⋃

i∈I

Mi, Mi

⋂
Mj = ∅, åñëè i 6= j, i, j ∈ I, I = {1, 2, ...N} ,

ãäå Mi � äè��åðåíöèðóåìûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ΠT ;

(2) ñóæåíèå êóñî÷íî-ãëàäêîé �óíêöèè ϕ(·, ·) íà M j , ãäå j ∈ J , ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äè�-

�åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé,

J := {i ∈ I : Mi − (n+ 1)− ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå},

ãäå M j � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Mj ;

(3) äëÿ ëþáûõ (t1, x1), (t2, x2) ∈ Mi, i ∈ I, âûïîëíåíî J(t1, x1) = J(t2, x2), ãäå

J(t, x) := {j ∈ J : (t, x) ∈ M j}.

� 2. Ñèíãóëÿðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ñèíãóëÿðíîé õàðàêòåðèñòèêîé íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà, äëÿ êî-

òîðîé ãðà�èê �àçîâîé õàðàêòåðèñòèêè x(·, ξ) íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå âðåìåíè ïðèíàäëåæèò

ñèíãóëÿðíîìó ìíîæåñòâó Q.

Ò å î ð å ì à 2.1. Åñëè â çàäà÷å (1.1) âûïîëíåíû óñëîâèÿ A1�A3, ãàìèëüòîíèàí H(·) çàâèñèò
òîëüêî îò ïåðåìåííîé s, òî íå ñóùåñòâóåò ñèíãóëÿðíîé õàðàêåðèñòèêè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì òåîðåìó îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü â òî÷êå (t, x) ∈ Q ïåðåñåêà-

þòñÿ ãðà�èêè k+1 �àçîâûõ õàðàêòåðèñòèê x(·, ξi), i ∈ 1, k + 1. Ïóñòü îäíà èç ýòèõ õàðàêòåðè-
ñòèê x(·, ξk+1) = x(·, ξ∗) ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîé. Èç òîãî, ÷òî òî÷êà (t, x), â êîòîðîé ïåðåñåêëèñü

�àçîâûå õàðàêòåðèñòèêè, ïðèíàäëåæèò ñèíãóëÿðíîìó ìíîæåñòâó, ñîãëàñíî (1.1) ñëåäóåò, ÷òî

âûïîëíåíû k óñëîâèé �àíêèíà��þãîíèî

〈si − s∗,
∂H

∂s
(s∗)〉 = H(si)−H(s∗), (2.1)

si = s(t, ξi), s∗ = s(t, ξ∗) = s(t, ξk+1), ãäå i ∈ 1, k. Åñëè ãàìèëüòîíèàí H(·) çàâèñèò òîëüêî îò s,

òî èç óðàâíåíèé äëÿ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè ñëåäóåò ÷òî

ṡ = −DxH(s) = 0,

ïîýòîìó

s(t, ξ∗) ≡ Dxσ(ξ∗), s(t, ξi) ≡ Dxσ(ξi).

Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâà (2.1) â âèäå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (n+ 1)-ìåðíûõ âåêòîðîâ:

〈
(
si − s∗,H(si)−H(s∗)

)
,

(
∂H

∂s
(s∗),−1

)
〉 = 0. (2.2)

Çàïèøåì âûïóêëóþ êîìáèíàöèþ èç ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé (2.2):

k+1∑

i=1

ai〈
(
si − s∗,H(si)−H(s∗)

)
,

(
∂H

∂s
(s∗),−1

)
〉 = 0,
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èç áèëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷èì

〈

k+1∑

i=1

ai
(
si − s∗,H(si)−H(s∗)

)
,

(
∂H

∂s
(s∗),−1

)
〉 = 0,

ãäå ai > 0 è
k+1∑
i=1

ai = 1. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: s∗ =
k+1∑
i=1

aisi, H
∗ =

k+1∑
i=1

aiHi.

Ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

〈
(
s∗ − s∗,H

∗ −H(s∗)
)
,

(
∂H

∂s
(s∗),−1

)
〉 = 0,

ãäå òî÷êà (s∗,H∗) åñòü âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ òî÷åê âèäà (si,H(si)) ïðè i ∈ 1, k + 1.

Èç âîãíóòîñòè ãàìèëüòîíèàíà H(·) ïî s ñëåäóåò íåðàâåíñòâî H∗ >
k+1∑
i=1

H(si), 
 äðóãîé ñòî-

ðîíû, H∗ =
k+1∑
i=1

H(si). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà (s∗,H∗) ïðèíàäëåæèò ãðà�èêó H(·), à çíà÷èò,

H∗ = H(s∗). Â ñèëó òîãî, ÷òî âåêòîð (s∗−s∗,H(s∗)−H(s∗)) îðòîãîíàëåí âåêòîðó (
∂H

∂s
(s∗),−1),

ïîëó÷àåì, ÷òî íå òîëüêî òî÷êà (s∗,H(s∗)) ïðèíàäëåæèò ãðà�èêó, íî è âñÿ êàñàòåëüíàÿ ãèïåð-

ïëîñêîñòü ñ íîðìàëüþ (
∂H

∂s
(s∗),−1), òî÷êè êîòîðîé ïîëó÷åíû ÷åðåç âûïóêëóþ êîìáèíàöèþ

òî÷åê ñëåäóþùåãî âèäà: (si,H(si)) ïðè i ∈ 1, k + 1. Èç ãëàäêîñòè ãàìèëüòîíèàíà H(·) ïî ïåðå-

ìåííîé s ñëåäóåò, ÷òî íîðìàëü (
∂H

∂s
(s∗),−1) = (

∂H

∂s
(si),−1), i ∈ 1, k + 1.

Èç óñëîâèÿ, ÷òî ṡ = −DxH(s) = 0, à çíà÷èò, si = Dxσ(ξi), i ∈ 1, k + 1. Èç óòâåðæäåíèÿ (1.1)

ïîëó÷àåì äëÿ �àçîâûõ õàðàêòåðèñòèê ñëåäóþùåå óñëîâèå:

x = x(t) = ξi −

∫ T

t

∂H

∂s
(si) dτ = ξ∗ −

∫ T

t

∂H

∂s
(s∗) dτ.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå â âèäå ξi = ξ∗, ÷åãî íå ìîæåò áûòü, ó äâóõ ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê

äîëæíû áûòü ðàçëè÷íûå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïî �àçîâîé êîìïîíåíòå.

Òàê êàê â ñëó÷àå, êîãäà ãàìèëüòîíèàí H çàâèñèò òîëüêî îò s, íå ñóùåñòâóåò ñèíãóëÿðíîé

õàðàêòåðèñòèêè, òî ñòîèò ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ãàìèëüòîíèàí çàâèñèò íå òîëüêî îò s, íî

è îò t.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Åñëè H = H(t, s), âûïîëíåíû óñëîâèÿ A1�A3 è ñóùåñòâóåò ñèíãóëÿð-

íàÿ õàðàêòåðèñòèêà, òî �àçîâûå êîìïîíåíòû õàðàêòåðèñòèê íà ñèíãóëÿðíîì ìíîæåñòâå

ïðèõîäÿò íà íåãî ïî êàñàòåëüíîé ê âåêòîðó �àçîâîé ñêîðîñòè ñèíãóëÿðíîé õàðàêòåðèñòèêè.

�àññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà H = H(t, s), â êîòîðîì �àçîâûå êîìïîíåíòû õàðàêòåðèñòèê

ïîäõîäÿò ïî êàñàòåëüíîé ê ñèíãóëÿðíîìó ìíîæåñòâó è ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò ñèíãóëÿðíàÿ õà-

ðàêòåðèñòèêà.

Ï ð è ì å ð 2.1. H(t, s) =





−s(s− t)2, s > t;

0, |s| 6 t;

s(s+ t)2, s 6 −t.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå ñóùåñòâóåò ñèíãóëÿðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà,

íóæíî ïîìèìî çàäàíèÿ ãàìèëüòîíèàíà H(t, s) íàéòè åùå è ãðàíè÷íîå óñëîâèå σ(ξ). Â äàííîì

ïðèìåðå t � îáðàòíîå âðåìÿ, òî åñòü z(0, ξ) = σ(ξ).
Èç òîãî, ÷òî ãàìèëüòîíèàí ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè s = 0, áóäåì èñêàòü òàêæå ñèì-

ìåòðè÷íîå íà÷àëüíîå óñëîâèå σ(ξ) îòíîñèòåëüíî îñè ξ = 0, òàêèì îáðàçîì çàäàåì ïåðâîå îãðà-

íè÷åíèå s(0, 0) = Dxσ(0) = 0. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòîò ïðèìåð, â ñèëó ñèììåòðèè, ïðè x > 0
è ξ > 0.
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Êàíäèäàò íà ñèíãóëÿðíîå ìíîæåñòâî x = 0.

(1) Âûïèøåì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ �àçîâîé õàðàêòåðèñòèêè:

ẋ = DsH(t, s) = −(s− t)(3s − t) = −3s2 + 4ts− t2,

èç ñëåäñòâèÿ (2.1) âûòåêàåò, ÷òî 0 = DsH(t, s) = −(s− t)(3s − t).

(2) Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óñëîâèÿ �àíêèíà��þãîíèî ñëåäóåò, ÷òî 0 = H(t, s∗) − H(t, s),
òîãäà íà ñèíãóëÿðíîì ìíîæåñòâå âûïîëíÿåòñÿ 0 = H(t, s) = −s(s− t)2. Ïðè ýòîì èç òîãî, ÷òî

ṡ = −DxH(t, s) = 0, ñëåäóåò s = Dxσ(ξ).

Äàííûå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïðè s = Dxσ(ξ) = t, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �àçîâàÿ õàðàêòåðè-

ñòèêà, âûøåäøàÿ èç íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ξ, ïðèõîäèò íà ñèíãóëÿðíîå ìíîæåñòâî â ìîìåíò

t = Dxσ(ξ).

Ïðîèíòåãðèðóåì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ �àçîâîé õàðàêòåðèñòèêè:

0 = x(s) = ξ +

∫ s

0

− 3s2 + 4τs− τ2 dτ = ξ −
4s3

3
. (2.3)

Âûïèøåì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ öåíîâîé õàðàêòåðèñòèêè:

ż = sDsH(t, x, s)−H(t, x, s) = −2s2(s− t)

íà ñèíãóëÿðíîì ìíîæåñòâå ż = 0.

Ïðîèíòåãðèðóåì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ öåíîâîé õàðàêòåðèñòèêè:

z = σ(ξ)− s2
∫ s

0

2s− 2τ dτ = σ(ξ)− s4, (2.4)

çäåñü z = const.

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè íà÷àëüíóþ �óíêöèþ, íàäî èç óðàâíåíèÿ (2.3) âûðàçèòü s =

(
3ξ

4

) 1

3

è ïîäñòàâèòü ýòî s â óðàâíåíèå (2.4), ïîëó÷èì σ(ξ) = z +

(
3ξ

4

) 4

3

.

Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíàÿ �óíêöèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: σ(ξ) = z +

(
3 |ξ|

4

) 4

3

.

Â çàêëþ÷åíèå ìû âèäèì, ÷òî óæå â ñëó÷àå, êîãäà ãàìèëüòîíèàí H = H(t, s), ìîæåò ñóùå-

ñòâîâàòü ñèíãóëÿðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà.
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In this paper we study the properties of the minimax piecewise-smooth solution of the Hamilton–Jacobi–Bellman

equation. We raise the question of existence of the singular characteristic and properties of the solution related to it.
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