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ÓÏ�ÀÂËßÅÌÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Ïðîäîëæåíî èññëåäîâàíèå õàðàêòåðèñòèê óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, êîòîðûå îòðàæàþò ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîñòè

ïðåáûâàíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû â çàäàííîì ìíîæåñòâå M
.
=

{

(t, x) ∈ [0,+∞) × R
n : x ∈ M(t)

}

íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Â òåðìèíàõ �óíêöèé Ëÿïóíîâà è ïðîèçâîäíîé Êëàðêà ïîëó÷åíû óñëîâèÿ,

ïðè êîòîðûõ îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû ïîãëîùåíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ìîæíî îöå-

íèòü ïîäîáíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, îïðåäåëåííûìè äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äîêàçàíà òåîðåìà îá

îöåíêå è âû÷èñëåíèè îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ìíîãîçíà÷íûõ �óíêöèé, ïîëó÷åíû îöåíêè

ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ �óíêöèé, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ â ñìûñëå Áîðà. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ

è îöåíîê îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò íàõîæäåíèÿ ãðà�èêîâ �óíêöèé â çàäàííîì ìíîæåñòâå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû, äè��åðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ, ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè, ïî÷òè ïå-

ðèîäè÷åñêèå �óíêöèè.

Ââåäåíèå

Äàííàÿ ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ ðàáîò [1�3℄, â êîòîðûõ ââåäåíû è èçó÷åíû òàêèå

õàðàêòåðèñòèêè, êàê îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà, âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû ïîãëî-

ùåíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû

ẋ = f(t, x, u), (t, x, u) ∈ [0,+∞) × R
n × R

m, (0.1)

çàäàííûì ïîäìíîæåñòâîì M
.
=

{
(t, x) ∈ [0,+∞)×R

n : x ∈M(t)
}
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R

n+1
.

Çäåñü èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòèê, ñâÿçàííûõ ñ èíâàðèàíòíîñòüþ èëè ñëàáîé èíâàðè-

àíòíîñòüþ ìíîæåñòâà M íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(t,X) ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (0.1) â ìîìåíò âðåìåíè t èç
íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà X. Â òåðìèíàõ �óíêöèé Ëÿïóíîâà è ïðîèçâîäíîé Êëàðêà ïîëó÷åíû

îöåíêè äëÿ îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû ïîãëîùåíèÿ ìíîæåñòâà D(t,X) ìíîæåñòâîì M íà îòðåçêå

[τ, τ + ϑ], êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå ìåðû Ëåáåãà òåõ t èç îòðåçêà [τ, τ + ϑ], ïðè
êîòîðûõ D(t,X) ⊆M(t), ê äëèíå äàííîãî îòðåçêà:

freq[τ,τ+ϑ](D,M)
.
=

mes
{
t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)

}

ϑ
.

Èññëåäóåòñÿ òàêæå õàðàêòåðèñòèêà

freqϑ(D,M)
.
= inf

τ> 0
freq[τ,τ+ϑ](D,M) = inf

τ> 0

mes {t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)}

ϑ
,

êîòîðàÿ îòîáðàæàåò ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîñòè ïðåáûâàíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè D(t,X)
â ìíîæåñòâå M íà îòðåçêå çàäàííîé äëèíû ϑ. Äîêàçàíà òåîðåìà îá îöåíêå è âû÷èñëåíèè îòíî-

ñèòåëüíûõ ÷àñòîò äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ìíîãîçíà÷íûõ �óíêöèé, ïîëó÷åíû îöåíêè ðàçëè÷íûõ

õàðàêòåðèñòèê äëÿ �óíêöèé, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ â ñìûñëå Áîðà. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû âû÷èñ-

ëåíèÿ è îöåíîê îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò íàõîæäåíèÿ ãðà�èêîâ �óíêöèé â çàäàííîì ìíîæåñòâå.

� 1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà

ẋ = f(t, x, u), (t, x, u) ∈ [0,+∞) × R
n × R

m, (1.1)

ãäå �óíêöèÿ f(t, x, u) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, óïðàâëåíèå u ñîäåðæèòñÿ

â êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå U(t, x) ⊂ R
m
è �óíêöèÿ U(t, x) ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó â ìåòðèêå

Õàóñäîð�à ïðè âñåõ (t, x) ∈ [0,+∞)× R
n.
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�àññìîòðèì îòâå÷àþùåå ñèñòåìå (1.1) äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

ẋ ∈ F (t, x), (t, x) ∈ [0,+∞) × R
n, (1.2)

ãäå äëÿ êàæäîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè (t, x) ∈ [0,+∞) × R
n
ìíîæåñòâî F (t, x) ñîñòîèò èç âñåõ

ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé �óíêöèè f(ti, xi, U(ti, xi)) ïðè (ti, xi) → (t, x). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíî-

æåñòâî F (t, x) íåïóñòî, îãðàíè÷åíî, çàìêíóòî è âûïóêëî. Òîãäà �óíêöèÿ F (t, x) òàêæå ïîëó-
íåïðåðûâíà ñâåðõó, ïîýòîìó äëÿ êàæäîé íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ∈ R

n
ëîêàëüíîå ðåøåíèå âêëþ-

÷åíèÿ (1.2) ñóùåñòâóåò (ñì. [4, 
. 60℄ ).

Ïóñòü D(t,X) � ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (1.1) â ìîìåíò âðåìåíè t èç íà÷àëüíîãî
ìíîæåñòâà X, òî åñòü ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ çíà÷åíèé â ìîìåíò t ðåøåíèé ϕ(t, x) âêëþ-
÷åíèÿ (1.2), êîãäà íà÷àëüíîå óñëîâèå ϕ(0, x) = x ïðîáåãàåò âñå ìíîæåñòâî X. Ïðåäïîëàãàåì,
÷òî äëÿ êàæäîãî X ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè D(t,X) ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ t > 0. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ϕ(t, x) âêëþ÷åíèÿ (1.2), óäîâëåòâîðÿþùåå

íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(0, x) = x è ïðîäîëæàåìîå íà ïîëóîñü R+ = [0,+∞).

Ïóñòü ìíîæåñòâî M
.
=

{
(t, x) ∈ [0,+∞)×R

n : x ∈M(t)
}
çàäàíî �óíêöèåé t 7→M(t), íåïðå-

ðûâíîé â ìåòðèêå Õàóñäîð�à, è äëÿ êàæäîãî t ∈ [0,+∞) ìíîæåñòâî M(t) íåïóñòî è êîìïàêòíî.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî

α(τ, ϑ,X)
.
=

{
t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)

}
.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1 (ñì. [1, 2℄). Îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé ïîãëîùåíèÿ ìíîæåñòâà äî-

ñòèæèìîñòè D(t,X) ñèñòåìû (1.1) ìíîæåñòâîì M íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ïðåäåë:

freq(D,M)
.
= lim

ϑ→∞

mesα(0, ϑ,X)

ϑ
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)}

ϑ
, (1.3)

ãäå mes � ìåðà Ëåáåãà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Åñëè ïðåäåë (1.3) íå ñóùåñòâóåò, òî õàðàêòåðèñòèêè

freq∗(D,M)
.
= lim

ϑ→∞

mesα(0, ϑ,X)

ϑ
, freq∗(D,M)

.
= lim

ϑ→∞

mesα(0, ϑ,X)

ϑ
(1.4)

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåðõíåé è íèæíåé îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé ïîãëîùåíèÿ ìíîæåñòâà

äîñòèæèìîñòè D(t,X) ñèñòåìû (1.1) ìíîæåñòâîì M.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2 (ñì. [3℄). Îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé ïîãëîùåíèÿ ìíîæåñòâà äîñòè-

æèìîñòè D(t,X) ñèñòåìû (1.1) ìíîæåñòâîì M íà îòðåçêå [τ, τ + ϑ] íàçûâàåòñÿ õàðàêòå-

ðèñòèêà

freq[τ,τ+ϑ](D,M)
.
=

mesα(τ, ϑ, ω)

ϑ
=

mes
{
t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)

}

ϑ
.

Âàæíî ðàññìàòðèâàòü îòíîñèòåëüíóþ ÷àñòîòó freq[τ,τ+ϑ](D,M) äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìå-
íè τ > 0, ïîýòîìó åñòåñòâåííî äëÿ çàäàííîãî ϑ > 0 îïðåäåëèòü õàðàêòåðèñòèêó

freqϑ(D,M)
.
= inf

τ> 0
freq[τ,τ+ϑ](D,M) = inf

τ> 0

mes {t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)}

ϑ
.

Ýòà õàðàêòåðèñòèêà îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäåëîâ (1.3), (1.4) òåì, ÷òî îíà îòðàæàåò ñâîéñòâî ðàâíî-

ìåðíîñòè ïðåáûâàíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè D(t,X) â ìíîæåñòâå M íà îòðåçêå çàäàííîé

äëèíû.

Ïðèâåäåííîå íèæå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëåììû 1 ðàáîòû [3℄ è ëåììû 7.2 ðà-

áîòû [5℄.
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Ë å ì ì à 1.1. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) ìíîæåñòâî α(τ, ϑ,X) èçìåðèìî ïî Ëåáåãó;

2) åñëè ïðåäåë freq(D,M) ñóùåñòâóåò, òî äëÿ ëþáîãî ϑ > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

freqϑ(D,M) 6 freq(D,M);

3) åñëè �óíêöèè t 7→ D(t,X) è t 7→M(t) ïåðèîäè÷íû ñ îáùèì ïåðèîäîì T > 0 è ϑ = T, òî
ïðåäåë freq(D,M) ñóùåñòâóåò è

freqT (D,M) = freq(D,M) =
mesα(0, T,X)

T
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçM r(t) çàìêíóòóþ r-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà M(t), òî åñòü ìíîæåñòâî òàêèõ
òî÷åê x ∈ R

n, ÷òî ̺(x,M(t)) 6 r, ÷åðåç N r(t) =M r(t)\M(t) îáîçíà÷èì âíåøíþþ r-îêðåñòíîñòü
ãðàíèöû ìíîæåñòâà M(t) (çäåñü ̺(x,M) = inf

y∈M
‖x − y‖ � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x ∈ R

n
äî

ìíîæåñòâà M ⊂ R
n
). Ïîñòðîèì ìíîæåñòâà

M
r .
=

{
(t, x) ∈ [0,+∞)× R

n : x ∈M r(t)
}
, N

r .
=

{
(t, x) ∈ [0,+∞)× R

n : x ∈ N r(t)
}
.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3 (ñì. [6℄). Ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ V (t, x) ïåðåìåííûõ (t, x) ∈ R× R
n
íà-

çûâàåòñÿ �óíêöèåé Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó

óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííûì (t, x) è ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) V (t, x) 6 0 äëÿ âñåõ (t, x) ∈ M;

2) V (t, x) > 0 äëÿ íåêîòîðîãî r > 0 äëÿ âñåõ (t, x) ∈ N
r
.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.4 (ñì. [7, ñ. 17℄). Äëÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé �óíêöèè V (t, x) îáîáùåííîé
ïðîèçâîäíîé â òî÷êå (t, x) ∈ R × R

n
ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà q = (1, p), p ∈ R

n
(ïðîèçâîäíîé

Ô. Êëàðêà), íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé âåðõíèé ïðåäåë:

V o(t, x; p)
.
= lim sup

(ε,y)→(0+0,x)

V (t+ ε, y + εp)− V (t, y)

ε
,

à âûðàæåíèÿ V o
min(t, x)

.
= inf

p∈F (t,x)
V o(t, x; p), V o

max(t, x)
.
= sup

p∈F (t,x)
V o(t, x; p) íàçûâàþòñÿ ñîîò-

âåòñòâåííî íèæíåé è âåðõíåé ïðîèçâîäíîé �óíêöèè V â ñèëó äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷å-

íèÿ (1.2).

� 2. Òåîðåìû ñðàâíåíèÿ äëÿ õàðàêòåðèñòèê ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè

�àññìîòðèì ñêàëÿðíóþ çàäà÷ó Êîøè

ż = w(t, z), z(0) = z0. (2.1)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî z0 > 0 è âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå.

Ó ñ ë î â è å 2.1. Ôóíêöèÿ w(t, z) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, è äëÿ êàæäîãî

t ∈ [0,+∞) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

lim
|z|→∞

|z(t, x)|

|z|
<∞. (2.2)

Íàïîìíèì, ÷òî âåðõíèì ðåøåíèåì z∗(t) çàäà÷è Êîøè (2.1) íàçûâàåòñÿ òàêîå ðåøåíèå, ÷òî

äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ðåøåíèÿ z(t) ýòîé çàäà÷è íà îáùåì èíòåðâàëå ñóùåñòâîâàíèÿ âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî z∗(t) > z(t). Â ðàáîòå [8, ñ. 38℄ ïîêàçàíî, ÷òî åñëè �óíêöèÿ w(t, z) íåïðåðûâíà,
è èìååò ìåñòî (2.2), òî âåðõíåå ðåøåíèå z∗(t) çàäà÷è Êîøè (2.1) ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ t > 0.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé íàõîæäåíèÿ ãðà�èêà íåïðåðûâíîé �óíê-

öèè ϕ : R 7→ R
n
â ìíîæåñòâå M =

{
(t, x) ∈ [0,+∞) × R

n : x ∈ M(t)
}
íà îòðåçêå [τ, τ + ϑ]

áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòèêó

freq[τ,τ+ϑ](ϕ,M)
.
=

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : ϕ(t) ∈M(t)}

ϑ
.

Òàêæå äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî ϑ > 0 îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòèêó

freqϑ(ϕ,M)
.
= inf

τ> 0
freq[τ,τ+ϑ](ϕ,M) = inf

τ> 0

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : ϕ(t) ∈M(t)}

ϑ
,

êîòîðàÿ îòîáðàæàåò ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîñòè íàõîæäåíèÿ ãðà�èêà �óíêöèè ϕ(t) â ìíîæå-

ñòâå M.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ äëÿ âåðõíåãî ðåøåíèÿ z∗(t) çàäà÷è Êîøè

freq[τ,τ+ϑ](z
∗, (−∞, 0])

.
=

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : z∗(t) 6 0}

ϑ
,

freqϑ(z
∗, (−∞, 0])

.
= inf

τ> 0
freq[τ,τ+ϑ](z

∗, (−∞, 0]) = inf
τ> 0

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : z∗(t) 6 0}

ϑ
.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 ðàáîòû [3℄.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1 è äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ M(0) âñå ðåøåíèÿ
âêëþ÷åíèÿ (1.2), óäîâëåòâîðÿþùèå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(0, x) = x, ïðîäîëæàåìû íà ïîëó-

îñü R+. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò �óíêöèè V (t, x) è w(t, z) òàêèå, ÷òî �óíêöèÿ V (t, x)
ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M è ïðè âñåõ (t, x) ∈ [0,+∞) × R

n

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

V o
max(t, x) 6 w

(
t, V (t, x)

)
.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X ⊆M(0) èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

freq[τ,τ+ϑ](D,M) > freq[τ,τ+ϑ](z
∗, (−∞, 0]), freqϑ(D,M) > freqϑ(z

∗, (−∞, 0]).

Òå î ð å ì à 2.2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1 è äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ M(0) âñå ðåøåíèÿ
âêëþ÷åíèÿ (1.2), óäîâëåòâîðÿþùèå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(0, x) = x, ïðîäîëæàåìû íà ïîëó-

îñü R+. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò �óíêöèè V (t, x) è w(t, z) òàêèå, ÷òî �óíêöèÿ V (t, x)
ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M è ïðè âñåõ (t, x) ∈ [0,+∞) × R

n

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

V o
min(t, x) 6 w

(
t, V (t, x)

)
. (2.3)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ M(0) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ϕ(t, x) âêëþ÷åíèÿ (1.2), óäîâëåòâîðÿþùåå

íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(0, x) = x, òàêîå, ÷òî

freq[τ,τ+ϑ](ϕ,M) > freq[τ,τ+ϑ](z
∗, (−∞, 0]), freqϑ(ϕ,M) > freqϑ(z

∗, (−∞, 0]). (2.4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ïîäîáíî äîêà-

çàòåëüñòâó òåîðåìû î ñòàòèñòè÷åñêè ñëàáîé èíâàðèàíòíîñòè ìíîæåñòâà M (ñì. [1℄). Îïðåäåëèì

ìíîæåñòâî

U0(t, x)
.
=

{
u ∈ U(t, x) : V o(t, x; f(t, x, u)) 6 w(t, V (t, x))

}
,

êîòîðîå íåïóñòî â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.3). Ïîñêîëüêó U0(t, x) ⊆ U(t, x) äëÿ êàæäîãî (t, x) ∈
∈ [0,+∞), òî ìíîæåñòâî U0(t, x) îãðàíè÷åíî. Çàìêíóòîñòü äàííîãî ìíîæåñòâà äîêàçûâàåòñÿ

òàê æå, êàê â [5, 
. 60℄.

�àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå, îòâå÷àþùåå ìíîæåñòâó U0(t, x):

ẋ ∈ F0(t, x), F0(t, x) = coG0(t, x), (2.5)
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ãäå äëÿ êàæäîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè (t, x) ∈ [0,+∞)×R
n
ìíîæåñòâî G0(t, x) ñîñòîèò èç âñåõ

ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé �óíêöèè f(ti, xi, U(ti, xi)) ïðè (ti, xi) → (t, x), coG0(t, x) � çàìûêàíèå

âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà G0(t, x) (íàèìåíüøåå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ìíîæå-
ñòâî G0(t, x)). Ôóíêöèÿ (t, x) 7→ F0(t, x) ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó â ñèëó ëåììû 10.1 ðàáîòû [5℄.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó x ∈ M(0) ïðîõîäèò ðåøåíèå ϕ(t, x) äè��åðåíöèàëüíîãî
âêëþ÷åíèÿ (2.5), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(0, x) = x (ñì. [4, 
. 60℄). Òàê êàê

U0(t, x) ⊆ U(t, x), òî F0(t, x) ⊆ F (t, x) äëÿ êàæäîãî (t, x) ∈ [0,+∞), ïîýòîìó ϕ(t, x) òàêæå

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1.2), êîòîðîå ïðîäîëæàåìî íà

ïîëóîñü R+.

�àññìîòðèì �óíêöèþ v(t) = V
(
t, ϕ(t, x)

)
, êîòîðàÿ äè��åðåíöèðóåìà ïðè ïî÷òè âñåõ t â ñè-

ëó òåîðåìû �àäåìàõåðà. Îòìåòèì, ÷òî ϕ(0, x) = x ∈M(0), ïîýòîìó v(0) 6 0. Èç (2.3) ïîëó÷àåì,
÷òî íåðàâåíñòâî

v̇(t) 6 w(t, v(t)) (2.6)

âûïîëíåíî ïðè ïî÷òè âñåõ t > 0 (ñì. ëåììó 9 ðàáîòû [1℄). Äàëåå, èç íåðàâåíñòâ (2.6) è

v(0) 6 0 6 z0 = z(0)

â ñèëó òåîðåìû ×àïëûãèíà î äè��åðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ [9, ñ. 15℄ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ

t > 0 �óíêöèÿ v(t) è âåðõíåå ðåøåíèå z∗(t) çàäà÷è (2.1) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó v(t) 6 z∗(t).
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ τ > 0 è ϑ > 0 èìååò ìåñòî

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : v(t) 6 0} > mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : z∗(t) 6 0}. (2.7)

Çàìåòèì, ÷òî

freq[τ,τ+ϑ](ϕ,M)
.
=

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : ϕ(t) ∈M(t)}

ϑ
=

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : v(t) 6 0}

ϑ
,

ïîýòîìó íåðàâåíñòâà (2.4) ñëåäóþò èç (2.7). �

Âìåñòå ñ ñèñòåìîé (1.1) áóäåì ðàññìàòðèâàòü óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẋ = f̃(t, x, u), (t, x, u) ∈ [0,+∞)× R
n × R

m

è åå ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè D̃(t, X̃) â ìîìåíò âðåìåíè t èç íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà X̃. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç d(A,B)

.
= sup

a∈A
̺(a,B) ïîëóîòêëîíåíèå ìíîæåñòâà A îò ìíîæåñòâà B ÷åðåç

dist(A,B) = max{d(A,B), d(B,A)}

� ðàññòîÿíèå ïî Õàóñäîð�ó ìåæäó çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè A è B â ïðîñòðàíñòâå R
n.

Òå î ð å ì à 2.3. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî dist
(
D(t,X), D̃(t, X̃)

)
6 ε äëÿ âñåõ t ∈ [τ, τ + ϑ], òî

freq[τ,τ+ϑ](D,M) 6 freq[τ,τ+ϑ](D̃,M
ε),

freq[τ,τ+ϑ](D̃,M) 6 freq[τ,τ+ϑ](D,M
ε);

(2.8)

2) åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî dist
(
D(t,X), D̃(t, X̃)

)
6 ε äëÿ âñåõ t ∈ [0,+∞), òî

freqϑ(D,M) 6 freqϑ(D̃,M
ε), freqϑ(D̃,M) 6 freqϑ(D,M

ε). (2.9)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Èç íåðàâåíñòâà

dist
(
D(t,X), D̃(t, X̃)

)
6 ε, t ∈ [τ, τ + ϑ],
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ñëåäóåò, ÷òî D̃(t, X̃) ⊆ Dε(t,X) äëÿ âñåõ t ∈ [τ, τ +ϑ]. Ïîýòîìó åñëè âêëþ÷åíèå D(t,X) ⊆M(t)
âûïîëíåíî ïðè íåêîòîðîì t∗ ∈ [τ, τ + ϑ], òî

Dε(t∗,X) ⊆M ε(t∗) è D̃(t∗, X̃) ⊆ Dε(t∗,X) ⊆M ε(t∗).

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

{t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)} ⊆ {t ∈ [τ, τ + ϑ] : D̃(t, X̃) ⊆M ε(t)},

èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)} 6 mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : D̃(t, X̃) ⊆M ε(t)}. (2.10)

Ñëåäîâàòåëüíî,

freq[τ,τ+ϑ](D,M)
.
=

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)}

ϑ
6

6
mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : D̃(t, X̃) ⊆M ε(t)}

ϑ

.
= freq[τ,τ+ϑ](D̃,M

ε),

òî åñòü ïîëó÷èëè ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ (2.8). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî D(t,X) ⊆ D̃ε(t, X̃) äëÿ âñåõ

t ∈ [τ, τ + ϑ], àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî íåðàâåíñòâà.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (2.10)

âåðíî äëÿ âñåõ τ > 0, òîãäà

inf
τ> 0

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)}

ϑ
6 inf

τ> 0

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : D̃(t, X̃) ⊆M ε(t)}

ϑ
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

freqϑ(D,M)
.
= inf

τ> 0
freq[τ,τ+ϑ](D,M) 6 inf

τ> 0
freq[τ,τ+ϑ](D̃,M

ε)
.
= freqϑ(D̃,M

ε).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ âòîðîå íåðàâåíñòâî (2.9). �

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Ïóñòü �óíêöèè ϕ : R 7→ R
n
è ϕ̃ : R 7→ R

n
íåïðåðûâíû äëÿ ëþáîãî

t ∈ [0,+∞). Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî |ϕ(t)− ϕ̃(t)| 6 ε äëÿ âñåõ t ∈ [τ, τ + ϑ], òî

freq[τ,τ+ϑ](ϕ,M) 6 freq[τ,τ+ϑ](ϕ̃,M
ε),

freq[τ,τ+ϑ](ϕ̃,M) 6 freq[τ,τ+ϑ](ϕ,M
ε);

2) åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî |ϕ(t)− ϕ̃(t)| 6 ε äëÿ âñåõ t ∈ [0,+∞), òî

freqϑ(ϕ,M) 6 freqϑ(ϕ̃,M
ε), freqϑ(ϕ̃,M) 6 freqϑ(ϕ,M

ε).

Ï ð è ì å ð 2.1. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî M =
{
(t, x) ∈ [0,+∞) × [0, 1]} è îïðåäåëèì �óíê-

öèè ϕ è ϕ̃ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ(t) = sin t+ 1 +
1

8(t+ 1)
, ϕ̃(t) = sin t+ 1.

Ôóíêöèÿ ϕ̃ � ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì 2π, ïîýòîìó freq[τ,τ+2π]

(
ϕ̃, [0, 1]

)
=

1

2
äëÿ ëþáîãî τ > 0

è freq2π
(
ϕ̃, [0, 1]

)
=

1

2
. Íàéäåì îöåíêè õàðàêòåðèñòèêè freq2π(ϕ, [0, 1]). Â ñèëó ëåììû 1.1 èìååò

ìåñòî íåðàâåíñòâî

freq2π(ϕ, [0, 1]) 6 freq(ϕ, [0, 1]).
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Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ ϕ̃(t) ïåðèîäè÷åñêàÿ è lim
t→+∞

|ϕ(t)− ψ(t)| = 0, òî

freq(ϕ, [0, 1]) = freq(ϕ̃, [0, 1]) =
1

2

(ñì. ëåììó 1 ðàáîòû [10℄), ñëåäîâàòåëüíî, freq2π(ϕ, [0, 1]) 6
1
2 .

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ t > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |ϕ(t) − ϕ̃(t)| 6
1

8
, è ðàññìîòðèì ìíî-

æåñòâî

M0
.
=

{
(t, x) ∈ [0,+∞)× [0, 7/8]

}
.

Òàê êàê ìíîæåñòâî M

1

8

0 =
{
(t, x) ∈ [0,+∞)× [−1/8, 1]

}
, òî èç (2.1) ïîëó÷àåì

freq2π(ϕ̃, [0, 7/8]) 6 freq2π(ϕ, [−1/8, 1]) = freq2π(ϕ, [0, 1]).

Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè �óíêöèè ϕ̃(t) èìååì

freq2π(ϕ̃, [0, 7/8]) =
mes{t ∈ [0, 2π] : ϕ̃ ∈ [0, 7/8]}

2π
=

1

2
−

1

π
· arcsin

1

8
,

ñëåäîâàòåëüíî,

1

2
−

1

π
· arcsin

1

8
6 freq2π(ϕ, [0, 1]) 6

1

2
.

� 3. Îá îöåíêå è âû÷èñëåíèè îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà

ìíîãîçíà÷íûõ �óíêöèé

Â ýòîì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî

M
.
=

{
(t, x) ∈ (−∞,+∞)× R

n : x ∈M(t)
}
,

çàäàííîå íåïðåðûâíîé �óíêöèåé t 7→ M(t), è �óíêöèè t 7→ D(t), t 7→ D̃(t), êîòîðûå òàê-

æå íåïðåðûâíû â ìåòðèêå Õàóñäîð�à. Ïîëàãàåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈ (−∞,+∞) ìíîæå-

ñòâà M(t), D(t) è D̃(t) íåïóñòûå, êîìïàêòíûå è ðàññòîÿíèå ïî Õàóñäîð�ó dist
(
M(t), D̃(t)

)

ìåæäó ìíîæåñòâàìè M(t) è D̃(t) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé ñ ïåðèîäîì T > 0. Îòìå-
òèì, ÷òî �óíêöèè t 7→M(t) è t 7→ D̃(t) íå îáÿçàòåëüíî ïðåäïîëàãàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ëåììû 2 ðàáîòû [3℄. Çäåñü ïîëó÷åíà îöåíêà

õàðàêòåðèñòèêè freqT (D,M) è ïðèâåäåíû ðàâåíñòâà äëÿ íàõîæäåíèÿ åå çíà÷åíèÿ.

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ dist
(
M(t), D̃(t)

)
ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì

T > 0 è lim
t→∞

dist
(
D(t), D̃(t)

)
= 0. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) freqT (D,M) 6 freqT (D̃,M);

2) åñëè D(t) ⊆ D̃(t) äëÿ âñåõ t > 0, òî

freqT (D,M) = freqT (D̃,M) =
mes{t ∈ [0, T ] : D̃(t) ⊆M(t)}

T
;

3) åñëè D̃(t) ⊆ D(t) äëÿ âñåõ t > 0 è �óíêöèÿ h(t)
.
= dist

(
D(t), D̃(t)

)
íåâîçðàñòàþùàÿ íà

(0,∞), òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

freqT (D,M) =
mes{t ∈ [0, T ] : D(t) ⊆M(t)}

T
. (3.1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ êàæäîãî τ ∈ [0,∞) îïðåäåëèì �óíêöèþ

R(τ)
.
= mes

{
t ∈ [τ, τ + T ] : D(t) ⊆M(t)

}
−mes

{
t ∈ [0, T ] : D̃(t) ⊆M(t)

}
.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî inf
τ>0

R(τ) 6 0. Ïî ñâîé-

ñòâàì ìåðû Ëåáåãà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå ε0 = ε0(ε), ÷òî èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî

mes
{
t ∈ [0, T ] : D̃(t) ⊆M ε0(t) \M(t)

}
6 ε.

Äàëåå, ïîñêîëüêó h(t) = dist
(
D(t), D̃(t)

)
→ 0 ïðè t → ∞, òî äëÿ ε0 ñóùåñòâóåò ìîìåíò âðå-

ìåíè t0 òàêîé, ÷òî h(t) 6 ε0 äëÿ âñåõ t > t0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ τ > t0 âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî

mes
{
t ∈ [τ, τ + T ] : D(t) ⊆M(t)

}
6 mes

{
t ∈ [τ, τ + T ] : D̃(t) ⊆Mh(t)(t)

}
6

6 mes
{
t ∈ [τ, τ + T ] : D̃(t) ⊆M ε0(t)

}
. (3.2)

Èç (3.2) â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè �óíêöèè dist
(
M(t), D̃(t)

)
ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ τ > t0

R(τ) 6 mes {t ∈ [τ, τ + T ] : D̃(t) ⊆M ε0(t)} −mes {t ∈ [0, T ] : D̃(t) ⊆M(t)} =

= mes {t ∈ [0, T ] : D̃(t) ⊆M ε0(t)} −mes {t ∈ [0, T ] : D̃(t) ⊆M(t)} =

= mes {t ∈ [0, T ] : D̃(t) ⊆M ε0(t) \M(t)} 6 ε.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî inf
τ>0

R(τ) 6 0, èç êîòîðîãî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ �óíê-

öèè R(τ) è îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò ñëåäóåò íåðàâåíñòâî freqT (D,M) 6 freqT (D̃,M).

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Åñëè D(t) ⊆ D̃(t) äëÿ âñåõ t > 0, òî ïðè âñåõ τ > 0
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

mes
{
t ∈ [τ, τ + T ] : D(t) ⊆M(t)

}
> mes

{
t ∈ [τ, τ + T ] : D̃(t) ⊆M(t)

}
=

= mes
{
t ∈ [0, T ] : D̃(t) ⊆M(t)

}
,

ïîýòîìó R(τ) > 0 äëÿ âñåõ τ > 0 è inf
τ>0

R(τ) > 0. Ó÷èòûâàÿ äîêàçàííîå âûøå íåðàâåíñòâî

inf
τ>0

R(τ) 6 0, ïîëó÷àåì, ÷òî inf
τ>0

R(τ) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, freqT (D,M) = freqT (D̃,M).

Äîêàæåì òðåòüå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü D̃(t) ⊆ D(t) äëÿ âñåõ t > 0 è �óíêöèÿ h(t) íåâîçðàñ-
òàþùàÿ íà (0,∞). Äîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ R(τ) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé íà (0,∞). Äëÿ ýòîãî

íóæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè τ1 < τ2, òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

mes
{
t ∈ [τ1, τ1 + T ] : D(t) ⊆M(t)

}
6 mes

{
t ∈ [τ2, τ2 + T ] : D(t) ⊆M(t)

}
. (3.3)

Îòìåòèì, ÷òî äàííîå íåðàâåíñòâî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî τ1 ∈ [0,∞) è äëÿ

τ2 ∈ (τ1, τ1 + T ). Â ýòîì ñëó÷àå îòðåçêè [τ1, τ1 + T ] è [τ2, τ2 + T ] èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå �
îòðåçîê [τ2, τ1 + T ]. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (3.3) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ

mes {t ∈ [τ1, τ1 + T ] : D(t) ⊆M(t)} =

= mes {t ∈ [τ1, τ2] : D(t) ⊆M(t)}+mes {t ∈ [τ2, τ1 + T ] : D(t) ⊆M(t)} 6

6 mes {t ∈ [τ1 + T, τ2 + T ] : D(t) ⊆M(t)}+mes {t ∈ [τ2, τ1 + T ] : D(t) ⊆M(t)} =

= mes {t ∈ [τ2, τ2 + T ] : D(t) ⊆M(t)},

êîòîðûå âåðíû, ïîñêîëüêó �óíêöèÿ h(t) íåâîçðàñòàþùàÿ íà (0,∞). Òàêèì îáðàçîì, �óíê-

öèÿ R(τ) íåóáûâàþùàÿ íà (0,∞), ïîýòîìó èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî inf
τ>0

R(τ) = R(0), êîòîðîå

ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó (3.1). �

�àññìîòðèì ìíîæåñòâî M ∈ R
2
âèäà M

.
=

{
(t, x) ∈ [0,+∞) × M

}
, ãäå M � íåêîòîðûé

îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé.
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Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.1. Ïóñòü �óíêöèè ϕ : R 7→ R è ϕ̃ : R 7→ R íåïðåðûâíû íà [0,+∞) è ϕ̃(t) �
ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T > 0, ̺(t)

.
= ϕ(t) − ϕ̃(t). Åñëè lim

t→∞
̺(t) = 0, òî èìåþò ìåñòî

ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) freqT (ϕ,M) 6 freqT (ϕ̃,M);

2) åñëè ̺(t) 6 0 äëÿ âñåõ t > 0, òî

freqT (ϕ,M) = freqT (ϕ̃,M) =
mes{t ∈ [0, T ] : ϕ̃(t) ∈M}

T
;

3) åñëè ̺(t) > 0 äëÿ âñåõ t > 0 è �óíêöèÿ ̺(t) íåâîçðàñòàþùàÿ íà (0,∞), òî âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî

freqT (ϕ,M) =
mes{t ∈ [0, T ] : ϕ(t) ∈M}

T
.

Ï ð è ì å ð 3.1. Íàéäåì çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê freq2π(ϕ1,M), freq2π(ϕ2,M) äëÿ ìíîæåñòâà
M =

{
(t, x) ∈ [0,+∞)× [−1, 1]} è �óíêöèé ϕ1, ϕ2, çàäàííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ1(t) = sin t+ 1−
1

8(t+ 1)
, ϕ1(t) = sin t+ 1 +

1

8(t+ 1)
.

�àññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ ϕ̃(t) = sin t+ 1. Ïóñòü

̺1(t)
.
= ϕ1(t)− ϕ̃(t) = −

1

8(t+ 1)
, ̺2(t)

.
= ϕ2(t)− ϕ̃(t) =

1

8(t+ 1)
.

Îòìåòèì, ÷òî lim
t→∞

̺1(t) = 0, lim
t→∞

̺2(t) = 0, ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ äàííûõ õàðàêòåðèñòèê

âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì 3.1. Òàê êàê ̺1(t) < 0 äëÿ âñåõ t > 0, òî

freq2π(ϕ1,M) = freq2π(ϕ̃,M) =
1

2
.

Äàëåå, ̺2(t) > 0 äëÿ âñåõ t > 0 è ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé �óíêöèåé íà (0,∞), ïîýòîìó

freq2π(ϕ2,M) =
mes{t ∈ [0, 2π] : ϕ2(t) 6 1}

2π
.

� 4. Îöåíêè îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò äëÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé

Íàïîìíèì, ÷òî �óíêöèÿ ϕ(t) íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé â ñìûñëå Áîðà, åñëè îíà

íåïðåðûâíà è äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ìíîæåñòâî ε-ïî÷òè ïåðèîäîâ

θ(ε)
.
=

{
ϑ ∈ R : sup

t∈R

∣∣ϕ(t+ ϑ)− ϕ(t)
∣∣ 6 ε

}

îòíîñèòåëüíî ïëîòíî íà äåéñòâèòåëüíîé îñè R, òî åñòü ñóùåñòâóåò ÷èñëî L > 0 òàêîå, ÷òî êàæ-
äûé îòðåçîê [a, a + L] äëèíû L ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò äàííîãî ìíîæåñòâà (ñì., íà-

ïðèìåð, [11, 
. 367�368; 12, 
. 7℄).

Ë å ì ì à 4.1. Ïóñòü �óíêöèÿ ϕ(t) ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ â ñìûñëå Áîðà è L � òàêîå ÷èñëî,

÷òî êàæäûé îòðåçîê [a, a+L] ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ε-ïî÷òè ïåðèîä, è ϑ ∈ θ(ε) > L. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî τ > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

freq[0,ϑ](ϕ, (−∞,−2ε]) 6 freq[τ,τ+ϑ](ϕ, (−∞, 0]) 6 freq[0,ϑ](ϕ, (−∞, 2ε]). (4.1)

Ñëåäîâàòåëüíî, freq[0,ϑ](ϕ, (−∞,−2ε]) 6 freqϑ(ϕ, (−∞, 0]) 6 freq[0,ϑ](ϕ, (−∞, 2ε]).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ϑ > L, òî îòðåçîê [τ, τ + ϑ] ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ε-ïî÷òè
ïåðèîä �óíêöèè ϕ(t). Çà�èêñèðóåì îäèí èç íèõ è îáîçíà÷èì åãî θ. �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

θ ∈ (τ, τ + ϑ), è ïðåäñòàâèì îòðåçîê [τ, τ + ϑ] â âèäå îáúåäèíåíèÿ

[τ, τ + ϑ] = [τ, θ) ∪ [θ, τ + ϑ].

Ïóñòü t ∈ [τ, θ). Ïîñêîëüêó ðàçíîñòü θ − ϑ ÿâëÿåòñÿ 2ε-ïî÷òè ïåðèîäîì �óíêöèè ϕ(t), òî âû-

ïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∣∣ϕ(t)− ϕ(t− (θ − ϑ))
∣∣ 6 2ε, òî åñòü

ϕ(t− θ + ϑ)− 2ε 6 ϕ(t) 6 ϕ(t− θ + ϑ) + 2ε.

Ñëåäîâàòåëüíî,

mes{t ∈ [τ, θ) : ϕ(t− θ + ϑ) 6 −2ε} 6 mes{t ∈ [τ, θ) : ϕ(t) 6 0} 6

6 mes{t ∈ [τ, θ) : ϕ(t− θ + ϑ) 6 2ε},

îòêóäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

mes{t ∈ [τ − θ + ϑ, ϑ] : ϕ(t) 6 −2ε} 6 mes{t ∈ [τ, θ] : ϕ(t) 6 0} 6

6 mes{t ∈ [τ − θ + ϑ, ϑ] : ϕ(t) 6 2ε}. (4.2)

Ïóñòü t ∈ [θ, τ + ϑ], òîãäà ϕ(t− θ)− ε 6 ϕ(t) 6 ϕ(t− θ) + ε. Ñëåäîâàòåëüíî,

mes{t ∈ [0, τ − θ + ϑ) : ϕ(t) 6 −ε} = mes{t ∈ [θ, τ + ϑ] : ϕ(t− θ) 6 −ε} 6

6 mes{t ∈ [θ, τ + ϑ] : ϕ(t) 6 0} 6 mes{t ∈ [θ, τ + ϑ] : ϕ(t− θ) 6 ε} =

= mes{t ∈ [0, τ − θ + ϑ) : ϕ(t) 6 ε}.

Èç ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

mes{t ∈ [0, τ − θ + ϑ) : ϕ(t) 6 −2ε} 6 mes{t ∈ [θ, τ + ϑ] : ϕ(t) 6 0} 6

6 mes{t ∈ [0, τ − θ + ϑ) : ϕ(t) 6 2ε}. (4.3)

Ñêëàäûâàÿ ïî÷ëåííî íåðàâåíñòâà (4.2) è (4.3), ïîëó÷àåì

mes{t ∈ [0, ϑ] : ϕ(t) 6 −2ε}

ϑ
6

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : ϕ(t) 6 0}

ϑ
6

mes{t ∈ [0, ϑ] : ϕ(t) 6 2ε}

ϑ
,

òî åñòü íåðàâåíñòâî (4.1) äîêàçàíî.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â óñëîâèè ëåììû ñëåäóåò èç (4.1) è îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè

freqϑ(ϕ, (−∞, 0]):
freqϑ(ϕ, (−∞, 0])

.
= inf

τ> 0
freq[τ,τ+ϑ](ϕ, (−∞, 0]).

�

Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è Êîøè (2.1):

ż = w(t, z), z(0) = z0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç z̃(t) ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ż = w(t, z), åñëè òàêîå ðåøåíèå

ñóùåñòâóåò. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè z̃(t), ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé â ñìûñëå Áîðà,

ñóùåñòâóåò ïðåäåë

freq(z̃, (−∞, 0])
.
= lim

ϑ→∞

mes {t ∈ [0, ϑ] : z̃(t) 6 0}

ϑ

(ñì. [13, 
. 150℄). �àâåíñòâî äëÿ âû÷èñëåíèÿ äàííîãî ïðåäåëà äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ïî÷òè

ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé ïðèâåäåíî â ðàáîòå [2℄.
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Ë å ì ì à 4.2. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) äëÿ êàæäîãî z ∈ R �óíêöèÿ t→ w(t, z) ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ â ñìûñëå Áîðà, è âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî

freq(w, {0})
.
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : w(t, z) = 0}

ϑ
= 0;

2) ñóùåñòâóþò ðåøåíèå z(t) = z(t, z0) çàäà÷è Êîøè (2.1) è ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðåøå-

íèå z̃(t) óðàâíåíèÿ ż = w(t, z) òàêèå, ÷òî lim
t→∞

(z(t)− z̃(t)) = 0.

Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî freqϑ(z, (−∞, 0]) 6 freq(z̃, (−∞, 0]).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ðàáîòå [2℄ ïîêàçàíî, ÷òî èç ðàâåíñòâ

freq(w, {0}) = 0 è lim
t→∞

(z(t)− z̃(t)) = 0

ñëåäóåò ðàâåíñòâî ïðåäåëîâ

lim
ϑ→∞

mes {t ∈ [0, ϑ] : z(t) 6 0}

ϑ
= lim

ϑ→∞

mes {t ∈ [0, ϑ] : z̃(t) 6 0}

ϑ
,

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî

freq(z, (−∞, 0]) = freq(z̃, (−∞, 0]).

Â ñèëó ëåììû 1.1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî freqϑ(z, (−∞, 0]) 6 freq(z, (−∞, 0]), ïîýòîìó

freqϑ(z, (−∞, 0]) 6 freq(z̃, (−∞, 0]).

�
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We continue to study the characteristics of a control system, which reflect uniform staying the attainability set of the
system in a given set M

.
=

{

(t, x) ∈ [0,+∞) × R
n : x ∈ M(t)

}

during a finite time interval. In terms of Lyapunov
functions and Clarke’s derivative, we obtain conditions under which relative frequencies of absorption of attainability
set for the control system can be estimated by similar characteristics defined for differential equations. We prove a
theorem about evaluating and calculating of the relative frequencies for some multivalued functions. We get estimation
for different characteristics of Bohr almost periodic functions. We show examples of calculations and estimations for
the relative frequencies of staying graphs of functions in a given set.
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