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�� .��& �� ���� ∀x (f(x) = g(x)) 
 ��%�
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��" 
�')��
� 
 ������ �/����
�
��" ������" � ������" B�F( �GD�
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ϕ(p) ↔ ϕ(q);
¬¬ϕ(p);

ϕ(p)→ (q ∨ ¬q).
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� ϕ(·) �� )���
�� �� ��� &����( �� �
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&�������* ϕ ��� ����%�
� + ���
���� � ���&� ����( &�0�� ��

&�������* �� ��� (
� ��
���*�� ����������*��" ����%�
��" ���
���� ���&�&� 
���������" ���
���� 0 H��0*I(
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����I��
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��'!�# ������ � � � ��

&������ ���*�� ����������*��� ����%�
��� ���
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$���� 
� %�' ���"�� 2������� ������� ��
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��� +!�& ����)�&�

<)�� %�
��# �����)�/�����*��# ������ �
����� �� �����)�/�����*��" ����&����"

V ar = {p0, p1, p2, . . .};
�����)�/�����*��" 
�')��"5 ∨( ∧( ¬( →( ↔( $��������/�' ����&���
' ���

p ↔ q � (p → q) ∧ (q → p);
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7 � � � � � � � � � � ���� ϕ����	��� � ��& ��)����* &��0�
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%�+!�� Int � )�&�� ��� ����
����*�� ������ JKLMN OKPQPN � ���
��������

7 � � � � � � � � � � ��R� ϕ������� L ��)�����
' ���
�����	���� ��
�	���	�� 
� �� �����
�� L( �
�� L ���+%��� � L � ��' �
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��# .��& �� A �) A ∈ L 
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7 � � � � � � � � � � ��:� ϕ����	�� L �������'�� ����� �����	
	��� ���
����� � 
� 	� ���	�
�� L, �
�� L '��'��
' ���
���������# ��� L � �� 
���
���� �	������ ������ 
��������	�

�� ��' ����# ����������*��# ���
����� �'���� 
�����-���� , .��& �� ���� ϕi ↔ B( ���
B �� 
����0�� ϕi��
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����&�( ��� ���������� '����� 
�����-���' � L ��� -���
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���������
�*
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7 � � � � � � � � � � ��	� ϕ����	�� L ��)�����
' ������ �� ���	���� ��
�	���	�� ������ L(
�
�� L ���
��������� ��� L � �� 
���
���� ��	
��
	���	� ������# ����# .��& �� �� 
&�
��
������ !��� ����������'��

�������� ���	���� ��' 
� �� ������ L .��& ��� ��
' 
��� +!�& ����)�&5
� ��
�����* ���&��� ϕ������( �������'+!�� ����� ��)���
�&�� ���
����� ��' L, � ����

&��� �����" ϕ������ ��' L ��������� �	�	����8
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&������� ������&� 2������� ��' ����" 
� �� �����( ������� �� ��& ���
���& ���%���&  0� ��"�����
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 ������ �/����
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��& ������&�

2���&��&( %�� ����	���� ��)���+� 
� �� ����� ( ������' "��������) ��
' ����%��& %�
�
��& ����%��" -���� ���
����	���� ��)���+� 
� �� ����� ( ������' 
�&� �����%��# �� '��'�
��
'( �� �+��� �� 
��
������� ��
-������ ���)�����
' �����%��&�
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�
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���*��&� ����������*��&� ���
�����&�
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��������� ��0���� ���������' �� ����%�� '���" 
�����-���#8
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���# ������&� ��
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.��& ���������� ��-�
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� ������ �
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��� +!�� ���)��%���'5 � , H�� ����������+ �����
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���

�5������ ��� ��� L2 � L3 �����(��$��� � ������ �"��	���	��* � ��"��� 6778 �����	� ��� ������ L2 �����
����	�	� ������ LP2, � ������ L3 ��������	�	� ������ LQ3. 9����� LP2 � LQ3 ��������������( � ��"��� 6.:8�
;���( �� "���� ������0����(�� �"��	���	�+ �����		�� 9� 9� <��������+�
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��" ���

��� � ���&���" -��� ������� 6��������  ����0����' � 
������� -���( '��'+!�"
' &����'�
&� ����� LC �������0���� R��� � L2 �������0���� R�:�� ����)��� �������%���  ����0�����
��' L3 �������0���� R����

� § 3 �
������ &���&���&���%�
��� ���'��' � ��) �*���� ������
'�
' �� ϕ�')��� V��&��*�
�� ���
��������
' ���������
�* ��
������� ������&� ������� �� 2������ ��' ����)���*��#
������ L ������&� :���� ��' ����)���*��" ����%��" ϕ�-��� ���
��� &������� ��
������ ��
&��������" ������ B	�D�( ������' ��)���'�� �

�������* ����%��� ϕ�-���� �� ����%�� '��
��" 
�����-���#� U�

&������ ���&��� ϕ�-��� ��� 
 ����%��&( ��� � 
 ��
 �
����& '���"

�����-���#�
�&��'()�� "�� �#�#$�#%# ��
�'!��� ���

�.���/�� �����" ϕ���
-�����# ��������

��%��" 
 ������ �/����
�
��" ������
� § 4 ����)���( %�� �+��' ���
���������' ��� LC ϕ������� ���+%��� � ������� + ϕ������ (

)������& + ���.����*��& ���

�& ����%��" ϕ�/���# ������&� 	�� � 
���
���' 	��( 	�R�� =���&
����)�&( ��' ���
����' ���&���� �����" �� 2������ ��
-�����# LC ��
����%�� ��

&���
�����* ���.����*��� ���

� ����%��" ϕ�/���#�

� ������ BR�D ��' ��
������' �����" �� 2������ ϕ���
-�����# ������ LC �
���*) ���

' ����
 ����
���� � ��
��'!�# ������ �&�
�� ���'��' H����
�I &� �
���*) �& ��� /�����
��# ������ , H��������I( ��$��& ���
���� �����" �� 2������ ϕ���
-�����# ������ LC

 ��
���*��&� ���
�����&� ����
' � ���&���" �����������

7 � � � � � � � � � � 	��� ������	��� C ��)�����
' ����%��' ϕ�/��*( � ������# �
� ��%��
�&�+� ������� ��)��%��� /�����

;) ������� ��������� C 
�����
' ���

 [C]∞ := {Ck | k ∈ ω}, ��� Ck ��� %��� �) C � ������
�����& ����' � k $�)�&��'��"�

���

�.���/�+ �����" �� 2������ ��
-�����# ������ LC  
���������+� 
��� +!��
 ����0����'( 
.��& ���������� � �� 	�R�

= � � � � & � 	�R �A�� �
���� ���
�����	���� ϕ���
�	���	� ���	�	  ������ ���!����

� L([C]∞) 
�� ���������� ������	�� C�
= � � � � & � 	�R �@�� "
�	 C1 	 C2 # ��	�����$��� ������	��% �� ϕ����	�	% ����
�������

��	�	 ������	���	% ��
����
��� ��
 LC% �� �
�� 	& ��'�
	���	� ����(
��� �����
�����

�	���! ��
 LC ϕ����	���

7��
���� ������� ���)�&��.��" ���������� ϕ�/���# 
 ����# � 
 �� &' ���
�����&� ����
� �� 	�R� 1 ��&�!*+ &�������( ����������# � ������0���� :��( $�� ��������� ��������)����
���� �� ����%�� '���" 
�����-���#�

� §�  
���������( %�� ��' ���
����' ���&���� �����" �� 2������ ��
-�����# L2 ��
���
��%�� ��

&�������* ���.����*��� ���

� ����%��" ϕ������� ������&� ��� � 
���
���� ��:(
������0���� ����( � �������� 
��� +!�# ��) �*����

6 � � � � � 0 � � � � ���� ������ �� ���	���� ��
�	���	� ���	�	 L2 � ����� 
 ��
�����	�	
���
������	 &�������	��!�
� ��
&�
�)	�	 ���$	�������	 ���

��	 ϕ��������

��' ����'����� ���
���' ����" ��
-�����# L2 � �� ��R ������
' ���'��� ����������

7 � � � � � � � � � � ���� ������	��� F � ��& ��)����* ϕ�����( �
� &��
�&��*��� ��%��
�������� �&�+� ��)��� /�����

� �� ��: ��

&������+�
' ���&��� ���������# 
� �� ������ L2 
 ����# � 
 �� &' ���
����
��&�( �����)�� ��
' ����%�� '���" 
�����-���# � ��"�

� § 6 ��

&������+�
' ��
-�����' ������ L3 � ')��� 
 ����# ���
�����#� �
���������(
%�� ��' ���
����' ���&���� �����" �� 2������ ��
-�����# L3 � Fm(ϕ) ��
����%�� ��
�

&�������* ���.����*��� ���

� ����%��" ϕ���#&����� ������&� ��� � 
���
���� �����

�



� �� ��R ������� � ��

&������� �'�* ���

�� ϕ���#&�����( �� 
������
�� +!�" ϕ�-����"
��0���� �) ������" �����������& ����)�& )����� )��%���� ���
����� ϕ, �������'+!�� ���
��)����&�# H/������# ��� ���

�I� ϕ������� $��" ���

�� ���)��%��� L1, L2, L3, L4, L5 
��
�����
�������

���

�.���/�+ �����" �� 2������ ��
-�����# ������ L3 ���
���+� 
��� +!�� ���
�����&��

= � � � � & � ��R� *!��� ���
�����	���� ��
 L3 ϕ����	�� ���!���� � �
�� 	� ���	 ϕ����	�
L1, L2, L3, L4, L5.

= � � � � & � ��:� ϕ����	�	 L1, L2, L3, L4, L5 ������� ��
����	���

=���& ����)�&( 
�&�#
��� �����" �� 2������ ��
-�����# L3 
�
���� � ��%��
�� �) L1,
L2, L3, L4, L5.

����� � § 7 ��

&������ �����
� ��)��-�&�
�� �����" �� 2������ ��
-�����# ��������
��%��" 
 ������ �/����
�
��" ����� � �������&�%�
��' ������&� ��
��)������' ���
�����
�����
�� �����" �� 2������ ��
-�����# ���������%��" 
 ������ �/����
�
��" ������

7 � � � � � � � � � � F��� ϕ������� L ��)�����
' ������	���( �
�� 
 !�
�� �� �������&( ���
����# �� ����)���*��# .��& �� A ∈ Fm(ϕ) �������'��5 A ∈ L ��� A /∈ L�

= � � � � & � F��� �
� ������ �� ���	���� ��
�	���	� ���
����	���� 
����	���	�	��	
��

��� ���	�	 L � ����� Fm(ϕ) ����!�
� ������	���	�

7 � � � � � � � � � � F�R� 6�� ������&�# ��
��������	� ���
�����	���
�	 � ��& ����&��*

��� +! + &�

�� + ������& � ��
�� L # �
�� 	� ���	� LC% L2% L3� ��
�� A ∈ Fm(ϕ)+
������
� �	 ϕ����	�� L+A ���
�����	���� ��
�	���	�� ���	�	 L,

= � � � � & � F�R� �������� ��
��������	� ���
�����	���
�	 ��
�	���	� ���
����	����

����	���	�	��	
�
��� ���	�	 L � ����� Fm(ϕ) �����	��	��
�	 ������	���

� �	 
���
���
����� ������ ���� � �����

<)�� ������ ��
��)�����# 
����0��5

�� 
%����� &��0�
��� ������	�	�������& ���������& V ar = {p0, p1, p2, . . .};
R� ������	�	�������� 
����	5 ∨,∧,→,¬ ;

:� ������	�	�������� ���
�����5 0 ���0*�( 1 ��
�����8

	� �
������������� 
	����� �
������5 � � ��

4��0�
��� Fm .��& � ')��� ������ ��
��)�����# �������'��
' ��� ������5

�� �����)�/�����*��� ����&����� � ���
����� �
�* .��& ��8

R� �
�� A � B , .��& ��( �� (¬A), (A ∧B), (A ∨B), (A→B) , .��& ��8

:� �� ��" .��& �( ���&� ��
�������" �� ��� � � R( ����

��' ���)��%���' ����&����" � � � ��� 0� �
���*)����*
' 
���%��� �����
��� � ��� p(
q( � � � ���)&�0��( 
 �����
�&��( � �����
��� �����
��� � ��� A( B( C( � � � , ��' ���)��%���'
.��& �� V��& ��(  %�
�� +!�� � ��
������� .��& �� A � ����������& ��-� �����������(
� ���0� 
�&� .��& �� A ��)���+�
' ��
$�������	 .��& �� A�

7 � � � � � � � � � � ���� ��

�������� BRD �� &��0�
��� Fm ��)�����
' ������0����

s : Fm→ Fm,

 ���������'+!��  
����'&5 s(A ◦B) = s(A) ◦ s(B), ��� ◦ ∈ {∧,∨,→}; s(¬A) = ¬s(A), s(0) = 0,
s(1) = 1.

7 � � � � � � � � � � ��R �
&� B:D�� -���	�	��	
�
��� ���	�� ��
�������	� Int , $�� ����
&��*-�� ���&��0�
��� &��0�
��� Fm( 
����0�!�� ��
��&� ��� �/����
�
���� �
%�
����'
��
��)�����# B	D( � )�&�� ��� ����
����*�� ������ ������ JKLMN OKPQPN �A,A → B / B�
� ���
��������

7���& �) ���&���� .��& ��( ������&�# � Int, '��'��
' .��& �� A→A.

F



7 � � � � � � � � � � ��:� .����	���	�	��	
�
��� �
� 	�� ���	�� , $�� ����)���*��� ���&���
0�
��� L � Fm, ���+%�+!�� Int � )�&�� ��� ����
����*�� ������ /0123 405653 � ���
���
������

W���) L+ A ���)��%���
' ���&��*-�' ������( ���+%�+!�' ����� L � 
����0�!�' .���
& � A�

*�*� +,#& � -.��&�

����& ����"���&�� 
������' �) &���&���&����� 
� �� ����� ������������ )��
* 
������'
%�
��%�� �����+�
' �� BRGD � BR�D��

7 � � � � � � � � � � ��	� 7����� ��)�����
' ���� (W,�), ���W , ��� 
��� &��0�
���( � �,
%�
��%��# ���'��� �� ��&� � ��������" 
� %�'" � ��& ���0��
���'�* %� �&� 
 ��� ��
�����&�

?��&���� -��� � ��& � ���*��#-�& ��)����* ������	� 6�� x � y �����'�( %�� ��%�� x
����� ��%� y. 6�� ����%�� ���&��*-��� $��&���� �� ��)�����
' ������( � -���� , ������

��� ���� ����(
������� 6�� ����%�� ������*-��� $��&���� �� ��)�����
' ������ 6�������
maxW x �)��%���( %�� x , &��
�&��*��# $��&��� %�
��%��  ���'��%������ &��0�
��� W �

7 � � � � � � � � � � ���� 6��&��0�
��� X ⊆ W ��)�����
' ����
��( �
�� ��� )�&�� �� ���
��
����*��  ����%���'5 x ∈ X, x � y ⇒ y ∈ X. ��� 
 ���� W x = {y ∈ W | x � y} ��)�����
'
����
�� 
 ������ x ���� ����
��% ����(
����� ������ x�� X
�� �&��� &�
�� ���+%����
W ′ ⊆ W � W ′ , ��� 
( �� �����'�( %�� ��� 
 W ′ ����(
�� �) -���� W.

2����&��( W � ∅ '��'+�
' ��� 
�&�� 4��0�
��� ��� 
�� -���� W ���)��%��& %���)
ConW �

7 � � � � � � � � � � ���� 4��0�
��� W ′ ⊆ W ��)�����
' ����! ����	����!�( �
�� �
� $���
&���� $���� &��0�
��� ������� 
�����&� ���
�����&��( �� �
�* ∀x, y ∈ W ′(x � y ∨ y � x)
�∀x, y ∈ W ′(x �� y ∧ y �� x ∧ x �= y)��

2� &��0�
��� ConW ��

&������+�
' ���������S&��0�
������� �����/�� ∪( ∩( � ���0�
�����/�� �
��
�
�������	� � ����
	�������� �
��
�
�������	�8

−X = {x ∈ W | W x ∩X = ∅}, X ⊃ Y = {x ∈ W | X ∩W x ⊆ Y ∩W x}.

��� 
 X -���� W ��)�����
' �������( �
�� − − X = W � =�%�%��# $��������� $����
 
����' , ∀x ∃ y � x : y ∈ X B��D�

1�� �� �� (ConW,∩,∪,⊃,−,∅,W ) '��'��
' ���&���& �
��
�������� ������� ��������
9���	����� 6
����� ���� ������� �������� '��'+�
' &����'&� ��� �/����
�
��# ������ ���

��)�����# ��� 0�( ��� � ���� ������� , &����'&� ���

�%�
��# ������ ��
��)�����#
�
&�( �����&��( B��( :R( 	�D�� � ��������" 
� %�'" &� � ��& ���0��
���'�* ������ ��� 
��

 &��0�
���& ConW �

;)��
��� 
��� +!�� �����&� � ����
�������� �
����� ����" ������ ������&��( BR�( RCD�5

= � � � � & � ��� �� ����
�������� �
����� ����" �������� �
���� ������ 	�����$�� ��
���
����� ������� ConW 
�� ��������� ����� W �

=� � � � & � ��R �� ����
�������� ����%��" �
����� ����" �������� �
���� �������� ������
	�����$�� ������� ConF 
�� ��������� �������� ����� F �

� 
�')� 
 �����&�# ��� -����� ���&��'��
' ���'��� ����!Q���# -���� BRGD�

7 � � � � � � � � � � ��F� :���)����� ������ ��)�����
' 
�� �� �� ���� (W,S)( ��� W ,
-����( � S , ���������� ������� ConW ( ��� $��& ��� ����%��&� ����!����&� -����&� �
��
��� � ��& ����&��* ����!����� -����(  ���������'+!��  
����+ S = ConW � >+� + -��� 
W &�0�� �
��
������& ����)�& ���0��
����* 
 ����!����# -����# (W,ConW )� 7���!��� +
-��� ������ � ��& ��)����* ���
�� ������( �
�� �Q ��� '
�� �) ������
���

G



7 � � � � � � � � � � ��G� 6 
�* (W,S) , -����� 7���-���� ��
������
�	 �� &��0�
��� W
�������'��
' �
&� B:	( :�D� 
��� +!�& ����)�&5

x ≺ y � x < y & ∃Y ∈ S : x /∈ Y & y ∈ Y.

7 � � � � � � � � � � ��C� =�%�� x ∈ W 	���� ����	�� �( �
�� �� 
 !�
�� �� y � x �����
)��%���� d(W,S)(x) = 1( $�� ������ &��
�&��*��
�� � ���%��# -������ =�%�� x ∈ W 	����

����	�� k > 1 ����)��%���� d(W,S)(x) = k, k ∈ ω� ����� � ���*�� �����( ����� 
 !�
�� ��
≺�/��* x ≺ x1 ≺ x2 ≺ . . . ≺ xk−1 ����� k � �� 
 !�
�� �� ≺�/���# 
 ��%���& � ��%�� x �����
k + 1.

� ���*��#-�&( �
�� �) ������
�� '
��( � ����# -���� ���� ��%*( �� �����
 � ���)��%����
�� ���� �� 
����
'�

7 � � � � � � � � � � ����� :������ ���������& � ����� μ = (W,S) ��)�����
' ������0��
��� v : V ar → S( ��� $��& v(p) ��)�����
' ������	�� ����&����# p ����
����*�� �/���� v.

2� &��0�
��� Fm �/���� v ��
���
����'��
' �� ��� �/��5

v(0) := ∅; v(1) := W ; v(A ∧B) := v(A) ∩ v(B);

v(A ∨B) := v(A) ∪ v(B); v(A→B) := v(A)⊃ v(B); v(¬A) := −v(A).

6��� (μ, v) ��)�����
' ��
���!( � ��� 
 v(A) , ������	�� $������ A ����
	������ �����
�	 v� 6� �/���� v �������'��
' �������	� ����(
��	�5 x �v A ⇔ x ∈ v(A) �%�����
' ���5
� ��%�� x ����
����*�� �/���� v ����(
���
� ���� 	
�	���� .��& �� A��

V��& �� A 	
�	��� � ��
��	 (μ, v)( �
�� v(A) = Wμ, ��� Wμ , ������*-�# ��� 
 -���� μ8
��)�����	�� � ����� μ( �
�� ��' �+��# �/���� v � -���� μ �&��& v(A) = Wμ � � μ |= A��

7 � � � � � � � � � � ����� *��	��� ���

� M = {(Wi, Si) | i ∈ I)} -��� ��)�����
' &��0��

��� L(M) .��& �( ��!�)��%�&�" � ��0��# -���� $���� ���

��

 � � � ! � 	 � � �� "�� �	�#����� ��$������%&	� ��%����� %�'�
�$( ���
�%&

 � 	�� ����
����
)�

��� �
����� Int � �	� ���
	
�� ��	�����%&	� �����% ������	��
� � ���
� ��	�	� *��+�

=� � � � & � ��:�  �� �
���� 
� 	� ���	�	 L 
�)�
����� ���

 M ����)����& ���� �����%

��� L = L(M).

?��  ����0����� ��������
' � ��)��" �
��%����" � ��)��" .��& �������"( �����&��(
� 
���*� 4��� 9�"��*'!��� B:( 
� 	�	( ��)� RD � � ������ E� 7�� B	�D�

���

 M,  ���������'+!�#  
����'& �����&� ��:( ��)�����
' &�������	
�	��
�	� ���'
������ L� B:GD� � ���*��#-�&( �
�� '
�� � ����# ������ ���� ��%*( �� ��-�& ���
�� H"�������
��
��%�
��#I ��)  ��&�����' L.
*�/� 
.�.0���� � 1,#& � p2-.�%�3- 

6 
�* μ = (W,S) , -����( W0 ∈ ConW ����'��� �� W0 ��
��� ��
' �) ���'��� �� W �
� S0 = {X ∩W0 | X ∈ S}�

7 � � � � � � � � � � ���R� Y���� μ0 = (W0, S0) ��)�����
' ��
������% ����(
����� 	� μ
����
�� W0 � � μ0 ⊆ μ��

X
�� v , �/���� �� μ, �� ��
��
����� ������ v′ �� μ′ �������'��
' ��
���
���& v′(p) �
� v(p) ∩W0 ��' �
�" p ∈ V ar.

=� � � � & � ��	 �� ����0�����# &������� ��	 ��������& ���
����(��	�& 
�� �!��� $���
���� A ∈ Fm 	���� ��
�� v′(A) = v(A) ∩W ′.

7 � � � � � � � � � � ���:� 6 
�* μ = (W,�;S)( μ′ = (W ′,�′;S′) , -����� 7�����0��
��� h : W →W ′ ��)�����
' p����$	���� -���� μ �� μ′( �
�� ��������� 
��� +!��  
����'5

• h , 
+���������� ������0����8
• x � y ⇒ h(x) �′ h(y) �&��������
�*�8
• z �′ h(x) ⇒ ∃y � x : h(y) = z �����
��
���8
• ∀X ∈ S′ : h−1(X) ∈ S, ��� h−1(X) , �����# �������) ��� 
� X �� h �����������
�* ,

�� �������� 
 H�������) ��������� &��0�
��� ������I�� 7��)��%���� h : μ →→ μ′.

C



6 � � � � � 0 � � � � ���� ��
�� (W,S) 	 (W ′, S′) # �����% h : (W,S) →→ (W ′, S′). ;��
� 
��
�
�& x ∈ W ��������� �������
��� d(x) � d(h(x)).

6 
�* h : μ →→ μ′ � v , �/���� �� μ′. �������� (h−1v) �/���� v ����
����*�� h �������'��
'
���5 (h−1v)(p) � h−1(v(p)) ��' �
�" p ∈ V ar.

=� � � � & � ��� �� p�&��.�)&�" &�����#�� ��	 ��������& ���
����(��	�& 
�� �!��� $���
���� A ��������� (h−1v)(A) = h−1(v(A)).

7���-���� ��
��	�����
�	 μ � μ′ �� ���

� -��� �������'��
' ���5

μ � μ′ � ∃μ0 ⊆ μ ∃h : μ0 →→ μ′.

6 
�* M � N , ��������� ���

� ����!����" -���� 7���-���� ��
��	�����
�	 �� ���
�

�" -��� �������'��
' 
��� +!�& ����)�&5

N � M � ∀μ ∈ M ∃η ∈ N : η � μ.

3����'� ���0�( %�� ���

 M ��(��	����
� ���

�& N�
1��� +!�� ��� �����&� ������+� �) &���&���&���%�
��" ��) �*�����( ������Q���"( ���

���&��( � BRFD�

= � � � � & � ��� ���'&�' � 
�������� ������� ��
�� M 	 N # ���	�������� ���

� �����

)����& ����� ;��
� 	� N � M 
��
��� L(N) ⊆ L(M)�

=� � � � & � ��F ��������' � 
�������� ������� ��
�� F # ��������� ���

 �������& ���

��(
����& ����% � M # ���	�������� ���

 ����)����& ����� ;��
� 	� L(M) ⊆ L(F) 
���

��� M � F.

=� � � � & � ��G �.������' ������
�&�� �&�
�* Int�� ��
�� F # ���

 �
�& �������& ���

��(
����& ����� ;��
� L(F) = Int.

2���&��&( %�� 
� �� ������ ��)�����
' $	�	��� ������
	�	������( �
�� ��� "��������) �
��
' ��������& ���

�& ����%��" -��� BGD�

� �	 � ������������� ��������������������� �������

7 � � � � � � � � � � R��� ;���	���� ��)���+� 
� �� ����� ( ������' &�0�� ���* "��������)��
���� ����%��& %�
��& ����%��" -����

7 � � � � � � � � � � R�R� ���
����	���� ��)���+� 
� �� ����� ( ������' 
�&� �����%��#
�� '��'��
'( �� �+��� �Q 
��
������� ��
-������ ���)�����
' �����%��&�

� ������ B��D 
�&����%�
��' "��������)�/�' ���������%��" 
 ������ �/����
�
��" �����
��
������ 
 ��&�!*+ -��� �������

7 � � � � � � � � � � R�:� @ ��& ��)����* ����! ����%� + ����#��  ���'��%��� + -��� 8
/��* �) n $��&����� ���)��%�& Cn.

7 � � � � � � � � � � R�	� @ ��& ��)����* ������ ����%� + ������ + -��� �� ���� R8 ����

 n &��
�&��*��&� $��&����&� ������ ������ ���)��%��& Fn.

=���%��# ���� �&��� 
��� +!�# ���5

�
r

�m1 . . . � � � � � � �. . . �mn
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7 � � � � � � � � � � R��� @ ��& ��)����* 
�����
�� ����%� + ������ + -��� �� ���� :

 ����&8 ��#&��� 
 n ������� ��
�����&�&� ��%��&� H
������� 
��'I ��	

� ��#&����� ����
)��%��& Dn.

��



=���%��# ��#&��� �&��� 
��� +!�# ���5

�
r

�t

�m1 . . . � � � � � � �. . . �mn
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7�&���&( %�� � ������ B�RD ���&�� H��#&���I 
������
�� �� ���&�� H+��I�

 � � � ! � 	 � � ��  ������( !�� ��	���� ,-��&.( ,����. � ,��$��	�. %�'
� �/�/0�)��� 	� 1
�%�

� /��
�	�!	�� !��%�� 2%���	����

7 � � � � � � � � � � R��� *��	���  ������ B:�D LC ��)�����
' ������( ��� %����' ��������
���& � Int ��
��&� ����#��
��

Lin := (p→ q) ∨ (q → p).

2���%�� � LC  ��)����# ��
��&� �� 
��������� 
��/�.�%�
��� 
��#
��� -���( '��'+�
!�"
' &����'&� ������ LC, ������� � ��& ���0� ��)����* LC�������	�

7�!�)��%�&�
�* ��
��&� ����#��
�� � ����!����# -���� ���
�����
' 
��� +!�& �����
��0����&�

6 � � � � � 0 � � � � R�� �
������� LC�-���( BR�D�� :���)6���� ����� μ = (W,S) ������
�
��
���! ���	�	  ������ ���
� 	 ������ ���
�% ���
� � �!��� �6 ����(
����� ��������

��
����� (W ′, S′) 
����
��� ����
�� S′ �	����� �����
����� �������	�� ���!���	� ⊆�

;)  ��&'� ��" ��-� ����� A��� � )��/��� � >�>� 4��
�&���# 
��� ��( %�� "��������
���
%�
��& ��' LC '��'��
' ���

 C �
�" ����%��" /���#�� @���� ����( ��' "��������
��%��
��
���

� ��
����%��( %���� �� 
����0�� ����%��� /��� 
���*  ����� ���*-�# ��
��� ����$	�
������� ��
���

�� � 
�&�& ��!�& 
� %�� �&��& BR�D

6 � � � � � 0 � � � � R�R� <��

M ����)����& LC����� ������
� &�������	
�	��
�	� ���
�
� 	 ������ ���
�% ���
� C � M�

7 � � � � � � � � � � R�F� *��	��� L2 ��)�����
' ������( ��� %����' ����������& � Int ���

��&� �����	���	� ����	�� �� ����� R

bd2 := p1 ∨ (p1 → (p2 ∨ ¬p2)).

2���%�� � L2  ��)����# ��
��&� �� 
��������� 
��/�.�%�
��� 
��#
��� -���( '��'+!�"�

' &����'&� ������ L2, ������� � ��& ���0� ��)����* L2�������	�

6 � � � � � 0 � � � � R�: �
������� L2�-���( BR�D�� :���)����� ����� μ = (W,S) ������
�
��
���! ���	�	 L2 ���
� 	 ������ ���
�% ���
� �6 ��
��� �� �����
&�
	� R�

E��������
��%�
��& ��' L2 '��'��
' ���

 F �
�" ����%��" ������� 9�&���&( %�� ���
1 � k < n ���� Fk '��'��
' p�&��.��& ����)�& ����� Fn� 7�
+�� 
��� ��( %�� �+��# ����
.����*��# ������

 F′ ���

� F ���0� '��'��
' "��������
��%�
��& �������

 ���$	�����(
�
�� �� 
����0�� ����� Fk 
���*  ����� ���*-�# -������� � ��!�& 
� %�� �&��& BR�D

6 � � � � � 0 � � � � R�	� <��

 M ����)����& L2����� ������
� &�������	
�	��
�	� ���
�
� 	 ������ ���
�% ���
� F′ � M 
�� ���������� ���$	�������� ��
���

� F′ ⊆ F�

�5��$�� �"��	���	�� = LC = >?@AB ?C )DEAFG�

��



7 � � � � � � � � � � R�G� *��	��� L3 ��)�����
' ������( ��� %����' ����������& � Int ���

��& �����	���	� ����	�� �� ����� :

bd3 := p1 ∨ (p1 → (p2 ∨ (p2 → (p3 ∨ ¬p3))))

� 
������ ������ 	
��!������� ��������

kc := ¬p ∨ ¬¬p.

2���%�� � L3  ��)����" ��
��& �� 
��������� 
��/�.�%�
��� 
��#
��� -���( '��'+!�"
'
&����'&� ������ L3, ������� � ��& ���0� ��)����* L3�������	�

6 � � � � � 0 � � � � R�� �
������� L3�-����� ��
�� μ = (W,S) # ������

4*5 "
�	 μ |= bd3, �� ∀x ∈ W (d(x) � 3).

4/5 "
�	 μ # �������� ����� 	 μ |= kc, �� 
�� �!��& 
��& ����
��& ����
�� X,Y ∈ S 	&
����
����	� ����
���

� � � � ) � � � � * 
 � � �� *5 6 
�* � -���� μ ��-��
* ����� $��&���� x, y, z, t, %�� x ≺ y ≺
≺ z ≺ t � x /∈ Y ( y ∈ Y ( y /∈ Z( z ∈ Z( z /∈ T ( t ∈ T ��' ��������" Y,Z, T ∈ S� X
�� ����0��*
v(p1) := Y ( v(p2) := Z( v(p3) := T ( �� ��� ����# �/���� � ��%�� x �����������
' .��& �� bd3.

/5 6 
�*( ��������( ��-��
* ��� 
��� � ������
���+!��
' ��� 
� X,Y ∈ S. 6���0�&
v(p) := X. =���� Y ⊆ −X, �� �� −X �= ∅ �( 
���������*��( � ��%�� o ∈ W �����������
'
.��& �� kc. �

E��������
��%�
��& ��' L3 '��'��
' ���

 D �
�" ����%��" ��#&������ 9�&���&( %��
�+��# ���.����*��# ������

 D′ ���

� D := {Dn|n ∈ ω, n > 0} ���0� '��'��
' "���������

��%�
��&( ��
���*� ��� 1 � k < n ��#&��� Dk '��'��
' p�&��.��& ����)�& ��#&���� Dn

�������

 ���$	�����( �
�� �� 
����0�� ��#&���� Dk ��' 
���*  ����� ���*-�" k��

7��)��%���' bd2, bd3, kc �)'�� �) BRGD( ��� ��� ���)��%�+�
' 
������
�� +!�� ������
BD2 = Int+ bd2 �ZKMPLQL LQO[\ R�( BD3 = Int+ bd3 �ZKMPLQL LQO[\ :�( KC = Int+¬p∨¬¬p.
� �	 
���
���
����� ϕ����� � ϕ������

� $��& �������.� ������'�
' ����"���&�� 
������' �) &���&���&����� ϕ������ � ϕ�-���
��)��0���� ������������ ��' ')��� 
 ��
���*��&� ���
�����&� � �������
' �� B��( R:( 	�D��

2���&��&( %�� � �����)�/�����*��& ')�� ������'��
' ����� ����������*��" ����%��

��" ���
���� ϕ = {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn}; ��� %���
' ���

 Fm(ϕ) .��& � ��
-�������� ')���(
��� $��& .��& �� �) Fm ���� ��)���� �	
���	� V��& �� ��) ����&����" ��)���+�
'
���
�������	( Fmc(ϕ) , ���

 ���
������" .��& �� 6��'��� ��

������	 ������
��
' ��
��
-������# ')��5 s(ϕi) = ϕi ��' �
�" ϕi ∈ ϕ.

7 � � � � � � � � � � :��� ϕ����	��� ��)�����
' &��0�
��� L .��& � ��
-�������� ')���(
���+%�+!�� Int � )�&�� ��� ����
����*�� ������ JKLMN OKPQPN � ���
������� B��( 
� ���D�

W���) L+A ���)��%�& ���&��*- + ϕ������ ( ���+%�+! + ����� L � 
����0�! + .���
& � A �A ∈ Fm(ϕ)��

U ����
��� ��%������� � �� ��' �����( -��� � ���

�� -��� � ���  ��)����* �� 
�')*

 ��
-������& ')���&( ��'&�� ��%������� , �� 
�')* 
 %�
��& ')���&�

7 � � � � � � � � � � :�R� @ ��& �������*( %�� ϕ����	�� L '��'��
' ���
�����	���� ��
�	�
���	�� 
� �� ������ L( �
�� L ⊆ L � ��' �
'��# %�
��# .��& �� A �) A ∈ L 
��� �� A ∈ L�

7 � � � � � � � � � � :�:� =���� 
��������	�� 
�� ���
����� ϕi ��)��Q& .��& � ����
ϕi ↔B( ��� ���.��& �� B �� 
����0�� ϕi ��� &�0�� 
����0��* ���
�����( ����%��� �� ϕi��

7 � � � � � � � � � � :�	� ϕ����	�� L ��)�����
' ������ �� ���	���� ��
�	���	�� ������ L(
�
�� L ���
��������� ��� L � ��' �+��# .��& �� A ∈ Fm(ϕ)( �� ��������0�!�# L( ϕ�������
L+A �����
��������� ��� L ��� �
�* L �� 
���
���� ��	
��
	���	� ������# ����# .��& ����

�R



X
�� ϕ = {ϕ}, �� '���� 
�����-���� �&��� ��� ϕ ↔ B ��' ��������# %�
��# .��& �� B.
=���� &�0�� 
��)��*( %�� L �������'�� ����! ���
���� � L.

6��"�� 2������� � ���'��+ ����# ���
����� ����������� A��� <-���& B	�D5 ���'���
���	��� ����
.��&�� ��
' � ���'��� �����	
	��
�	 ���
�����

7 � � � � � � � � � � :��� @ ��& �������*( %�� ϕ������� L ����
����� ����� �����	
	��� ���
�	��
�	� ���
����� � L( �
�� L ���
��������� ��� L � ��' �+���� '����� 
�����-���' ϕi↔B
ϕ������� L+ϕi ↔B '��'��
' �����
���������# ��� L ��� ��&� 
����&�( L �� ��� 
���� ����

��������' ������" '���" 
�����-���# ��' ����������*��" ���
������

2���&��& .��& ������ ������&� 2������� ��' 
� �� ������ L5

• ��
�����* '���� ���&��� �����" ��� L ϕ������ 
 ��)���
�&�&� ���
�����&� ���������>
�	�	����8

• ���
��* ���

 �
�" �����" �� 2������ ϕ������ ���������>���
	�����

1��� +!�' �����&� '��'��
' .��&��*��& ���
�������& ���������
�� ��
������� �������
&� ������� �� 2������ ��' ����)���*��# ������ L.

=� � � � & � :��� ��
�� L # ��������� 
� 	� ���	��� *!��� ���
�����	���� ��
 L ϕ����	��
���!���� � ��������! ���
	������! ���
�����	���! ��
 L ϕ����	���

� � � � ) � � � � * 
 � � �� 9�.��
�� �& ������� + ���
�������� + ��� 
� �� ������# L ϕ�
����� L� 6���0�& X := {L′ | L ⊆ L′ � L′ , ���
���������� ��
-������ L}, X ,  ���'�
��%��� �� ���+%���+� 2��� ���  �����*
'( %�� �
'��' /��* � X �&��� ���"�++ ����*( ��� ��
�� ��&&� T����( ��#�Q�
' &��
�&��*��' �� ���+%���+ ϕ������� L′′ ����'( %�� L ⊆ L′′ � L′′ ,
���
���������� ��
-������ L� �

7����� $��� ��) �*��� ��%��� �� ���� � ����� $..��������� ���
���' ��� ���������"
���&���� �����" �����( ��� � �
��� 
�&�#
��� �����" ������

7 � � � � � � � � � � :��� :���)����� ϕ������� ��)�����
' 
�� �� �� ���� (W,S; Φ)( ���
(W,S) , ����!����' -����( Φ = (Φ1, . . . ,Φn) , ����� ��� 
�� �) S, ������� ���0� � ��&
��)����* ���
������	� 7 ����" ���
�����" ���� ��%*( � ��� '
�� �) ������
���

��� � � 
� %�� ����!����" -���( ��� ����%��&� ����!����&� ϕ�-����&� �
���� � �
��& ����&��* ����!����� ϕ�-����(  ���������'+! +  
����+ S = ConW. A������%��(
�+� + ϕ������ (W ; Φ) &�0�� �
��
������& ����)�& ���0��
����* 
 ����!����# ϕ�-����#
(W,ConW ; Φ). 7���!��� + ϕ�-��� � ��& ������ ��)����* ���
�� ϕ�-����#( �
�� �Q ���
'
�� �) ������
���

7 � � � � � � � � � � :�F� :������ ���������& � ϕ������ μ = (W,S; Φ) ��)�����
' ������0��
��� v : V ar → S�

2� 
���������� 
�')�� �/���� ��
���
����'��
'( ��� ���
��� ��-�� ��' ����" ���
����
��' �+��# v �������& v(ϕi) := Φi, i ∈ [1, n].

��� 
� ��' ����������/�� ���
���� �� ����!����# ϕ�-���� μ = (W,S; Φ) &�0�� )������*
���0� 
 ��&�!*+ ���'��' /���� B�D�

7 � � � � � � � � � � :�G� ?����� ��)�����
' ����)���*��� ���&��0�
��� &��0�
��� ϕ ��
��
�� 
 !�
�� �� 2n /������� ?����� ����	 x ����!Q���# ϕ�-���� μ ��)�����
' &��0�
���
col(x) := {ϕi ∈ ϕ | x � ϕi}. � 
� %�� ����# ���
����� ��%� x ��)���& ����������( �
�� x ∈ Φ,
� 
������
������ ������������( �
�� x /∈ Φ.

6��'��' ��
��	% 	
�	���
�	 $������ � ��
��	% ��)�����	��
�	 $������ � ϕ������
� � ���

� ϕ����� �������'+�
' �������%���

���

 M = {(Wi, Si; Φi) | i ∈ I)} ϕ�-��� � ��& ��)����* &�������	
�	��
�	� ��' L( �
��
������& '��'��
' ���

 ���������" ���) ���������" ��� 
��� -��� M = {(Wi, Si) | i ∈ I)}.

�:



7 � � � � � � � � � � :�C� ϕ����	��� ���

� M ����!����" ϕ�-��� ��)�����
' &��0�
���

L(M) � {A ∈ Fm(ϕ) | ∀μ ∈ M : μ |= A}.
 � � � ! � 	 � � 3� �� ��1��
���		�'� �%��
��( !�� �%� %)/�$ �� �� %�'�
� L �� 
��$	�$ ���� ��	�


�	��������	�� ���1���	�� �
0����
��� � ����� ��%�( �� ������� ��3 %�'�
� L 4���
�����
���� 	�
�5

����� 
%����� �/�/0�		�4 1
�%6 ������ � 
�#��$ 1
�%� 2��'� 
%���� 	�/�� ����%�		�4 
�	
���


�
��5%�/� �/�����( ��%
!�� 4���
�������!��
�$ 
%��� �/�/0�		�4 ϕ51
�% � �'� ϕ5%�'�

 L� 7��
2��� !����$ ���'��	� L ��������� � L�

� ������ B��D ��

&������ ��
-������ �����)�/�����*���� ')��� ����)���*��& ������& ϕ
����������*��" ����%�
��" 
�')�� ����)���*��# &�
���
��� 4����� ϕ������ � ����& ')���
��)���� ��
���
���& ϕ�������( �� �
�* �
����� ����&� �������&� 
 )������&� �� ��" ��������
���*��&� ���������&�8 ����)��� �����&� � &������ �&�
�� ϕ������ ���

�&� ϕ������� � ��-�&
%�
���& 
� %�� $�� �����&� .��& ��� ��
' 
��� +!�& ����)�&

= � � � � & � :�R �� &������������ ϕ��������  �� �
���� ϕ����	�	 L 
�)�
����� ���

 �����
)����& ϕ����� M �����% ��� L = L(M).

 �� �
���� ���
�����	���� ��
 L ϕ����	�	 L 
�)�
����� &�������	
�	��
�	� 
�� L
���

 ����)6���& ϕ����� F �����% ��� L = L(F).

6 
�* μ = (W,S; Φ) , ϕ�-����� ����(
����� ����
�� W ′ ϕ���
����� �������'��
' ���5

μ′ = (W ′, S′; Φ′
), ��� S′ = {X ∩W ′ | X ∈ S}, Φ′

i = Φi ∩ S′, i ∈ [1, n]� � � μ′ ϕ
⊆ μ��

��' ����!����" ϕ�-��� μ = (W,S; Φ) � μ′ = (W ′, S′; Φ′
) ����������� pϕ ����$	��� ����'�

��� � ���)��%���� �)'�� �) B��D� ��� %���
' �) ����������' p�&��.�)&� ����������& � ����

� 
����
������ ���
����5 h−1(Φ′
i) = Φi( i ∈ [1, n]� 7��)��%���� h : μ

ϕ→→ μ′�
��' ϕ������� L %���) Lc � ��& ���)��%��* �Q ���
������� $�������( �� �
�*

Lc = L ∩ Fmc(ϕ).

> � & & � :��� ��
�� μ
ϕ→→ μ′� ;��
� 	���� ��
�� Lc(μ) = Lc(μ

′)�

7���-���� ϕ���
��	�����
�	 &�0� -����&� �������'��
' 
��� +!�& ����)�&5

μ
ϕ
� η � ∃η′

ϕ
⊆ η ∃h : η′ ϕ→→ μ.

7���-���� ϕ���
��	�����
�	 �� ���

�" ϕ�-��� �������'��
' 
��� +!�& ����)�&5

M ϕ
� N � ∀μ ∈ M ∃η ∈ N : μ

ϕ
� η.

=� � � � & � :�: ���'&�' �����&� 
�������' ϕ��������  �� �!��& ���

�� M 	 N ����)6��

��& ϕ����� 	� M
ϕ
� N 
��
��� L(N ) ⊆ L(M).

?�� �����&� �������%�� ��'&�# �����&� 
�������' ��' %�
��" 
� �� ����� � ����)������

' �������& 0� ����)�&� 6� �������� 
 ϕ�-����#( ϕ�����! � ��& ��)����* 
�� �� � ����
Ck := (Ck,Ψ) , /��* Ck 
 ���������&� ��� 
�&� Ψ = {Ψ1, . . . ,Ψn ∈ ConCk}�

ϕ������� � ��& ��)����* 
�� �� � ���� Fk := (Fk,Ψ) , ���� Fn 
 ���������&� ��� 
�&�
Ψ = {Ψ1, . . . ,Ψn ∈ ConFk}�

ϕ�
�����
�� � ��& ��)����* 
�� �� � ���� Dk := (Dn,Ψ) , ��#&��� Dn 
 ���������&�
��� 
�&� Ψ = {Ψ1, . . . ,Ψn ∈ ConDk}�

�
� ����������' ��' ϕ�/���#( ϕ������� � ϕ���#&����� '��'+�
' %�
���&� 
� %�'&� �����
������# ��' ϕ�-����

� ���*��#-�" ��

 0����'" &� ������&
' �� ����� B	�D�

7 � � � � � � � � � � :���� 6 
�* F , ����)���*��' ����%��' -����� 2���� ��� 
�� {X1, . . .
. . . ,Xs} ��)�����
' 
	
����� ������!)	& ������ ConF ( �
�� ���&��*-�' ���������� $��# ���
�����( 
����0�!�'  ��)����� ��� 
�( 
�������� 
 ConF �

�	



7 � � � � � � � � � � :���� @	�	������� ��)���+� 
�
��& ����) +!�"(  ������# ������'

��
������' ���
�
��&� �� ����0���� �
+ ������ ConF �

� ϕ�-���� F = (F ; Φ) ��
 ������
 �� ����� Φ � ��� ��������� ��� ��)&�0��� 
�
��&�
����) +!�"�

��' ����)���*��# ����%��# �������# ϕ�-���� F = (F ; Φ) �&��� &�
��

> � & & � :�R� ����� Φ ������
� 
	
����� ������!)	& ������ ConF ���
� 	 ������ ���
�%

���
� ϕ������ F ������
� ϕ���
(	������% �� �
�� �� 
�)�
����� pϕ����$	��� �� ϕ������

 �����	� ���	��
���� ������

X
�� ϕ������� L �&��� '���� 
�����-���� ���� ϕi ↔ B( ��( ���
����'' � B �&�
�� �����
&����" ���
�����( ����%��� �� ϕi( ��� %�& '���� 
�����-���� ϕi ↔ B′ 
 ���
������# �����#
%�
�*+ B′.

6 � � � � � 0 � � � � :��� � �������� ϕ������ F 
 
	
����� ������!)	& ϕ 
�)�
����� ���

��� 
��������	� 
�� ϕi ���
� 	 ������ ���
�% ���
� ��	 �
����		 Φi 	� F ϕ \ {ϕi}������
(F ; Φ1, . . . ,Φi−1,Φi+1, . . . ,Φn) �� ���(���� �
����
� ��
(	������% �� �
�� �� 
�)�
�����
pϕ \{ϕi} ����$	��� �� ϕ \ {ϕi}������ 
 �����	� �	
��� ������

6 � � & � � :��� U�

&����& ����%� + ϕ�-��� ( ��
���-��� + ���( ��� ����)��� �� ��
 ��
�� :A� �����& �) ��%�� ���-� ���
���� ϕ1; ��� %�& ϕ�-��� (  ��)��� + �� ��
 ��� :B( ��'
������# 
 !�
�� �� pϕ2�&��.�)& �� ϕ�-��� (  ��)��� + �� ��
 ��� :C�

=���� �� ������0���+ :�� � $��# ϕ�-���� �� 
 !�
�� �� '����� 
�����-���' ��' ϕ18 ����
����%�� ��' ϕ2�

�

� � �










�
�
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�
�
�
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� � �
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� �
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6 � � & � � :�R� U�

&����& ����%� + ϕ�-��� ( ��
���-��� + ���( ��� ����)��� �� ��
 ��
�� :1� �����& �) ��%�� ���-� ���
���� ϕ2; ��� %�& ϕ�-��� (  ��)��� + �� ��
 ��� :6( ��'
������# �� 
 !�
�� �� p�&��.�)&� �� ϕ�-��� 
 &��*-�& %�
��& ��%��( �������%��(  �����
�) ��%�� ���-� ���
���� ϕ1, ��� %�& ϕ�-��� (  ��)��� + �� ��
 ��� :D�

=���� �� �����&� :�� � ϕ�-���� 
 !�
�� �� '���� 
�����-����( � �&���� ϕ1 ↔ ϕ2.

�  	 !��������" LC: ������#�����"$ ���
��� � ����% � ���
" ���������
�

� "���� ����������" � ���

� ��
��'!�& �������.� &� ����0�&( %�� �+��' ���
���������' ��� LC ϕ������� ���+%���
� ������� + ϕ������ ( )������& + ���.����*��& ���

�& ����%��" ϕ�/���#�
6�*� ���',7�8 , ,.��9� - ϕ27��8- � &.$�,� LC

=� � � � & � 	��� ��
�� μ = (W,S; Φ) # ����)����� ϕ������ 
 ������ o ∈ W �����% ���

(W,S) |= LC. ;��
� 
�� ���������� l 
�)�
���!� �������� ϕ����� Cl = (Cl,Ψ) 	 pϕ ����$	��

f : (W,S; Φ)
ϕ→→ (Cl,Ψ). ��	 ���� �
�	 � μ ����	����
� 
����� �����
��!)�� ��
��
��������

��
�� ������ 
�	�� m% �� ��
��� ϕ����	 C �� ����� m�
6������& �'� �
��&������*��" ����������# �  ����0����#( 
.��& ���������" �  
�����

'" �����&� 	���
9�����& �� W ����-���� $�����������
�� x � y � col(x) = col(y). ���

� $������

������
�� ��)���& ��������	 �����������	 ���' ������
�� �����������	�8 ���)��%��&
�" � ���&� X,Y,Z, . . . W���) col(X) ���)��%�& /��� ��&������� X ��������%�� /��� ��%�
�� x � col(x)��

col(X) := {ϕi ∈ ϕ | ∀x ∈ X : x � ϕi}.

��



7��)��%��& COL(X) �
⋂{Φi | ϕi ∈ col(X)}. 9�&���&( %�� COL(X) ∈ S � X ⊆ COL(X).

2� &��0�
��� ��&������ )�����& ���	������� �������	� ����
��5

X ≺ Y � col(X) � col(Y ).

;���.���
����
�* � ����)������
�* $���� ����-���' �%�������

> � & & � 	��� ���	������� �����
����	� ��������� ������
� �	�������

� � � � ) � � � � * 
 � � �� 6 
�* X �= Y , ��&�������� ����0�&( %�� X ≺ Y ��� Y ≺ X.
6�������0�& ���������( �� �
�*( %�� X �≺ Y � Y �≺ X, �� ��&� 
����&�( %��

col(X) �⊂ col(Y ) � col(Y ) �⊂ col(X).

=���� ��#� �
' ���
����� ϕi, ϕj ∈ ϕ �i �= j� �����( %�� ϕi ∈ col(X)\col(Y ), ϕj ∈ col(Y )\col(X).
U�

&����& ��������� ��%�� x ∈ X � y ∈ Y.;&��& x � ϕi, y �� ϕi; x �� ϕj , y � ϕj . ?�� �)��%���(
%�� ��� 
� Φi � Φj ��
�����&� �� ���+%���+( %�� ���������%�� 
������+ LC�-���� �

2���&��&( %�� ��� n ���
�����" 
 !�
�� �� 2n ������� ��)��%��" /������
2�&����*���  ���'��%���� ��&������ ��%��� �� ������� � ����*��& ��
����0���� ��&���

���� ����
����*�� �� � �� ��� 1��� +!�' ��&&� ���'
�'�� $��� &�&����

> � & & � 	�R� ��
�� X ≺ Y 	 x ∈ X. ;��
� x �	
	� ����!��� ����� 	� Y.

� � � � ) � � � � * 
 � � � ���� �/�' �� �� ���� ��&������� δ(Y ) � ��&����*��&  ���'��%��
�����

6 
�* δ(Y ) = 1, �� �
�* Y , ������*-�' ��&�������� 6���0�&( %�� Y = COL(Y ). ���+�
%���� Y ⊆ COL(Y ) �%������� 6���0�&( %�� COL(Y ) ⊆ Y. X
�� $�� �� ���( �� ��#���
' ��%��
y ∈ COL(Y ), y /∈ Y. =� �
�* y �

∧{ϕi | Y � ϕi}, col(y) �= col(Y ). 1 !�
�� �� ���
����� ϕj ∈ ϕ
����'( %�� ϕj /∈ col(Y ) � y � ϕj , �� �
�* y �"���� � ������� + ��&������ ( ��
����0��� +
��&����*�� ��-� Y. 2� $�� ���������%�� ��& ( %�� Y , ������*-�' ��&�������� =���& ���
��)�&( �&��& COL(Y ) �= ∅, COL(Y ) ∈ S. � 
�� 
������' �������" LC�-���( �+��# ��� 
��#
��� 
��&�# ��� 
 ������� 6�$��& x ����� ��� +��� ��%� y �) COL(Y ) = Y.

=����* � 
�* δ(Y ) > 1 � ��' �
�" ��&������ &��*-�# �� ����  ����0����� ������ �����
0�&( %�� x ����� ��� +��� ��%� �) Y.

6�������0�& ��������� � ��

&����& ��&������ Z ·� Y. ;&��& δ(Y ) < δ(Y ). 6� �����
����0���+ ��� �/�� x ����� "��' �� ��� ��%� �) Z. ����0�&( %�� x ∈ COL(Y ) ⊃ COL(Z)
&�����& �� �����������

��� 
��&( %�� x /∈ COL(Y ) ⊃ COL(Z). =���� ��#���
' u ∈ W ����'( %�� u � x(
u ∈ COL(Y )( u /∈ COL(Z)� 6�� %��&( %��( 
 ����# 
������( � u /∈ Z, �( 
 �� ��#( ��� ���
x �� ����� ����� + ��%� �) Y ( %�� u /∈ Y. 6 
�* U , ��&�������( 
����0�!�' ��%� u.
;&��& U �= Y � U �= Z ��
���*� ��&������� ���� 
������+�( ���� �� ����
���+�
'� =����
Y ≺ U ���� ��� u ∈ COL(Y )� � U ≺ Z ���� ��� u /∈ COL(Z)�� 6��������%�� 
 ��&( %�� Z ·� Y.

;���( x ∈ COL(Y ) ⊃ COL(Z). ������& ����)���*� + ��%� y ∈ Y. ] ����# 
������(
�&��& y /∈ COL(Y ) ⊃ COL(Z). 1 �� ��# 
������( y ∈ COL(Y )( x /∈ COL(Y )� 6�� %��& ��� ���
� 
��&�" ��� 
� COL(Y ) � COL(Y ) ⊃ COL(Z), ��
�����&�" � S, %�� ���������%�� 
������+
LC�-����

=���& ����)�&( x ����� ��� +��� ��%� �) Y. ;�� �/�����# -�� ��������� >�&&� �����
)���� �

9����-�& ����)����*
��� �����&� 	��� U�

&����& &��0�
��� ��&������ 
 ��&����*��&
 ���'��%����& ��� �
��& + /��* C := ({X | X − ��&�������},≺). Ψj := {X | X � ϕj}
� ������0���� f : W → C ��#
�� �� �� ������ 5 ��' x ∈ W f(x) := {y ∈ W | col(x) = col(y)}.

�����&
'( %�� f '��'��
' p�&��.�)&�& �) W �� C.
�(�:�,"���.;"< �%�������
=.�.".��.;"<� X
�� x ∈ X( y ∈ Y � x � y, �� col(X) ⊆ col(Y ) � X � Y.

��



�.�';�.;"<� 1��� �� �) ��&&� 	�R�

������ ��.;"<� U�

&����& �������) ��� 
� Cx = {{Y } | X � Y }.

f−1(Cx) = f−1({{Y } | X � Y }) =
⋃

{f−1({{Y } | X � Y }} =

=
⋃

{Y | X � Y } = COL(X) ∈ S.

�����&
'( %�� ������0���� f '��'��
' pϕ �&��.�)&�& �) W �� (C; Ψ). 2��� ��� ��������*(
%�� Ψi = f(Φi) ��' �+���� i ∈ [1, n]. 2 0��  �����*
'( %�� f−1(Ψj) = f−1(f(Φj)) = Φj.
U�

&����& �������) ��� 
� Ψj 5 f

−1(Ψj) = f−1({{X} | X � ϕj}) = f−1({X | X � ϕj}) =
=

⋃{X � ϕj} =
⋃{x ∈ W | x � ϕj} = Φj �

=���& ����)�&( f : (W,S; Φ)
ϕ→→ (C; Ψ).

2�����/ )�&���&( %�� ����� /��� C ����� %�
� �����) �&�" ��&������ � (W,S,Φ). ;���(
�����&� ����)���� �

1 � � � 
 � � � � 	��� ��
�� M # &�������	
�	��
�	� ���

 ����)����& LC�ϕ������ ;��
�


�)�
����� ���$	������� ���

 C �������& ϕ������ �����% ��� C
ϕ
� M.

� � � � ) � � � � * 
 � � �� 6 
�* Cm , /��* �) (m + 1)��� $��&����� � 
�� "��������
��%�
��
�� M ��' LC ��#� �
' ����0�����' �) ��������# -���� ���

� M �������' ϕ����-����
(W,S,Φ) � p�&��.�)& h : (W,S) →→ Cm. 7��)��%�& %���) Wk := h−1({ck}) ��' k ∈ [0, . . . ,m] ,
�������)� ��%�� /��� Cm, � � 
�* W k := Wk ∪ Wk+1 ∪ . . . ∪ Wm. 9�&���&( %�� W k ∈ S ���
�������) ��� 
� {ck, ck+1, . . . , cm}�

U�
-���& �
"����# ����� ���
���� ϕ = {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn} ���
�����&� ϕn+1, ϕn+2, . . . , ϕn+m

�� %�
� �������)��� U�
-������# ����� ���
���� ���)��%�& %���) ϕ. 2� ����!����# ϕ�-����
(W,S; Φ) ��0� + ��� + ���
���� ϕn+k ����������� �& ��� 
�& W k. =�& 
�&�& ��� %��&

��� + ϕ�-��� (W,S; Φ). � 
�� �����&� 	�� 
 !�
�� �� ϕ�/��* C = (C; Φ) � pϕ�&��.�)&

f : (W,S; Φ)
ϕ→→ (C; Ψ), ��� Ψ ��� %���
' �) Ψ ����������& ��� 
�� Ψn+k = W k. ��� �


� Φn+m,Φn+m−1, . . . ,Φn+1 ����) +� 
����� ��)��
��+! + /��* � μ, ��$��& � 
�� �������
 ����0����' �����&� 	�� ϕ�/��* C �&��� ��
�� �� &���� %�& m+ 1.

=����* H
����&I � μ � � C ���������� ��� 
� 
 ��&���&� n + m( n + m − 1( � � � ( n + 1�

6�� %��& f : (W,S; Φ)
ϕ→→ (C; Ψ)�

6�����' ���
����� ��
������� ��' �
�" ����%��" /���# Cm, ��� %�& �
��&�# ���

 C
ϕ�/���#� �

1 � � � 
 � � � � 	�R� *!��� ���
�����	���� ��
 LC ϕ����	�� ���!���� � ϕ����	�� �������
���� ���$	�������� ���

� �������& ϕ�������

=���& ����)�&( ��' ���
����' ���&���� �����" �� 2������ ��
-�����# LC ��
����%��
��

&�������* ���.����*��� ���

� ����%��" ϕ�/���#�

6�/� 
�."."�� � ,&#;;�%�,#7�8 �.&� ! �. �.��,.�' �#;1�����> &.$�,� LC

� ������ BR�D ���� ���
���� �����" �� 2������ ��
-�����# ������ LC � 
� %�� 
 ����%�
��& %�
��& ���
����� ��' ��
������' �����" �� 2������ ��
-�����# �
���*) ��
' ����

����
����

� 
���" ���*��#-�" ��

 0����'" �&�
�� ���'��' H����
�I &� �
���*) �& ��� /������#
������ , H��������I�

7 � � � � � � � � � � 	��� ������	��� C ��)�����
' ����%��' ϕ�/��* C = (C,Ψ1, . . . ,Ψn)(
� ������# �
� ��%�� �&�+� ������� ��)��%��� /�����

9�&���&( %�� �
'��' ����%��' ϕ�/��* pϕ �&��.�� ��
' �� ��������# �������� ���' $����
��
����%�� ���0��
����* ��%��( �&�+!�� ���������# /����5

�F



�
�
�
�
�

ϕ1

ϕ1

ϕ1ϕ2

ϕ→→
�
�
�
ϕ1

ϕ1ϕ2

U�

&����& ����)���*��# ���.����*��# ������

 C ���

� �
�" ϕ�/���#� 6 
�* η :=
{ϕi1 , ϕi2 , . . . , ϕis | s < n} , ��������# /���� � �����*�� �)'��# -���� 	�
��
�� ����� η ��)��
��& %�
�� ��%�� /���� η( �� �
�* indη (C) := |{x ∈ C | col(x) = η}|. -�
��
�� ����� η � ���

� C
��)���& indη (C) := sup{indη (C) | C ∈ C}. 9�&���&( %�� �����
 /���� � ���

� &�0�� ���* ���
� ����&( ��� � ��
����%��&�

� 
�� ���.����*��
�� ���

� C ��#���
' "��' �� ���� /���( �&�+!�# ��
����%��# ���
���
 � $��& ���

�� �
� /���� � ϕ�/���  ���'��%���( �" �
��� 2n. ;) �
�" /����� ��
����%����
�����
� ��#���
' &��
�&��*��# �� ���+%���+ η ��
�� �" ��
���*��( �� ��) ������%���' ��!�
��
�� ������& �+��# �) ��"�� U�

&����& ���.����*��# ������

 C1, 
�
��'!�# �) ϕ�/���#

� 
���*  ����� ������&� ����)��&� /���� η� � ��0��# /��� ���

� C1  ����& �
� ��%��( ��
�
����0����� ��0� ����)�� /���� η� 6�� %����� ϕ�/��� �� ���0��& ����) +� ���.����*��#
���

 C2 
� 
���*  ����� ������&� ��������&� ����)��&� /���� η ���0��' ϕ�/��* ���

� C2

'��'��
' ϕ����/��*+ ��������# ϕ�/��� ���

� C1( ��$��& C2

ϕ
� C1�� 6�
���*� ���������

����) +� ����%��� &��0�
���( �� ��#���
' ���.����*��# ������

 C3 ⊆ C2, �
� ϕ�-����
�������� ������0�+�
' �� ���� � ��� 0� ��������� �� �
�" -����" ���

� C3 �����* �&���
/��� η, ���&� ����( 
 !�
�� �� -���� 
� 
���*  ����� ������&� ����)��&� /���� η. � ��0��#
-���� ���

� C3 
�������& �
� �����/������ ��%��( )� �
��+%����& ��%��( �&�+!�" /�����

��# ��� η. 6�� %��& ���.����*��# ���

 C4, ����#( %�� C4

ϕ
� C3. =���& ����)�&( ���

 C4 ,

�
��&�#� ���

 C4 &�0�� ���
��* �� ��&� 
����&��

��' ������� ��������� C ��

&����& �����/�+ ������(��	� �����5 ��
����& ���


[C]∞ := {Ck | k ∈ ω}, ��� Ck ��� %��� �) C � ����������& ����' � k $�)�&��'��" 
 
�"���
�����& /����� ;) ������ !�" ��
������# ��� %��&( %�� ���

 C4 '��'��
' ���.����*��&
������

�& ���

� [C]∞. 6��%�& C4 � [C]∞ �&�+� ���� � ��� 0� �������� C.

;) ����������" ��
������# � ����)����"  ����0����# ��������( %�� �+��' ���
��������
��' ��� LC ϕ������� ���+%��� � L([C]∞) ��' ���"��'!��� ��������� C.

=���& ����)�&( �����&� �� 2������ ϕ���
-�����'&� ������ ��&&��� '��'+�
' ϕ�
������ L([C]∞) ��' �
���)&�0��" ���������� C.

� �����(  
���������

= � � � � & � 	�R �^�� �
���� ���
�����	���� ϕ���
�	���	� ���	�	  ������ ���!����

� L([C]∞) 
�� ���������� ������	�� C�

= � � � � & � 	�R �@�� "
�	 C1 	 C2 # ��	�����$��� ������	��% �� ϕ����	�	% ����
�������
��	�	 ������	���	 ��
����
��� ��
 LC% �� �
�� 	& ��'�
	���	� ����(
��� �����
�����

�	���! ��
 LC ϕ����	���

��#
������*��( ��#���
' ���
������' .��& �� A ����'( %�� A |= C1 � A �|= C2. =����
A ∈ L([C1]∞) � A /∈ L([C2]∞). =�� ��� L([C2]∞) ����� �� 2������ ( �� A �� ���
������&�
� L([C2]∞), �� �
�* ��#���
' %�
��' .��& �� D ����'( %�� A → D ∈ L([C2]∞). 7%������( %��
� ����������� L([C1]∞) � L([C2]∞) �������
' D ��� ��������0�!�' LC��

6�?� 
��-�� �.�.&����> LC ; .��.> � ��'-8 ,.�;"#�"#-� � 8�� � ;.."�.1���8
� ��!�

6���%�
��& �
� ������� ���)�&��.��� ��������� ϕ�/���# 
 ����# � 
 �� &' ���
�����&��

�� 1 ����# ���
�����# ϕ = {ϕ}� ;&��& 
��� +!�� ���������5

�G



��
�

�
�
�

ϕ
�3
�

�ϕ

R� 1 �� &' ���
�����&� ϕ = {ϕ1, ϕ2}�
��������"( �
�* �������� 
 ����&� � 
��&� ���
�����&�( �)�&��.��# �������� � �)

������ !��� ��)�/��
��������"( �
�* ���������( �)�&��.��� �������� R �) ������ !��� ��)�/�( ��� ϕ )�&��

���� �� ϕ1 ���� ϕ2��
������*�"( �
�* ���������( �)�&��.��� �������� : �) ������ !��� ��)�/�( ��� ϕ )�&��

���� �� ϕ1 ���� ϕ2��
;�����
�� ��������� 
 ����&� ��� 
��&� ���
�����&�5

��
��

�ϕ1ϕ2

�
�

�

�

ϕ1ϕ2

ϕ1ϕ2

�3
�

�ϕ1ϕ2

ϕ1

��
�

�ϕ1ϕ2

ϕ2

�8
�

�
�ϕ1ϕ2

ϕ1

��
�

�
�ϕ1ϕ2

ϕ2

1 ��&�!*+ &�������(  ��)����# � ������0���� :�� ��������)������� �� ����&�� '���"

�����-���# ��������� ��' ����# � ��' �� " ���
����� U�) �*���� ��������� � �� " ��0��

��� +!�" �����/�"�

�#@&�7# *� 9�	�� ����	�1�	�� � ���������4 ϕ5-���$ �%� ��	�$ 
�	���	��

6������� _ 1�����-����

� ϕ↔ 0

R ϕ↔ 1

: ���

�#@&�7# /� 9�	�� ����	�1�	�� �%� ��
4 
�	���	� � ���������4 ϕ5-���$ � 	��
����� ϕ1 � ϕ2

6������� _ 1�����-���� 6������� _ 1�����-����

� ϕ1 ↔ ϕ2 	 ϕ2 ↔ 1

R ϕ1 ↔ 1( ϕ2 ↔ 1 � ���

: ϕ1 ↔ 1 � ���

� &	 !��������" L2 : ������#�����"$ ���
��� � ����% � ���
" ���������
�

� "���� ����������" � ���

� ��
��'!�& �������.� &� ����0�&( %�� �+��' ���
���������' ��� L2 ϕ������� ���+%���
� ������� + ϕ������ ( )������& + ���"��'!�& ���.����*��& ���

�& ����%��" ϕ��������

� ������ BR�D ���� ���
���� �����" �� 2������ ��
-�����# ������ L2 ��' 
� %�' ����#
���
������ � ��
��'!�& �������.� &� �������& �������%��� ��) �*���� ��' 
� %�' n ����

�����

A�* ���',7�8 , ,.��9� - ϕ2����#- � &.$�,� L2

=� � � � & � ���� ��
�� (W,S; Φ) # ����)����� ϕ������ 
 ������ o �����% ��� (W,S) |=
L2% Fm # ���� 	 h : (W,S) →→ Fm� ;��
� 
�)�
���!� ϕ����� Fl% �
� m � l � m · 2n% 	 pϕ �

���$	�� f : (W,S; Φ)
ϕ→→ Fl�

6 
�* ��%�� a0 , �����* Fm( � ��%�� a1, a2, . . . , am ����) +� ���- ����� Fm� 7��)��%�&
������ �������)� ��%�� ai %���) W0 := h−1({a0})( Wi := h−1({ai}) ��' i = [1,m]� 6������)
���-� ����� Fm ���)��%�& %���) W :=

⋃m
i=1Wi� ;) ����������' p�&��.�)&� ��� %��&( �

%�
���
��( %�� W ∈ S.
6������& �'� �
��&������*��"  ����0����#( 
.��& ���������" �  
����'" �����&� ����

�C



> � & & � ���� ��
�� W0 ∩ Φj �= ∅� ;��
� W0 ⊂ Φj�

� � � � ) � � � � * 
 � � �� 6 
�* x ∈ W0 ∩ Φj � W0 �⊂ Φj � =���� o /∈ Φj � 6�� %��� o ≺ x�
�����( ��� 
 W ������ � W, ��$��& ��#���
' ��%�� y ∈ W ����'( %�� y � x� 6�
���*� 
x ∈ W0( ��� %��& x < y. 7�
+�� x ≺ y� 6�� %��� ≺�/��* o ≺ x ≺ y( %�� ���������%��

������+ L2�-���� �

1 � � � 
 � � � � ����  �� �!��& x, y ∈ W0 	���� col(x) = col(y)�

6 
�* i > 0. U�

&����& �� ��0��& Wi ����-���� H�����/�����
��I

x � y � col(x) = col(y).

6�
���*� %�
�� ��)&�0��" /����� ����� 2n( &��0�
��� Wi ��)������
' �� ��)�+������
��� 
��� ��&������� � ����%�
��� �� � �� 2n� ��&������ ( 
����0�! + ��%� x ∈ Wi( &�0��
)���
��* ���5

[x] = Wi ∩
⋂

ϕj∈col(x)
Φj ∩

⋂
ϕj /∈col(x)

Φj

�)��
* Φj ���)��%��� ����������&��0�
������� ������������

> � & & � ��R� -���� ��
�� �����
��� Wi \ Φj = Wi ∩ (−Φj) 
�� ∀i ∈ [1,m] 	 ∀j ∈ [1, n]�

� � � � ) � � � � * 
 � � �� ���+%���� ⊇ 
��� �� �) ����( %�� −Φj ⊆ Φj �
����
�� ����������+
�����/�� �
�������������' �� ��� 
�"��

����0�& �������� ���+%����� U�

&����& ��%� x ∈ Wi ��� +( %�� x /∈ Φj � ��� 
��&
���������( %�� x /∈ −Φj � =���� ��#���
' ��%�� y ∈ Φj ����'( %�� y � x� 6�� %��& x < y(
��$��& x ≺ y� ���&� ����( x ∈ Wi( o /∈ Wi( �� �
�* o ≺ x� ��� � � ����)����*
��� ��&&� ���(
��� %��� ≺�/��* o ≺ x ≺ y� `MKL PKP� �

1 � � � 
 � � � � ��R�  �� �!���� i ∈ [1,m]% 
�� �!���� x ∈ Wi ���������� [x] ����	��	�
����
� Wi ������
� ��������� ������ S�

> � & & � ��:� ��
�� y ∈ W0�  �� �!���� i ∈ [1,m]% 
�� �!��� ���������� X ����	��	�

����
� Wi 	���� W y ∩X �= ∅�
� � � � ) � � � � * 
 � � � ��� ������������ 6 
�* ��-��
* ��%�� y ∈ W0( ������' �� ����� ��

����# ��%�� �) X� =���� y ∈ −X �� 
�� ������ !��� 
���
���' X ∈ S��
�����* o ����� ��&������ X ���� ��� 
���( ��$��& o /∈ −X� 6�� %��� o ≺ y�
�����( ��� 
 W ������ � W ( ��$��& ��#���
' z ∈ W ����'( %�� y � z� =�� ��� y ∈ W0(

�&��& y < z � y /∈ W ( ���� y ≺ z�
1���� ��� %��� ≺�/��* o ≺ y ≺ z� `MKL PKP� �

6 
�* ��� 
 Wi ��)��� �� ki ��&������ X1
i ,X

2
i , . . . ,X

ki
i � � ����� Fm ��0� + &��
�&��*� +

��%� ai ��)&��0�& � ki ��%�� a1i , a
2
i , . . . , a

ki
i � 6�� %�& l����� Fl( ��� l = k1 + k2 + . . .+ km ����

���* Fl �� ���0��& ���)��%�� %���) a0��
9�����& ������0���� f : W → Fl �� 
��� +!�& ������ 5
f(W0) = a0(
f(Xs

i ) = asi ��' s ∈ [1; ki]�
�(�:�,"���.;"< f �%�������
=.�.".��.;"<� 6 
�* x < y � W � U�)����& ��)&�0��� 
� %�� �����*���
X
�� x, y ∈ W0( �� f(x) = a0 = f(y)�
X
�� x ∈ W0 � y ∈ Wi( �� f(x) = a0( f(y) ∈ {a1i , . . . , akii }( ��$��& f(x) < f(y)�

X
�� x, y ∈ Xj
i ( �� f(x) = f(y)�

2�����/( � ��������0���� x < y ��%�� x � y �� &�� � ��������0��* ��)��& ��&�������&
��)�����' ��� 
� W � � 
�&�& ����( �
�� y ∈ Xj

i � x /∈ Xj
i ( �� x ≺ y �����&��&( %�� ��&�������

'��'+�
' $��&����&� ������ S�� 6�� $��& x ∈ W ( o /∈ W � 6�� %��� ≺�/��* o ≺ x ≺ y, %��
����)&�0���

R�



�.�';�.;"<� 6 
�* f(x) < b � ����� Fl� ?�� �)��%���( %�� f(x) = a0( �� �� x ∈ W0 � b

�������� 
 ��������& asi � � 
�� ��&&� ��: ��%�� x ����� ��&������ Xs

i ( �� �� W ∩Xs
i �= ∅�

9��%��( ��#���
' y > x ����'( %�� f(y) = asi = b�
������ ��.;"<� 6���0�&( %�� ��' �+���� X ∈ ConFl ��������� f−1(X) ∈ S�
��' ��� 
� {asi} �&��& h−1({asi}) = Xs

i ∈ S � 
�� ��&&� ��R�
��' ��� 
� Fl �&��& h−1(Fl) = W ∈ S�
6�������& ���� Fl � ϕ�����( ������
' ��
���
� �) (W,S; Φ)5
col(a0) := col(W0) � col(asi ) := col(Xs

i ).
���������
�* $���� ����������' 
��� �� �) 
���
���' ��� � �) ����������' ����-���' ������
/�����
���

=���& ����)�& ��� %��� ϕ����� Fl � 0����&�# pϕ �&��.�)&� =����&� ��� ����)���� �

1 � � � 
 � � � � ��:� ��
�� M # ���	�������� L2�&�������	
�	��
�	� ���

 ����)����&

ϕ������ ;��
� 
�)�
����� ���$	������� ���

 F ϕ������� �����% ��� F
ϕ
� M�

� � � � ) � � � � * 
 � � �� 9�.��
�� �& ��� ���*��� %�
�� m� � 
�� L2�"��������
��%��
�
�� ���

� M ��#� �
' ����0�����' �) ��������# -���� $���� ���

� �������' ���-����
(W,S; Φ) � p�&��.�)& h : (W,S) →→ Fm� 6� �
�����# ��&&� ��#���
' ϕ����� Fl ���� m � l �
� m · 2n� � pϕ �&��.�)& (W,S; Φ)

ϕ→→ Fl�
2�� ���*��# �'� 
����0�� ��
����%��� %�
�� ������� �� ����
���+!�"
' ���������� ����

[m,m ·2n]. ��' ��0���� �) $��" ���������� ��#���
' ϕ����� Fl, ��� l ∈ [m,m ·2n]. �
� ����� Fl

� ����) +� �
��&�# ���

 F . �

� )���+%���� $���� � ���� 
.��& ��� �& 
��� +!�# ��) �*����

6 � � � � � 0 � � � � ���� ������ �� ��.� ���	���� ��
�	���	� ���	�	 L2 � ����� 
 ��
�����
�	�	 ���
������	 &�������	��!�
� ��
&�
�)	�	 ���$	�������	 ���

��	 ϕ��������

A�/� 
�."."�� � ,&#;;�%�,#7�8 �.&� ! �. �.��,.�' �#;1�����> &.$�,� L2

7 � � � � � � � � � � ���� ������	��� F � ��& ��)����* ϕ����� F = (F ; Φ1,Φ2, . . . ,Φn)( �
�
&��
�&��*��� ��%�� �������� �&�+� ��)��� /�����

����� &��
�&��*��� ��%�� ϕ������ F � ��& ��

&�������* �&�
�� 
 �" /����&��

6 � � & � � ���� � 
� %�� �� " ���
���� ���� �) ���������� ����'��� ���5

�

� �� ϕ1 ϕ1ϕ2

�
�

�

�
�
�

6 
�* F , �������� � a , ��%�� ���-� ϕ������ F � 7��)��%�& %���) F [F , a] ���

 ϕ�
������( ��� %����# �) F ������(��	�� ����	 a 
 
�&�����	�� ����� $��# ��%��� 2����&��(
��� ��)&��0���� ����# ��%�� � ����� �) ������ !��� ���&��� ϕ������ $���� ���

� � � �
�&��* ����# ���5

�

� � � � �... ϕ1 ϕ1ϕ2

�
�

�
�
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�
�

�
�
�

> � & & � ��	� *!��� ϕ����� pϕ ����$�� ������(���
� �� ��������� ������	��

��#
������*��( 
��������� �
�" �����/�����" ��%�� ���-� � ��� '��'��
' �
��&�& pϕ �
&��.�)&�&�

1��) ��� %��&( %�� � ��������� F � ���

�" ���� F [F , a] �
����� ���� � �� 0� ���
�����
��� .��& ��� =� �
�* �&��� &�
��

1 � � � 
 � � � � ��	�  �� ��(
�� ����	 a 	� ����	 ����� F 	���� ��
�� �����
���

Lc(F) = Lc(F [F , a]).

R�



��' ��0��# ��%�� a �) ���-� ��������� �����& ���
����� + .��& � Col(a)( ���
���+�
! + �� /���5

Col(a) �
∧

{ϕj | a � ϕj} ∧
∧

{¬ϕs| a � ϕs}.

> � & & � ����  �� ��	�����$��& ������	��� F1 	 F2 	���� Lc(F1) �= Lc(F2)�

� � � � ) � � � � * 
 � � �� X
�� ���-� ���������� ���)�&��.��( �� � ����# �) ��"( ������
&��( � ���-� ����� F1( ��#���
' ��%�� a( �� �&�+!�' /�������� ������� � ���-� ����� F2�
=���� ��� %��& F2 |= ¬Col(a) � F1 �|= ¬Col(a). X
�� 0� ���-� �)�&��.��( �� ��)��%��
/���� �����# $��" -���( �� �
�* ��#���
' ���
�����( �
�����' � ����# �) ��" � �� �
�����'
� �� ��#� �

> � & & � ����  �� �
�& ����� a, b% a �= b% ����	 ����� F ��������� 
��������	�

L(F [F , a]) �= L(F [F , b]).

� � � � ) � � � � * 
 � � �� E�
	���� �������(	��
�	 
�� ����	 a ��)���& .��& � 

Irr(a) � (Col(a)→ (p ∨ q))→ ((Col(a)→ p) ∨ (Col(a)→ q)).

��' �� " ���

�� F [F , a] � F [F , b] ��
��&� ����)��0�&�
�� Irr(b) ��������� � �����& ���

�
� �� ��������� �� �����&( � ��������( Irr(a) ��������� �� �����& � �� ��������� � �����&�
=���& ����)�&( ϕ������� ���

��( ��� %����" ��)&��0����& ��)��" ��%�� ������ ���������(
��)��%��� �

6 � � & � � ��R� U�

&����& ��������( ���� �) ϕ������� ���

� F [F , a1] � ���� �) ϕ�������
���

� F [F , a2] :

�

� � �ϕ1 ϕ1ϕ2

��������
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� � � � � � � �ϕ1 ϕ1ϕ2
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��

���� �) ϕ������� ���

� F [F , a1]

|= ((ϕ1 ∧ ¬ϕ2) → (p ∨ q)) →

→ ((ϕ1 ∧ ¬ϕ2) → p) ∨ (ϕ1 ∧ ¬ϕ2) → q)

�

� � � � � � � �ϕ1 ϕ1 ϕ1 ϕ1 ϕ1 ϕ1 ϕ1ϕ2

���������
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�

�
��
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�
�
�

��

���������

���� �) ϕ������� ���

� F [F , a2]

�|= ((ϕ1 ∧ ¬ϕ2) → (p ∨ q)) →

→ ((ϕ1 ∧ ¬ϕ2) → p) ∨ (ϕ1 ∧ ¬ϕ2) → q)

7�&���&( %�� ��' ������ �) n ���
���� &��0�
��� �
�" ���������� ����%��( ��
���*� 
%�
�� �
���)&�0��" /����� ��%�� ϕ�-���� ����� 2n�

= � � � � & � ��R� .����
��� �����& ��
�	���	� ���	�	 L2 
�
��	� 	� �
������(��& ϕ�
���	� �	
� L(F [F , a])% �
� F # ������	� 	 a # ����� ����	 ����� F �

� � � � ) � � � � * 
 � � �� 1����
�� ������0���+ ��� ������ ��
-�����' L2 �������'+�
'
���.����*��&� ���

�&� ϕ��������

U�

&����& ����)���*��# ���.����*��# ���

 F1 ϕ�������� 6� ��&&� ��	 ��0��# ϕ�����
$���� ���

� pϕ �&��.�� ������0���
' �� ��������# ��������� 6�
���*� %�
�� ����������
����%��( ��#���
' ���.����*��# ������

 F2 ⊆ F1( � ������& �
� %���� �&�+� ���� � ���
0� �������� F �

=����* �������& 
 F25 � ��� ��������� ����%��� %�
�� ��%��( ��$��& ��' $���� ���

�

 !�
�� �� ���.����*��# ������

 F3 ⊆ F2 � ��%�� a �) ���-� ��������� F �����( %�� F3


����0�� -���� 
� 
���*  ����� ���*-�&� �������)�&� ��%�� a�

RR



� ��0��& ����� �) F3 
����& �
� �����/������ ��%�� ���-� � ��� ( ���&� ��" ��%��(

������� '��'+�
' �������)�&� ��%�� a� 6�� %�& ���

 F4

ϕ
� F3� ���&� ����( �&��& F4 ⊆

⊆ F [F , a]� 1 �� ��# 
������ F [F , a]
ϕ
� F4� 6�$��& L(F [F , a]) = L(F4)�

=���& ����)�&( �+��' ���
���������' ��� L2 ϕ������� ���+%��� � ��� +��� ϕ������ 
���� L(F(F , a))� �
� ϕ������� ������ ���� ��)��%���

=�& 
�&�&( ���

�.���/�' �����
�*+ )����-��� ��� �
�* ��-��� ������&�S&��
�& &�� �

A�? 
��-�� �.�.&����> L2 ; .��.> � ��'-8 ,.�;"#�"#-� � 8�� � ;.."�.1���8
� ��!

6���%�
��& �
� ������� ���)�&��.��� ��������� ϕ������� 
 ����# ���
�����#5

��
�

�

��

�

�

ϕ

ϕ

�3
�

�ϕ

��
��

�
�
�

�
�
�
�
ϕ� �

7�&���&( %�� � ������ BR�D ���� 
��� +!�� ���
���� �����" �� 2������ ��
-�����# �����
�� L2 ��' 
� %�' ����# ���
�����5 ������ L2 � ')��� 
 ����# ����������*��# ���
�����#
�&��� ����� �'�* �����" �� 2������ ��
-�����# L1, . . . ,L5, "��������) �&�" ���

�&� ϕ�
������ F1( � � � ( F5�

=���%��� ����
�������� $��" ���

�� ����'�'� 
��� +!�& ����)�&5

�

� � � �

�
��

�
��
�����· · ·

�
ϕ

�ϕ �ϕ �ϕ �ϕ

�
��

�
�
�����· · ·

�

�ϕ �ϕ �ϕ �ϕ

�
��

�
�
�����· · ·

�

�ϕ � � �

�
��

�
�
�����· · ·

�

� �ϕ �ϕ �ϕ

�
��

�
�
�����· · ·

2� 
������
�� +!�" ϕ�-����" ��0���� �) $��" �'�� ���

�� �����������& ����)�& )�����
)��%���� ���
����� ϕ, ������� �������'�� ��� ��)����&�# H/������# ��� ���

�I�

F1 := {F1
n | n > 0}, ��� F1

n = (Fn,∅). T������# ��� ���

� Hϕ , �����I�
F2 := {F2

n | n > 0}, ��� F2
n = (Fn, Fn)� T������# ��� ���

� Hϕ , ��)��I�

F3 := {F3
n | n > 0}, ��� F3

n = (Fn, {m1, . . . ,mn}). T������# ��� ���

� Hϕ , �� �
�" ��%��"
���-�I�

F4 := {F4
n | n > 1}, ��� F4

n = (Fn, {m1})� T������# ��� ���

� Hϕ , � ����
������# ��%��
���-�I8

F5 := {F5
n | n > 1}, ��� F5

n = (Fn, {m2, . . . ,mn})� T������# ��� ���

� Hϕ , �� �
�" ��%��"
���-�( ���&� ����#I�

7�&���&( %��  ��&'� ��� �'�* /������" ����� �&�+� 
&�
� � ��' ��0���� ��
����%����
ϕ�������

6���%�
��& �
� ������� ���)�&��.��� ��������� ϕ������� 
 �� &' ���
�����&� ϕ =
= {ϕ1, ϕ2}5

��������"( �
�* �������� 
 ����&� � 
��&� ���
�����&�( �)�&��.��# �������� � �)
������ !��� �������.��

��������"( �
�* ���������( �)�&��.��� ������ !�& R( :( 	( ��� ϕ )�&����� �� ϕ1 �� �

��� ϕ2��

������*�"( �
�* ���������( �)�&��.��� ������ !�& R( :( 	( ��� ϕ )�&����� �� ϕ2 �� �

��� ϕ1��
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 ����&� ��� 
��&� ���
�����&�5
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ϕ1ϕ2
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�	
�3

ϕ1ϕ2
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ϕ1 ϕ1ϕ2
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�	
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ϕ2 ϕ1ϕ2
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6 � � & � � ��:� X
�� �������� C �) ��
 ��� �


















�
�
�
��

�
�
�
��

ϕ1 ϕ2

�������* �� ������ �) ����# ���
����� {ϕ1} ��� �� H
�����*I ϕ2�( �� ��� %����# ϕ����� 
0��
&���
' � �������� ���� 	 �) ������ !��� ���&���� A������%�� ��� %���
' ��� 
�������
���
����� ϕ1� =���& ����)�&( �������� C �� 
����0�� '���" 
�����-���#�

1 ��&�!*+ $��# &������� �� �
���� ������0���' :�� ��������)������� ��������� ��'
����# � ��' �� " ���
����� U�) �*���� ��������� � �� " ��0�
��� +!�" �����/�"�

�#@&�7# ?� 9�	�� ����	�1�	�� � ���������4 ϕ5������ � ��	�$ 
�	���	��$

6������� _ 1�����-���� 6������� _ 1�����-����

� ϕ↔ 0 : ���

R ϕ↔ 1 	 ���

�#@&�7# 6� 9�	�� ����	�1�	�� �%� ��
4 
�	���	� � ���������4 ϕ5������ � 	��
����� ϕ1 � ϕ2

6������� _ 1�����-���� 6������� _ 1�����-����

� ϕ1 ↔ ϕ2 C ���

R ϕ1 ↔ (ϕ2 ∨ ¬ϕ2) �� ���

: ϕ2 ↔ (ϕ1 ∨ ¬ϕ1) �� ϕ1 ↔ 1( ϕ2 ↔ 1

	 ϕ1 ↔¬ϕ2 �R ϕ1 ↔ 1

� ��� �: ϕ2 ↔ 1

� ϕ1 ↔ ϕ2 �	 ϕ1 ↔ 1

F ��� �� ϕ2 ↔ 1

G ��� � �

R	



� '	 !��������" L3( ������#�����"$ ���
��� � ����% ���������% � "����

����������" � ���

� �����& �������.� &� ��

&�������& ��
-�����' ������ L3 
 ����# ���
�����#�

B�*� ���',7�8 , ,.��9� - ϕ2�#>-.��#- � &.$�,� L3

=� � � � & � ���� ��
�� (W,S; Φ) # ϕ������ 
 ������ o ∈ W �����% ��� (W,S) |= L3%
Dn # 
�����
 	 h : (W,S) →→ Dn� ;��
� 
�� ���������� l ∈ [n; 2n+1] 
�)�
���!� ϕ�
�����


Dl = (Dl,Ψ) 	 pϕ����$	�� f : (W,S; Φ)
ϕ→→ (Dl,Ψ)�

6 
�* Wr := h−1({r}) , �������) ����'( Wi := h−1({mi}) ��' i ∈ [1, n] , �������)�
&�����( Wt := h−1({t}) , �������) ����� ?�� �������)� ����) +� ��)������ &��0�
��� W.
;) ����������' p�&��.�)&� ��� %��&( � %�
���
��( %�� Wt ∈ S � Wt ∪Wi ∈ S, ��' i ∈ [1, n].

6������& �'� �
��&������*��"  ����0����#( 
.��& ���������" �  
����'" �����&� ����

> � & & � ���� ��
�� x ∈ W 	 Φ �= ∅, ���
�
4*5 x ∈ Wr, �
�	 	 ������ �
�	 d(x) = 3;

4/5 �
�	 d(x) = 1, �� x ∈ Wt ∩ Φ;

4?5 �
�	 x ∈ Wi 
�� ���������� i ∈ [1, n], �� d(x) = 2;

465 �
�	 x ∈ Wt, �� d(x) � 2;

4A5 �
�	 x ∈ Wt \ Φ, �� d(x) = 2.

� � � � ) � � � � * 
 � � �� *5 2���"���&�
�* 
��� �� �) ����������' ��#&����( ������0��
��' ��� � ������0���' R��� ��' ����)����*
��� ��
����%��
�� ����0�& d(x) = 3 � x �∈ Wr.
=���� ���� x ∈ Wt, ���� x ∈ Wi ⊂ Wi∪Wt ��' ���������� i ∈ [1, n]. � �+��& 
� %�� ��' o ∈ Wr

��� %��& o ≺ x ���� ��� Wt ∈ S,Wi ∪Wt ∈ S�( ��� �� d(o) > 3 �aMKL PKP��

/5 =�� ��� Φ �= ∅( �� o /∈ −Φ. � 
�� (W,S) |= ¬ϕ∨¬¬ϕ �&��& o ∈ −−Φ. �����( �
�� x /∈ Φ,
�� x ∈ −−Φ � ��#���
' y ∈ Φ ����'( %�� y > x, ��� �� y � x( %�� ���������%��  
����+� X
��
d(x) = 1, �� �� ������0���+ ��� d(h(x)) = 1, ��� �� h(x) = t � x ∈ Wt.

?5 X
�� d(x) = 3, �� x ∈ Wr �� � ��� ���( � �
�� d(x) = 1, �� x ∈ Wt �� � ��� R�

65 ��#
������*��( �
�� d(x) = 3, �� �) � ���� ��� 
��� �� Wr ∩Wt �= ∅, %�� ���������%��
����������'& &��0�
�� Wt � Wr.

A5 X
�� d(x) = 1, �� x ∈ Φ �� � ��� R( %�� �������� � ���������%�+� �

> � & & � ��R� "
�	 Wr ∩Φ �= ∅, �� Φ = W.

� � � � ) � � � � * 
 � � �� ��
����%�� ����)��*( %�� o ∈ Φ. X
�� o /∈ Φ, ��  
����+ ��#���
'
x ∈ Wr ∩Φ ����'( %�� o ≺ x, ��� �� d(o) > 3 �aMKL PKP�� �

> � & & � ��:� ��
�� x, y ∈ W 	 Φ �= ∅.
4*5 "
�	 x ∈ Wi ∩ Φ 	 y ∈ Wi \ Φ 
�� i ∈ [1, n], �� x 	 y ��
����	���

4/5 "
�	 x ∈ Wi 	 y ∈ Wt \Φ 
�� i ∈ [1, n], �� x �� y.

� � � � ) � � � � * 
 � � �� *5 6�  
����+ x ∈ Φ, y /∈ Φ, )��%�� x �= y. 1� %�# x < y ����)�
&�0��( ��� ��� Φ �
�* ��� 
� 1� %�# y < x ���0� ����)&�0��( ��� ��� ���%� y ≺ x, ��� ��
d(y) > d(x) = 2, %�� ���������%�� � ��� : ��&&� ����

/5 X
�� x � y, �� Wt �����'�� x �� y, )��%�� x ≺ y, ��� �� d(x) > d(y), %�� ���������%��
� ����& : � � ��&&� ���� �

> � & & � ��	� ��
�� x ∈ W 	 Φ �= ∅.
4*5 "
�	 x ∈ Wr 	 Wi ∩ Φ �= ∅ 
�� i ∈ [1, n], �� x �	
	� ����!��� ����� 	� Wi ∩ Φ.

4/5 "
�	 x ∈ Wr 	 Wi \ Φ �= ∅ 
�� i ∈ [1, n], �� x �	
	� ����!��� ����� 	� Wi \Φ.
4?5 "
�	 x ∈ Wr 	 Wt \Φ �= ∅, �� x �	
	� ����!��� ����� 	� Wt \ Φ.
465 ;���� x �	
	� ����!��� ����� 	� ���(�
��� Wt ∩ Φ.

R�



� � � � ) � � � � * 
 � � �� *5 6 
�* �� 
 !�
�� �� y ∈ Wi ∩ Φ ������( %�� x ����� y. =����
x ∈ ((Wi ∪Wt)∩Φ) ⊃ Wt, ������ o /∈ ((Wi ∪Wt)∩Φ) ⊃ Wt, ��� $��& ((Wi ∪Wt)∩Φ) ⊃ Wt ∈ S.
6�� %��& o ≺ x, ��� �� d(o) > 3, %�� ���������%�� � ��� ��� ��&&� ����

/5 6 
�* �� 
 !�
�� �� y ∈ Wi \ Φ ������( %�� x ����� y. =���� x ∈ (Wi ∪Wt) ⊃ (Wt ∪ Φ).
���*��#-�� ��

 0����' �������%�� ��

 0����'& � ���� ���

?5 6 
�* �� 
 !�
�� �� y ∈ Wt \ Φ ������( %�� x ����� y. =���� ��' ����)���*���� z � x :
�
�� z ∈ Wt, �� z ∈ Φ. 9��%�� x ∈ Wt ⊃ Φ, �� o /∈ Wt ⊃ Φ, ��� �� o ≺ x �aMKL PKP��
65 6� 
��#
�� ��� 
��
�� h ��#���
' ��%�� y � x ����'( %�� y ∈ Wt. X
�� y ∈ Wt ∩ Φ,

�� ���� �&�� ����)���� X
�� y ∈ Wt \ Φ, �� d(x) = 2 �� � ��� � ��&&� ���( )��%�� ��#���
'
��%�� z � y ����'( %�� d(z) = 1, ��� �� z ∈ Wt ∩ Φ �� � ��� R ��&&� ���� �

���*��#-�� ��

 0����' � ��
������' )���
'� �� ��
���������' ��� 
� Φ �� ��&�������&
��)�����' W, � ���0� 
������' Wt�

X
�� Φ = ∅( �� H������
I /���� �� Dn ����)�����
' ����
���
������5 f := h, Ψ := ∅

� Dn := (Dn;∅)( ��� $��&  
����� 
����
������
�� /����� ���������5

f−1(Ψ) = f−1(∅) = ∅ = Φ.

X
�� Wr ∩ Φ �= ∅, ����� �� ��&&� ��R ��� %��& Φ = W, ��� ��( �������%�� ������ !�& 
��)�/ ( f := h, Ψ := Dn, f

−1(Ψ) = f−1(Dn) = W = Φ.

����� ��������0�&( %�� Φ �= ∅ � Wr ∩ Φ = ∅. 2���&��&( %�� � W �&���
' n �������)��
��%�� &������ 6 
�* ��) ������%���' ��!��
��W1, . . . ,Wk , %�
��%�� ����-����� �������)�
��
�� ����" �������)�� ���( �� k := 0�8Wk+1, . . . ,Ws , �����
�*+ ����-����� �������)� ��
��
������" ���( �� s := k�8 Ws+1, . . . ,Wn , �����
�*+ ������-����� �������)� ��
�� ������"
���( �� s := n�� 6������) ���� &�0�� ���* ���� %�
��%�� ����-�� ���� ����-�� �����
�*+�

9�����& &��0�
��� {t,m1, . . . ,mn, r}∪{m′
1, . . . ,m

′
k}∪{m0} ������� ��)��%��" $��&������

4��0�
��� {m0} ������'�&( ���*�� �
�� Wt \ Φ �= ∅. ��' �
'���� x ∈ W ����0�&

f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

t, x ∈ Wt ∩ Φ;

mi, x ∈ Wi ∩ Φ ��' i ∈ [1, k];

m′
i, x ∈ Wi \ Φ ��' i ∈ [1, k];

mi, x ∈ Wi ��' i ∈ [k + 1, n];

r, x ∈ Wr.

X
�� Wt \Φ �= ∅, �� ��' x ∈ Wt \Φ �������& f(x) = {m0}. <
��( %��5 r ∈ f(W ); m0 ∈ f(W ),
�
�� Wt\Φ �= ∅; ��' i ∈ [1, k] �&��& mi ∈ f(W ), �
�� Wi∩Φ �= ∅ � m′

i ∈ f(W ), �
�� Wi∩Φ �= ∅;
��' i ∈ [k + 1, n] �&��& mi ∈ f(W ), �
�� Wi �= ∅; 2�����/( t ∈ f(W ) �� � ��� 	 ��&&� ��	�

����� )�����& ��#&��� Dl 
 &��0�
���& ��%�� f(W ), ��� t , ���-���( r , �����*( � �
�
�
���*��� ��%�� ����) +� &����8 l := n+ k, �
�� Wt\Φ = ∅; � l := n+ k + 1, �
�� Wt\Φ �= ∅.

�����&
'( %�� f '��'��
' p�&��.�)&�& �) (W,S) �� Dl.

�(�:�,"���.;"< �%�������

=.�.".��.;"<� 6�������0�&( %�� x � y ��' x, y ∈ W. 6������& ��)��� �
�" ��)&�0��"

� %��� �)��&���� ��
����0���' ����)�� $��" ��%�� ��� ������0���� f.

1� %�#( ����� h(x) = h(y), �
%��������
' 
��� +!�&� ��������&�5

4*5 f(x) = f(y);

4/5 x ∈ Wt \Φ, y ∈ Wt ∩ Φ;

4?5 x ∈ Wt ∩Φ, y ∈ Wt \ Φ;
465 x ∈ Wi \ Φ, y ∈ Wi ∩ Φ ��' i ∈ [1, n];

4A5 x ∈ Wi ∩ Φ, y ∈ Wi \ Φ ��' i ∈ [1, n].

1� %�# *5 ���������� � 
� %�� /5 �&��&5 f(x) = m0 � t = f(y). 1� %�# ?5 ����)&�0��(
��
���*� Φ , ��� 
� 1� %�� 65 � A5 ����)&�0�� � 
�� � ���� � ��&&� ��:�

1� %�#( ����� h(x) �= h(y), �
%��������
' 
��� +!�&� ��������&�5

4*5 x ∈ Wr;

R�



4/5 x ∈ Wt ∩ Φ;

4?5 h(x) �� h(y);

465 x ∈ Wi, y ∈ Wt \Φ.
1� %�# *5 ���������( ��� ��� f(x) = r , ���&��*-�# $��&��� � Dl. A������%�� ��)���

����
' 
� %�# /5� 1� %�# ?5 �� ��)&�0��( ��
���*� h , p�&��.�)&� 1� %�# 65 �� ��)&�0��
� 
�� � ���� R ��&&� ��:�

�.�';�.;"<� 6 
�* f(x) � m. ����0�&( %�� � $��& 
� %�� ��#���
' y � x ����'( %��
f(y) = m. U�

&����& 
� %�#( ����� f(x) = r � m , ��%�� &������ ��)&�0�� 
��� +!��
��������5

4*5 m = mi ��' i ∈ [1, n] , 
 !�
�������� ������ y 
��� �� �) � ���� � ��&&� ��	8

4/5 m = m′
i ��' i ∈ [1, n] , 
 !�
�������� ������ y 
��� �� �) � ���� R ��&&� ��	�

4?5 m = m0 , 
 !�
�������� y 
��� �� �) � ���� : ��&&� ��	�

� 
� %��( ����� m = t, 
 !�
�������� y 
��� �� �) � ���� 	 ��&&� ��	�

������ ��.;"<� ��
����%�� ����)��*( %�� 
��� +!�� &��0�
��� ��0�� � S5 f−1(Dl),
f−1{t}, f−1{m0, t}, f−1{mi, t}, f−1{m′

i, t}, ��� i ∈ [1, n].

1��) �&��& f−1(Dl) = W ∈ S( f−1({t}) = Wt∩Φ ∈ S( f−1({m0, t}) = Wt ∈ S8 f−1({mi, t}) =
= Wi ∪Wt ∈ S ��' i ∈ [k + 1, n]� A ��' i ∈ [1, k] �&��& f−1({mi, t}) = (Wi ∩ Φ) ∪ (Wt ∩ Φ) =
= (Wi ∪Wt) ∩ Φ ∈ S�

����� f−1{m′
i, t} = (Wi \ Φ) ∪ (Wt ∩ Φ) ��' i ∈ [1, k]. 6���0�&( %�� f−1({m′

i, t}) = X, ���
X := (Wi ∪Wt) ∩ (Φ ⊃ Wt) ∩ (Wt ⊃ Φ) � X ∈ S.

6 
�* x ∈ f−1({m′
i, t}). X
�� x ∈ Wt ∩ Φ, �� '
��( %�� x ∈ X. ��� 
��&( %�� x ∈ Wi \ Φ,

����� �) x ∈ Wi 
��� �� x ∈ Wi ∩Wt. X
�� y � x � y ∈ Φ, ��( 
 ����# 
������( y ∈ Wi ∪Wt(
� 
 �� ��#( �� � ��� � ��&&� ��: ��� %��& y /∈ Wi( )��%�� y ∈ Wt, ��� �� x ∈ Φ ⊃ Wt. �����(
�
�� z � x � z ∈ Wt, �� z ∈ Φ �� � ��� R ��&&� ��:( ��� �� x ∈ Wt ⊃ Φ. =���& ����)�&(
x ∈ X.

2�������( � 
�* x ∈ X. =���� x ∈ Wi∪Wt. X
�� x ∈ Wt, ����� �) x ∈ Wt ⊃ Φ 
��� �� x ∈ Φ,
��� �� x ∈ Wt ∩ Φ � x ∈ f−1({m′

i, t}). 6 
�* �����* x ∈ Wi. X
�� x ∈ Φ, �� �) x ∈ (Φ ⊃ Wt)

��� �� x ∈ Wt, %��� ���* �� &�0��� 9��%�� x /∈ Φ, ��� �� x ∈ Wi \ Φ � xf−1({m′

i, t}).
=����*  ����&
'( %�� ������0���� f '��'��
' pϕ�&��.�)&�& �) (W,S; Φ) �� (Dl,Ψ), ���

Ψ := {t,m1, . . . ,mk,mk+1, . . . ,ms}.
2��� ��� ��������*( %�� Ψ = f(Φ). 2 0��  �����*
'( %�� f−1(Ψ) = f−1(f(Φ)) = Φ. ���+�

%���� f−1(f(Φ)) ⊇ Φ '��'��
' �)��
���& ����������&��0�
������& )�����&� 6������& ���
������ ���+%���� f−1(f(Φ)) ⊆ Φ� X
�� x /∈ Φ, �� x ∈ Wr ��� Wi \ Φ ��' i ∈ [1, k] ��� Wi ��'
i ∈ [s+ 1, n] �� ����������+ Φ, ��� �� �����( %�� f(x) /∈ Ψ = f(Φ), )��%�� x /∈ f−1(Ψ).

=���& ����)�&( f : (W,S,Φ)
ϕ→→ Dl. =����&� ����)����

1 � � � 
 � � � � ���� ��
�� ϕ����	�� L # ���
�����	���� ��
�	���	� L3. ;��
� ���
��
�
���$	������� ��
���

 D′ ���

� D �
�& ϕ�
�����
�� �����% ��� L ⊆ L(D′).

� � � � ) � � � � * 
 � � �� 6 
�* ϕ������� L , ���
���������� ��
-������ L3. 6� �����&� :�R
��#���
' ���

 M ����!����" ϕ�-��� ����#( %�� L(M) = L. =����( 
 ����# 
������( ��'
���

� M′ = {(W,S) | (W,S,Φ) ∈ M} �&��& L(M′) = L3, � 
 �� ��#( �� �����&� ��:
L3 = L(D)( )��%�� L(M′) = L(D), ��� �� �� �������# �����&� 
�������' M′ � D. 6� ������

&� ��� ��� %��& M
ϕ
� D′ ��' ���������� ���.����*���� ���

� ϕ���#&����� D′. 2�����/( ��

��'&�# �����&� 
�������' ϕ������ ��� %��& L = L(M) ⊆ L(D′). �

B�/� �&#;;�%�,#7�8 �.&� ! �. �.��,.�' �#;1�����> &.$�,� L3

6������& ��� ����%��" ���&��� p�&��.�)&�� ��#&���� Dk �� ��#&��� Dn �k > n��

6 � � & � � ���� H1���������I ��
���*��" ��%�� &����� � ��� �

6 
�* k = 3( n = 25

RF
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s1 s2 s3 →→

�

� �
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�

�
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�
�

�
��

�
�
�
��

�
�
�
��

�t

r

m1 m2

h(s1) = h(s2) = m1;

h(s3) = m2;

h(T ) = t;h(o) = r.

6 � � & � � ��R� H6�����������I ��
���*��" ��%�� &����� � ��� �
6 
�* k = 4, n = 2 :
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s1 s2 s3 s4 →→
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m1 m2

h(s1) = h(s2) = h(T ) = t;

h(s3) = m1;h(s4) = m2;

h(o) = r.

�����& � ��

&������� �'�* 
��� +!�" ���

�� ϕ���#&�����5
D1 := {D1

n|n ∈ ω, n > 0}, ��� D1
n = (Dn,∅) , Hϕ �����I8

D2 := {D2
n|n ∈ ω, n > 0}, ��� D2

n = (Dn,Dn) , Hϕ ��)��I8
D3 := {D3

n|n ∈ ω, n > 0}, ��� D3
n = (Dn, {t}) , Hϕ � ����I8

D4 := {D4
n|n ∈ ω, n > 0}, ��� D4

n = (Dn,Dn \ {r}) , Hϕ ��)��( ���&� ����'I8
D5 := {D5

n|n ∈ ω, n > 1}, ��� D5
n = (Dn, {m1, t}) , Hϕ ��)�� � &�����( ���&� ����
������#

��%��I�
=���%��� ����
�������� $��" ���

�� �&�+� 
��� +!�# ���5
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ϕ������� $��" ���

�� ���)��%�& L1, L2, L3, L4, L5 
������
�������

> � & & � ����  �� ��(
��� i ∈ [1, 5] 	 ���	��������� ���$	�������� ��
���

� D′ ���

� Di

	���� ��
�� �����
��� Li = L(D′).

� � � � ) � � � � * 
 � � �� 6 
�* D′ ⊂ Di, ����� Li ⊆ L(D′). 1 �� ��# 
������( Di
ϕ
� D′, ��

��'&�# �����&� 
�������' ϕ������( �&��& L(D′) ⊆ Li. �

=� � � � & � ��R� *!��� ���
�����	���� ��
 L3 ϕ����	�� ���!���� � �
�� 	� ���	 ϕ����	�
L1, L2, L3, L4, L5.

� � � � ) � � � � * 
 � � �� � 
�� �����&� :�R 
 !�
�� �� "��������
��%�
��# ���

 M �����
!����" ϕ�-��� ����#( %�� L = L(M). 1����
�� ������ !�& ��)��� ( L(M) ⊆ L(D′), ���
D′ , ��������# ���.����*��# ������

 ���

� D. ���*��#-�� ��

 0����' )���
'� �� ����(
ϕ���#&���� ����" ����� ���������+� � ���

� D′.

X
�� D′ 
����0�� ���.����*��# ������

 D′′ ϕ���#&����� ���� Hϕ������I( �� �� ��'&�#
�����&� 
�������' ϕ������ L(D′) ⊆ L(D′′), � �� ��&&� ��� ��� %�& L(D′′) = L1, ��� �� L ⊆ L1.

RG



X
�� D′ 
����0�� ���.����*��# ������

 ϕ���#&����� ���� Hϕ���)��I( ��( �������%��&
����)�&( L ⊆ L2.

X
�� D′ 
����0�� ��
����%��# ������

 ϕ���#&����� ���� Hϕ � ����I( �� L ⊆ L3.
X
�� D′ 
����0�� ��
����%��# ������

 ϕ���#&����� ���� Hϕ ��)��( ���&� ����'I( ��

L ⊆ L4.

6 
�* �� ���� �) ������ !�" 
� %��� ��' D′ �� ��������( �� �
�* ��0��# ϕ���#&���
�) D′ �&��� � &����� ��� ����-�����( ��� � ������-����� ��%���

X
�� � D′ �&�+�
' ϕ���#&���� 
� 
���*  ����� ������&� ������-����&� %�
�'&� &���
���( ����) +!�� ���.����*��# ������

 D′′, �� L ⊆ L(D′′). � ��0��& ϕ���#&���� �) D′′

����-����� ��%�� &����� &�0�� H��������*I � ��� �
&� ���&�� R�� 6�� %�& ���

 D′′′

���� Hϕ � ����I ����#( %�� D′′ ϕ
� D′′′, 
���������*��( �� ��'&�# �����&� 
�������' ϕ������

L(D′′) ⊆ L(D′′′). ] �� ��# 
������( D′′′ ���.������ � D3 ��$��& �� ��&&� ��� L(D′′′) = L3,

���������*��( L ⊆ L3.

X
�� 0� � D′ �&�+�
' ϕ���#&���� 
� 
���*  ����� ������&� ����-����&� %�
�'&� &���
���( ����) +!�� ���.����*��# ������

 D′′, �� 
���� �&��� &�
�� L ⊆ L(D′′). ����� � ��0�
��& �) $��" ϕ���#&����� ������-����� ��%�� &����� &�0�� H
�����*I � ��� �
&� ���&�� ��(
��� %�� ������

 D′′′ ϕ���#&����� ���� Hϕ ��)�� � &�����( ���&� ����# ��%��I ����#( %��

D′′ ϕ
� D′′′, ��� �� L(D′′) ⊆ L(D′′′) �( ���&� ����( D′′′ ⊆ D5. � 
�� ���.����*��
�� ���

� D′′′

� ��&&� ��� ��� %��&( %�� L(D′′′) = L5, ��� �� L ⊆ L5. �

=� � � � & � ��:� ϕ����	�	 L1, L2, L3, L4, L5 ������� ��
����	���

� � � � ) � � � � * 
 � � �� ��' ����)����*
��� �������# ��
�����&�
�� �'�� ϕ������ ������
��& ��' �+��" i, j ∈ [1, 5] �i �= j� ��� + .��& � A, %�� A ∈ Li \ Lj. �����& � ��

&�������

��� +!�� .��& ��5

bd2 = (p1 ∨ (p1 → (p2 ∨ ¬p2))); B = ((p→ ϕ) ∧ ((ϕ→ p)→ p))→ (ϕ ∨ ¬p);
C = ((p ∧ q)→ ϕ)→ ((p→ ϕ) ∨ (q → ϕ)).

� �����/� � �� ����
�%���� i���# 
����� � j����� 
����/�  ��)��� .��& �� A ∈ Li \ Lj.

�#@&�7# A�

S L1 L1 L3 L4 L5

L1 S ¬ϕ ¬ϕ ¬ϕ ¬ϕ
L2 ϕ S ϕ ϕ ϕ

L3 ¬¬ϕ ϕ→ (p ∨ ¬p) S ϕ→ (p ∨ ¬p) ϕ→ (p ∨ ¬p)
L4 ¬¬ϕ ϕ→ bd2 p ∨ (p→ ϕ) S p ∨ (p→ ϕ)

L5 ¬¬ϕ ϕ→ bd2 � B S

@��*-��
���  ����0����# � .��& ��"( ����������" � �����/�( ������'��
' ����
����

������� 2������� �� ���� ��

 0����� 
�')��� 
 .��& ��# B. ����0�&( %�� B ∈ L5 \ L4.

1��%��� ����0�&( %�� B ∈ L5. 6�������0�& ���������� =���� ��#� �
' ��������# ϕ�
��#&��� (D5

n; Ψ), ��� D5
n = {t,m1, . . . ,mn, r}; Ψ = {t,m2, . . . ,mn} � ��������' �/���� v : v(p) =

P, v(ϕ) = Ψ. 2�#���
' ��%�� x ������� ϕ���#&���� ����'( %�� x ∈ (P ⊃ Ψ) ∩ ((Ψ ⊃ P ) ⊃ P )
� x /∈ (Ψ ∪ −P ). 7�� �� �&��&5 4*5 x ∈ P ⊃ Ψ; 4/5 x ∈ (Ψ ⊃ P ) ⊃ P ; 4?5 x /∈ Ψ; 465 x /∈ −P.
;) �	� ��� %��& t ∈ P, � �) �:� ��� %��&( %�� x = m1 ��� x = r. <
��( %�� � �+��& 
� %��
m1 /∈ P, ����& %�� � ��������& 
� %�� m1 ∈ Ψ �� ���( %��� ���* �� &�0��� 1 �� ��# 
������(
��' �+���� y � m1 �&��& y /∈ Ψ ��� y ∈ P, ��� �� m1 ∈ Ψ ⊃ P, )��%��( � 
�� �R� ��� %��&
m1 ∈ P, %�� �������� � ���������%�+�

=����* ����0�&( %�� B /∈ L4. 6������& ���&�� ϕ���#&���� ���

� D4 
 )������# �� ��&
�/����#( � ������& .��& �� B �����������
'( ��$��& B /∈ L4.

�
�
�

ϕ

ϕ p

RC



=���& ����)�&( 
 !�
�� �� ����� �'�* �����" �� 2������ ��
-�����# 
� �� ������ L3.
@���� ��%��( ��0��' ���
���������' ��� L3 ϕ������� ���+%��� � ��� �) ������� ��
������
&�" ϕ������ L1, L2, L3, L4, L5. �
� )	 � ��������� �������
������� ��������

� $��& �������.� &� ��

&�������& �����
� ��)��-�&�
�� � �������&�%�
��# ������&�
��
��)������' ���
���������
�� �����" �� 2������ ��
-�����# ���������%��" 
 ������ �
�/����
�
��" ������

7 � � � � � � � � � � F��� ϕ������� L ��)�����
' ������	���( �
�� 
 !�
�� �� �������&( ���
����# �� ����)���*��# .��& �� A ∈ Fm(ϕ) �������'��( A ∈ L ��� A /∈ L�

7 � � � � � � � � � � F�R� 6�� ������&�# ��
��������	� ���
�����	���
�	 � ��& ����&��*

��� +! + &�

�� + ������& � ��
�� L # �
�� 	� ���	� LC, L2, L3� ��
�� A ∈ Fm(ϕ)+
������
� �	 ϕ����	�� L+A ���
�����	���� ��
�	���	�� ���	�	 L,

� ������ !�" �������.�" ���� ����)���( %�� ��0��� ���������� L .������ ������
��
&�� �&�( ��� ��� "��������) ��
' ���"��'!�&� ���

�&� ����%��" ϕ�/���#( ϕ������� � ϕ�
��#&����� 
������
������� � ������" B�(FD ��� %��� ����%��' ��
��&���)�/�' ��0���� ������
����' 
������
�� +!�# ������ L = LC � L = L2, � ���0� �����" %�����" ���������# �����
�� L3� ����%�&( �'��� ���������� ������ L3 ��� 0� '��'��
' ��)��-�&�&( ��� ��� ��
����

���& &����� .��*���/�� B::D ��' �����# .��& �� &�0�� ������%��* %�
�� ��%�� &�����( ��
�
�* 
��
�� ������� ��!�)��%�&�
�� �����# .��& �� � ���

� D5 � �������� ��0��
������#
�
�����
�� � ����%��# %�
�� ϕ���#&������

;)��
��� �������# E������ �
&� B�C( �����&� ����:D�5 �
�� ������ �&��� ����%� + ��
��&��
��)�/�+ � .������ ������
�&�� �&�( �� ��� ��)��-�&��

= � � � � & � F��� �
� ������ �� ���	���� ��
�	���	� ���
����	���� 
����	���	�	��	
��

��� ���	�	 L � ����� Fm(ϕ) ����!�
� ������	���	�

=� � � � & � F�R� �������� ��
��������	� ���
�����	���
�	 ��
�	���	� ���
����	����

����	���	�	��	
�
��� ���	�	 L � ����� Fm(ϕ) �����	��	��
�	 ������	���

� � � � ) � � � � * 
 � � �� >����� L+A ���
��������� ��� L ⇔ L+ A ���+%��� � ��� +���
�) �����" ��� L ϕ������� =�����" ����%��� %�
�� ����( �'�*( �'�* ��' LC,L2, L3 
�������

�������� �����
 ��������0��
�� .��& �� A ��-���
' �������&�%�
��( ��
���*� ��0��'
�) �����" ϕ������ ��)��-�&�� �

������ ���	
���



�� ���'�%�� <�=� >��/��	�� ?��35�%'�/�� � 
�	�!	�� !��%�� �/���
)0�4 @@ ���%�����	�� ��
	�
%����!��
�� %�'�
�� � �����%&	�� ��������� A�B C�

�( �;:3� >� �:�D�:��

�� E�1�� F�G�( 7�%)��	 E�H� A�������!��
�� %�'�
�� �5� ���� A�B C�

�( �;:�� 33� ��
3�  �4��&�0�� A��� >�	��
��� � ����	��
� �
����	�
�-��	����
�4 %�'�
 @@ H%'�/�� � %�'�
�� �;:;�

I� �:� J �� >� ���D�:��
�� K%�	� >�K� �����	�� � ������������

 A�B �	�����		�� %������
��( �;8�� 8�� ��
8� K�0���� H�K� H
�������
� ��%	�4 �� 7�>� C���
��
 ���1���	�$ �
����	�
�-��	����
�$ %�'�5


� L2 � ���
� � ��	�$ ����%	���%&	�$ 
�	���	��$ @@ ����	�
 ���
���
�'� 
	����������� A���5
����
�� A�4�	�
�� K���&)���	�� 	�

�� ����� J 3� >� �:D3;�

�� K�0���� H�K� C���� 
�	���	�� � �
����	�
�-��	����
�$ %�'�
� L3 @@ H%'�/�� � %�'�
�� ���8�
I� 8�� J �� >� 3�D8��

�� K�0���� H�K� C���� 
�	���	�� � ������/%�!	�4 �
����	�
�-��	����
�4 %�'�
�4B ���� � � � 
�	��
����5������ 	�

 @ >�/���
�$ ������%&	�$ 
	���������� K���	����
( ���8� :� ��

:� K
�	�-�� H��� C�
������ ���$���� ���

�
�� �	�'��/����$ ������/
%���4 �%'�/� @@ LM �����)�5
	�$ �%'�/���!��
�$ 
�%%�
��
�� <��)�� ���/0� � ��
%� K�1�	��( �;��� >� �88D�8��

;� K
�	�-�� H��� N �
����	�
�-��	����
�4 %�'�
�4 � ��	��	�$ �����
�����
������ @@ O�
%���
HC >>><� �;��� I� �;8� J 8� >� ���;D��3��

��� G����� ��H�( A�
������ G�G�  ���!� �� ������ �	�#����( ��������!��
�$ %�'�
� � ������ �%'�5
������� A�B P�����%��( ����� �8� ��

:�



��� A�
������ G�G� 7�����/%�!	�� �
����	�
�-��	����
�� %�'�
� @@ H%'�/�� � %�'�
�� �;��� I� ���
J 8� Q� 88:D8���

��� A�
������ G�G�( =��$	�� 7�H� H%'������ ������	���	�� ��/%�!	���� � ������/%�!	���� � ���5
1���	��4 �	�
�-��	����
�'� ��!��%�	�� @@ ����	�
 C�����/���
�'� '��
�������		�'� 
	������5
����� >����B A�������
�( ��4�	�
�( �	�������
�� ����� I� �� J 3� >� �;D8:�

�3� C���
�� 7�>� K�	���

���	�� ��������!��
�� %�'�
� � ��!
� ���	�� 
%����!��
�$� A�B C�

�(
�;��� 3�: ��

��� 7%��
� ��E�( R�4�	�	 ��R� �	�
�-��	����
�� %�'�
�� A�B A��( ��4�5���� �5�( ���;� �8; ��

�8� <��S�� E�( >�
���
�$ <� A�������
� ������������
�� A�B C�

�( �;��� 8;� ��

��� >
���-�� O�7� N/ �	�
�-��	����
�� ��!��%�	�� ���
�����	�$ � ����%	���%&	�$ %�'�!��
�$
����
�$ @@ ���%�����	�� �� 	�
%����!��
�� %�'�
�� � �����%&	�� ��������� A�B C�

�( �;:3�
Q� �8�D��3�

��� >����	�! 9�>� N ��%	��� ��!��%�	�� ���
�����	�$ � ����%	���%&	�$ �����-��$ �� ��	�$ ����5
��		�$ @@ I�
�� A��
���
�'� ��������!��
�'� �/0������ �;��� I� ;� >� 38�D3���

�:� >����	�! 9�>� N/ ��!��%�	��4 ���
�����	�$ � ����%	���%&	�$ �����-��$ @@ O�
%��� HC >>><�
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In the late fifties of the twentieth century a problem was posed by P. S. Novikov concerning new logical connectives
as extranotions for a language with standard logical connectives ∨, ∧, →, ¬. Ya. S. Smetanich has given exact
formulations for approach of Novikov to the concept of new logical connectives in superintuitionistic logics (new
logical connective, Novikov completeness). In the present paper, the Novikov problem concerning new additional
constants is considered in pretabular superintuitionistic logics LC, L2, L3: the logic of chains, the logic of rooted
frames of the depth not exceeding 2 (fans), the logic of rooted frames with the top and with the depth not exceeding 3
(diamonds). The classification for the family of all Novikov-complete extensions of the pretabular superintuitionistic
logics in a language containing additional logical constants is described. For these logics, the classification is obtained
in the terms of finite frame with coloring: in the language with several additional constants for LC and L2 and
with a single additional constant for L3. Decidability of the (algorithmic) conservativeness problem for extensions
of all pretabular superintuitionistic logics is established. The algorithmic problem of conservativeness recognition is
investigated.
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