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�������� ��	�����
 � ��������������� ��� ������ ��������������� ��������� ����
����
M

.
=

{
(t, x) ∈ [0,+∞) × R

n : x ∈ M(t)
}
�������
���� ������	
��� ����
�� ẋ = f(t, x, u) �� ���
���� ����
�

����
 ��
�
��� ����� �� ����
 
�����
������ 	��	
��	 �������
����	 ������� freq[τ,τ+ϑ](D,M) ����� 
��	
����
���� ������������ D(t,X) ������ ����
�� ����
����� M �� ���
��
 [τ, τ + ϑ], �����	 ����!
��� �
�
�� "
�
�� �

 t �� [τ, τ + ϑ], ��� ������
 D(t,X) ⊆ M(t), � ����
 ������� ���
���� #����	 
�����
��������
freqϑ(D,M)

.
= inf

τ� 0
freq[τ,τ+ϑ](D,M) ��������
� �������� ������
������ ��
������	 ����
���� ����������

��� D(t,X) � ����
���
 M �� ���
��
 �������� ����� ϑ. #������� �
��
�� �� �$
��
 � ������
��� %��


�����
������ ��	 ��������
 �����������
 &���$�� M(t) � D(t,X). ' ���������� �����
�� ���
����� ��	
��
���
��	 freqT (D,M) ��	 &���$��M(t), �
������
���� � �
������ T � &���$�� D(t,X), ������	 ��� ��


t � 0 �����
����	
� �����
��� D(t + T,X) ⊆ D(t,X). (�������
�� ����
�� ������
��	 � �$
��� �����
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������ ������������ �������������� �������� ��������� �� ��!����"# $%�������"# ��&
���� � ��''����(��� �"# �)�*����+ �������� ����+ �! �����+,�# !���� �����������)�+
������ $%�������� � ������ ��''����(��� �"# �-�� �����+ ������)� %����.��" ��/��"
0�0� �������)�-� � 1�2� 3$//�����
 1�4� �$�����)�-� � 5�6� 6���%%���+
 7�8� 9/���

:�;� 5��)��� � :�1� 8������)�
 <�0� �,�)���
 6� =������� � ���-�# ��$-�# ��������

8���"+ ��!$� ��� � >��+ �/����� �%$/��)���� ?� 0�-$�� � ��
@ -��$
 )����"� /"�� �!$&
���� ���+���� ���/�+ �������������� !������-� ��������� ��������� �� ��''����(��� ��-�
$��������� A�� ������������ %�������� 6� =������ B�C
 �'���$������� ���/#����"� � �����&
����"� $������ ���/�+ �������������� ��� ������" ��''����(��� �"# $�������+� 4�� ,��
�������� �!$����* ��%����� �������������� � D�"����������E F)�) ��!"��*� � ����������+
�������$�� ���/$* ������������� G $����� 7�8� 9/�� B@C
 )����"+ %��$��� $������ �"��&
�������� ��������� K ⊂ R

n ��������� �� $%��������+ ������"

ẋ = f(x, u), u ∈ U(x)

� %���%��������
 ��� ��� )����-� x ∈ R
n ��������� f(x,U(x)) �"%$)�� � )��%�)����

7�8� 9/�� ��!"���� ��������� K ���������� ��������� �� �����+ ������"
 ���� ���
�*/�+ ����� ��+ ���)� x0 ∈ K �$.����$�� #��� /" ���� ��,���� x(t) >��+ ������"
 ������&
*.���� � x0 � �"�������� � ��� ��"���
 ��� x(t) ∈ K ��� ���# t � 0.

:�;� 5��)�� � :�1� 8������)� B�
 
C �'���$�������� $������
 %�� )����"# !�������
��������� �/������ ���+������ %�������� ��+ ��������������
 ��������������
 $���+����+
��� ����%�������)� $���+����+ �������������� ��������� �� �����(�������-� ��''����(�&
�� ��-� �)�*������ 0������ �����������-� ��������� %�!������ �� ������������ �$��&
��� �)�*����� �� >�� ��������� � ���������� � ��� ��!����"� >)������� �"� ���������
1�4� �$�����)�+ ���������� ���$)�$�$ ���/� ����������"# �������� -�/����"# ������

�������� )����"# ��$.���������� %$��� �-�������-� %���)�*����� � ����+ �! D��������&
�"# ������E �� ��$-$*�

9������
 ��� ���+���� ���/�+ �������������� ��#������ � �����+ ���!� � !������� � �/��&
����� $%��������+ ������" � )��%�)��"� (����"� ����������
 ������$��"�� 0�0� ���&
����)��
 1�2� 3$//����"�
 <�0� �,�)��"� � ���-��� ��$-��� ��������� 8�� ��,���� >��#

�(����� ������
�� ��� &��������� ����
���
 (���������� &���� &�����
�������
 ����
������� *����

�� + ,-./,.//01-��2 � 3�����
����� ����������	 � ����� (��������� 4
�
��$�� � �����
 ������� �����
���������	 *���
�� + 5//02�







!���� ��!��)��� ��%��� � ���
 � )�)�+ ���%��� !������� ��������� �� �������� ����������"�
��������� �� ��''����(��� ��-� �)�*�����
 %���������-� $%��������+ �������+ F��� ��/�&
�" <�0� �,�)��� � �-� $����)�� B�
�CG� 9��� �! ��!����"# %��#���� ) ��,���* >��-� ��%����
������� � %��������� ��'�����!���� ��-� %������������ ���+���� �������������� � �"���&
����� ��'�)�� ��������������
 )����"+ �(������� ���%�� ����-������������ ��������� �
������)� ������" � ���)� !����� %������ ���������������

< ��/���# B�H��C ��)�� ������$*��� ���������
 �� ����*.���� ����������"�� � D)�����&
���)��E ��"���I ��� ��)�# �������� �������� ������������ ���,������ %������ ���������&
�����
 )������ ��!���� �����������)�+ ������������� *� 8$�� D(t,X) J ��������� �����&
������� $%��������+ ������"

ẋ = f(t, x, u), (t, x, u) ∈ [0,+∞)× R
n × R

m, F���G

� ������ ������� t �! ����� ��-� ��������� X. ?��������

M =
{
(t, x) ∈ [0,+∞)× R

n : x ∈ M(t)
}

��!"������ 	
�
�	
���	
� ��������
��� ��������� �� ������" F���G
 ���� ��������� ���
������� %��/"����� ��������� ������������ D(t,X) � ��������� M ����� �����(��

< �����+ ��/��� �!$��*��� #���)�������)�
 ���!���"� � ������������� * ��� ���/�+ ��&
����������� * !������-� ��������� M

.
=

{
(t, x) ∈ [0,+∞) × R

n : x ∈ M(t)
}

��������� &
�� $%��������+ ������" F���G �� )������� %�����$�)� �������� 9���+ �! ��)�# #���)����&
���) �������� ��������� ��� ������� freq[τ,τ+ϑ](D,M) %�-��.���� ��������� ������������
D(t,X) �����+ ������" ���������� M �� ����!)� [τ, τ+ϑ], ������ ����,���* ���" ;�/�-� ��#
t �! [τ, τ + ϑ], %�� )����"# D(t,X) ⊆ M(t), ) ����� �����-� ����!)�� ��$-�� #���)�������)�


freqϑ(D,M)
.
= inf

τ� 0
freq[τ,τ+ϑ](D,M)

���/������ ���+���� ������������� %��/"����� ��������� ������������ D(t,X) � �����&
���� M �� ����!)� !������+ ����" ϑ. ��)�!��" ������" �/ �(��)� � �"�������� >��# #�&
��)�������) ��� ��!����"# ���-�!����"# '$�)(�+ M(t) � D(t,X). < ���������
 %��$���"
��������� ��� ��#������� freqT (D,M) ��� '$�)(�� M(t), %���������)�+ � %������� T �
'$�)(�� D(t,X), )������ %�� ���# t � 0 $������������ �)�*����* D(t + T,X) ⊆ D(t,X).
K���������" %�����" �"�������� � �(���) ����"# #���)�������)�

� �	 
�����
� ����������� � �������� �������������

K�������������� $%��������� �������

ẋ = f(t, x, u), (t, x, u) ∈ [0,+∞)× R
n × R

m, F���G

-�� '$�)(�� f(t, x, u) ��%���"��� %� ����)$%����� %�������"#
 $%�������� u ���������� �
)��%�)���� ��������� U(t, x) ⊂ R

m
 � '$�)(�� U(t, x) %��$��%���"��� ����#$ � �����)�
=�$����'� %�� ���# (t, x) ∈ [0,+∞)× R

n.

9 % � � � � � � � � � ���� ����	
���� �����		�� ����������� 	�	
��� F���G ��!���� '$�)&
(�* t �→ (u(t), x(t)) ∈ R

n × R
m, )������ $������������ ����$*.�� $�������L

1) $%�������� u(t) �%�������� ��� ���# t � 0, �-�������� � �!������ %� ;�/�-$I
2) ��,���� x(t) ������" ��''����(��� �"# $�������+ ẋ = f(t, x, u(t)) � ��"��� �������&

���� �%�������� ��� ���# t � 0I
3) ����� ����� �)�*����� u(t) ∈ U(t, x(t)).

K��������� ������*.�� ������� F���G ��''����(��� ��� �)�*�����

ẋ ∈ F (t, x), (t, x) ∈ [0,+∞) × R
n, F��@G

-�� ��� )����+ '�)���������+ ���)� (t, x) ∈ [0,+∞) × R
n ��������� F (t, x) ������� �! ���#

%����� �"# !������+ '$�)(�� f(ti, xi, U(ti, xi)) %�� (ti, xi) → (t, x).


�



8$�� D(t,X) J ��������� ������������ ������" F���G � ������ ������� t �! ����� ��-�
��������� X, �� ��� ���������
 ������.�� �! ���# !������+ � ������ t ��,���+ ϕ(t, x) �)�*&
����� F��@G
 )�-�� ����� ��� $������ ϕ(0, x) = x %��/�-��� ��� ��������� X. 8���%���-���

��� ��� )����-� X ��������� ������������ D(t,X) �$.����$�� ��� ���# t � 0. A�� �!������

��� ��� )����+ ���)� x ∈ X �$.����$�� ��,���� ϕ(t, x) �)�*����� F��@G
 $����������*.��
����� ���$ $�����* ϕ(0, x) = x � %����������� �� %��$�� R+ = [0,+∞).

8$�� ��������� M
.
=

{
(t, x) ∈ [0,+∞) × R

n : x ∈ M(t)
}

!����� '$�)(��+ t �→ M(t),
��%���"���+ � �����)� =�$����'�
 � ��� )����-� t ∈ [0,+∞) ��������� M(t) ��%$��� �
)��%�)���� ��� �%��������� #���)�������) ��������� ������������ ������ � ������������
��������� α(τ, ϑ,X)

.
=

{
t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t,X) ⊆ M(t)

}
.

9 % � � � � � � � � � ��@ F��� B�
�CG� �
��	�
������ ��	
�
�� ���������� ��������� �����&
������� D(t,X) ������" F���G ���������� M ��!"������ ����$*.�+ %�����

freq(D,M)
.
= lim

ϑ→∞
mesα(0, ϑ,X)

ϑ
= lim

ϑ→∞
mes{t ∈ [0, ϑ] : D(t,X) ⊆ M(t)}

ϑ
, F���G

-�� mes J ���� ;�/�-� �� �������+ %����+� :��� %����� F���G �� �$.����$��
 �� #���)�������)�

freq∗(D,M)
.
= lim

ϑ→∞
mesα(0, ϑ,X)

ϑ
, freq∗(D,M)

.
= lim

ϑ→∞
mesα(0, ϑ,X)

ϑ
F��
G

��!"��*���
 �������������� ������� � ������ �
��	�
������ ��	
�
�� ���������� �����&
���� ������������ D(t,X) ������" F���G ���������� M.

9 % � � � � � � � � � ��� F��� B��CG� �
��	�
������ ��	
�
�� ���������� �����	
�� ���
	
�����	
� D(t,X) 	�	
��� F���G �����	
��� M �� �
���
� [τ, τ +ϑ] ��!"������ #���)&
�������)�

freq[τ,τ+ϑ](D,M)
.
=

mesα(τ, ϑ, ω)

ϑ
=

mes
{
t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t,X) ⊆ M(t)

}
ϑ

.

<���� ������������ ��������� �$* ������$ freq[τ,τ+ϑ](D,M) ��� �*/�-� ������� �����&
�� τ � 0, %�>���$ ����������� ��� !������-� ϑ > 0 �%������� #���)�������)$

freqϑ(D,M)
.
= inf

τ� 0
freq[τ,τ+ϑ](D,M) = inf

τ� 0

mes {t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t,X) ⊆ M(t)}
ϑ

.

A�� #���)�������)� ���������� �� %������� F���G
 F��
G ���
 ��� ��� �������� ���+���� ����
�������	
� ���������� �����	
�� ��	
�����	
� D(t,X) � �����	
�� M �� ����!)� !�&
�����+ ����"� <������� freqϑ(D,M) ����� ������� ��+ ���� �������
 � ������� )�����-�
��������� D(t,X) ���������� � ��������� M �� )����� ��������� ����!)� ����" ϑ.

5� � � � � � ����  ���
 ��	
� 	�������� 	���	
��!

1) ��� ������ ϑ > 0 ��������� �������	
��

freqϑ(D,M) � freq∗(D,M) ; F���G

2) �	�� "��
��� t �→ D(t,X) � t �→ M(t) ���������	
�� 	 �������� T > 0, 
� ������
freq(D,M) 	���	
���
 �

freqT (D,M) = freq(D,M) =
mes{t ∈ [0, T ] : D(t,X) ⊆ M(t)}

T
;

3) �	�� "��
��� t �→ M(t) ���������	
�� 	 �������� T > 0 � ��� �	�� t � 0 ����
 ��	
�

�
������� D(t+ T,X) ⊆ D(t,X), 
�

freqT (D,M) =
mes{t ∈ [0, T ] : D(t,X) ⊆ M(t)}

T
. F���G


�



� � ) � ! � � � �  � � � �� ��� ��)�!���� ���� %����-� $���������� �������
 ��� �����������
F���G ����$�� �! ���������

freq∗(D,M) = lim
k→∞

k−1∑
i=0

mes{t ∈ [iϑ, (i + 1)ϑ] : D(t,X) ⊆ M(t)}
kϑ

� �����������
mes

{
t ∈ [iϑ, (i + 1)ϑ] : D(t,X) ⊆ M(t)

}
ϑ

� freqϑ(D,M),

)������ ����� ��� �*/"# i = 0, 1, . . . � ϑ > 0.
��)���� ������ $����������� 8��)�� )$ '$�)(�� t �→ D(t,X) � t �→ M(t) %��������" �

�/.�� %������� T > 0 � ϑ = T, �� �"%�����" ����$*.�� ���������

freqT (D,M)
.
= inf

τ� 0

mes {t ∈ [τ, τ + T ] : D(t,X) ⊆ M(t)}
T

=

=
mes {t ∈ [0, T ] : D(t,X) ⊆ M(t)}

T
= freq(D,M).

8�������� ��������� %��$���� � B�
 �� ��H�
C�
��)���� ���� � $����������� 8$�� '$�)(�� t �→ M(t) %���������)�� � %������� T �

D(t+T,X) ⊆ D(t,X) ��� ���# t � 0. 5�-�� ���� ��� ��)�����-� t∗ � 0 ����� ����� �)�*�����
D(t∗,X) ⊆ M(t∗), ��

D(t∗ + T,X) ⊆ D(t∗,X) ⊆ M(t∗) = M(t∗ + T ).

8�>���$ ��� �*/�-� τ � 0 �"%������ �����������

mes
{
t ∈ [0, τ ] : D(t,X) ⊆ M(t)

}
� mes

{
t ∈ [T, τ + T ] : D(t,X) ⊆ M(t)

}
. F���G

8$�� τ � T, ��-��

mes
{
t ∈ [0, τ ] : D(t,X) ⊆ M(t)

}
=

= mes
{
t ∈ [0, T ] : D(t,X) ⊆ M(t)

}
+mes

{
t ∈ [T, τ ] : D(t,X) ⊆ M(t)

}
,

mes
{
t ∈ [T, τ + T ] : D(t,X) ⊆ M(t)

}
=

= mes
{
t ∈ [T, τ ] : D(t,X) ⊆ M(t)

}
+mes

{
t ∈ [τ, τ + T ] : D(t,X) ⊆ M(t)

}
.

3��������� ��
 �! F���G %��$����

mes
{
t ∈ [0, T ] : D(t,X) ⊆ M(t)

}
� mes

{
t ∈ [τ, τ + T ] : D(t,X) ⊆ M(t)

}
. F��	G

�����
 ���� τ < T, �� ����!)� [0, T ] � [τ, τ +T ] ���*� ��%$���� %���������� J ����!�) [τ, T ].
< >��� ��$��� ����������� F��	G %��$���� �! ����������

mes {t ∈ [0, T ] : D(t,X) ⊆ M(t)} =

= mes {t ∈ [0, τ ] : D(t,X) ⊆ M(t)} +mes {t ∈ [τ, T ] : D(t,X) ⊆ M(t)} �
� mes {t ∈ [T, τ + T ] : D(t,X) ⊆ M(t)} +mes {t ∈ [τ, T ] : D(t,X) ⊆ M(t)} =

= mes {t ∈ [τ, τ + T ] : D(t,X) ⊆ M(t)}.
5�)�� �/��!��
 F��	G ����� ��� ���# τ � 0 � %�>���$

inf
τ� 0

mes
{
t ∈ [τ, τ + T ] : D(t,X) ⊆ M(t)

}
=mes

{
t ∈ [0, T ] : D(t,X) ⊆ M(t)

}
.

8�������� ��������� �������� �� F���G� �

3 � � � � � � � � ���� #	�� M(t) = M ��� �	�� t � 0 � D(t+ ϑ,X) ⊆ D(t,X) ��� ��
�
�����
ϑ > 0 � �	�� t � 0, 
�

freqϑ(D,M) =
mes{t ∈ [0, ϑ] : D(t,X) ⊆ M}

ϑ
.

� � ) � ! � � � �  � � � �� 8��)�� )$ M(t+ ϑ) = M(t) ��� ���# t � 0, �� ������ $����������
����$�� �! $���������� �G ������" ���� �


�



� �	 
� ������ � �
�������� �����������
� ������ ��� ���������� ������

����������
� � �����

K��������� ��������� M
.
=

{
(t, x) ∈ [0,+∞)×R

n : x ∈ M(t)
}
, !������� ��%���"���+ ���&

-�!�����+ '$�)(��+ M(t)
 � ���-�!����"� '$�)(�� D(t), D̃(t), ��)�� ��%���"��"� � �����)�
=�$����'�� < ���������
 ��������� D(t) = D(t,X) ����� �������� ���������� �������&
����� $%��������+ ������" F���G
 � ��������� D̃(t) = D̃(t, X̃) J ���������� ������������
$%��������+ ������"

ẋ = f̃(t, x, u), (t, x, u) ∈ [0,+∞) × R
n × R

m,

� ������ ������� t �! ��)�����-� ����� ��-� ��������� X̃.
8���%���-���
 ��� ��� )����-� t � 0 ��������� M(t), D(t) � D̃(t) ��%$��"�
 )��%�)��"�

� '$�)(�� M(t), D̃(t) %���������)�� � %������� T > 0 F%�� T &%���������)�+ '$�)(��+ /$���
%������ '$�)(�* d(t), $����������*.$* %�� ���# t � 0 ��������$ d(t+T ) = d(t)G� 9/�!�����
����! dist(A,B) ���������� %� =�$����'$ ����$ ����������� A � B � %����������� R

n.
< ����$*.�+ ������� %��$���� �(��)� #���)�������)� freqT (D,M) � %�������" $������


%�� )����"# ����� ��+�� �� !��������

5 � � � � � � @��� $�	
� "��
��� M(t), D̃(t) ���������	
�� 	 �������� T > 0 � ���������
�����	
�� lim

t→+∞dist
(
D(t), D̃(t)

)
= 0. %���� ����
 ��	
� 	�������� 	���	
��!

1) freqT (D,M) � freqT (D̃,M) =
mes{t ∈ [0, T ] : D̃(t) ⊆ M(t)}

T
;

2) �	�� D(t) ⊆ D̃(t) ��� �	�� t � 0, 
� freqT (D,M) = freqT (D̃,M) .

� � ) � ! � � � �  � � � �� ��� )����-� τ � 0 �%������� '$�)(�*

R(τ)
.
= mes

{
t ∈ [τ, τ + T ] : D(t) ⊆ M(t)

}−mes
{
t ∈ [0, T ] : D̃(t) ⊆ M(t)

}
.

��� ��)�!���� ���� %����-� $���������� ������" �$��� %�)�!�� 
 ��� inf
τ�0

R(τ) � 0. 8� ���+&

����� ���" ;�/�-� F��) )�) �! σ&������������ ���" ����$�� �� ��%���"����� B�@
 �� @�
CG ���
�*/�-� ε > 0 ��+����� ��)�� !������� ε0 = ε0(ε), ��� ����� ����� �����������

mes
{
t ∈ [0, T ] : D̃(t) ⊆ M ε0(t) \M(t)

}
� ε.

�����
 %��)�� )$ h(t)
.
= dist

(
D(t), D̃(t)

) → 0 %�� t → +∞, ��� ε0 �$.����$�� ������ ������� t0
��)�+
 ��� h(t) � ε0 ��� ���# t � t0. 3��������� ��
 ��� ���# τ � t0 �"%�����" �����������

mes
{
t ∈ [τ, τ + T ] : D(t) ⊆ M(t)

}
� mes

{
t ∈ [τ, τ + T ] : D̃(t) ⊆ Mh(t)(t)

}
�

� mes
{
t ∈ [τ, τ + T ] : D̃(t) ⊆ M ε0(t)

}
. F@��G

2! F@��G � ���$ %������������ '$�)(�+ M(t), D̃(t) %��$����
 ��� ��� ���# τ � t0

R(τ)�mes{t ∈ [τ, τ + T ] : D̃(t) ⊆M ε0(t)} −mes{t ∈ [0, T ] : D̃(t)⊆M(t)}=
= mes {t ∈ [0, T ] : D̃(t) ⊆ M ε0(t)} −mes {t ∈ [0, T ] : D̃(t) ⊆ M(t)} =

= mes {t ∈ [0, T ] : D̃(t) ⊆ M ε0(t) \M(t)} � ε.

5�)�� �/��!��
 ����� ����� ����������� inf
τ�0

R(τ) � 0, �! )�����-� � ���$ �%��������� '$�)&

(�� R(τ) � ��������� �"# ������ ����$�� �����������

freqT (D,M) � freqT (D̃,M).

��)���� ������ $���������� ������"� :��� D(t) ⊆ D̃(t) ��� ���# t � 0, �� %�� ���# τ � 0
�%��������� �����������

mes
{
t ∈ [τ, τ + T ] : D(t) ⊆ M(t)

}
� mes

{
t ∈ [τ, τ + T ] : D̃(t) ⊆ M(t)

}
=

= mes
{
t ∈ [0, T ] : D̃(t) ⊆ M(t)

}
,


	



%�>���$ R(τ) � 0 ��� ���# τ � 0 � inf
τ�0

R(τ) � 0. ����"��� ��)�!����� �",� �����������

inf
τ�0

R(τ) � 0, %��$����
 ��� inf
τ�0

R(τ) = 0, ���������� �� freqT (D,M) = freqT (D̃,M). �

K��������� ��������� M ∈ R
2 ����

M
.
=

{
(t, x) ∈ [0,+∞) × (−∞, c]

}
, c ∈ R.

0��� %�������� ��������� �! ������ ��� � @���

3 � � � � � � � � @��� $�	
� "��
��� ϕ : R+ �→ R � ϕ̃ : R �→ R ����������& ϕ̃(t) ����������
	
�� 	 �������� T > 0 � lim

t→+∞
(
ϕ(t)− ϕ̃(t)

)
= 0. %���� ����
 ��	
� 	�������� 	���	
��!

1) freqT
(
ϕ, (−∞, c]

)
� freqT

(
ϕ̃, (−∞, c]

)
=

mes{t ∈ [0, T ] : ϕ̃(t) � c}
T

;

2) �	�� ϕ(t) � ϕ̃(t) ��� �	�� t � 0, 
� freqT
(
ϕ, (−∞, c]

)
= freqT (ϕ̃, (−∞, c]) ;

3) �	�� ϕ(t) > ϕ̃(t) � ϕ(t+ T ) < ϕ(t) ��� �	�� t � 0, 
�

freqT (ϕ, (−∞, c]) =
mes{t ∈ [0, T ] : ϕ(t) � c}

T
.

� � ) � ! � � � �  � � � �� 9������
 ��� '$�)(�� ϕ(t) � ϕ̃(t), $����������*.�� $�����* ����&
�����
 �-�������"
 %�>���$ �$.����$�� %��������� E > 0 ��)��
 ��� |ϕ(t)| � E � |ϕ̃(t)| � E
��� ���# t � 0. ��� )����-� t � 0 ���������� ��������� D(t)

.
= [−E,ϕ(t)] � D̃(t)

.
= [−E, ϕ̃(t)].

5�-�� �"%�����" ���������

dist
(
D(t), D̃(t)

)
= |ϕ(t)− ϕ̃(t)|,

freqT
(
ϕ, (−∞, c]

)
= freqT

(
ϕ, [−E, c]

)
= freqT

(
D, [−E, c]

)
,

� ����������� ϕ(t) � ϕ̃(t) �������� �� ����������$ D(t) ⊆ D̃(t). 8�>���$ ������ $����������
�������� ���������� ������ ��� � @��� �

� � � � � � � � � �� :��� '$�)(�� 	(t) = ϕ(t)− ϕ̃(t) J $/"��*.�� �� [0,+∞), �� ��� �*/�-�
T > 0 ����������� 	(t + T ) < 	(t) F�������� ��� ����������$ ϕ(t + T ) < ϕ(t)G �"%������ ���
���# t � 0. 9/������ $���������� �������� 0�%�����
 '$�)(�� 	(t) = sin t + e−t �� ��������
$/"��*.�+
 �� 	(t+ 2π) < 	(t) ��� ���# t ∈ [0,+∞) F��� ���# t ∈ RG�

8 � � � � � @��� K��������� $%�������$* ������$

ẋ = −x+ (cos t+ 1)u, (t, x) ∈ [0,+∞)× R,

-�� u ∈ U = [−1, 1]
 � ��+��� ��������� ������������ D(t,X) �����+ ������" �! ����� ��-�
��������� X = [x01, x

0
2] : D(t,X) =

[
x1(t, x

0
1), x2(t, x

0
2)
]
, -��

x1(t, x
0
1) = e−t

(
x01 +

3

2

)
−

√
2

2
sin

(
t+

π

4

)
− 1,

x2(t, x
0
2) = e−t

(
x02 −

3

2

)
+

√
2

2
sin

(
t+

π

4

)
+ 1, t � 0.

:��� X = X̃ =
[
−3

2
,
3

2

]
, �� ���-�!������ '$�)(��

t �→ D(t, X̃) =
[
−
√
2

2
sin

(
t+

π

4

)
− 1,

√
2

2
sin

(
t+

π

4

)
+ 1

]
%���������)�� � %������� 2π.


�



8$�� M =
{
(t, x) ∈ [0,+∞) ×

[
−1

2
,
1

2

]}
, ��-�� freq2π(D̃,M) =

1

4
� ���$ ������" ���� :���

X̃ ⊆ X, �� D(t+ 2π,X) ⊆ D(t,X), %�>���$ F��� ��������� ���G

freq2π(D,M) =
mes{t ∈ [0, 2π] : D(t,X) ⊆ M}

2π
.

:��� X ⊆ X̃, �� D(t,X) ⊆ D(t, X̃) ��� ���# t � 0. �����
 lim
t→+∞ dist

(
D(t,X),D(t, X̃)

)
= 0,

%�>���$ � ���$ ������" @�� �"%������ ���������

freq2π(D,M) = freq2π(D̃,M) =
1

4
.

� !	 "������������� �������������� ��#����$ �������%&�� � ����������$

����������$ ������������� � '������������ ���������

8$�� z(t) J ��,���� !����� ��,�

ż = w(t, z), z(0) = z0.

<� ���-�# %��)����"# !�����# �������� z(t) �� ����� %������� ����(���� �"� !�������

��%�����
 � '�!����)�# %��(����# ������(���� �"�� ����*��� >���-�� �����(
 � #�����&
�)�# J )��(�����(�� ���-��$*.�# ��.����
 � /����-����)�# J ��!��� %�%$��(��
 � >)�����&
���)�# J �������" %���!������ � (��" �� %���$)(�* F����������$*.�� %�����" %�������"

� ���������
 � ��/���# B��H��CG� 8�>���$ ��� ������������ >��# !���� ������ ����$*.�� #�&
��)�������)�
 �%��������"� ��� �*/�-� c > 0 :

freqϑ
(
z, (−∞, c]

) .
= inf

τ� 0

mes
{
t ∈ [τ, τ + ϑ] : z(t) � c

}
ϑ

,

freq
(
z, (−∞, c]

) .
= lim

ϑ→∞
mes

{
t ∈ [0, ϑ] : z(t) � c

}
ϑ

F���G

F���� %�������+ %����� �$.����$��G�

9������
 ��� ���� %� ���������* !����� �������� z(t) ����� /"� ����(���� ��+
 ��
����� �%������� #���)�������)� F���G ��� �*/�-� c ∈ R. 5�)�� %����������� ������� �����&
������� #���)�������)�

freqϑ
(
z, [c1, c2]

) .
= inf

τ� 0

mes
{
t ∈ [τ, τ + ϑ] : z(t) ∈ [c1, c2]

}
ϑ

,

�����+ ������� ��+ ���� �������
 � ������� )�����-� ��,���� z(t) ��#������ � ���������
[c1, c2] �� )����� ��������� ����!)� ����" ϑ.

��� $%�������"# %��(�����
 )����"� ���*� %���������)�+ #���)���
 /$��� ������������ 
#���)�������)� freqϑ

(
z, (−∞, c]

)
� freqϑ

(
z, [c1, c2]

)
%�� ϑ = T, -�� T > 0 J %����� �����-�

%��(�����

8 � � � � � ���� 8��$��� ��������� ��� �"�������� #���)�������)� freqT
(
z, (−∞, c]

)
, -��

z(t) J ���������� %�%$��(��
 ������)� )�����+ !����� !�����+ ��,�

ż =
(
ε(t)− α(t)z

)
z, z(0) = z0. F��@G

���� z0 � 0, ε(t) � α(t) J ��%���"��"� %���������)�� '$�)(�� � %������� T > 0. 8���%���&
-���
 ��� �$.����$*� %�������"� α1, α2 � ε1, ε2 ��)��
 ���

0 < α1 � α(t) � α2, 0 < ε1 � ε(t) � ε2. F���G

��



0������� %�)�!�� 
 ��� ��� �*/�-� ����� ��-� ��!���� %�%$��(�� z0 > 0 � �������� ���&
���� )����� ����������� %�%$��(�� z(t) ��������� ) %���������)�+ )����+
 )������ !�������
����$*.�+ '$�)(��+L

z̃(t) =

z̃0 exp
(∫ t

0
ε(τ)dτ

)

z̃0

∫ t

0
α(s) exp

(∫ s

0
ε(τ)dτ

)
ds+ 1

, -�� z̃0 =

exp
(∫ T

0
ε(τ)dτ

)
− 1∫ T

0
α(s) exp

(∫ s

0
ε(τ)dτ

)
ds

.

��+������� ��
 ��,���� !����� ��,� F��@G ����� ���L

z(t) =

z0 exp
(∫ t

0
ε(τ)dτ

)

z0

∫ t

0
α(s) exp

(∫ s

0
ε(τ)dτ

)
ds+ 1

.

5�-�� z(t)− z̃(t) = h(t) · g(t), -��

h(t) =
z0 − z̃0

z0

∫ t

0
α(s) exp

(∫ s

0
ε(τ)dτ

)
ds+ 1

, g(t) =

exp
(∫ t

0
ε(τ)dτ

)

z̃0

∫ t

0
α(s) exp

(∫ s

0
ε(τ)dτ

)
ds+ 1

.

2! ���������� F���G �������� %��$��� 
 ��� '$�)(�� g(t) �-��������
 � '$�)(�� h(t) ����&
����� ) �$�* %�� t → +∞ F���� z0 > 0G� 8�>���$
 ���� z0 > 0, ��

lim
t→∞(z(t)− z̃(t)) = 0. F��
G

2! F���G ��)�� ����$��
 ��� z̃0 > 0.
8$�� z0 ∈ (0, z̃0), ��-�� ϕ(t) = z(t) − z̃(t) � 0 ��� ���# t � 0. 2! F��
G � ���$ ��������� @��

%��$���� ���������

freqT
(
z, (−∞, c]

)
= freq

(
z̃, (−∞, c]

)
=

mes
{
t ∈ [0, T ] : z̃(t) � c

}
T

.

8$�� z0 > z̃0. 0������� %������� 
 ��� ����������� h(t+T ) � h(t) �"%������ ��� ���# t � 0.
����"��� %����������� � %�������� ���� '$�)(�� g(t), %��$����

ϕ(t+ T ) = h(t+ T )g(t+ T ) = h(t+ T )g(t) � h(t)g(t) = ϕ(t)

��� ���# t � 0. 5�-�� � ���$ ��������� @�� �"%������ ���������

freqT
(
z, (−∞, c]

)
=

mes
{
t ∈ [0, T ] : z(t) � c

}
T

.

������ ���	
���
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Characteristics of invariancy for the attainability set of a control system
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We study characteristics associated with invariancy or weak invariancy of a given set M
.
=

{
(t, x) ∈ [0,+∞) × R

n :
x ∈ M(t)

}
with respect to a control system ẋ = f(t, x, u) on a finite time interval. One of such characteristics

is relative frequency freq[τ,τ+ϑ](D,M) of containing the attainability set D(t, X) of this system in the set M on a
segment [τ, τ + ϑ]. This characteristic is equal to the quotient of the Lebegues measure of those t from [τ, τ + ϑ] at
which D(t,X) ⊆ M(t) to the length of the given segment. Other characteristic, freqϑ(D,M)

.
= inf

τ� 0
freq[τ,τ+ϑ](D,M)

displays uniformity of containing the attainability set D(t,X) in the set M on a segment of the fixed length ϑ. We
prove theorems about estimation and calculation of these characteristics for various multivalued functions M(t) and
D(t,X). In particular, we receive equalities for freqT (D,M) if the function M(t) is periodic with a period T and the
function D(t,X) satisfies the inclusion D(t+ T,X) ⊆ D(t, X) for all t � 0. We consider examples of calculation and
estimations of these characteristics.
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