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�*�� ����*� � ��)
�������� � ���
���'���� �'����' /� 
������� ����'
����� ������8 � ����8'������ ' ��)
9%%�,�����6 ��� ����'
����6 '�������'��6 � ����*� � �����0������ <' �������= +�������
' '��� �����0������ ' �
���� ��������*����6 �0������ �
�*���86 '������'-� ��������8�
'������8 ���������'����� � ����86 ����,��> ����'��� '������� ���
����� �������'�� � /34&
�����8� ��5�� '�������� ��� ���
���'���
���� ��
�$
���� ���������86 �
� ������ ����')

���� �5����*���� +����'8� � �����0���*�8� ��
�'��& %���'8� �5����*����-& �� ��5�� '��)
������ � ����*�
���� 
 *��������& ���� �� �
�*��' <����������'����5�= '�������'���� /34
���������'����� ��0� ���
������� ��0��8 ����'
���� ' �
���� <����6= ����
���'� ;�*���&
�$��0������ ����*� ����'
���� � �5����*������ ����
����5� 6�������� � ���$�'����� �$�)
����
���5� ���6���'���� 9���5�������� ' ��*���� �����0���� +'������- ��*������� �
���
�)
������ 1�� ���
���'���� ����
���� ���������86 �5����*����& �����8� ��
0�8 ��$
�������
� '8�����& �� '�? 0� ����*���& �������� ��*����� '�������� ��'�����8� /34& �����8� ��5��
'�
�*��� ���������8& ��'�*����� ��
�$
���� ���������86 �5����*����& � ���������8& ��)
���8� �� ������ �'���� ������
���� ��'�*��� ���������*����� ��0����� 
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������ �������'��& ���������'����� �� ���������� ���������*����6 ���
�5�' /� ' '��� .1&
�����8� ' ������*����� ��������� ��5�� ���������'����� ��� ������'���8� <��������
�=
��������86 /� � ��*�� ������ '������' �,���� '����0������ ����'
����� ������8�
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0���86 ������� �0� 
��5�> ��� @�& 5
� AAAB- %�
����' �& ' *��������& �
����%�
����'� 
����)
����& ������& �������8� ����������� � ������*����� ���
���,��� ��� ���8'���86 �'�$���86
�(% @F& D�FB& �����8� ��� ��� � ��'����'���8 �� ���
���,�� �����'��
��86 ���������*����6
9%%����'� 7�� ����������� �������� �(% �������'� '��6 �(� +��6����5�- ����������'� �$8*)
�86 �������� /�������& ������& '����0����� ����
���'���� +' �� ���
� �$��6 �
�*��6- �(%
��5� �
� ���5� �������'� ��������86 �(�� 7�� '����0����� ���������'�
��� ' $�
���� �����
��$�� ����5� �� �'����'> ���*�� ������� @�& �G��B� 
 9��� �'��� ��
���� ��������� �������)
�8� ����
����8 @�CB& �'�����8� � �������'
����� �������� :����� +����������'� �(% �
5�$�8
���0���'- �
� ��'8��0�����5� ������� '�����'����� ������ ' ��������� �
5�$��� �(� ���)
��5� �������& ����0������ �������'�� �����0����' +����8�86& ��
�����8�86& �������86-&
�����0���6�� ' ���������� ������� +���& ��������& @�C& ����
�0���� F��B-� ������ ��������)
,�� ���'�'�
���& � ����� ������8& ' ������� ��
�*���� ����������'��5� �������� ��������'
:����� $�
���� �������� +���& ��������& @�H&��&�DB-& � � ���5�� # ' ������� ���������� ����)
���'
���� ��)�� ����'
����)��� ���,��
���5� '��� @�EB� I��'���� 9��5� ���
����5� �����'
�)
��� ���'����� ��������� ��$��� �(% ����
������� �
� ,�
�� ���������� .1 �� ��������&
� 
��� ��������'����& ������
�� ��0�8� ��)�� ���8& �����8� � $���� ����
���'����� ��
��
' '��� /7 +' 9��� ��8�
� ����� �����
0����� ���'���� ��������,�� @��G�JB � ,�
�5� ����
���5�6 ��$��-� 
 �� 0� '���� ���� ����
�����8� ��0� ��)�� ���8 ' �'��� ������'����� *����
������
����� �(%> ' 9��� ��8�
� ����� ����� ������'����� �����
0���� ���
���'���� @�E&��B�


 �� 0� '���� �� �'��� �����'
������� ��������� ��$��� �����
0��� @CHB ' ��� �������)
��'����� ��0�� ����'
���� ' �
���� <����6= ����
���' ��� ��
�*�� �5����*���� ��������5�
6��������& �����8� ��5��& ' *��������& '�������� ' ����
����� �*��� ����'86 � �����0���*)
�86 ��
�'�� �� ���������� ���,�����

���5�� ����������,�� ��
�5����� ��0� ���,����8 ��'�*��� ����*� � �����0������ <' ���)
����=& ��5�� �������� �'� ��$��� :
& � '����������& �������'& �� ��������& �� ��
0�� ����)
��
��� �� ����� �� ��������86 �
�*���86 '������' ' '��� ������8 ./ 9
����� �����)
��5� ���0���'�> ��� 9��� ��
�'�� ���$����� ������
��� ��'��������� '����0�86 ���*����
�
� ./ '����5� �
�*����5� '������� �'� ��������8� '����� ���
�*�8� ����*� ������� �$K)
������� �$��� �$��������� �������'���& ������� � $���� ��������� ���
������5� �������)
������ 
 �� 0� '���� ����
�5����� ��������,�� $���� $�
�� *������ ' ���'����� � @��G�JB
� ���'�
����� �� �*�� 9��5� ��
�*��� ������� +' '��� ����'����'����5� .1- ' �������6
��6����� ����*�� 1� 6��� ���
���'���� �� �
�*�� ����'
���� ' �
���� <����6= ����
���'
������� �������������� ��
�0���� @��G�JB& ����������� � ��
�'���& �$����*�'����� �����)
����*����� ��*�'��'���
������ +�� ���� ��
� # 5��$����- �� ����
����� ��� ��
�$
���� *����
�5����*�����
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L���
����� ����������� ���������)���0���'����� ���'�
��� �'�����8& �������,��)

��
��8� �'����& ∅ # ������ ���0���'�&
�
= # ��'����'� �� ������
����� 
8��0���� MNO ��)

������ %���� <�� ������
����=& � ∃! +��� �$8*��- # %���� <������'��� � ������'����=�
:������'�� ���8'��� ���0���'�& '�� 9
�����8 ������5� # ���0���'�� 1�������� �������
'8$����

P�
� x � y # �$K���8& �� *���� {x; y} �$����*��� ���0���'�& �����0���� x, y � �� �����0�)

��� ������6 ���5�6 9
������'� 1���� {z} �
= {z; z} �
� ��0��5� �$K���� z; ��
�*��� ���5
����&

�����0���� z. �
� '����6 �'�6 �$K����' a � b ��
�5��� @CD& 	� F�B& *�� (a, b)
�
=
{{a}; {a; b}}, ��)


�*�� �1 � ���'8� 9
������� a � '���8� 9
������� b. P�
� z ���� �1& �� *���� pr1(z) � pr2(z)
�$����*��� ����'����'���� ���'8� � '����� 9
�����8 z, �������*�� ������
���8� ��
�'���
z =

(
pr1(z),pr2(z)

)
. I���������& ' �
�*�� z = A × B, 5�� A � B # ���0���'�& ����������

pr1(z) ∈ A � pr2(z) ∈ B. �
� ��0��5� ���0���'� X *���� P(X) +*���� P ′(X)) �$����*���
�������'� '��6 +'��6 ������86- �(� X; Fin(X) ���� MNO �������'� '��6 ����*�86 ���0���'
�� P ′(X). P�
� M # �������� �������'� � N # ���0���'�& ��

M|N �
= {M ∩N : M ∈ M} ∈ P ′(P(N)

)
+C��-

���� �
�� M �� ���0���'� N +' ��
������� +C��- ����
�������& ��� ���'�
�& ' ��� �
�*��&
��5�� M ���� ����
�5�� ��������5� ���0���'� H, �
� ������5� N ∈ P(H)).

P�
� A � B # ���0���'�& �� *���� BA �$����*��� ���0���'� '��6 ���$��0���� �� A ' B
+�
����� @CD& 	� ��B-> �
� f ∈ BA ����
����� ���0� �$���������� �$����*���� f : A → B
� �
� a ∈ A *���� f(a), f(a) ∈ B, �$����*��� ���*���� f ' ��*�� a. P�
� A& B # ���0���'�&

f ∈ BA � C ∈ P(A), �� +��� @CDB- f1(C)
�
= {f(x) : x ∈ C} ∈ P(B) ���� �$��� C ��� �����'�� f &

f1(C) ∈ P ′(B) ��� C ∈ P ′(A)�

���� ' ��
������� R # '�����'����� ������& �����0���� ' R +����8�8�& ��
�����8�8�

� �������8�- �$����*��� ��
��� ��������'�� �'������86 ���$��> ��� @D& 5
� AB& @CE& Q ��DB� 1�
�)

5���& *�� N
�
= {1; 2; . . .} �& ��� m ∈ N, 1,m

�
= {k ∈ N| k � m} � −−−→m,∞ �

= {k ∈ N|m � k}. 1�
�5��&
*�� 9
�����8 N,N ⊂ R, �� �'
����� ���0���'���& ��
�'���� �
� '����5� ���0���'� T '��)
��� T 1,m ����
���'��� $�
�� �����,������ �$����*���� Tm, ��
�*�� ��� 9��� ���0���'� '��6
�����0�� (ti)i∈1,m : 1,m → T, �����8�& ����5� 5�'���& �'
����� ���$��0������ �� 1,m ' T.

 *��������& 9
�����8 R

m, �� ���� m)����8� '������& ��
�� ������
����� ' '��� �����0��
<�
��8= m, *�� �'
�����& ����*��& ����%���,���& �� ������'����� �
� '��6 ���
������6
�����������

������� !"� #�$�%#&�� $!'(�#&�� 
 �����
�6 ��������5� �����
� %�������� ����)
���� ���0���'� E � ��
�5���& *��

π[E]
�
= {L ∈ P ′(P(E)

)| (∅ ∈ L)& (E ∈ L)& (A ∩B ∈ L ∀A ∈ L ∀B ∈ L)}, +C�C-

��
�*�� +' +C�C-- �������'� '��6 π)������ @C�& 	� �EB �(� E +����*� π)������ �� E � <��
��=
� <�����,��=-� /�����
���� +C�C- �'
����� �*��� �$���> ��
���� �������� �������8� *����8�
�
�*��& '�0�8� �
� ��
������6 ����������� ;��& ��������'��

(top)[E]
�
= {τ ∈ π[E]

∣∣ ⋃
G∈G

G ∈ τ ∀G ∈ P ′(τ)}, (alg[E]
�
= {A ∈ π[E]|E \ A ∈ A ∀A ∈ A)}

������
��8 �������'� '��6 ����
�5�� �� E � �������'� '��6 �
5�$� �(� E.


���� ' ��
������� *���� β[E] +*���� βo[E]) �$����*��� �������'� '��6 B ∈ P ′(P(E)
)

+'��6 B ∈ P ′(P ′(E)
)
), �
� ��0��5� �� �����86

∀B1 ∈ B ∀B2 ∈ B ∃B3 ∈ B : B3 ⊂ B1 ∩B2.

�F



7
�����8 β[E] ���� �����'
���8� �������'� �(� E, � 9
�����8 βo[E] # !" ���0���'� E.

"������� �� ���,� ��������5� ������ L ∈ π[E], ''���� ���0� βo
L[E]

�
= {B ∈ βo[E]| B ⊂ L},

��
�*�� +' '��� �������' B ∈ βo
L[E]) !" ������ ���������5� L1 (E,L). 
 '���

F
∗(L) �

=
{F ∈ P ′(L\{∅})| (A∩B ∈ F ∀A ∈ F ∀B ∈ F)& (∀F ∈ F ∀L ∈ L (F ⊂ L)⇒ (L ∈ F))}

����� ���0���'� '��6 %�
����'& � ' '���

F
∗
o(L)

�
= {U ∈ F

∗(L)| ∀F ∈ F
∗(L) (U ⊂ F)⇒ (U = F)} ∈ P ′(

F
∗(L)) +C�D-

�������'� '��6 �(% (E,L). 7
�����8 �������'� +C�D- �5���� ' ��
������� '�0��� ��
�� 1��
x ∈ E ' '��� (

(E,L) − ult
)
[x]

�
= {L ∈ L|x ∈ L} ∈ F

∗(L)
����� ���'��
��8� %�
��� (E,L), ��'�*����� ��*�� x. /������& *��

F
∗
o(L) ⊂ F

∗(L) ⊂ βo
L[E] ⊂ βo[E]. +C�E-

��
�'�� �������
������ ���'��
��86 %�
����' π)������ ���& ��������& ' @�H& �����
 CB� L��)
��

(E − fi)[B|L] �
= {L ∈ L| ∃B ∈ B : B ⊂ L} ∈ F

∗(L) ∀B ∈ βo[E]; +C��-

' *��������& ' +C��- ��0�� ����
���'��� !" �� βo
L[E] +'��$�� 0� +C��- # ���������8� �����$

���������� %�
����' � ������� $��-�
�&')!*+�,'�#-�� )� &.�/�� &."� 
 �����
�6 ��������5� ������ ����
����� +C�D- ���

L = P(E). 
 9��� �'��� �������& *��

F[E]
�
= F

∗(P(E)
)
= {F ∈ P ′(P ′(E)

)| (A ∩B ∈ F ∀A ∈ F ∀B ∈ F)&
&
(∀F ∈ F ∀L ∈ P(E) (F ⊂ L)⇒ (L ∈ F))}. +C�F-

7
�����8 +C�F- ���8'��� %�
������ ���0���'� E. :���'����'����

Fu[E]
�
= F

∗
o

(P(E)
)
= {U ∈ F[E] | ∀F ∈ F[E] (U ⊂ F)⇒ (U = F)} +C��-

���� ���0���'� '��6 �(% E. 1�� 9���

(E − ult)[x]
�
=
((

E,P(E)
)−ult)[x] = {L ∈ P(E)|x ∈ L} ∈ Fu[E] ∀x ∈ E.

;�� ���8� ''����8 ���'��
��8� �(% ���0���'� E. .��0���'� +C��- �������� /������ �����
0�& *��

(E − fi)[B] �
= (E − fi)[B|P(E)] = {L ∈ P(E)| ∃B ∈ B : B ⊂ L} ∈ F[E] ∀B ∈ βo[E].

1�
�5���& ����� ��5�& *��

Fo
u[E| E ]

�
= {U ∈ Fu[E]| E ⊂ U} ∀E ∈ P ′(P(E)

)
. +C�J-


 �'��� � +C�F-& +C��- ������� ��������,�� @CF& 	� �F�G�F�B& �'������� � ��������%���,���
:�����GR�6��

0��$�!&" &'�'�'1��� 
 �����
�6 ��������5� ������ %�������� τ ∈ (top)[E]. ;�5��&

' *��������& τ ∈ π[E]. 1�� 9��� (E, τ) ���� ;1� P�
� x ∈ E, �� No
τ (x)

�
= {G ∈ τ |x ∈ G} ∈ F

∗(τ),
� Nτ (x)

�
= (E − fi)[No

τ (x)] ∈ F[E] ���� %�
��� ������������ ��*�� x, ��������86 ' ��8�
� @D&
5
� AB� P�
� B ∈ βo[E] � x ∈ E, ��

(B τ⇒x)
def⇐⇒(Nτ (x) ⊂ (E − fi)[B]). +C��-

��



: �*���� +C�E- �������& *�� ' +C��- ��0�� ' ��*���'� B ����
���'��� �(% �����'�
����
π)������8 ���0���'� E. ����� ��5�& F[E] ⊂ βo[E], � ������ +C��- ��������� ' �
�*��
B = F ∈ F[E]; ��5��& ������&

(E − fi)[B] = (E − fi)[F ] = F .
: +C��- ��
���� �'����� �6�������� �� .���G:���� @C& 5
� CB� �
� 9��5� ��������& *��

2. ���8'��� �����'�
���� ���� (D,�), 5�� D ���� �������� ���0���'�& � � # �����'
����
�� D. 2����'
�������� ' ���0���'� E ���8'��� '����� ����
�� (D,�, g), 5�� (D,�) ����
+��������- 2.& � g ∈ ED. ��0��� �����'
������� (D,�, g) ' ���0���'� E �������'
���
%�
���

(E − ass)[D;�; g] �
= {M ∈ P(E)| ∃d ∈ D ∀δ ∈ D (d � δ) =⇒ (

g(δ) ∈M
)} ∈ F[E] +C��H-

+�������� @C& 5
� CB& *�� �∈ P ′(D ×D) � ��� d1 ∈ D, d2 ∈ D ��� �$8*�� d1 � d2 ����*���& *��
(d1, d2) ∈�; �����$��� ��� ' @��& �����
 C�CB-> ��5�� ∀x ∈ E(

(D,�, g) τ→x
) def⇐⇒(Nτ (x) ⊂ (E − ass)[D;�; g]). +C���-


 +C���- ������
��� <�$8*���= �6�������� �� .���G:����� S�5�� '�����& *�� ��� ��
�'��6&
������
����6 +C���- +(D,�, g) # �����'
������� ' ;1 (E, τ), x ∈ E)(

(D,�, g) τ→x
)⇐⇒ (

(E − ass)[D;�; g] τ⇒ x
)
; +C��C-

��� ' 9��� �'��� +C���-� 1�������'�� +C��C- ������'
�'����� ������'����� �'��� �6�������� ��
.���G:���� � �6�������� !" ' ��8�
� @D& 5
� AB +��� +C��--� 
 *������ �
�*�� ���
���'���
�)
������ �$����*���� ������'���8� �$����� �������� ��
� (xi)i∈N ∈ EN � x ∈ E, ��(

(xi)i∈N
τ→x
) def⇐⇒(∀H ∈ Nτ (x) ∃m ∈ N : xk ∈ H ∀k ∈ −−−→m,∞).

P�
� ��� 9��� E = R � τ ���� �$8*��� | · |)����
�5�� τR ���0���'� R, �� '�����
(
(xi)i∈N

τ→x
)

' ���
����� '8��0���� ����
����� (xi)i∈N → x. 
���� ' ��
������� ��
�5���& *��

(E − seq)[E]
�
= {(xi)i∈N ∈ EN| ∀Σ ∈ E ∃k ∈ N : xj ∈ Σ ∀j ∈ −−→k,∞} ∀E ∈ P ′(P(E)

)
. +C��D-

2������� +��� +C��--& *�� τ |S = {S ∩G : G ∈ τ} ∈ (top)[S] ∀S ∈ P ′(E). P�
� S ∈ P ′(E), ��
(S, τ |S) ���� �������������'� ��6����5� ;1 (E, τ).

����� ��5�& ��
� H ∈ P(E), �� cl(H, τ) ���� MNO ���8����� ���0���'� H ' ;1 (E, τ).
2�����,& *���� (τ − comp)[E] �$����*��� �������'� '��6 ������86 ��������86 ' ;1 (E, τ)
�(� ���0���'� E; ��� @F& 	� ��FB�

� �� ��
������ ��	�����	�

�� ���,� ��������5� �����
� %�������� ������8� ���0���'� X � Y, ����
�5�� τ ∈ (top)[Y]
� ���$��0���� r ∈ Y

X. I��������'��� ' ��������� �����
� X ' ��*���'� ����������'� ����)
���& � Y # ' ��*���'� ����������'� ���������& �����8� �8 ��������� �����5��� �� ���*����6
���$��0���� r ��� ��
�*�� ��6 �
� ��86 /34� :��� 0� /34 ������
��� ��� �������'� ��
P ′(P(X)), �� �'��8'�� �0� �$�����
��� 9�� �������'� � ��
�$
����� ����6)�� ���������86
�5����*�����

:
���� @�& ������
���� D��B& ��� X ∈ P ′(P(X)) ��
�5���& *�� (as)[X;Y; τ ; r;X ] ���� MNO
���0���'� '��6 y ∈ Y, �
� ��0��5� �� �����86 ������'��� ����� �����'
������� (D,�, q)
' X, *�� (X ⊂ (X − ass)[D;�; q])&((D,�, r ◦ q) τ−→ y

)
. +D��-

L�'����� @�&�B& *�� (as)[X;Y; τ ; r;X ] = {y ∈ Y | ∃U ∈ Fo
u[X| X ] : f1[U ] τ⇒y}> ' 9��� �'��� ��� +C��-�


 �
�*�� X ∈ β[X] (as)[X;Y; τ ; r;X ] ���� @�& +D��-B ������*���� '��6 ���0���' cl
(
r1(B), τ

)
,

B ∈ X , �� ����

(as)[X;Y; τ ; r;X ] =
⋂
B∈X

cl
(
r1(B), τ

)
. +D�C-

�J



:'��� ���������� �� ����'� +D��- � +D�C- '����� �*�'���� +��� @�& +D�J-B- �����
�5�� �������'��
X ∈ P ′(P(X)), �
� ���������� ���
�5� +D�C- �
����� ��
��� +' ���'�� *���� +D�C-- ��������
X �������'�� '��6 ����*�86 ������*���� ���0���' �� X .

/��$� ������'���� �� '����0�����6 �������'
���� .1& ����
������6 ��
��� ���
���'�)
��
������ +��� @�F& 	� DJB- �$8*�86 �������� ��
�'���� � ��5
������ ��
� X ∈ P ′(P(X)), ��
+��� +C��D--

(sas)[X;Y; τ ; r;X ] �
= {y ∈ Y| ∃(xi)i∈N ∈ (X − seq)[X] :

(
r(xi)

)
i∈N

τ−→ y}. +D�D-


 ��
������� +D�D- ���8'��� ���'��,��
��8� .1� T���& *�� '��5��

(sas)[X;Y; τ ; r;X ] ⊂ (as)[X;Y; τ ; r;X ] ∀X ∈ P ′(P(X)). +D�E-

/������& *�� �������*�8� ��
�'�� ��'������� ���0���'& ����
�����86 ' +D�E-& ������8& '
*��������& ' @�F& 	� DJB +������� ' '��� �
�*��& ��5�� �������'� X , ����
������� ' +D�D-& ��)
���'
��� � ����� �*����� $���& � (Y, τ) ���� ;1 � ���'�� �������� �*�������-> ����8� ��
�'��
�����
��� �$�$���8 ' @�& ����
�0���� D�CB�

/������ ������ '�0��� �'����'�& �'������� � ��������%�,���������� ����*� � �������)
��� .1> ���& ��������& @�& +E��-B� P�
� E,H � K # ������8� ���0���'�& τ1 ∈ (top)[H], τ2 ∈
(top)[K], ���*�� (H, τ1) # 6������%�'�& � (K, τ2) # ���������� ;1& p ∈KE � q ∈ HK, ���*��
���$��0���� q ������8'�� ' ��8�
� ;1 (K, τ2) � (H, τ1), ��

(as)[E;H; τ1; q ◦ p; E ] = q1
(
(as)[E;K; τ2; p; E ]

) ∀E ∈ P ′(P(E)
)
. +D��-

� �� ��
��� � ��	 ��
�	����
! �
��	�	 
��	" �
��������#�
� 
��$����	�


���� ' ��
������� %�������� a ∈ R � b ∈ R, �
� �����86 a < b. 1�
�5��� ��
��

I
�
= [a, b], +E��-

��
�*�� ��'8��0����8� �������8� �����0���� '�����'����� ������& �����8� ��0��& '
*��������& ���������'��� ' ��*���'� �����0���� ����'
����� 7�� ����������,�� ���������)
'��� ' ��*���'� ����'���� L���& �$����� '������ ����*� � ���������� � ���
���'���� �'����'
/�& ����*����� '� 
'�������

1�� 9��� a = to ���� ��*�
��8�& � b = ϑo # ����*�8� ������8 '������> �������

ẋ(t) = u(t)M(t) +m(t), x(a) = xo, +E�C-

��0�� $8�� ������ ����*�
���& � ��0�� '�������� ���
� �����$�5� 
������5� ����$����'�)
��� @C�& 	� �FHB� 
 +E�C- x(t) ∈ R

n, 5�� n ∈ N # ����������� %���'�5� ����������'�& u(t) # ���)

��& M(t) ∈ R

n � m(t) ∈ R
n. 1�
�5��� ��� 9���& *�� u = u(·) ���� ����*��)���������� +��)��-

'(� %���,��& �'
������� ���5�����8� ����'
�����& ���,��
��� ������
�5���8� �������)
��� �& ���
� $8��& ���
�����8�� 7�� ����'
���� ��0�� '8$������� �� �������5� ���0���'�
U �$8*�86 ����'
����6 ���5����� 
�����)%���,�� M = M(·) � m = m(·) ��
�5��� ����)
��& *�� '�� �6 ���������8 # ���� ��'������8� �����
8 ��)�� '(� %���,��& '����� xo ∈ R

n

��
�5��� ������8��
1�
�5���& ������& *�� ������ ���$�'���� u ∈ U ������� ��� � ���5�� ��
�'�� �� '8)

$�� ���5������5� ����'
����& ���*�� ����������� � ��
�'�� ���������*����5� 6��������&
' �����86 ����8'����� ������ 0�
����� <�����'
����=& � ������� ����'�0���� ' ������ <��)
���'
����= �� ��������� P�
� ��
�'�� ���
����5� ���� ���& � ������� 
��� �5����*����&
������
���8� ' '��� u ∈ Uo, 5�� Uo ���� �(� U +�� ���� Uo ∈ P(U)), �� ' '��� ���0���'� '��6
���������

xu(b)
�
= xo +

∫ b

a
u(t)M(t) dt +

∫ b

a
m(t) dt, u ∈ Uo, +E�D-

�8 ��
�*��� /� ������8 +E�C- ' ������ b. ������ /�& ������& ��0�� ���*���$����� ��������)
�� ��� <��
��= ��������� Uo �& ' *��������& ��� ��
�$
���� �����5� �5����*���� �������'���

��



�'����'� �����*�'����� 1����
��� ��� ��
�$
���� �5����*���� /� <�����������=& 
�5�*��
���������'����� �� ��$
������ �5����*����& ������
���86 ��������'�� Uo, � '8�����& �� '��
0� ����*��� �������� ��*������ ;���� �$�����& �8 ���6���� � ,�
����$�������� ���������)
��� ����*� � �����0������ � /34 +9�� ��� $�
�� �����
��� ' �
�*��& ��5�� <���������*�����=
����*�
��� ���������8 ��������'��� ' ��'������� ������� �5����*����-� !���� ���������)
'��� ��
�� �
�*��& ��5�� U ���� ���0���'� '��6 ������,���
��86 ��)�� '(� %���,�� �� I&
� �����86 ����5��
 ��'������ � ������8� *��
�� d ∈ ]0,∞[. 1��
����� ��0�� ���������'���
��� ����� ���
�'�& ������� ��
0�� $8�� �����6���'��� ��
������� : �*���� +E�C- ��0��& ��)
����& ��
�5���& *�� d = 1, ���$�5��& ��
� 9�� �� ���& � �����������'�� M = M(·). 1��������
������ ��5
������& ���� ' '��� � �������8� ���5�� ����������,�� ���������'����� ��0�
�$��� �������'���

!���� ���������'��� �
������� ����
����
��8� �5����*���� �� '8$�� u ∈ U : �- ����')

���� u = u(·) ��
0�� $8�� ����
���� ��*������ ��
�� �����
0���
������> C- ������ ����')

���� ��
0�� ���'
��'����� �5����*���� ��������5� 6��������� ���������� �- ��'�����86
�5����*���� ����*�
��� ����� ���������*����� 6������� � �'
����� ��
�'��� �� '8$�� ���)
$
�0����5� �������& ������� ��0�� ������
����� �� ���
�5�� � @�& 5
� AAAB� ���������� C-
����� '�� ��
�'�� ∫ b

a
u(t)s(t) dt ∈ Y, +E�E-

5�� s = s(·) ���� N )'�����)%���,�� ��� N ∈ N, � ������� '�� ���������8 �'
����� ��'�����)
�8�� �����
��� ��)�� '(� %���,�� �� I, � Y # �������� ��������� �(� R

N . /5����*���� +E�E-
����������& ������ � ����� �������'
��� ������� ������������ ���������*����� '�����& ��5��
Y ' ���'�� *���� +E�E- ���������� ��� �
� ���� ������������� ;�5��& ��������� ��
�$
�� +E�E-&
�8 ���6���� � ��'�������� /34 +��� 9��� ���0���'� Uo, � ������� 5�'���
��� ' ��*�
� ���)
��
�& ������ ��8�
 ��
� �8������ '�������'���� �5� � �*���� �-& �� �������� ���0����'���
9�� ���0���'� � ∅; ��
� 0� �- �5����������& �� Uo ��0�� ������
��� ' '��� ��'��������� '��6
u ∈ U, ��$
������6 +E�E--� ������� /34 �������'
����� +���'��,��
����- .1 �� ���*����6
n)'�����)%���,����
�

u �−→ xu(b) : U −→ R
n +E��-

+����� �������
��8� ��������� xu(b), u ∈ U, ������
����� ����$�� +E�D--� 
���*��& �
� ��)
�������� �����5� .1 '��
�� �������*�� ������
��� ���
�5�*��� .1 �� ���*����6 n)'�����)
%���,����
�

u �−→
∫ b

a
u(t)M(t) dt : U −→ R

n; +E�F-

�� 9��� ���*��� �8 � �5����*���� ������������� ��������,��& ���
������6 .1 �� ���*���)
�6 +E�F-� 1�� 9��6 ����������6 $���� ��������� ���
�*�8� '������8 ��
�$
���� Y )�5����*�)
��� +E�E-& �
���� ������ @��&�F&�JB& �� �*��8'�� +' ��
�*�� �� @��&�F&�JB- '
����� ���������8 �-
��'������� ������8 �5����*����� L�����& �'����'� ���������*����� ��*�'��'���
������ ���
��
�$
���� *���� �5����*����& �����$�� ���������'����� ' @��&�F&�JB& ���
������� ����� ' ��)
0��� <����6 ����
���'=> $���� ������'
���& *�� � ' 9���& 6���������� �
� ���5�6 ����*
����
����5� ����'
����& ��0��� ���������� �'����'� ����� ������

:��*��& +$�
�� ������- �$����� ��� ���� '����0��� ����������,�� �������'��& �'�������
� ����������� .1 �� ���*����6 ���$��0���� +E�F-& �'��8'�� 9�� �������'�� � � �5����*������
'��� +E�E-�

L���& $���� ���������'��� 9
�����8 u ∈ U ��� �
������� '����������> ��� 9��� �*��8)
'����� ���
����� ����� ������
�0���� ��������
��� U +�& ' *��������& ���$�'���� d = 1).
;�5�� +E�F- ��0�� ���������'��� ��� �����,�� ���������� ./ �
�*����5� '������ M. :���)
'����'���� N )'�����)%���,����


u �−→
∫ b

a
u(t)s(t) dt : U −→ R

n +E��-

FH



���� �����,�� ���������� ./ �
�*����5� '������ s, � ��
�'�� +E�E-& ����������� ������)

����� ���
�5�� � ��'������ ���$
���� �������' +��� @CCB ' �'��� � ����'
������ ������
���$
��8 ' ����*�6 ����'
����-& �������� ��� �5����*���� �� '8$�� �
������� u ∈ U. 1��
�������'�� ���5�6 ���$�'���� � '8$��� ���������� �
������� ��
�*��� �
������� ����*�
� �����0������ <' �������= ���� �������� ���0���'� Y, ������
��� ���0���'� '����0)
�86 ���*���� ./ M ��� ��
�'��& *�� ./ s ���� 9
����� Y +��� +E�E--� 1�� 9��� �
�������
u ∈ U ���������'����� ��� ���
�����8� <����������8= %������'���� �
�*�������� /�
�$)

�� +E�E-& ���6���� � ��
����,�� ����*� � �����0������ <' �������=�

�������� ������& *�� ' 9��� ���
����� ����*� ��� ���������� �����,�� <��*�������= �
�)
*������� �8 ���������'��� �
�*��& ��5�� �
������� u 
���
���'��� ' �����
�6 �����0����
<��
��= �
��8� ������ ��
�'�� %�������� ���������*����� �� ������'� �5����*���� �� ���)

���,�� �
������� � �� ��0�� $8�� ''����� ' �������6 ��
����,�� ����5�)
�$� ����������5�
�5����*����� ;�� �� ����� ��� 
�5�� '�����'����� ' /34 ' '��� ����'����'����� ��������)
�8& ����
������ ����������& '���������� ��� ���
���'���
���� ��
�$
���� Y )�5����*����
+��� +E�E--�

� %� &
����
'���	�	��(�  ��( � 
�
�����
! ������ 
 �
��	�	 
��	

:
����� ��5
������ +E��- ��������
��� I; ��
�5��� +��� @�C& +E��B-& *��

J �
= {L ∈ P(I)| ∃ c ∈ I ∃ d ∈ I : (]c, d[⊂ L)& (L ⊂ [c, d])},

��
�*�� ��
��
5�$�� �(� I +�������'� '��6 �����0����' +����8�86& ��
�����8�86 � ������)
�86-& �����0���6�� ' I). R���� A '���� ' ��
������� �$����*��� �
5�$�� �(� I, ����0������
��
��
5�$��� J  ����� �
5�$��

A ∈ (alg)[I], +���-

�
� ������� ����'��
�'8 �
������� �'����'�

(J ⊂ A)& (∀L ∈ (alg)[I] (J ⊂ L) =⇒ (A ⊂ L)).

 '��� (I,A) ����� L1 � �
5�$��� ���0���'& ������� %���������� ' ��
��������

P�
� L ∈ P(I), �� *���� χL �$����*��� ��������� L, ���������'���8� ��� '(� %���,��
�� I : χL ∈ R

I � ��� 9���

(
χL(x)

�
= 1 ∀x ∈ L

)
&
(
χL(x̃)

�
= 0 ∀x̃ ∈ I \ L). +��C-


 ��*���'� L ' +��C- ��0�� ����
���'��� ���0���'� �� A, ��
�*�� {χL : L ∈ A} ∈ P ′(RI). S�)
������ �$�
�*�� {χL : L ∈ A} ' R

I +� ����*�*�� ������
���8�� 
�����8�� �����,����- �$�)
���*��� *���� Bo(I,A), ��
�*�� ���5��$����� ������*��86 ��������
��� (I,A) '(� %���,��
�� I. 1�� 9��� Bo(I,A) ⊂ B(I), 5�� B(I) # ���0���'� '��6 �5����*���86 %���,�� �� R

I , �'
�)
������ �*�'���� 
�����8� ����������'��& ��������8� �$8*��� UVW)������ ‖ · ‖ @C�& 	� CF�B�
!�
�� ��5�&

(
B(I), ‖ · ‖) ���� $���6�'� ����������'� @C�& 5
� AXB� T���& *�� ���8����� B(I,A)

���5��$����� Bo(I,A) ' ����
�5�� UVW)����8 ‖ · ‖ ���� �'
����� $���6�'8� ����������'��
' ����� �������������'�

(
B(I), ‖ · ‖). 4����� ��'����� @C�& 5
� AXB +��� ���0� @CE& Q D�FB-& *��

����
�5�*����� �����0����� ����������'� � B(I,A)& �$����*����� *���� B∗(I,A), ���0��)
��'��� � ����������'�� �5����*���86 '(� ��)�� ��� �� �
5�$�� A. 
 9��� �'��� ''���� ���
������
����& ��5
������6�� � @CE& 5
� D�EB +�$����*���� B(I,A) ����'����'��� @C�& 5
� AXB-�

R���� A(A) �$����*��� ���0���'� '��6 �5����*���86 '(� ��)�� ��� �� A, �'
�������&
��� 
�5�� '�����& 
�����8� ����������'��& ����0����8� ������� (add)+(A) +'��6 ������,�)
��
��86 '(� ��)�� ��� �� A +��� @CE& Q E���B-� ;�5�� A(A) ���������� �����,������ +��
����-
������)'����,��� ��0��� ��)�� ���� �� A(A) �������'
����� �� ��
��� '����,�� +��� @CE&
����
�0���� D�F��& +E����F-B-� 1�
�*������� ����� �$����� +��
���- �������'����� ��������)
��'� ��������*���� ������%�� B∗(I,A), � ��� ��������8� ��������*����� ������%��� A(A)

F�



' ��
���� ����� �� B∗(I,A) ��� �����,������ �������'���� @CE& ����
�0���� D���EB ������)

����� ' '��� ���������

μ �−→
(∫

I
f dμ

)
f∈B(I,A)

: A(A) −→ B∗(I,A),

5�� +����� � ��0�- �����,�� ����5����'���� ������
����� ���������� �6���� @CE& 5
� DB� 
 '���(
B(I,A),A(A))

��
�*��� ����� �$����� �$8*��� +' ������ ����
�5�*����6 '������86 ����������'- �'��)
��'�������& ' �'��� � *�� A(A) �������� ∗)�
�$�� ����
�5���

τ∗(A) ∈ (top)[A(A)],

��
�*�� ��� 9��� ' '��� ;1 (
A(A), τ∗(A)

)
+��D-


���
��� '8���
8� σ)�������> ��
�'�� ������������ ' ;1 +��D- ������
����� ��'������ ���)
����� 3
��5
� +��� @C�& 5
� X& �����
 EB> ' ������������'����� '��� ����8� ��
�'�� ������)

��8 ' @�F& +D�E���-B-� /������& *��

P(A) �
= {μ ∈ (add)+[A]|μ(I) = 1} ∈ (τ∗(A)− comp

)
[A(A)], +��E-

T(A) �
= {μ ∈ P(A)| ∀A ∈ A (μ(A) = 0) ∨ (μ(A) = 1)} ∈ (τ∗(A)− comp

)
[A(A)]. +���-


 +��E- ����� ������� ��)�� '����������� �� A, � +���- ������
��� ������� �������'���86
�'����*�86 +��*��� +H&�-)���*�86- ��)�� ��� �� A. ������� +���- �'
����� 5�������%�� ���)
�������'� :�����& ����'����'����5� �
5�$�� A +���-> ��� @��B�


 9��� �'��� ��
�'���� � ��5
������ ��� L ∈ P(A) ''���� ��������� XL ∈ R
A �������'�

L, ��
�5��& *�� (
XL(L)

�
= 1 ∀L ∈ L)& (XL(A)

�
= 0 ∀A ∈ A \ L); +��F-

��
�*�
� %���,�� ���0���'& ������
����� �� A. 
 ��*���'� L ��0��& ' *��������& ����
�)
��'��� �(% A. 1�� 9���

XU ∈ T(A) ∀U ∈ F
∗
o(A);

+��� +C�D-& +��F--� !�
�� ��5�& ���$��0����

κ
�
= (XU )U∈F∗

o(A) ∈ T(A)F∗
o(A) +���-

����& ��� 
�5�� '�����& $���,�� F
∗
o(A) �� T(A) +' @��& ����
�0���� E�CB ��������& *�� κ +���-

�'
����� 5�������%����� ����������'� :����� � <�����,��= F
∗
o(A) �� T(A) � ����
�5��� ���)

����������'� ;1 +��D--� 1�9���� �������'
���� F
∗
o(A), ������'
����� ' @�CB& ��*���8'�����

�$����� 6������������ T(A), ���������'����� ��� �������������'� +��D-� 2������� ������
�������'
�����

P�
� t ∈]a, b], �� !" J (−)
t

�
= {[c, t[: c ∈ [a, t[} ∈ βo

A[I] ����0���� �(%

U (−)
t

�
= (I − fi)[J (−)

t | A] = {A ∈ A| ∃ c ∈ [a, t[: [c, t[⊂ A} ∈ F
∗
o(A) +��J-

�
5�$�8 A � ����8� ������*����� '��6 �'��6 ���0���'� L�8�� �
�'���& U (−)
t # �'�$���8� @F&

D�FB �(% �
5�$�8 A.
3��
�5�*�8� �$����� ��� t ∈ [a, b[ !" J (+)

t
�
= {]t, c] : c ∈]t, b]} ∈ βo

A[I] ����0���� �(%

U (+)
t

�
= (I − fi)[J (+)

t | A] = {A ∈ A| ∃ c ∈]t, b] : ]t, c] ⊂ A} ∈ F
∗
o(A) +���-

FC



�
5�$�8 A � ����8� ������*����� '��6 �'��6 ���0���' +U (+)
t # �'�$���8� @F& D�FB �(% �
5�$�8

A). /���8'����� @�C& ����
�0���� F��B �(% '��� +��J- � +���- ��*���8'��� '�� '����0�����
���������� �'�$���86 �(% A. L�8�� �
�'��� @�C& +F�C�-B&

F
∗
o(A) =

{(
(I,A)− ult

)
[t] : t ∈ I

}∪{U (−)
t : t ∈]a, b]} ∪ {U (+)

t : t ∈ [a, b[}. +���H-

1������'
���� +���H-& ������'
����� ' @�CB& �5���� ������
����� ��
� ' ���
������6 ��)
��������6 +'����� � ���0����'
����� �(% A � +H&�-)���*�86 ��)�� ��� �� A, ������'
�'���8�
��������'�� +���--�

R���� η �$����*��� �
�� ���8 S�$�5� �� �
5�$�� A; ������ ���� �*����)������'�� �& ' *���)
�����& η ∈ (add)+[A]. : �*���� ������8 3
��5
� �����& *��

Pη(A) �
= {μ ∈ P(A)| ∀A ∈ A (

η(A) = 0
)
=⇒ (

μ(A) = 0
)}∈ (τ∗(A)− comp

)
[A(A)]. +����-


 ��
������� ������ � ����
�5��� τ∗(A)& ���
������� 
���
��� '8���
8� σ)������� +��D-&
������ ����
������� ����
�5��(

τ⊗(A) ∈ (top)[A(A)])& (τo(A) ∈ (top)[A(A)]),
������
���8� ' @��& +E�C�J-& +E�C��-B� Y������& τ⊗(A) # ����
�5�� ����*�*��� �6��������
' A(A), � τo(A) �'
����� ����
�5��� �������������'� ��6���'���� ������� R ' ����������
����
�5�� ��� ��
�'��& *�� �
5�$�� A ����
������� ' ��*���'� ��������5� ���0���'�� /���)
���& *�� $��� τ⊗(A) ��0�� $8�� ������
��� ��� �������'� '��6 ���0���' �
������5� '��� 
��
� μ ∈ A(A), K ∈ Fin(A) � ε ∈]0,∞[, �� ���������'���

{ν ∈ A(A)∣∣ |μ(A)− ν(A)| < ε ∀A ∈ K} ∈ P ′(
A(A)). +���C-

1�� ����$��� μ ∈ A(A), K ∈ Fin(A) � ε ∈]0,∞[ ���0���'� +���C- ' �'��� ��'��������� �$������
���$����� $����

;���
�5�� τo(A) ������
����� @�F& 	� E�B �
������� �$�����

τo(A) =
{
G ∈ P(A(A))| ∀μ ∈ G ∃K ∈ Fin(A) : {ν ∈ A(A)|μ(A) = ν(A) ∀A ∈ K} ⊂ G

}
.

;���� �$�����& $��� ����
�5�� τo(A) �����'
��� '��'����0�8� ���0���'�

{ν ∈ A(A)| μ(A) = ν(A) ∀A ∈ K}, μ ∈ A(A), K ∈ Fin(A).


 @��& Q EB ������8 ��
���8� �������'
���� +��
������5� 6������%�'�- ;1(
A(A), τo(A)

)
. +���D-

2�������& *�� ����
�5�� τ∗(A) � τo(A) �'
�����& '��$�� 5�'���& �����'���8�� @��& Q E�EB�
/����� �
� ,�
�5� �
���� �(� A(A) ����'����'����� �������������'� ����8'����� �0�
���'���8�� +��� @��& Q E�CB& @CJB-� �
� ����6 ,�
�� �������*�� ��������& *�� ����
�5��

τ∗η (A)
�
= τ∗(A)

∣∣
Pη(A)

∈ (top)[Pη(A)], τ oη (A)
�
= τo(A)

∣∣
Pη(A)

∈ (top)[Pη(A)] ���'���8 � ��� 9��� @�F&

+D���F-B

τ∗η (A) ⊂ τ oη (A). +���E-

:'����'� +���E- ����
������ ���0� '����� �*�'���8� @��& +E�C���-B ��'����'��

τ∗η (A) = τ⊗(A)
∣∣
Pη(A)

. +����-

Y������ ����� 0�& *�� ;1 (
Pη(A), τ∗η (A)

)
+���F-

���� �������� ������� +��� +����-& �5������ '�0��� ��
� ' ��
������6 ����������6�

FD



P�
� f ∈ B(I,A), ��& �
���� @��& Q D�EB& *���� f ∗η �$����*��� ��������
���8� η)����5��
 f
+����5��
 ��� %���,�� ���0���'-> ' 9��� �'��� ������� ���0� ���������� ' @CE& Q D��B� 
 ��
�
�*����� ������'����� η �����& ����*��& *��

f ∗ η =
(∫

A
f dη

)
A∈A

+����-

���� �*����)������'��� ���� �� A +��� @CE& ����
�0���� D�E�EB-> ' *��������& f ∗ η ∈ A(A).

'��� ' ������������ �����

B+
o (I,A)

�
= {f ∈ Bo(I,A)| 0 � f(t) ∀t ∈ I}

'��6 ������,���
��86 ������*��86 ' ��8�
� (I,A) '(� %���,�� �� I, �8 ��
�*��� ' '���

F
�
=
{
f ∈ B+

o (I,A)
∣∣∣ ∫

I
f dη = 1

}
∈ P ′(B+

o (I,A)
)

+���J-

+��������- ���0���'�& ������� ��� ����
���'���� +��� +����-- ��������� ��5��0���� I '���

f �−→ f ∗ η : F −→ Pη(A), +����-

���
����� <���'����
���= '���� �
����� �(� Pη(A) :
Pη(A) = cl

(
I1(F), τ∗(A)

)
= cl

(
I1(F), τo(A)

)
; +��CH-

��� @��& ������� E�D�EB� 1�
���� �������� ���0� ��� ���� �'����'�& ������'
����� ' @�E& �����)
�� ���B ��
�5��& *��

Tη(A) �
= {μ ∈ T(A)| ∀A ∈ A (

η(A) = 0
)
=⇒ (

μ(A) = 0
)},

����� �
������� ,���*�� ��'����' 

Tη(A) = T(A) ∩ cl
(
I1(F), τ∗(A)

)
= {κ(U (−)

t ) : t ∈]a, b]} ∪ {κ(U (+)
t ) : t ∈ [a, b[}. +��C�-

:'����'� +��CH-& +��C�- �'
����� $���'8��� /������ ���*�� �������8� ���������� �
����'���

P�
� t ∈]a, b[, �� '���� ' ��
������� ��
�5��� ζot
�
= inf({t− a; b− t}); ��5�� ζot ∈]0,∞[ �

P
o
η(A| t) �

= {μ ∈ Pη(A)|μ(]t− ε, t+ ε[) = 1 ∀ε ∈]0, ζot ]} +��CC-

+�*��8'��� ' +��CC-& *�� ��� ξ ∈]0, ζot ] a � t− ξ � t+ ξ � b, � ������ ]t− ξ, t+ ξ[∈ J , 5�� J ⊂ A
�� ������
���� A). 2�������& *�� +��� +����-- μ({t}) = μ([t, t]) = 0 ∀μ ∈ Pη(A) ∀t ∈ I. ���
�
����'�� ��
�*��� �
������� �*�'����� �'����'� ��
� μ ∈ Pη(A) � t ∈]a, b[, �� μ([a, t[) ∈
[0,∞[ � μ(]t, b]) ∈ [0,∞[ ����'8& *��

μ([a, t[) + μ(]t, b])) = 1. +��CD-

/������ �*�'�����& �� ��
����� ' ��
�������
�.�2�'(�!�� 3��� ���� t ∈]a, b[ � α ∈ [0, 1], ��

ακ(U (−)
t ) + (1− α)κ(U (+)

t ) ∈ P
o
η(A| t).

� � � � � � � � 
 � � � ' �� 1���� μ ∈ κ(U (−)
t ) � ν

�
= κ(U (+)

t ); ��� ���������� ��)�� ����

ξ
�
= αμ+ (1− α)ν.

: �*���� +��C�- ��
�*���& *�� ξ ∈ Pη(A). 
8$���� �����'�
��� θ ∈]0, ζot ], ��
�*��

]t− θ, t+ θ[∈ U (−)
t ∩ U (+)

t +��CE-

FE



+' ����� ��
�& ����� �
� ���0���'� [
t− θ

2
, t
[∈ J (−)

t

�*�'����� �'����'� [t− θ
2 , t[⊂]t− θ, t+ θ[, � �
� ���0���'� ]t, t+ θ

2 ] ∈ J
(+)
t ��
�*���& *��

]
t, t+

θ

2

[⊂]t− θ, t+ θ[;

�����
��� ]t− θ, t+ θ[∈ A, ���
������� +��CE--� L� +���- � +��CE- '8������& *��

κ(U (−)
t )(]t− θ, t+ θ[) = κ(U (+)

t )(]t− θ, t+ θ[) = 1,

�� ���� μ(]t− θ, t+ θ[) = ν(]t− θ, t+ θ[) = 1, *�� ����*��� ����'��
�'���� ,���*�� ��'����'

ξ(]t− θ, t+ θ[) = αμ(]t− θ, t+ θ[) + (1− α)ν(]t− θ, t+ θ[) = 1.

1����
��� '8$�� θ $8
 �����'�
��8�& ����� �� +��CC-& *�� ξ ∈ P
o
η(A| t). �

L� ����
�0���� ��� �
�����& ����*��& �
������� '
�0���� {
ακ(U (−)

t ) + (1− α)κ(U (+)
t ) : α ∈ [0, 1]

}⊂ P
o
η(A| t) ∀t ∈]a, b[. +��C�-

�.�2�'(�!�� 3�4� ���� t ∈]a, b[ � μ ∈ P
o
η(A| t), ��

μ = μ([a, t[)κ(U (−)
t ) + μ(]t, b])κ(U (+)

t ). +��CF-

� � � � � � � � 
 � � � ' �� 1���� α
�
= μ([a, t[) � β

�
= μ(]t, b]). ;�5�� α ∈ [0,∞[, β ∈ [0,∞[

� ��5
���� +��CD-
α+ β = 1. +��C�-

/������& *�� �� '8$��� μ ����� �*�'���8� ��'����'�

μ(L) = μ(L ∩ [a, t[) + μ(L∩ ]t, b]) ∀L ∈ A. +��CJ-


 �'��� � +��CJ- ''���� ' ������������ �
������� �'� ������,���
��8� '(� %���,�� ���0���' 

ν1
�
=
(
μ(L ∩ [a, t[)

)
L∈A, ν2

�
=
(
μ(L∩ ]t, b]))

L∈A. +��C�-

Y������& *�� ν1(I) = α � ν2(I) = β. : �*���� +��CJ- ��
�*��� ��'����'�

μ = ν1 + ν2, +��DH-

5�� ν1 ∈ (add)+[A] � ν1 ∈ (add)+[A] +����8� �'����'� ���
������� �� μ ' ��
� +��C�--� ��
��&
�������& *�� ∀L ∈ A (

η(L) = 0
)
=⇒ (

(ν1(L) = 0
)
&
(
ν2(L) = 0)

)
.

I��������� �'����'� ν1, '8��
�� �
� ����
���5� ������������ �
�*�� α = 0 � α �= 0.
1�� α = 0 �����& *�� 0 � ν1(L) � ν1(I) = α = 0 ∀L ∈ A. :
���'���
���& ' ������

�*�'����� �
�*�� ν1 = ακ(U (−)
t ). L���&

(α = 0) =⇒ (
ν1 = ακ(U (−)

t )
)
. +��D�-

1���� α �= 0. ;�5��& ��� 
�5�� '�����&

ν̃1
�
=

1

α
ν1 ∈ Pη(A).

P�
� c ∈ [a, t[, �� ' ��
� ������'����� μ

α = μ([a, t[) = μ([a, c[) + μ([c, t[).

F�



1���� A ∈ A. ;�5�� ' ��
� +��C�-

ν̃1(A) =
1

α
ν1(A) =

1

α
μ(A ∩ [a, t[). +��DC-

1����
��� U (−)
t ∈ F

∗
o(A), �� +��� +���-& @C�& ����
�0���� �H�E��B-

(A ∈ U (−)
t ) ∨ (I \A ∈ U (−)

t ). +��DD-

1���� A ∈ U (−)
t . ;�5�� �� �������� %�
���� A ∩ [a, t[∈ U (−)

t � �
� ��������5� c ∈ [a, t[

[c, t[⊂ A ∩ [a, t[. +��DE-

1�� 9��� t− c � t− a, � ��5�� �����& *��

ε∗
�
= inf({t− c; b− t}) ∈]0, ζot ]

� +�� '8$��� μ) ��
�*��� ��'����'�

μ(]t− ε∗, t+ ε∗[) = 1,

5�� ε∗ � t− c, � ��5�� [a, c] ⊂ [a, t− ε∗] +��� 9��� a � t− ε∗). ��� �
����'��

μ([a, c]) � μ([a, t− ε∗]). +��D�-


����� � ��� t+ ε∗ � b �& � �*���� +��D�- � ������'����� μ,

1 = μ(I) = μ([a, t− ε∗]) + μ(]t− ε∗, t+ ε∗[) + μ([t+ ε∗, b]) � μ([a, c]) + 1,

������ �
����� ��'����'� μ([a, c]) = 0. 1�9���� μ([a, c[) = 0, 5��

α = μ([a, t[) = μ([a, c[) + μ([c, t[).


 ���5� α = μ([c, t[). : �*���� +��DE- ��
�*���& *��

α � μ(A ∩ [a, t[) � μ([a, t[) = α,

�� ���� μ(A ∩ [a, t[) = α � ��5
���� +��DC- ν̃1(A) = 1 = κ(U (−)
t )(A) +��� ��
�'�� A ∈ U (−)

t ).
L���& ������'
���& *��

(A ∈ U (−)
t ) =⇒ (

ν̃1(A) = κ(U (−)
t )(A)

)
. +��DF-

1���� ������ I \A ∈ U (−)
t . ;�5�� A /∈ U (−)

t �� �������� %�
���� �& ���
� $8��&

κ(U (−)
t )(A) = 0. +��D�-

: �*���� +��J- ��
�*���& *�� �
� ��������5� c̃ ∈ [a, t[ ����� �����

[c̃, t[⊂ I \A, +��DJ-

5�� t − c̃ � t − a � ε̃∗
�
= inf({t − c̃; b − t}) ∈ ]0, ζot ]. ;�5�� ]t − ε̃∗, t + ε̃∗[∈ J , 5�� J ⊂ A, � +��

'8$��� μ)
μ(]t− ε̃∗, t+ ε̃∗[) = 1. +��D�-

1�� 9��� A ∩ [a, t[= A ∩ ([a, c̃[∪ [c̃, t[) = A ∩ [a, c̃[ ' ��
� +��DJ-& 5��

[a, c̃[∩ ]t− ε̃∗, t− ε̃∗[= ∅,

�����
��� c̃ � t− ε̃∗ �� ������
���� ε̃∗. 1����
��� μ(I) = 1, ����� ' ��
� +��D�-& *��

0 � μ(A∩ [a, t[) = μ(A∩ [a, c̃[) � μ(A\ ]t−ε̃∗, t+ε̃∗[) � μ(I\ ]t−ε̃∗, t+ε̃∗[) = μ(I)−μ(]t−ε̃∗, t+ε̃∗[) = 0.

FF



��� �
����'�� +��� +��DC--& ν̃1(A) = 0. : �*���� +��D�- ����� ��'����'�

ν̃1(A) = κ(U (−)
t )(A)

� ' �
�*�� I \A ∈ U (−)
t . ;�� ���8� ������'
��� ���
���,��

(I \A ∈ U (−)
t ) =⇒ (

ν̃1(A) = κ(U (−)
t )(A)

)
. +��EH-

L� +��DD-& +��DF- � +��EH- ����� '� '��6 '����0�86 �
�*��6 ��'����'� ν̃1(A) = κ(U (−)
t )(A).

1����
��� '8$�� A $8
 �����'�
��8�& ������'
���& *��

ν̃1 = κ(U (−)
t ). +��E�-

��� �
����'�� �� +��E�- � ������
���� ν̃1 ��
�*��� ��'����'�

ν1 = ακ(U (−)
t ) +��EC-

� ' �
�*�� α �= 0. L���& ������'
��� ���
���,��

(α �= 0) =⇒ (
ν = ακ(U (−)

t )
)
.

: �*���� +��D�- ��
�*��� ������ '� '��6 '����0�86 �
�*��6 ��'����'� +��EC-�

3��
�5�*�8� �$����� ������'
�'����� ��'����'� ν2 = βκ(U (+)
t ). L���&(

ν1 = ακ(U (−)
t )

)
&
(
ν2 = βκ(U (+)

t )
)
. +��ED-

L� +��DH- � +��ED- ��
�*��� +� �*���� ������
���� α � β ���$����� ��'����'� +��CF-� 1���
�)
0���� ��������� �

L� +��CD- � ����
�0���� ��C '8������& *��

P
o
η(A| t) ⊂ {ακ(U (−)

t ) + (1− α)κ(U (+)
t ) : α ∈ [0, 1]} ∀t ∈ ]a, b[.

:
���'���
��� +��� +��C�--& ����� ����� �'����'�

P
o
η(A| t) = {ακ(U (−)

t ) + (1− α)κ(U (+)
t ) : α ∈ [0, 1]} ∀t ∈ ]a, b[. +��EE-

: �*���� +��EE- ��
�5��� ' ��
�������& *��

P
o
η[A]

�
=
( ⋃
t∈ ]a,b[

P
o
η(A| t)

)
∪{κ(U (+)

a );κ(U (−)
b )}. +��E�-

.��0���'� +��E�- �5���� '�0��� ��
� ' ���
������6 ����������6& ������
�� ����������'�
/7� 1��*������& *�� ' ��
� +��C�-& +��CC- � +��E�-

P
o
η[A] ⊂ Pη(A); +��EF-

����������& ���0���'� +��E�- �������& � ������ +��� +��EF--

P
o
η[A] ∈ P ′(

Pη(A)
)
.

.8 ���������'��� ��)�� ���8 �� ���0���'� +��E�- ��� �$�$����8� ��0��8 ' �
���� <����6=
����
���'�

F�



� � � � � 4�
����5�
� �����	�
���� 6 �5���� 7�����8 �
��59��6

� )� &����
� ������	�


 ��������� 5
�'� ���
������� '�����8& �'�����8� � �������'
����� 9%%����'& '����)
�����6 ��� ���
���,�� ����
���' ��*������ ��
�� �����0�������� P�
� ��� 9��� �����
' '��� ����������,��& �'������� � ����*�� � �����0������ ��� /34 � ������������� '
�����
� E& ' ��������� 5
�'� �$��0������ ��
��� �
�*��& ��5�� ����
����
��8� �5����*����
�� '8$�� ����'
���� u ∈ U �'������ � ���������� �- �& ����� �$�����& ����*�
��� �����
���������*����� 6��������

� *� ��	��	����(� ��+��	� 	 ��
��� � �
��	�	 
��	 ,�
��
�
�	���#�(�
�
����$�-		.

2�������& *�� ' +���J- ������
��� ���0���'� �$8*�86 �������& �����8� ��5�� +��� ���)
��
 E- ���������'����� ' ��*���'� �$8*�86 ����'
����& 
�$� +' ���5�� ����������,��- ' ��)
*���'� ���
�����86 �����������' �������� �
�*���86 '�������'��� :��*�� �� '8$�� f ∈ F
$���� ���
��8'����� ����
����
��8� ��
�'�� ' ����'����'����� ���������*����� '��������

 9��� �'��� ��
�'���� � �������86 ����
����
��86 �$����*����6�

P�
� f ∈ F, �� supp(f)
�
= {t ∈ I| f(t) �= 0} ∈ P ′(I), *�� ���'�
��� ''����(

to(f)
�
= inf

(
supp(f)

))
&
(
(to(f)

�
= sup

(
supp(f)

))
+���-

to(f) ∈ I, to(f) ∈ I; ' 9��6 �������6 ''���� <�������= ����
���

tf
�
=

to(f) + to(f)

2
∈ I. +��C-

1�� 9���& ����*��& to(f) � tf � to(f). : �*���� +���- � +��C- ��
�5���& *��

Fε
�
= {f ∈ F| to(f)− to(f) < ε} ∀ε ∈ ]0,∞[. +��D-

S�5�� '�����& *�� ∀ε1 ∈ ]0,∞[ ∀ε2 ∈ ]0,∞[

(ε1 � ε2) =⇒ (Fε1 ⊂ Fε2). +��E-

Y������& ������& *�� Fε �= ∅ ∀ε ∈ ]0,∞[. 
 ����� ��
�& ����� εo ∈ ]0,∞[ �

ξo
�
= inf(

{εo
2
; b− a

}
).

;�5�� ξo ∈ ]0,∞[ � a+ ξo ∈ I. 1�
�5���

fo
�
=

1

ξo
χ[a,a+ξo];

��5�� fo ∈ B+
o (I,A) � ��� 9��� ∫

I
fo dη =

1

ξo
η([a, a+ ξo]) = 1.

1�
�*�
� �'����'� fo ∈ F. 1�� 9��� supp(fo) = [a, a+ ξo], � ������

to(fo) = a, to(fo) = a+ ξo

�& ���
� $8��& to(fo) − to(fo) = ξo < εo. 
 ���5�& fo ∈ Fεo �& ���
� $8��& Fεo �= ∅. 2�0���
�'����'� ��������8 ������'
���& � ��5�� � �*���� +��E- ��
�*���& *��

F̃
�
= {Fε : ε ∈ ]0,∞[} ∈ βo[F], +���-

FJ



�� ���� �������'� '��6 ���0���' +��D- �'
����� !" ���0���'� F.
P�
� ������ (H, τ) # ;1& H �= ∅ � r ∈ HF, �� ������
��� +��� +D�C-- ����'����'����� !"

F̃ .1 

(as)[F;H; τ ; r; F̃] =
⋂
U∈˜F

cl
(
r1(U), τ

)∈ P(H); +��F-

����� ��5�& ������
��� ���'��,��
���� .1 +��� +D�D--

(sas)[F;H; τ ; r; F̃] =
{
h ∈ H| ∃(fi)i∈N ∈ (F̃− seq)[F] :

(
r(fi)

)
i∈N

τ→h
}∈ P(H). +���-

1�� 9���& ����*�� +��� +D�E--& ���0���'� +��F-& +���- �'����8 '
�0�����

(sas)[F;H; τ ; r; F̃] ⊂ (as)[F;H; τ ; r; F̃]. +��J-

2�������& *�� ��
�'�� ��'������� ���0���' ' +��J- ������8 ' @�F& 	� DJB�


 ����6 ��������,��6 $���� ����
���'����� ���
�*�8� '������8 (H, τ), *�� �'����� ���0)
�� '��5� � ���6���� �� ����'� +D��-� 
 �����6 9��5� ���6��� '8��
����� �'� '������� .1 
����'��� � '�����5���
����� /���'��� .1 � ��� $���� ����'����'�'��� ����*� � �����0���)
��� ' ����*�������� ����������'� ' ��6� �����
� E� 
�����5���
���� 0� .1 �8 �'��8'���
����� � ��������� +���F-� 
 ��������� �����
� ���������'����� 9��� ���
����� �
�*��& �
�
������5�& ������& ' ��
������� $���� ������� ����'����'����� ���������� ' ��6� +D��-�

/������& *�� ��5
���� +���-& +��F-

(as)[F;Pη(A); τ ;I; F̃] =
⋂

ε∈]0,∞[

cl
(
I1(Fε), τ

) ∀τ ∈ (top)[Pη(A)]; +���-

' *��������& ������
��8 .1

(as)[F;Pη(A); τ∗η (A);I; F̃], (as)[F;Pη(A); τ oη (A);I; F̃]. +���H-


 �'��� +D��- ���'�� �� ���������86 ' +���H- .1 �
� ��� �������'
��� ���$�
���� ��������

 9��� �'��� ������� ������� �
����'�� +����-�

�.�2�'(�!�� :��� ��		� �	��� ��
��
	��	 (as)[F;Pη(A); τ∗η (A);I; F̃] � ����	��
� 
�	�

����� �	� μ ∈ Pη(A), 
�� ���
�� �� ������� ���	��
�	� �����
�	������ (D,�, g) 
 F �� �
���

��
��� (
F̃ ⊂ (F − ass)[D;�; g])& ((D,�,I ◦ g)τ⊗(A)−→ μ

)
.

� � � � � � � � 
 � � � ' �� /������ ���*�
� �*�'����� �'����'� ��
� μ ∈ Pη(A), ��

Nτ∗(A)(μ)
∣∣
Pη(A)

= Nτ∗η (A)(μ)

� ��� τ⊗η (A) �
= τ⊗(A)

∣∣
Pη(A)

����� ���0�

Nτ⊗(A)(μ)
∣∣
Pη(A)

= Nτ⊗η (A)(μ)

+��� @��& +C�D�J-B-� 
 ��
� +����- ����� � �*�'�������� ��'����'�

Nτ∗(A)(μ)
∣∣
Pη(A)

= Nτ⊗(A)(μ)
∣∣
Pη(A)

.

P�
� ������ (D,�, h) ���� �����'
������� ' Pη(A) � μ ∈ Pη(A), �� ����� +��� @��& +C�D��-B-
�
������� �'� 9�'�'�
��,��

(
(D,�, h)τ∗(A)−→ μ

)⇐⇒ (
(D,�, h)τ

∗
η (A)−→ μ

)
, +����-

(
(D,�, h)τ⊗(A)−→ μ

)⇐⇒ (
(D,�, h)τ

⊗
η (A)−→ μ

)
, +���C-

F�



� �����
��� +��� +����-- τ∗η (A) = τ⊗η (A), �� �� +����-& +���C- '8������& *��

(
(D,�, h)τ∗(A)−→ μ

)⇐⇒ (
(D,�, h)τ⊗(A)−→ μ

)
.

;����� �����8'����� ��'��0����� '8������ �� ������
���� .1 ' �����
� D +��� +D��-- � �*�)
��� +����-� �

�.�2�'(�!�� :�4� ����	��
� +��E�- ��	��
�	� �	�
�	 �� �������	��� 
 +���H- ��

�
	����

(as)[F;Pη(A); τ∗η (A);I; F̃] ⊂ P
o
η[A]. +���D-

� � � � � � � � 
 � � � ' �� 
8$���� �����'�
���� ��)�� ����

μo ∈ (as)[F;Pη(A); τ∗η (A);I; F̃]. +���E-

;�5�� ' ��
� ����
�0���� ���

μo ∈ Pη(A) +����-

� ��� 9��� �
� ��������� �����'
������� (D,�, g) ' ���0���'� F

(
F̃ ⊂ (F− ass)[D;�; g])& ((D,�,I ◦ g)τ⊗(A)−→ μo

)
. +���F-

Y���� (D,�) # +��������- 2. � g : D −→ F. :��
� $8��&

g(δ) ∈ F ∀δ ∈ D. +����-

1�9���� +��� +����-- ��� δ ∈ D ����� �������� ���0���'�

supp
(
g(δ)

)
= {t ∈ I| g(δ)(t) �= 0} ∈ P ′(I) ∀δ ∈ D, +���J-

� ���0� �
������� ��� ���*����& �'�����8� � ���0���'�� +���J- 

to
(
g(δ)

)
= inf

(
supp

(
g(δ)

))∈ I,

to
(
g(δ)

)
= sup

(
supp

(
g(δ)

))∈ I,

tg(δ) =
to
(
g(δ)

)
+ to

(
g(δ)

)
2

∈ I

+����-

+��� +���-& +��C--> ��� 9���& ����*��&

a � to
(
g(δ)

)
� to

(
g(δ)

)
� b. +��CH-

�
� ��������� �$����*�� *���� tg(·) ���$��0����

δ �−→ tg(δ) : D −→ I,

��
�*�� ' '��� (D,�, tg(·)) �����'
������� ' ���������� ;1 (I, τ �I ), 5�� ����
�5�� τ �I ∈ (top)[I]
����0���� �$8*��� ��������)����
��

(x, y) �−→ |x− y| : I × I −→ [0,∞[;

����& *�� τ �I = τR|I , 5�� τR ���� �$8*��� | · |)����
�5�� R. 
'����& �
���� @��& +C�C��-B& �
�
��0��5� 2. (D, <) ���0���'�

(Isot)[D;<;D;�] �
=
{
h ∈ DD∣∣ (h1(D) ∈ (� −cof)[D]

)
&

&
(
∀d1 ∈ D ∀d2 ∈ D (d1 < d2) =⇒

(
h(d1) � h(d2)

))}
,

+��C�-

�H



5�� (� −cof)[D]
�
= {H ∈ P(D)| ∀d′ ∈ D ∃ d′′ ∈ H : d′ � d′′}. 7
�����8 +��C�- # ���� �������8�

���$��0���� �� (D, <) ' (D,�) � ���%���
��8� �$������ L���
���� ������������ (I, τ �I ),
���$���� @��& +C�D��-& +C�D�CD-B +��������- 2. (D,�), ���$��0���� λ ∈ (Isot)[D;�;D;�] � *��
�
to ∈ I, �
� �����86

(D,�, tg(·) ◦ λ) τR−→ to. +��CC-

Y������ ' �'��� � +��CC-& *�� tg(·) ◦ λ ���� ���$��0����

d �−→ tg(λ(d)) : D −→ I.

1�9���� �'����'� +��CC- ����*���& *�� ∀ε ∈ ]0,∞[ ∃ d′ ∈ D ∀d′′ ∈ D

(d′ � d′′) =⇒ (|tg(λ(d′′)) − to| < ε). +��CD-

L� +��C�- ����� ���0� �
������� ��
����� �'����'� λ; ������ ∀δ ∈ D ∃ d1 ∈ D ∀d2 ∈ D

(d1 � d2) =⇒
(
δ � λ(d2)

)
. +��CE-

Y������& *�� g ◦ λ =
(
g
(
λ(d)

))
d∈D
∈ FD, � ��5�� ' ��
� +��CD- ∀ε ∈]0,∞[ ∃ d′ ∈ D ∀d′′ ∈ D

(d′ � d′′) =⇒ (|t(g◦λ)(d′′) − to| < ε). +��C�-

����� ��5�& �����& *�� I ◦ g ◦ λ = (I ◦ g) ◦ λ = I ◦ (g ◦ λ),

I ◦ g ◦ λ : D −→ Pη(A). +��CF-


 �'��� � +��CF- ������� �*�'����� �
����'�� +���F-& +��CE-> ������

(D,�,I ◦ g ◦ λ)τ⊗(A)−→ μo. +��C�-


��'������� � +��CC-& �������& *��

(to = a) ∨ (to ∈ ]a, b[) ∨ (to = b). +��CJ-


�� ��� '����0����� ' +��CJ- ���������� ����
����

�- 1���� ���*�
� to = a. 1���0��& *�� ' 9��� �
�*�� μo = κ(U (+)
a ). 
 9��� �'��� ��������&

*�� !"

J (+)
a = {]a, t] : t ∈]a, b]} ∈ βo

A[I]

����0���� �(% U (+)
a ; ��� 9���& ����*��&

U (+)
a = (I − fi)[J (+)

a | A] = {A ∈ A| ∃ t ∈]a, b] : ]a, t] ⊂ A} ∈ F
∗
o(A). +��C�-

Y������& *�� κ(U (+)
a ) = XU(+)

a
∈ T(A);

(
κ(U (+)

a )(L) = 1 ∀L ∈ U (+)
a

)
&
(
κ (U (+)

a )(L̃) = 0 ∀L̃ ∈ A \ U (+)
a

)
. +��DH-

:��'��� μo � κ(U (+)
a ). 
8$���� �����'�
��� U ∈ U (+)

a , ��
�*��& ' *��������& *�� U ∈ A
� +��� +��C�-- �
� ��������5� t∗ ∈]a, b] ����� ����� '
�0����

]a, t∗] ⊂ U ; +��D�-

��� 9��� t∗ − a ∈ ]0,∞[ � ����'��
�'� ��'����'�

κ(U (+)
a )(U) = 1. +��DC-

��



: ���5�� ������8& μo(U) ∈ [0, 1]. L� +��C�- ����� ' ���������'����� �
�*��& *�� ∀ε ∈]0,∞[
∃ d′ ∈ D ∀d′′ ∈ D

(d′ � d′′) =⇒ (|t(g◦λ)(d′′) − a| < ε). +��DD-

: �*���� ���'�5� ��
�0���� ' +���F- ����� �� �'����'�� λ +��� +��CE--& *�� ∀ε ∈]0,∞[ ∃ d1 ∈ D

∀d2 ∈ D

(d1 � d2) =⇒
(
(g ◦ λ)(d2) ∈ Fε

)
.

L���
���� +��DD- � ���������� �'����'� 2.& ��
�*��& *�� ∀ε ∈]0,∞[ ∃ d(1) ∈ D ∀d(2) ∈ D

(d(1) � d(2)) =⇒ (
(|t(g◦λ)(d(2)) − a| < ε

)
&
(
(g ◦ λ)(d(2)) ∈ Fε)

)
. +��DE-

1�� '8$��� ε ��0��& ' *��������& ����
���'��� ' +��DE- �
������� '������

ε =
t∗ − a

2
.

�*��8'�� ������ '����0�����& ���$���� +��� +��DE-- δ∗ ∈ D ���& *�� ∀δ ∈ D

(δ∗ � δ) =⇒ (
(|t(g◦λ)(δ) − a| < t∗ − a

2

)
&
(
(g ◦ λ)(δ) ∈ F t∗−a

2
)
)
. +��D�-


8$���� �����'�
��� δ∗ ∈ D �� �'����'�� δ∗ � δ∗, ��
�*�� ' ��
� +��D�-& *��(|t(g◦λ)(δ∗) − a| < t∗ − a

2

)
&
(
to
(
(g ◦ λ)(δ∗)

)−to((g ◦ λ)(δ∗))< t∗ − a

2

)
, +��DF-

5�� (g ◦ λ)(δ∗) ∈ F. ;�5��& ��� 
�5�� '�����&

[to
(
(g ◦ λ)(δ∗)

)
, to
(
(g ◦ λ)(δ∗)

)
] ⊂ [a, t∗[ +��D�-

+�*��8'��� +����- � +��CH--& � ������

(I ◦ g ◦ λ)(δ∗)
(
[to
(
(g ◦ λ)(δ∗)

)
, to
(
(g ◦ λ)(δ∗)

)
]
)
=

= (I ◦ g ◦ λ)(δ∗)
(
]to
(
(g ◦ λ)(δ∗)

)
, to
(
(g ◦ λ)(δ∗)

)
]
)
�

� (I ◦ g ◦ λ)(δ∗)(]a, t∗[) = (I ◦ g ◦ λ)(δ∗)(]a, t∗])
+��DJ-

+�*��8'��� ������
���� I � ��& *�� η({t}) = 0 ∀t ∈ I). : ���5�� ������8& ' ��
� +��D�-

(I◦g◦λ)(δ∗)(]a, t∗]) = (I◦g◦λ)(δ∗)([a, t∗]) =
∫
[a,t∗]

(g◦λ)(δ∗) dη =

∫
I
(g◦λ)(δ∗) dη = (I◦g◦λ)(δ∗)(I) = 1.

: �*���� +��D�- ��
�*��� ������& *�� (I ◦ g ◦ λ)(δ∗)(U) = 1. 1����
��� '8$�� δ∗ $8
 �����)
'�
��8�& ������'
���& *�� ∀δ ∈ D

(δ∗ � δ) =⇒ (
(I ◦ g ◦ λ)(δ)(U) = 1

)
. +��D�-


����� � ��� ����� � �*�'��������& *��

O+
ε

�
= {ν ∈ A(A)∣∣ |μo(U)− ν(U)| < ε} ∈ Nτ⊗(A)(μo) ∀ε ∈]0,∞[.

1�9���� � �*���� +��C�- ��
�*���& *�� +��� +C���-- ∀ε ∈]0,∞[ ∃ d ∈ D ∀δ ∈ D

(d � δ) =⇒ (|(I ◦ g ◦ λ)(δ)(U) − μo(U)| < ε
)
.

"�������� ε̂ ∈]0,∞[ � ���$����� d̂ ∈ D ���& *�� ∀δ ∈ D

(d̂ � δ) =⇒ (|(I ◦ g ◦ λ)(δ)(U) − μo(U)| < ε̂
)
. +��EH-

�C



1����
��� δ∗ ∈ D � d̂ ∈ D, �� �� �������� 2. �
� ��������5� δ̂∗ ∈ D

(δ∗ � δ̂∗))& (d̂ � δ̂∗).


 ��
� +��D�- ��
�*���& *�� (I ◦ g ◦ λ)(δ̂∗)(U) = 1 �& '����� � ���& +��� +��EH--

|(I ◦ g ◦ λ)(δ̂∗)(U)− μo(U)| < ε̂.

1�
�*�
�& *�� |1−μo(U)| < ε̂. 1����
��� '8$�� ε̂, ε̂ > 0, $8
 �����'�
��8�& ������'
���& *��

μo(U) = 1, � ��5�� � �*���� +��DC- ��
�*��� ��'����'� μo(U) = κ(U (+)
a )(U). L���& ������'
���

�'����'�
μo(A) = κ(U (+)

a )(A) ∀A ∈ U , +��E�-

*�� �������*�� @C�& ����
�0���� �H�E��B �
� ����'��
�'���� ��'����'� μo = κ(U (+)
a ). ��� �
��)

��'�� +��� +��E�-- μo ∈ P
o
η[A]. ������'
��� ���
���,��

(to = a) =⇒ (μo ∈ P
o
η[A]). +��EC-

C- 1���� to ∈]a, b[. ;�5�� ������
��� ���*���� ζoto = inf({to − a; b− to}) ∈ ]0,∞[. 2�������&
*�� +��� +��CC--

P
o
η(A| to) = {μ ∈ Pη(A)|μ(]to − ε, to + ε[) = 1 ∀ε ∈ ]0, ζoto ]}. +��ED-

: �*���� +��E�- ��
�*��� �
������� '
�0���� 

P
o
η(A| to) ⊂ P

o
η[A]. +��EE-

1���0��& *�� +' ���������'����� �
�*�� to ∈ ]a, b[) μo ∈ P
o
η(A| to).


8$���� �����'�
��� ε� ∈ ]0, ζoto ], ���
� *�5� � �*���� +��C�- ���$���� d�1 ∈ D ���& *�� ∀d ∈ D

(d�1 � d) =⇒ (|t(g◦λ)(d) − to| < ε�

2
). +��E�-

��
�� � �*���� +���F- � +��CE- ���$���� d�2 ∈ D, �
� ������5� ∀d ∈ D

(d�2 � d) =⇒ (
(g ◦ λ)(d) ∈ F ε�

2

)
. +��EF-

;�5�� d�1 ∈ D � d�2 ∈ D, � ������ �� �������� 2. �
� ��������5� d� ∈ D ����� �'����'�

(d�1 � d�),&(d�2 � d�). ;�5�� ' ��
� +��E�-& +��EF- ∀δ ∈ D

(d� � δ) =⇒
((|t(g◦λ)(δ) − to| < ε�

2

)
&
(
(g ◦ λ)(δ) ∈ F ε�

2

))
. +��E�-

Y������& *�� ]to − ε�, to + ε�[∈ A. 
8$���� �����'�
��� δ̃� ∈ D �� �'����'�� d� � δ̃�. ;�5�� ��
+��E�- �����& *��

(|t(g◦λ)(δ̃�) − to| < ε�

2
)&
(
(g ◦ λ)(δ̃�) ∈ F ε�

2

)
. +��EJ-

L� +���-& +��C- � +��EJ- 
�5�� �
����� ����'����'�(
to
(
(g ◦ λ)(δ̃�))< to + ε�

)
&
(
to − ε� < to

(
(g ◦ λ)(δ̃�))).

:
���'���
���& supp
(
(g◦λ)(δ̃�))⊂ [to

(
(g◦λ)(δ̃�)), to((g◦λ)(δ̃�))] ⊂ ]to−ε�, to+ε�[, ������ '8������&

*��
(I ◦ g ◦ λ)(δ̃�)( ]to − ε�, to + ε�[) = 1.

1����
��� '8$�� δ̃� $8
 �����'�
��8�& ������'
���& *�� ∀δ ∈ D

(d� � δ) =⇒ (
(I ◦ g ◦ λ)(δ)( ]to − ε�, to + ε�[) = 1

)
. +��E�-

�D



/������ ������& *�� ������
��8 ������*����� �����������

O�
ε

�
= {ν ∈ A(A)∣∣ |μo( ]to − ε�, to + ε�[)− ν( ]to − ε�, to + ε�[)| < ε} ∈ Nτ⊗(A)(μo) ∀ε ∈ ]0,∞[.

: �*���� +��C�- ��
�*��� ��9����& *�� ∀ε ∈ ]0,∞[ ∃ d ∈ D ∀δ ∈ D

(d � δ) =⇒ ( |μo( ]to − ε�, to + ε�[)− (I ◦ g ◦ λ)(δ)( ]to − ε�, to + ε�[)| < ε
)
. +���H-

1���� ζ ∈ ]0,∞[. : �*���� +���H- ���$���� d∗ζ ∈ D ���& *�� ��� 9��� ∀δ ∈ D

(d∗ζ � δ) =⇒ ( |μo( ]to − ε�, to + ε�[)− (I ◦ g ◦ λ)(δ)( ]to − ε�, to + ε�[)| < ζ
)
. +����-

1����
��� d� ∈ D � d∗ζ ∈ D, �� �
� ��������5� d
�
ζ ∈ D ����� d� � d

�
ζ � d∗ζ � d

�
ζ . ;�5�� ' ��
�

+��E�- ����� ��'����'� (I ◦ g ◦ λ)(d�ζ)( ]to − ε�, to + ε�[) = 1, � �� +����- '8������ ����'����'�

|μo( ]to − ε�, to + ε�[)− (I ◦ g ◦ λ)( ]to − ε�, to + ε�[)| < ζ.


 ���5� |μo( ]to−ε�, to+ε�[)−1| < ζ. 1����
��� '8$�� ζ, ζ > 0, $8
 �����'�
��8�& ������'
���
��'����'�

μo( ]to − ε�, to + ε�[) = 1. +���C-

/����� � '8$�� ε�, ε� > 0, $8
 �����'�
��8� +������
�5�
���& *�� ε� ∈]0, ζoto ]), � ������ ��
+���C- �����& *��

μo( ]to − ε, to + ε[) = 1 ∀ε ∈]0, ζoto ]). +���D-

: �*���� +��ED- ��
�*���& *�� ' ���������'����� �
�*�� μo ∈ P
o
η(A| to) �& ��� �
����'�� +���

+��EE--& μo ∈ P
o
η[A]. L���& ������'
��� ���
���,��

(to ∈]a, b[) =⇒ (μo ∈ P
o
η[A]). +���E-

I����0�������& ����$�8�� �$����'���� +��EC-& ������'
�'����� ���0�& *��

(to = b) =⇒ (μo ∈ P
o
η[A]). +����-


 ���5� �� +��CJ-& +��EC-& +���E- � +����- ��
�*���& *�� '� '��6 '����0�86 �
�*��6 μo ∈ P
o
η[A],

*�� ��'�������� +��� +���E-- ��������
���'� ���$����5� �'����'� +���D-� �
2������� ������& *�� ��5
���� +C��D-

(E − seq)[F] = {(fi)i∈N ∈ FN| ∀Σ ∈ E ∃ k ∈ N : fj ∈ Σ ∀j ∈ −−→k,∞} ∀E ∈ P ′(P(F)).

 *��������& ������
��� +��� +���-- �
������� ���0���'�

(F̃ − seq)[F] = {(fi)i∈N ∈ FN| ∀Σ ∈ E ∃ k ∈ N : fj ∈ Σ ∀j ∈ −−→k,∞}, +���F-

������� �0� ����
���'�
��� ' +���-� 2������� �*�'����� �
����'�� +���E- ��
� (fi))i∈N ∈ FN

� μ ∈ Pη(A), �� ((
I(fi)

)
i∈N

τoη (A)−→ μ
)
=⇒

((
I(fi)

)
i∈N

τ∗η (A)−→ μ
)
. +����-

:'����'�& ����$��� +����-& ����'��
�'� � ' �
���� �����'
��������& ������ ���*�� �8 �����)
����*���� �� ���'��,��
��86 ��������,��6�

P�
� t ∈]a, b], �� *���� X
(−)
t ��
�'���� �$����*��� ���$��0����

c �−→ 1

t− c
χ[c,t[ : [a, t[−→ F

+' �'��� � +���J- �������� +���J- � ��& *�� η # �
�� ���8 S�$�5� �� A). L���&

X
(−)
t (c) =

1

t− c
χ[c,t[ ∈ F ∀t ∈]a, b] ∀c ∈ [a, t[. +���J-

�E



�.�2�'(�!�� :�;� ���� t ∈]a, b] � (ci)i∈N → [a, t[, �� ������� ����������

(
(ci)i∈N −→ t

)
=⇒

((
I
(
X

(−)
t (ci)

))
i∈N

τoη (A)−→ κ(U (−)
t )

)
.

� � � � � � � � 
 � � � ' �� "�������� t ∈]a, b] � ���
���'���
������ (ci)i∈N ' [a, t[, �
�
�����86

(ci)i∈N −→ t

+�6�������� ' (R, τR)). ;�5�� ����� � �*�'��������& *��

∀c ∈ [a, t[ ∃ k ∈ N : c < cj ∀j ∈ −−→k,∞. +����-

1�� 9��� I
(
X

(−)
t (cj)

)
= X

(−)
t (cj) ∗ η ∈ Pη(A) ∀j ∈ N. ;�5��& ' *��������&

I
(
X

(−)
t (cj)

)
([c, t[) =

1

t− cj

∫
[c,t[

χ[cj ,t[ dη ∀c ∈ [a, t[ ∀j ∈ N. +��FH-

1�� 9��� U (−)
t = {A ∈ A| ∃ c ∈ [a, t[: [c, t[⊂ A} +��� @�CB-� I��������� ��)�� ���� κ(U (−)

t ).

1���� Λ ∈ U (−)
t . ;�5�� +��� +��F-& +��J-- κ(U (−)

t )(Λ) = 1. 1��$���� c ∈ [a, t[, �
� ������5�
[c, t[⊂ Λ, ��
�*��& ' *��������& t − c ∈ ]0,∞[. : �*���� +����- ����� �
� ��������5� n ∈ N

�'����'�

c < cj ∀j ∈ −−→n,∞.

1���� p ∈ −−→n,∞. ;�5�� c < cp � t− cp ∈ ]0,∞[, ���*�� +��� +���J-

X
(−)
t (cp) =

1

t− cp
χ[cp,t[ ∈ F.

����� ��5�& �����& ��� �
����'�� +��� +��FH--& ,���*�� ��'����'

I
(
X

(−)
t (cp)

)
(Λ) =

∫
Λ
X

(−)
t (cp) dη =

1

t− cp

∫
I
χ[cp,t[χΛ dη =

1

t− cp

∫
I
χ[cp,t[∩Λ dη,

5�� [cp, t[⊂ [c, t[⊂ Λ, � ������ ����'��
�'� ��'����'�

I
(
X

(−)
t (cp)

)
(Λ) = 1.


 ���5� I
(
X

(−)
t (cp)

)
(Λ) = κ(U (−)

t )(Λ). 1����
��� '8$�� p $8
 �����'�
��8�& ������'
���& *��
∃m ∈ N :

I
(
X

(−)
t (cj)

)
(Λ) = κ(U (−)

t )(Λ) ∀j ∈ −−−→m,∞.

��
� ����� � '8$�� Λ $8
 �����'�
��8�& ������'
���& *��

∀A ∈ U (−)
t ∃m ∈ N : I

(
X

(−)
t (cj)

)
(A) = κ(U (−)

t )(A) ∀j ∈ −−−→m,∞.

: �*���� ������'����� ��)�� ��� I
(
X

(−)
t (cj)

)
, j ∈ N, � κ(U (−)

t ) 
�5�� ������'
�'����� +��� �0�
�������'����� @C�& ����
�0���� �H�E��B-& *�� '��$��

∀A ∈ A ∃m ∈ N : I
(
X

(−)
t (cj)

)
(A) = κ(U (−)

t )(A) ∀j ∈ −−−→m,∞.

1��
����� �'����'� �������*�� +��� ������
���� τo(A) ' �����
� �& � ���0� @��& +C�D��-B- ' ��
�
������ 2. �
� ����'��
�'���� �'����'�

(
I(X

(−)
t (ci))

)
i∈N

τoη (A)−→ κ(U (−)
t ). �

��



P�
� t ∈ [a, b[, �� *���� X
(+)
t �$����*��� ���$��0����

c �−→ 1

c− t
χ]t,c] : ]t, b] −→ F.

;���� �$�����& ��
�*���& *��

X
(+)
t (c) =

1

c− t
χ]t,c] ∈ F ∀t ∈ [a, b[ ∀c ∈ ]t, b]. +��F�-

�.�2�'(�!�� :�<� ���� t ∈ [a, b[ � (ci)i∈N : N→ ]t, b], �� ������� ����������

(
(ci)i∈N −→ t

)
=⇒

((
I
(
X

(+)
t (ci)

))
i∈N

τoη (A)−→ κ(U (+)
t )

)
.

��������
���'� ���
�5�*�� �$����'���� ����
�0���� ��D�

� /� ���
 
�����#�
�  �
�����
 ��	�����	�


 ��������� �����
� �8 ����
���� ����
�0���� ��C .1 ' ����������'� ��)�� ��� �,�)
��'��� �����& *�� ���'�
��� ����� ������'��� ����'����'����� ��*��� ��'����'�� !�
�� ��5�&
$���� ��������& *�� ������ .1 �$
����� ��'������ ���'����
������� ' *���� ��������� ���)
�������'� /7 ����
�5����� 
 9��� *���� ������'����� ��
� �5���� ����
�0���� ��D& ��E�

 9��� �'��� ��
���8 �'� ������'���86 �
����'��& '8��
���86 ' ����
��8� ����
�0���� ��
���$��0����� ������*����5� 6���������

�.�2�'(�!�� =��� ���� t ∈ ]a, b] � (ci)i∈N : N→ [a, t[, ��(
(ci)i∈N → t

)
=⇒

((
X

(−)
t (ci)

)
i∈N ∈ (F̃− seq)[F]

)
.

��������
���'� �
����� �� ������
���� ' ����� ��
�& ��5
���� +���J- ��� t ∈ ]a, b] � c ∈ [a, t[
�����

supp
(
X

(−)
t (c)

)
= [c, t[, to

(
X

(−)
t (c)

)
= c, to

(
X

(−)
t (c)

)
= t.

1���$�8� �$����� ���'������� �
�������

�.�2�'(�!�� =�4� ���� t ∈ [a, b[ � (ci)i∈N : N→]t, b], ��(
(ci)i∈N → t

)
=⇒

((
X

(+)
t (ci)

)
i∈N ∈ (F̃− seq)[F]

)
.

L� +D�D-& ����
�0���� ��D � J�� '8������& *�� ����'��
�'�

�.�2�'(�!�� =�;� ���� t ∈ ]a, b], �� κ(U (−)
t ) ∈ (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; F̃].

� � � � � � � � 
 � � � ' �� "�������� t ∈ ]a, b] � ��
�5���& *��

ck
�
= t− t− a

k
∀k ∈ N.

1�
�*�
� ���
���'���
������ (ck)k∈N ∈ [a, t[N �� �'����'�� (ck)k∈N → t. L� ����
�0���� ��D
� J�� �����& *��

(
X

(−)
t (ck)

)
k∈N ∈ (F̃− seq)[F] :

(
I
(
X

(−)
t (ck)

))
k∈N

τoη (A)−→ κ(U (−)
t ).

1������� ������ +D�D-& ��
�*��� ���$����� ��'��0������ �
�.�2�'(�!�� =�<� ���� t ∈ [a, b[, �� κ(U (+

t ) ∈ (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; F̃].
� � � � � � � � 
 � � � ' �� "������� t ∈ [a, b[, ��
�5���& *��

ck = t+
b− t

k
∀k ∈ N.

�F



1�
�*�
� ���
���'���
������ (ck)k∈N ∈ ]t, b]N �� �'����'�� (ck)k∈N → t. L� ����
�0���� ��E
� J�C ��
�*���& *��(

X
(+)
t (ck)

)
k∈N ∈ (F̃− seq)[F] :

(
I
(
X

(+)
t (ck)

))
k∈N

τoη (A)−→ κ(U (+)
t ).

: �*���� +D�D- ��
�*��� ���$����� �'����'�� �
L� ����
�0���� J�E �����& ' *��������& *��

κ(U (+)
a ) ∈ (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; F̃]. +J��-


 �'�� �*�����& �� ����
�0���� J�D '8������& *��

κ(U (−)
b ) ∈ (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; F̃]. +J�C-

�.�2�'(�!�� =�3� ���� t ∈ ]a, b[, α ∈ [0, 1], (ci)i∈N ∈ [a, t[N, (c̃i)i∈N ∈ ]t, b]N � ���  ���(
(ci)i∈N −→ t

)
&
(
(c̃i)i∈N −→ t

)
, +J�D-

��
(
αX

(−)
t (ci) + (1− α)X

(+)
t (c̃i)

)
i∈N∈ (F̃ − seq)[F] �! ����	 ��"�!(

I
(
αX

(−)
t (ci) + (1− α)X

(+)
t (c̃i)

))
i∈N

τoη (A)−→ ακ(U (−)
t ) + (1− α)κ(U (+)

t ). +J�E-

� � � � � � � � 
 � � � ' �� "�������� t, α, (ci)i∈N � (c̃i)i∈N ' ����'����'�� � ��
�'����
����
�0����& ��
�5�� ��� 9��� '8��
����8� +J�D-� S�5�� '�����& *��

Xj
�
= αX

(−)
t (cj) + (1− α)X

(+)
t (c̃j) ∈ F ∀j ∈ N. +J��-

1�� 9��� +��� +J��-- supp(Xj) ⊂ [cj , c̃j ] ∀j ∈ N. ��� �
����'�� ��
�*��� �6��������(
to(Xi)− to(Xi)

)
i∈N−→ 0.

1�9���� (Xi)i∈N ∈ (F̃−seq)[F]. :'����'� +J�E- '8������ �� ����
�0���� ��D � ��E � �*���� ����)
��
���� ����
�5�� τ oη (A). 
 ,�
�6 ��
���8 ��
�0���� '�� 0� ���'���� ������ �����0������
�
� 9��5� �������& *�� ��5
���� @��& +E�C��E-B ��� μ ∈ Pη(A) � K ∈ Fin(A)

{ν ∈ Pη(A)|μ(A) = ν(A) ∀A ∈ K} ∈ No
τoη (A)(μ). +J�F-

1�
�5��� ' �����
�6 �����5� ��������
���'�& *��

μo
�
= ακ(U (−)

t ) + (1− α)κ(U (+)
t ).

;�5�� ��5
���� ����
�0���� ��D �����& *�� ∀K ∈ Fin(A) ∃m ∈ N :

I
(
X

(−)
t (cj)

)
(A) = κ(U (−)

t (A) ∀A ∈ K ∀j ∈ −−−→m,∞. +J��-

3��
�5�*�8� �$����� �� ����
�0���� ��E � +J�F- �
�����& *�� ∀K ∈ Fin(A) ∃m ∈ N :

I
(
X

(+)
t (c̃j)

)
(A) = κ(U (+)

t )(A) ∀A ∈ K ∀j ∈ −−−→m,∞. +J�J-

2� ' 9��� �
�*�� +��� +J��-& +J�J-- ��
�*��� ' ��
� �'����'� 
��������� ��������
����5� ��)
��5��
�& *�� ∀K ∈ Fin(A) ∃m ∈ N :

I
(
αX

(−)
t (cj) + (1− α)X

(+)
t (c̃j)

)
(A) = μo(A) ∀A ∈ K ∀j ∈ −−−→m,∞. +J��-

�*��� ������& *�� ��� μ = μo �������'� '��6 ���0���' +J�F- +��� ����$��� '��'����0�86
�������' K ∈ Fin(A)) �$������ 
���
���� $��� ����
�5�� τ oη (A) ' ��*�� μo, � ��5�� �� +J��-
�
����� +J�E-� �

��



�.�2�'(�!�� =�>� ����	��
� P
o
η[A] ��	��
�	� �� (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; F̃] ������

P
o
η[A] ⊂ (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; F̃]. +J��H-

� � � � � � � � 
 � � � ' �� L� +J��-& +J�C- �
�����& *��

{κ(U (+)
a );κ(U (−)

b )} ⊂ (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; F̃]. +J���-

1���� t∗ ∈ ]a, b[. ;�5�� ζot∗ = inf({t∗ − a; b− t∗}) ∈ ]0,∞[ � ��� 9��� +��� +��CC--

P
o
η(A| t∗) = {μ ∈ Pη(A)|μ(]t∗ − ε, t∗ + ε[) = 1 ∀ε ∈ ]0, ζot∗ ]} =

= {λκ(U (−)
t∗ ) + (1− λ)κ(U (+)

t∗ ) : λ ∈ [0, 1]}.
+J��C-

1���0��& *�� P
o
η(A| t∗) ⊂ (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; F̃]. 
 ����� ��
�& �����

μ∗ = P
o
η(A| t∗). +J��D-

;�5�� ��5
���� +J��C- ����� �������'
����

μ∗ = ακ(U (−)
t∗ ) + (1− α)κ(U (+)

t∗ ), +J��E-

5�� α ∈ [0, 1]. 1�� 9��� +��� +J��D-- a � t∗ − ζot∗ � b � t∗ + ζot∗ . ;�5�� ��� k ∈ N

(c∗k
�
= t∗ −

ζot∗
k
∈ [a, t∗[)& (c̃∗k

�
= t∗ +

ζot∗
k
∈ ]t∗, b]).

;���� �$����� (c∗k)k∈N # ���
���'���
������ ' [a, t∗[, � (c̃∗k)k∈N # ���
���'���
������ ' ]t∗, b].
1�� 9��� (

(c∗k)k∈N −→ t∗
)
&
(
(c̃∗k)k∈N −→ t∗

)
.

: �*���� ����
�0���� J�� ��
�*���& *�� ���

X∗
j

�
= αX

(−)
t∗ (c∗j ) + (1− α)X

(+)
t∗ (c̃∗j ) ∀j ∈ N

���
������� �
������� �'����'�� L����� +��� +J��E--

(X∗
k)k∈N ∈ (F̃− seq)[F] :

(
I(X∗

k)
)
k∈N

τoη (A)−→ μ∗. +J���-

1����
��� +��� +J��D-- μ∗ ∈ Pη(A), ����� �� +���- � +J���-& *�� μ∗ ∈ (as)[F;Pη(A); τ oη (A);I; F̃].
;�� ��� μ∗ +J��D- '8$���
��� �����'�
���& ���$����� '
�0���� ������'
���� ��
� ����� �
'8$�� t∗ $8
 �����'�
��8�& ��
�*�
�& *��

P
o
η(A| t) ⊂ (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; F̃] ∀t ∈ ]a, b[. +J��F-

;�5�� �� +��E�-& +J���- � +J��F- '8������ ���$����� �'����'� +J��H-� �
/������ ' ��*���'� �*�'����5� �
����'�� ����
�0���� J�F& *�� +��� +D�E--

P
o
η[A] ⊂ (as)[F;Pη(A); τ oη (A);I; F̃]. +J���-

: ���5�� ������8& ����
���� +D�E- � +���E-& ����� �� ����
�0���� J�� ,���*�� '
�0����

P
o
η[A] ⊂ (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; F̃] ⊂

⊂ (sas)[F;Pη(A); τ∗η (A);I; F̃] ⊂ (as)[F;Pη(A); τ∗η (A);I; F̃].
+J��J-

: �*���� +J��J- � ����
�0���� ��C ��
�*���& *��

P
o
η[A] = (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; F̃] =

= (sas)[F;Pη(A); τ∗η (A);I; F̃] = (as)[F;Pη(A); τ∗η (A);I; F̃].
+J���-

�J



: ���5�� ������8& ' ��
� +���E- ����� '
�0����

(as)[F;Pη(A); τ oη (A);I; F̃] ⊂ (as)[F;Pη(A); τ∗η (A);I; F̃]. +J�CH-

L� +J���-& +J�CH- �
�����& *��

(as)[F;Pη(A); τ oη (A);I; F̃] ⊂ P
o
η[A],

� ��5�� � �*���� +J���- ��
�*��� ��'����'�

(as)[F;Pη(A); τ oη (A);I; F̃] = P
o
η(A). +J�C�-

L� +J���- � +J�C�- ��
�*��� '�0��� ��'��0����� � ��'������� .1 � P
o
η[A].

��'.�$� =��� ��		� �	��� ��	
�#��� �	��$�� ��
	���


P
o
η[A] = (as)[F;Pη(A); τ oη (A);I; F̃] = (as)[F;Pη(A); τ∗η (A);I; F̃] =

= (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; F̃] = (sas)[F;Pη(A); τ∗η (A);I; F̃].

L���& ��5
���� ������� J�� P
o
η[A] ���� '����� ���'����
���� .1 ��� ��'�������� �� ��)

������� � ����� ����
�5�� (τ∗η (A) ��0�� �������� �� τ oη (A)) � ��� <���'��,��
���=& �� ����
��������� ��*���8'����� ���
���,�� ' �
���� ���
���'���
�������& *�� �� ������� ���'��
����'����'��� ���6��� �0� 
��5� � ���������� ���$
�0���86 ������� +��� @�& 5
� AAAB-�

� 0� ��
������ ��	�����	� � �
����
 ���
 ��
���������


 ��������� �����
� �8 '��'�������� � ����*��& ����*���8� ' �����
� E& �
����& ����)
��& ���� $�
�� �������� '�������& ' �����6 ������5� ��
�'�� ���� +E�E- �� ���������'������
1� ���� ��
� �8 ���
����� ���
�5 ����*� � ���������� /� ������8 +E�C- ' ��
�'��6& ��)
5�� ������ ����*� ' �'��� ��*��� '��� ������ ������ ��8�
� /�����& '�'
���� ' �������'��
/34 +������� ' '��� ���������� �- /34& �$��0����86 ' �����
� E- � ����
���� '����� /�
����'����'����� .1& �8 ��
�*��� �������'��& �������'
����� �0� ������
���8� ������)
*����� �������� 1�
�*������� ��� 9��� .1 ��0�� ����
���'����� �� ���� ��
� ��� 0�& ���
� �$8*��� /�� Y������& *�� �0� ' ���������'����� ���������� '������� ����*� � ����������
� ���
���'���� �'����' /� ������8 +E�C- ��5�� '�������� 9%%���8& ������� ��8�
 �����'�)
����� ����8'��� %���,�� �� �$�$������� ��������8� 9%%���8 %����
������� �� ����'�
���������� ��)�� ����'
����)��� ' ��6� ���6��� @��G�JB& ����
������5�& ������& �
� �����
���
���� �������'�� ' ��8�
� '������� /34 +��� ���������� �- ' �����'� /34& ���������'���86
' �����
� E-� 
 9��� �'��� �������� ���
���'���� @DHB& 5�� ��0�8� '������ ���������'�
��
�
� $�
�� ������� ' ���'����� � +���- ��������� ��������8�


���� ' ��
������� %�������� n ∈ N � �����0

(πi)i∈1,n : 1, n −→ B(I,A) +���-

�����86 %���,��� Y������& *�� ���� %���,�� πj, j ∈ 1, n, ��5�� ���������'����� ' ��*���'�
��������� n)'�����)%���,�� M = M(·) �����
� E +��� +E�C--� 
 9��� �'��� ����� ��6������
�$����*���� n �
� ����������� ����'����'����5� ����*�������5� ����������'�� P�
� f ∈ F,
�� ������
�� '����� (∫

I
πif dη

)
i∈1,n
∈ R

n,

�����8� �5���� ��
� '����5� �
�5����5� ' %����
� +E�D-� ;���� �$�����& ����� ���$��0����

f �−→
(∫

I
πif dη

)
i∈1,n

: F −→ R
n, +��C-

�$����*����� ��
�� *���� Π. L���& �8 ���������'��� ���$��0����

Π : F −→ R
n,

��



�
� ������5�

Π(f)
�
=
(∫

I
πif dη

)
i∈1,n

∀f ∈ F. +��D-

.8 $����& �
���� ���6��� �����
� E& ���
���'��� .1 ' (Rn, τ
(n)
R

), 5�� τ
(n)
R

# ����
�5�� ����)
���������� �6�������� ' R

n. ;�*���& ��*� ������ � ���0���'�6

(as)[F;Rn; τ
(n)
R

; Π; F̃], (sas)[F;Rn; τ
(n)
R

; Π; F̃],

�����8� ' ���������'����� �
�*�� ��'������ +��� @��& 	� DJB- 

(as)[F;Rn; τ
(n)
R

; Π; F̃] = (sas)[F;Rn; τ
(n)
R

; Π; F̃] =
⋂

ε∈]0,∞[

cl
(
Π1(Fε), τ

(n)
R

)
; +��E-

' +��E- �*���� +���-� �
� ������
���� .1 +��E- ����
����� �6��� ���������� @��G�JB� : 9���
,�
�� ''���� ' ������������ ���$��0����

μ �−→
(∫

I
πi dμ

)
i∈1,n

: Pη(A) −→ R
n, +���-

�$����*����� ��0� *���� Π̃. L���& ���$��0����

Π̃ : Pη(A) −→ R
n

����'�& *��

Π̃(μ)
�
=
(∫

I
πi dμ

)
i∈1,n

∀μ ∈ Pη(A). +��F-

L� ������
���� ∗)�
�$�� ����
�5�� τ∗(A) 
�5�� �
����� +��� �����
 �-& *�� ���$��0���� Π̃

������8'�� ' ��8�
� ;1
(
Pη(A), τ∗η (A)

)
� (Rn, τ

(n)
R

). 1�� 9��� ������
��� ���$��0����

Π̃ ◦ I : F −→ R
n,

�
� ������5� ��� f ∈ F

(Π̃ ◦ I)(f) = Π̃
(
I(f)

)
=
(∫

I
πi dI(f)

)
i∈1,n

=
(∫

I
πi d(f ∗ η)

)
i∈1,n

=
(∫

I
πif dη

)
i∈1,n

= Π(f).

1�
�*�
� �
������� ��'����'� ���$��0���� 

Π = Π̃ ◦ I. +���-

2� ' 9��� �
�*�� +��� +D��-& +���-- ����� ����� '�0��� �������'
���� �
� .1& � ������ 

(as)[F;Rn; τ
(n)
R

; Π; F̃] = Π̃1
(
(as)[F;Pη(A); τ∗η (A);I; F̃]

)
. +��J-

: �*���� +��E-& +��J- � ������8 J�� ��
�*��� �
������� ��
�0����
��'.�$� ?��� %���
	
��
� �	��$�� ��
	���


(as)[F;Rn; τ
(n)
R

; Π; F̃] = (sas)[F;Rn; τ
(n)
R

; Π; F̃] =

= Π̃1(Po
η[A]) =

{(∫
I
πi dμ

)
i∈1,n

: μ ∈ P
o
η[A]

}
.

+���-

:��*��& ����
���� +���H- � �'����'�& ������'
���8� ' @�CB& �8 ���������� $�
�� ��������)
����'����� �������� .1 +���-� 2�������& *�� @C�& ������� �H�J��B ∀f ∈ B(I,A) ∀U ∈ F

∗
o(A)

∀ε ∈ ]0,∞[ ∃U ∈ U  ∣∣f(x)− ∫
I
f dXU

∣∣< ε ∀x ∈ U. +���H-

JH



L� +���H- �
�����& *�� ���� �����8� %���,�� �$
����� �����
�� �� 
�$��� �(% �
5�$�8 A.
;�5��& ' *��������& �� +��J- � +���H- �
�����& *�� ∀t ∈ ]a, b] ∀f ∈ B(I,A) ∀ε ∈ ]0,∞[ ∃ c ∈ [a, t[:

∣∣f(τ)− ∫
I
f dκ(U (−)

t )
∣∣< ε ∀τ ∈ [c, t[. +����-

L� +����- ��
�*���& *�� ��0��� %���,�� �� B(I,A) ����� �����
 �
�'� ' ��0��� ��*�� �� ]a, b]
�& $�
�� ��5�& 9��� �����
 ������
����� ����'����'����� ����5��
��� ;�*���& ��
� f ∈ B(I,A)
� t ∈ ]a, b], �� �
� %���,�� f ������
�� �����
 �
�'� ' ��*�� t, �$����*���8� ��
�� *����

lim
θ↑t

f(θ)

+'����� θ ��0�� ����
���'����� 
�$�� $��'�-& � ��� 9���∫
I
f dκ(U (−)

t ) = lim
θ↑t

f(θ). +���C-

3��
�5�*�8� �$����� �� +���- � +���H- '8������& *�� ∀t ∈ [a, b[ ∀f ∈ B(I,A) ∀ ε ∈ ]0,∞[
∃ c ∈ ]t, b] ∣∣f(τ)− ∫

I
f dκ(U (+)

t )
∣∣< ε ∀τ ∈ ]t, c]. +���D-

L� +���D- '8������& *�� ��0��� %���,�� �� B(I,A) ����� �����
 ����'� ' �����'�
���� ��*��
�� ��
������'�
� [a, b[, ���*�� ����8� �����
 ��'������ � ����5��
�� �� ����'����'�����
��)�� +H&�-)����� !�
�� ��*��& ��
� f ∈ B(I,A) � t ∈ [a, b[, �� �
� %���,�� f ������
�� �����

����'� ' ��*�� t, �$����*���8� ��
�� *����

lim
θ↓t

f(θ)

+����������& '����� θ ��0�� ����
���'����� �����'�
���� $��'�-& � ��� 9��� ����'��
�'�
��'����'� ∫

I
f dκ(U (+)

t ) = lim
θ↓t

f(θ). +���E-

:'����'� +���C-& +���E- �'
����� �
�*�'8��> ��� $�
�� �����$�� �$��0������ ' @�CB� 
 ��)

� 
��������� ����5��
� ��������
��� ��)�� ���8 ����� �*�'����� �
����'�� ��
� t ∈ ]a, b[ &
f ∈ B(I,A) � α ∈ [0, 1]& ��∫

I
f d
(
ακ(U (−)

t ) + (1− α)κ(U (+)
t )

)
= α lim

θ↑t
f(θ) + (1− α) lim

θ↓t
f(θ). +����-


��'������� � +���-& �������& *�� ��5
���� +���C-∫
I
πj dκ(U (−)

t ) = lim
θ↑t

πj(θ) ∀t ∈ ]a, b] ∀j ∈ 1, n. +���F-

: �*���� 9��5� ������
��� ���$��0����

−→π : ]a, b] −→ R
n +����-

�
������� ������'���8� ��
�'��� 

−→π (t)
�
=
(
lim
θ↑t

πi(θ)
)
i∈1,n ∀t ∈ ]a, b]. +���J-

1�� 9��� ��5
���� +��F-& +���F- � +���J- ����� ������� ��'����'

Π̃
(
κ(U (−)

t )
)
= −→π (t) ∀t ∈ ]a, b]. +����-

J�



;���� �$�����& −→π +����- ���� n)'�����)%���,����
 '���

t �−→ Π̃
(
κ(U (−)

t )
)
: ]a, b] −→ R

n.

: ���5�� ������8& ��5
���� +���- � +���E- �����& *��∫
I
πj dκ(U (+)

t ) = lim
θ↓t

πj(θ) ∀t ∈ [a, b[ ∀j ∈ 1, n. +��CH-

: �*���� +��CH- ������
��� n)'�����)%���,����


←−π : [a, b[−→ R
n +��C�-

��������'�� ������'����5� ���'�
�

←−π (t)
�
=
(
lim
θ↓t

πi(θ)
)
i∈1,n ∀t ∈ [a, b[. +��CC-

: �*���� +��F-& +��CH- � +��CC- ��
�*���& ����*��& *��

Π̃
(
κ(U (+)

t )
)
=←−π (t) ∀t ∈ [a, b[. +��CD-

;���� �$����� +��� +��CH-& +��CC-& +��CD--& �����& *�� ←−π +��C�- ���� ���$��0����

t �−→ Π̃
(
κ(U (+)

t )
)
: [a, b[−→ R

n.

P�
� x ∈ R
n � y ∈ R

n, �� ��
�5���& *�� [x; y]n
�
= {αx+ (1 − α)y : α ∈ [0, 1]}, ��
�*�� ��������

�(� R
n. 
 *��������&

[−→π (t);←−π (t)]n = {α−→π (t) + (1− α)←−π (t) : α ∈ [0, 1]} ∈ P ′(Rn) ∀t ∈ ]a, b[. +��CE-

��'.�$� ?�4� %���
	
��
� ��
	���
�

Π̃1(Po
η[A]) =

( ⋃
t∈]a,b[

[−→π (t);←−π (t)]n
)∪{←−π (a);−→π (b)}.

� � � � � � � � 
 � � � ' �� R���� Ω �$����*�� �������� ���0���'� ' ���'�� *���� +��C�->
���$����� ������'��� ��'����'�

Π̃1(Po
η[A]) = Ω. +��C�-

L� +��E�- ����� +�� �'����'� �����,�� '����� �$����- �
������� ��'����'� 

Π̃1(Po
η[A]) =

( ⋃
t∈]a,b[

Π̃1
(
P
o
η(A| t)

))∪{Π̃(κ(U (+)
a )

)
; Π̃
(
κ(U (−)

b )
)}

. +��CF-


8$���� �����'�
��� t∗ ∈ ]a, b[. ;�5�� ��5
���� +��EE-

P
o
η(A| t∗) = {ακ(U (−)

t∗ ) + (1− α)κ(U (+)
t∗ ) : α ∈ [0, 1]}. +��C�-

: �*���� +����-& +����-& +��CD-& +��CE- � +��C�- ��
�*��� ,���*�� ��'����'

Π̃1
(
P
o
η(A| t∗)

)
= {Π̃(ακ(U (−)

t∗ ) + (1− α)κ(U (+)
t∗ )

)
: α ∈ [0, 1]} =

=
{(∫

I
πi d
(
ακ(U (−)

t∗ ) + (1− α)κ(U (+)
t∗ )

))
i∈1,n

: α ∈ [0, 1]
}
=

=
{
α−→π (t∗) + (1− α)←−π (t∗) : α ∈ [0, 1]

}
= [−→π (t∗);←−π (t∗)]n.

JC



1����
��� '8$�� t∗ $8
 �����'�
��8�& ������'
���& *��

Π̃1
(
P
o
η(A| t)

)
= [−→π (t);←−π (t)]n ∀t ∈ ]a, b[. +��CJ-

����� ��5�& ��5
���� +����- ����� ��'����'�

Π̃
(
κ(U (−)

b )
)
= −→π (b). +��C�-

��
��& �� +��CD- �
����� ���0�& *��

Π̃
(
κ(U (+)

a )
)
=←−π (a). +��DH-

L� +��CF-& +��CJ-G+��DH- '8������ +��� ������
���� Ω) ���$����� ��'����'� +��C�-� �
L���& ������� .1 +��� ������� ���- ��6������ ����������'�� +��� ���0� +���J-& +��CC--�

1��������
��� � ����������� �����
� E �������& *�� ���$����� .1 ��
������ ������
�����
�������������� �����
��� '�����)%���,�� M.

JD
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 ��������� 5
�'� �8 '��'�������� � �$��� �������'�� �����
� E& ���� ' '��� ���
�)
��'���� '������' � �����0������ ��� ��
�*�� /34> ' �����'� ���
����6 $8
� '8��
��8
+��� �����
 E- �'� ���������8� .8 ���������'��� ����� ��������8� <��'�����8�= /34& ���)
��������� �� ���������� ' �'��� '��� .1� 1�� 9��� $���� ������8 ��
�'�� ���������*�����
��*�'��'���
������ ���
����5� ��� ��
�$
���� *���� �5����*�����

� ��� �����	���	�  
 ����
�
 ��������� 	 	� �������-	�

.8 ���������� ' ��������� �����
� ��
�'�� '��� +E�E-& ���
��8'���8� �� '8$�� ����'
�)
��� �� ���0���'� F. 7
�����8 9��5� ���0���'� $���� ���8'��� ����'
������ +��� �����
 E-&
�� �
� �6 �$����*���� $����& ��� ���'�
�& ����
���'��� $��'� f, � �� u, ���� ' '��� '����0)
����� ���5�6 ����������,��� 1� 9��� 0� ���*��� �8 �����
��� ������� ���� %���� ������
��
�'�� +E�E-�


���� ' ��
������� %�������� ������
���� *��
� N ∈ N � �����0

(ρi)i∈1,N : 1, N −→ B(I,A) +����-

�����86 %���,��� I���������& ���� 9�� �����8� %���,�� ρj ∈ B(I,A), j ∈ 1, N, ��5�� ���)
������'����� ��� ���������8 N )'�����)%���,��& ����$��� s ' +E�E-�

����� ��5�& %�������� ' ��
������� +��������- ���0���'� Y ∈ P ′(RN ). 1�
�5���& *�� Y

�������� ' ;1 (RN , τ
(N)
R

), 5�� τ
(N)
R

# �$8*��� ����
�5�� �������������� �6�������� ' R
N ;

����*� 5�'���& Y # <�$8*���= ��������� ���0���'� ' R
N . I��������'��� �
������� ��
�'��

�� '8$�� f ∈ F : (∫
I
ρif dη

)
i∈1,N

∈ Y. +���C-

���������� ������� ��
�'�� ���� +���C- ��0�� $8�� '����� ���
�*���� ;��& ��������& ' @��&
Q ��DB ���'���� 5�������*����� ������ �����,��& ' ������� ����5� ���� ��
�'�� �'��8'�����
� ������'���8� ��0���� ��$��8 �'�5���
�& �����������'����� *�����'���� 9���5���*����6
����
���' � ���� +�'���$����86 <���86�'=-� : ���5�� ������8& ��
�'�� ���� +���C- ��5��
'�������� ' ����
����� ����%����
���'�� ����'86 � �����0���*�86 ��
�'�� �� ���
���,��
���������� 
������� ������8 � '����0��� ����8'������ ' ��9%%�,�����6 ��� ����'
��)
��6 '�������'��6� ;�� �
� ���*�& +���C- 6������������ '����� �$��� �
��� ��
�'��& � ����)
�8�� �8 $���� �'��8'��� �5����*���� ��������5� 6�������� +������� ������'����� �'���
� ���$
���� �������' ' �������'��6 @CCB-� S�5�� '�����& ������& *�� �0� ' ���������6 �
�)
*��6 @��& 5
� AB ����*� ����'
���� � �5����*������& ����$�8�� +���C-& ����8'����� �������)
*�'8�� ��� '��������� �& ' *��������& ��� ��
�$
���� Y )�5����*���� +���C-� 
 ���
�����
�
�*�� ��0�� '�������� ���*���$������ �
�*����� �����5����5� ��*���'�& *�� �������'
���
�� ��
��� �������*�����& �� � ������
���8� ������*����� �������& �����
��� ��� ��'�*���
������'������ ' ��0������� �������� ��0��� ��$
������ �5����*���� � '8�����& �� '�� 0�
����*���& �������� ��*������ 
 9��� �'��� �8 $���� ���������& ��� ���
���'���� '������'
�����0������& ��0��8 ����'
���� <�� 5���� %�
�= � ��*�� ������ ��$
������ Y )�5����*�)
��� +���C-� ����8� ���6�� ���
���'���
��� ���'�'�
�� ' $�
���� ����� ��$�� ����5� �� �'��)
��' +���& ' *��������& @��G�JB> �� ��������� ������'���8� ���
�5�� � ��������,���� @�& 5
� AAAB
�
� ����* ��������,�� +������� ' '��� ����
���'���� ' 9��6 ����*�6 ���$
�0���86 �������
�0� 
��5�-�


��'������� � +���C-& ''���� �'� ���
�*�86& '��$�� 5�'���& '������� ��
�$
���� 9��5�
�5����*���� ��
����������� � *����*����

P�
� ε ∈ ]0,∞[, �� *���� O(Y, ε) $���� �$����*��� �$8*��� ����8��� ε)����������� ���)
0���'� Y :

O(Y, ε) �
= {(zi)i∈1,N ∈ R

N | ∃ (yi)i∈1,N ∈ Y : |yj − zj | < ε ∀j ∈ 1, N}. +���D-

JE



����� ��5�& %�������� ��0� ���0���'� M ∈ P(1, N ), �$
������� �
������� �'����'�� 

ρj ∈ Bo(I,A) ∀j ∈M. +���E-

L�8�� �
�'���& +��� +���E--& M, M ⊂ 1, N, ���� ��������� ���0���'� ������*������ 9
������'
�����0� +����-�

��$�+�!�� ����� :��8� ������� � ������'���8� '������ +���E- ��'�*��� �����,��& ��5��
ρj = χLj , 5�� Lj ∈ A ��� j ∈M. L�8�� �
�'���& ������� ' '��� �
�*��& ��5�� *���� 9
������'
�����0� +���C- ������� �� ����������' �������86 ���0���'� Y������& ������& *�� � 9���
�
�*��� ��0�� �'����� �0� �������'����� ������ ' @��& Q ��DB�

: ����
���'����� +���E- ''���� ���5��& '��$�� 5�'���& '������ ��
�$
���� Y )�5����*����&
��
�5��& *��

Ô(Y, ε|M)
�
= {(zi)i∈1,N ∈ R

N | ∃ (yi)i∈1,N ∈ Y : (yi = zj ∀j ∈M)& (|yj − zj | < ε

∀j ∈ 1, N} = {(zi)i∈1,N ∈ R
N | ∃ (yi)i∈1,N ∈ Y : (yj = zj ∀j ∈M)& (|yj − zj | < ε

∀j ∈ 1, N \M)} ∈ P ′(RN ) ∀ε ∈ ]0,∞[.

+����-


 �'��� � +���C-& +����- �������& *��

Y ⊂ Ô(Y, ε|M) ⊂ O(Y, ε) ∀ε ∈ ]0,∞[. +���F-

��$�+�!�� ���4� /������& *�� �
�*�� M = ∅ �� ����5� ������������ �� ���
�*������
:��'��� +���D- � +����- ' 9��� �
�*��� L���& ����� ' �����
�6 �����5� ����*���� M = ∅.
;�5�� 1, N \M = 1, N � +��� +���D-& +����--

Ô(Y, ε|M) = Ô(Y, ε|∅) = O(Y, ε) ∀ε ∈ ]0,∞[.

L���& ' ������ �
�*�� '������8& �'�����8� � +���D- � +����-& ���'���� � ����� � ��� 0� �6���
��
�$
���� Y )�5����*���� +���C-� �

��$�+�!�� ���;� L� +����-& +���F- �
����� ���0�& *�� ��� M = 1, N ����'��
�'� �
�������
������� ��'����' 

Ô(Y, ε|M) = Ô(Y, ε| 1, N ) = Y ∀ε ∈ ]0,∞[. �

��'������� � �$���� �
�*�� M ∈ P(1, N ), ��
�'���� ��������
��� ���
������6 �$�)

���*���� ��
� ε ∈ ]0,∞[, ��

Yε
�
=
{
f ∈ Fε

∣∣ (∫
I
ρif dη

)
i∈1,N

∈ O(Y, ε)}, +����-

Ŷε
�
=
{
f ∈ Fε

∣∣ (∫
I
ρif dη

)
i∈1,N

∈ Ô(Y, ε|M)
}
. +���J-

L���& �8 +' ��
�*�� �� @��G�JB- ���������'��� ��0� �$� �6��8 ��
����,�� ' ��0��� <����6=
����
���'� 1�� 9���& ����*��&

Y
�
= {Yε : ε ∈ ]0,∞[} ∈ β[F], +����-

Ŷ
�
= {Ŷε : ε ∈ ]0,∞[} ∈ β[F]. +����H-


 +����- � +����H- ''����8 �'� '������� /34� 1�� 9��� ��5
���� +���F-G+���J-

Ŷε ⊂ Yε ∀ε ∈ ]0,∞[. +�����-


 �'�� �*�����& �� +����-G+�����- '8������& *�� ∀S ∈ Y ∃ Ŝ ∈ Ŷ : Ŝ ⊂ S. Y������ ���0�& *��
+��� +D�C-& +����-& +����H- ��� τ ∈ (top)[Pη(A)]

(as)[F;Pη(A); τ ;I;Y] =
⋂

ε∈]0,∞[

cl
(
I1(Yε)τ

)∈ P(Pη(A)
)
, +����C-

J�



(as)[F;Pη(A); τ ;I; Ŷ] =
⋂

ε∈]0,∞[

cl
(
I1(Ŷε)τ

)∈ P(Pη(A)
)
, +����D-

L� +�����-G+����D- ����� �*�'���8� '
�0����

(as)[F;Pη(A); τ ;I; Ŷ] ⊂ (as)[F;Pη(A); τ ;I;Y]. +����E-

2������� ���0�& *�� ��5
���� +D�D-& +����- � +����H- ��� τ ∈ (top)[Pη(A)] ������
��8 ���'��)
,��
��8� .1(

(sas)[F;Pη(A); τ ;I;Y] ∈ P(Pη(A)
))

&
(
(sas)[F;Pη(A); τ ;I; Ŷ] ∈ P(Pη(A)

))
,

�
� �����86 ��5
���� +D�E- ����� ����� '
�0����

(sas)[F;Pη(A); τ ;I;Y] ⊂ (as)[F;Pη(A); τ ;I;Y], +�����-

(sas)[F;Pη(A); τ ;I; Ŷ] ⊂ (as)[F;Pη(A); τ ;I; Ŷ]. +����F-

: �*���� +C��D-& +����-G+�����- ����� ���0�& *��

(Ŷ − seq)[F] ⊂ (Y− seq)[F]. +�����-

��� �
����'�� �� +D�D- � +�����- ��
�*���& *��

(sas)[F;Pη(A); τ ;I; Ŷ] ⊂ (sas)[F;Pη(A); τ ;I;Y] ∀τ ∈ (top)[Pη(A)]. +����J-

/������ ���0� �������8� ���������� �
����'�� +��CD-& �*��8'��& *��

No
τ∗η (A)(μ) ⊂ No

τoη (A)(μ) ∀μ ∈ Pη(A). +�����-


 �'�� �*�����& �� +�����- '8������& *�� +��� �����
 C- ����� ����� �
������� �'����'� 

Nτ∗η (A)(μ) ⊂ Nτoη (A)(μ) ∀μ ∈ Pη(A). +���CH-

;�����& ����
���� +C���- � +���CH-& ��
�*��� �
� '����� �����'
������� (D,�, g) ' Pη(A) � �
�
��0��� ��)�� ���8 μ ∈ Pη(A), *��(

(D,�, g)τ
o
η (A)−→ μ

)
=⇒ (

(D,�, g)τ
∗
η (A)−→ μ

)
.

: �*���� ������
���� �����
� D +��� +D��-- ����� ������ � �*�'��������& *��

(as)[F;Pη(A); τ oη (A);I; E ] ⊂ (as)[F;Pη(A); τ∗η (A);I; E ] ∀E ∈ P ′(P(F)). +���C�-

3��
�5�*�8� �$����� ����� �� +���CH- +��� �����
 C-& *�� ∀(μi)i∈N ∈ Pη(A)N ∀μ ∈ Pη(A)(
(μi)i∈N

τoη (A)−→ μ
)
=⇒ (

(μi)i∈N
τ∗η (A)−→ μ

)
. +���CC-

;�5��& ��� 
�5�� '����� +��� +D�D-& +���CC--&

(sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; E ] ⊂ (sas)[F;Pη(A); τ∗η (A);I; E ] ∀E ∈ P ′(P(F)). +���CD-

Y������& *�� ' +���C�- � +���CD- ��5�� ����
���'����� �������'� Y � Ŷ. 1�9���� ��5
����
+���C�-

(as)[F;Pη(A); τ oη (A);I;Y] ⊂ (as)[F;Pη(A); τ∗η (A);I;Y], +���CE-

(as)[F;Pη(A); τ oη (A);I; Ŷ] ⊂ (as)[F;Pη(A); τ∗η (A);I; Ŷ]. +���C�-


 �'�� �*�����& �� +���CD- ��
�*��� '
�0����

(sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I;Y] ⊂ (sas)[F;Pη(A); τ∗η (A);I;Y], +���CF-

(sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; Ŷ] ⊂ (sas)[F;Pη(A); τ∗η (A);I; Ŷ]. +���C�-

JF
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 ����8����� �����
� $8
� ''����8 .1 +'�
�*�� ���'��,��
��8� .1-& *�� �$K����'��
����'����'��� ����
���'���� ' @�& 5
� AAA& AXB ���$
�0���86 ������� �
� ,�
�� ��������,���
:��*�� $���� ''����8 ��������8� �$�$����8� ������� ' '��� ����'����'����6 ��)�� ���
� ' �6 �������6 $���� ���� +���'����
����- �������� '��6 .1 ����8����5� �����
��

.8 ���������'��� ������� +���F- ' ��*���'� ����������'� /7> ����*��& /7 ��0�� �����)
�������'��� ����� ��� �$�$����8� ����'
����� 7
�����8 ���0���'�

P̃
o
η(A)

�
=
{
μ ∈ P

o
η[A]

∣∣ (∫
I
ρi dμ

)
i∈1,N

∈ Y
}
∈ P(Pη(A)

)
+�C��-

$���� ���������'����� ' ��*���'� ��������86 /7� 
 �'��� � +�C��- �������& *�� �������� R
'���

μ �−→
(∫

I
ρi dμ

)
i∈1,N

: Pη(A) −→ R
n +�C�C-

������8'�� ' ��8�
� ;1 +���F- � (RN , τ
(N)
R

), 5�� τ
(N)
R

# ����
�5�� �������������� �6�����)
��� ' R

N . /������& *�� ����$�� ����
�0���� ��� ������'
�'����� �
������� $�
�� �$���&
�� �� ����
������� ' ��
�������

�.�2�'(�!�� �4��� ���� S ∈ β[F], �� (as)[F;Pη(A); τ∗η (A);I;S] 	��� ����	��
� 
�	�

����� �	� μ ∈ Pη(A), 
�� ���
�� �� ������� ���	��
�	� ����� �����
�	������ (D,�, g)

 F! $�� (S ⊂ (F − ass)[D;�; g])& ((D,�,I ◦ g)τ⊗(A)−→ μ

)
.

;����� �8 ���������� � ���*���� .1& ''�����86 ' �����
� ���

�.�2�'(�!�� �4�4� ��		� �	��� 
���	��	

(as)[F;Pη(A); τ∗η (A);I;Y] ⊂ P̃
o
η(A).

� � � � � � � � 
 � � � ' �� 
8$���� �����'�
���� ��)�� ����

μo ∈ (as)[F;Pη(A); τ∗η (A);I;Y]. +�C�D-

: �*���� ������
���� �����
� D ����� +��� +D��--& *�� μo ∈ Pη(A) � �
� ��������� �����'
��)
����� (D,�, g) ' F (

Y ⊂ (F − ass)[D;�; g])& ((D,�,I ◦ g)τ∗(A)−→ μo

)
. +�C�E-

1���0��& *�� R(μo) ∈ Y. �
� 9��5� '8$���� �����'�
��� ζ̂ ∈ ]0,∞[. ;�5��

ξ̂
�
=

ζ̂

2
∈ ]0,∞[, +�C��-

O(Y, ξ̂) = {(zi)i∈1,N ∈ R
N | ∃ (yi)i∈1,N ∈ Y : |yj − zj | < ξ̂ ∀j ∈ 1, N}, +�C�F-

Yξ̂ =
{
f ∈ Fξ̂

∣∣ (∫
I
ρif dη

)
i∈1,N

∈ O(Y, ξ̂)}∈ Y. +�C��-

: �*���� +�C��- � ���'�5� ��
�0���� ' +�C�E- �����& *�� �
� ��������5� d̂1 ∈ D ����� �����
�'����'� ∀δ ∈ D

(d̂1 � δ) =⇒ (
g(δ) ∈ Yξ̂

)
. +�C�J-


 �'�� �*�����& �� +�C��- � +�C�J- ��
�*���& *�� ∀δ ∈ D

(d̂1 � δ) =⇒
((∫

I
ρig(δ) dη

)
i∈1,N ∈ O(Y, ξ̂)

)
. +�C��-

J�



1�� 9��� ��5
���� ������
���� I +����- �����& *�� @CE& Q �B∫
I
ρjg(δ) dη =

∫
I
ρj d

(
g(δ) ∗ η)= ∫

I
ρj d(I ◦ g)(δ) ∀j ∈ 1, N ∀δ ∈ D.

1�9���� �� +�C�F-& +�C��- ��
�*���& *�� ∀δ ∈ D

(d̂1 � δ) =⇒ (∃ (yi)i∈1,N ∈ Y :
∣∣yj − ∫

I
ρj d(I ◦ g)(δ)

∣∣< ξ̂ ∀j ∈ 1, N
)
. +�C��H-


����� � ���& '����� ��
�0���� ' +�C��E- ����*���& ' *��������& *�� ∀j ∈ 1, N ∃ δ1 ∈ D ∀δ2 ∈ D

(δ1 � δ2) =⇒
(∣∣∫

I
ρj d(I ◦ g)(δ2)−

∫
I
ρj dμo

∣∣< ξ̂
)
.

1�9���� � ����
���'����� ������ 2. ��
�*���& *�� �
� ��������5� d̂2 ∈ D ����'��
�'�
�
������� �'����'� 

(d̂2 � δ) =⇒
(∣∣∫

I
ρj d(I ◦ g)(δ) −

∫
I
ρj dμo

∣∣< ξ̂ ∀j ∈ 1, N
)
. +�C���-

1����
��� d̂1 ∈ D � d̂2 ∈ D, �� �������� δ̄ ∈ D, �
� ������5� d̂1 � δ̄ � d̂2 � δ̄. L� +�C��H- �
�����
������& *�� �
� ��������5�

(ȳi)i∈1,N ∈ Y

����� ����� ������� ����'����'∣∣ȳj − ∫
I
ρj d(I ◦ g)(δ̄)

∣∣< ξ̂ ∀j ∈ 1, N. +�C��C-


����� � ��� �� +�C���- �
�����& *��∣∣∫
I
ρj d(I ◦ g)(δ̄)−

∫
I
ρj dμo

∣∣< ξ̂ ∀j ∈ 1, N. +�C��D-


 ���5� � �*���� +�C��-& +�C��C- � +�C��D- ��
�*���& *��∣∣ȳj − ∫
I
ρj dμo

∣∣< ζ̂ ∀j ∈ 1, N.

1����
��� '8$�� ζ̂ $8
 �����'�
��8�& ������'
���& *�� ∀ε ∈ ]0,∞[ ∃ (yi)i∈1,N ∈ Y  

∣∣yj − ∫
I
ρj dμo

∣∣< ε. +�C��E-


 ��
� ����������� Y ' (RN , τ
(N)
R

) ����� �� +�C��E- ���$����� �'����'� 

R(μo) =
(∫

I
ρi dμo

)
i∈1,N

∈ Y. +�C���-

2������� +���-� L� +����- �����& *�� Yε ⊂ Fε ��� ε ∈ ]0,∞[. 2� ' 9��� �
�*��

F̃ ⊂ (F− ass)[D;�; g]. +�C��F-


 ����� ��
�& ����� F̃ ∈ F̃. ;�5�� ��5
���� +���- F̃ = Fo �
� ��������5� θ ∈ ]0,∞[. 1�� 9���
Yθ ⊂ Fθ, 5�� +��� +�C�E-- Yθ ∈ Y �& ���
� $8��& Yθ ∈ (F−ass)[D;�; g] ' ��
� +�C�E-� 7�� ����*���
+��� +C��H--& *�� �
� ��������5� d ∈ D ����� ����� �'����'� ∀δ ∈ D

(d � δ) =⇒ (
g(δ) ∈ Yθ

)
.

JJ



��� �
����'�� �
� δ ∈ D �� �'����'�� d � δ ����� g(δ) ∈ Fθ, 5�� Fθ ∈ P(F) ' ��
� +��D-� 1�
�)
*�
� +� �*���� +C��H--& *�� Fθ ∈ (F − ass)[D;�; g] �& �
���'���
���& F̃ ∈ (F− ass)[D;�; g]� 1�)
���
��� '8$�� F̃ $8
 �����'�
��8�& ������'
��� +�C��F-� ;�5�� +��� +�C�E-& +�C��F-- ��)�� ����
μo ∈ Pη(A) �$
����� �'����'���(

F̃ ⊂ (F− ass)[D;�; g])& ((D,�,I ◦ g)τ∗η (A)−→ μo

)
+�*
� �'����'�& ����$��� +����--� 2� ' 9��� �
�*�� μo ∈ (as)[F;Pη(A); τ∗η ;I; F̃], � ��5��

μo ∈ P
o
η[A] ' ��
� ����
�0���� ��C� : �*���� +�C��- � +�C���- ����� ������& *�� μo ∈ P̃

o
η(A).

1����
��� ��)�� ���� μo +�C�D- '8$���
��� �����'�
���& ���$����� ��'��0����� ������'
���� �
2�������& *�� +��� +���J-& +��F�-- ����� $8
� ������
��8 %���,��(

X
(−)
t (c) ∈ F ∀t ∈ ]a, b] ∀c ∈ [t, b[

)
&
(
X

(+)
t (c) ∈ F ∀t ∈ [a, b[ ∀c ∈ ]t, b]).

2������� ���0� ����
�0���� ��D � ��E� 
 ��*���'� �
����'�� ���'�5� �� 9��6 �'�6 ����
�0�)
��� �������

�.�2�'(�!�� �4�;� ���� t ∈ ]a, b], κ(U (−)
t ) ∈ P̃

o
η(A), (ci)i∈N : N→ [a, t[ � ���  ���

(ci)i∈N −→ t, +�C���-

��
(
X

(−)
t (ci)

)
i∈N ∈ (Ŷ− seq)[F]�

� � � � � � � � 
 � � � ' �� "�������� t � (ci)i∈N ' ����'����'�� � ��������8�� ��
�'����&

'�
�*�� +�C���- � ��& *�� κ(U (−)
t ) ∈ P̃

o
η(A). :�5
���� ����
�0���� ��D(

I
(
X

(−)
t (ci)

))
i∈N

τoη (A)−→ κ(U (−)
t ). +�C��J-

��� �
����'�� ��
�*��� �6�������� ' τo(A) (
I
(
X

(−)
t (ci)

))
i∈N

τo(A)−→ κ(U (−)
t ). +�C���-

L� +�C��J-& +�C���- '8������ +��� @��& Q E�CB-& *�� ∀L ∈ A ∃ k ∈ N :

I
(
X

(−)
t (cj)

)
(L) = κ(U (−)

t )(L) ∀j ∈ −−→k,∞.

��� �
����'�� ��
�*���& *�� ∀l ∈ N ∀(Li)i∈1,l ∈ Al ∃ k ∈ N :

I
(
X

(−)
t (cj)

)
(Lr) = κ(U (−)

t )(Lr) ∀r ∈ 1, l ∀j ∈ −−→k,∞. +�C�CH-


 �'�� �*�����& ����� �� +�C�CH- � @CE& +D�C��-& +D�D�J-B& *�� ∀f ∈ Bo(I,A) ∃ k ∈ N :∫
I
f dI

(
X

(−)
t (cj)

)
=

∫
I
f dκ(U (−)

t ) ∀j ∈ −−→k,∞.

: �*���� @CE& ������
���� D����B ��
�*���& �
���'���
���& *�� ∀f ∈ Bo(I,A) ∃ k ∈ N :∫
I
fX

(−)
t (cj) dη =

∫
I

f dκ(U (−)
t ) ∀j ∈ −−→k,∞.

1��
����� ����*��� � �*���� +���E-& *�� ∀p ∈M ∃ k ∈ N :∫
I
ρpX

(−)
t (cj) dη =

∫
I
ρp dκ(U (−)

t ) ∀j ∈ −−→k,∞. +�C�C�-

: �*���� ����*����� ���0���'� M � +�����- ��
�*���& *�� ∃ k ∈ N :∫
I
ρpX

(−)
t (cj) dη =

∫
I
ρp dκ(U (−)

t ) ∀p ∈M ∀j ∈ −−→k,∞. +�C�CC-

J�



L� +���E-& +�C��J- ��
�*��� ���0� �'����'� ∗)�
�$�� �6�������� (
I
(
X

(−)
t (ci)

))
i∈N

τ∗η (A)−→ κ(U (−)
t ).

��� �
����'�� ��
�*��� �6�������� ' ∗)�
�$�� ����
�5�� (
I
(
X

(−)
t (ci)

))
i∈N

τ∗(A)−→ κ(U (−)
t ). +�C�CD-

+�*��8'��� �����& *�� κ(U (−)
t ) ∈ Pη(A) � I

(
X

(−)
t (c)

)∈ Pη(A) ��� c ∈ [a, t[; ��� +���J--� L� +�C�CD-
�
�����& ����*��& *��(∫

I
ρj dI

(
X

(−)
t (ci)

))
i∈N
−→

∫
I
ρj dκ(U (−)

t ) ∀j ∈ 1, N.

1��
����� ����*��� @CE& ������
���� D����B& *��(∫
I
ρjX

(−)
t (ci) dη

)
i∈N
−→

∫
I
ρj dκ(U (−)

t ) ∀j ∈ 1, N. +�C�CE-

:'����'� +�C�CC- � +�C�CE- ����
����� ' �6 ������'����� ��*������� 
 9��� �'��� ��������&
*�� (∫

I
ρi dκ(U (−)

t )
)
i∈1,N

= R(κ(U (−)
t )

)∈ Y +�C�C�-

�� '8$��� t. : �*���� +����-& +�C�CC- � +�C�C�- ��
�*���& *�� ∀ε ∈ ]0,∞[ ∃ k ∈ N :(∫
I
ρiX

(−)
t (cj) dη

)
i∈1,N

∈ Ô(Y, ε|M) ∀j ∈ −−→k,∞. +�C�CF-

: ���5�� ������8& �� +�C���- � ����
�0���� J�� '8������ +��� +���--& *��(
X

(−)
t (ci)

)
i∈1,N ∈ (F̃− seq)[F].

��� �
����'�� +��� +C��D-- �����& *�� ∀ε ∈ ]0,∞[ ∃ k ∈ N :

X
(−)
t (cj) ∈ Fε ∀j ∈ −−→k,∞.

2� ' 9��� �
�*�� �� +���J- � +�C�CF- �
����� �'����'� ∀ε ∈ ]0,∞[ ∃ k ∈ N :

X
(−)
t (cj) ∈ Ŷε ∀j ∈ −−→k,∞.

: �*���� +C��D- � +����H- ��
�*��� ������ ���$����� ��'��0������ �
L���& ������'
��� �'����'� ��
� t ∈ ]a, b] � (ci)i∈N ∈ [a, t[N, ��((

κ(U (−)
t ) ∈ P̃

o
η(A)

)
&
(
(ci)i∈N −→ t

))
=⇒

((
X

(−)
t (ci)

)
i∈N ∈ (Ŷ− seq)[F]

)
. +�C�C�-

2�������& *�� ��5
���� +��EE-& +��E�- κ(U (−)
t ) ∈ P

o
η[A] ∀t ∈ ]a, b] 1�9���� +��� +�C��-& +�C�C--

����� ∀t ∈ ]a, b] (
κ(U (−)

t ) ∈ P̃
o
η(A)

)⇐⇒ (
R(κ(U (−)

t )
)∈ Y

)
. +�C�CJ-

;����� �������� +���C-� : �*���� +����- ��
�*���& *��∫
I
ρj dκ(U (−)

t ) = lim
θ↑t

ρj(θ) ∀t ∈ ]a, b]. +�C�C�-

�*��8'�� +�C�C�-& ��������� �
������� ��5
������ 

ρ̂↑(t)
�
=
(
lim
θ↑t

ρi(θ)
)
i∈1,N ∀t ∈ ]a, b]. +�C�DH-

�H



;����� �� +�C�C- � +�C�DH- ��
�*���& *��

R(κ(U (−)
t )

)
=
(∫

I
ρi dκ(U (−)

t )
)
i∈1,N

= ρ̂↑(t) ∀t ∈ ]a, b]. +�C�D�-

L� +�C�CJ- � +�C�D�- �
�����& ����*��& *�� ∀t ∈ ]a, b](
κ(U (−)

t ) ∈ P̃
o
η(A)

)⇐⇒ (
ρ̂↑(t) ∈ Y

)
. +�C�DC-

L� +�C�C�- � +�C�DC- '8������ �
������� �$��� �'����'� ∀t ∈ ]a, b] ∀(ci)i∈N ∈ [a, t[N((
ρ̂↑(t) ∈ Y

)
&
(
(ci)i∈N −→ t

))
=⇒

((
X

(−)
t (ci)

)
i∈N∈ (Ŷ− seq)[F]

)
. +�C�DD-


 �'�� �*�����& �� +�C�DD- �
����� ������*���� �*�'����� ������

�.�2�'(�!�� �4�<� ���� t ∈ ]a, b] � ρ̂↑(t) ∈ Y, ��

κ(U (−)
t ) ∈ (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; Ŷ].

� � � � � � � � 
 � � � ' �� 1���� t ∈ ]a, b] ����'�& *�� ρ̂↑(t) ∈ Y. 1�
�5���

ck
�
= t− t− a

k
∀k ∈ N.

1�
�*�
� ���
���'���
������ (ck)k∈N ∈ [a, t[N, �
� ������� (ci)i∈N → t. 
 ��
� +�C�DD- �����
�'����'� (

X
(−)
t (ci)

)
i∈N ∈ (Ŷ− seq)[F]. +�C�DE-

����� ��5�& ��5
���� ����
�0���� ��D ����� �'����'� �6��������(
I
(
X

(−)
t (ci)

))
i∈N

τoη (A)−→ κ(U (−)
t ).

: �*���� +D�D- � +�C�DE- ��
�*��� ���$����� ��'��0������ �
L� ����
�0���� �C�E �
�����& ' *��������& *��(

ρ̂↑(b) ∈ Y
)
=⇒ (

κ(U (−)
b ) ∈ (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; Ŷ]

)
. +�C�D�-

�.�2�'(�!�� �4�3� ���� t ∈ [a, b[, κ(U (+)
t ) ∈ P̃

o
η(A), (c̃i)i∈N ∈ ]t, b]N � ���  ���

(c̃i)i∈N −→ t,

��
(
X

(+)
t (c̃i)

)
i∈N∈ (Ŷ− seq)[F]�

��������
���'� ���
�5�*�� �$����'���� ����
�0���� �C�D� L���& ����� �'����'� ��
�
t ∈ [a, b[ � (c̃i)i∈N ∈ ]t, b]N, ��((

κ(U (+)
t ) ∈ P̂

o
η(A)

)
&
(
(c̃i)i∈N −→ t

))
=⇒

((
X

(+)
t (c̃i)i∈N

)∈ (Ŷ− seq)[F]
)
. +�C�DF-

: �*���� +��EE- � +��E�- �����& *�� κ(U (+)
t ) ∈ P̂

o
η[A] ∀t ∈ [a, b[. ;�5�� +��� +�C��-& +�C�C-- ∀t ∈ [a, b[

(
κ(U (+)

t ) ∈ P̂
o
η(A)

)⇐⇒ (
R(κ(U (+)

t )
)∈ Y

)
. +�C�D�-

��
��& � �*���� +���E- � +����- �����& *��∫
I
ρj dκ(U (+)

t ) = lim
θ↓t

ρj(θ) ∀t ∈ [a, b[. +�C�DJ-

��



�*��8'�� +�C�DJ-& ��
�5���& *��

ρ↓(t)
�
=
(
lim
θ↓t

ρi(θ)
)
i∈1,N ∀t ∈ [a, b[. +�C�D�-

1�9���� +��� +�C�C-- ����� �*�'����� �'����'� 

R(κ(U (+)
t )

)
=
(∫

I
ρi dκ(U (+)

t )
)
i∈1,N= ρ↓(t) ∀t ∈ [a, b[; +�C�EH-

�8 �*
� +�C�DJ-& +�C�D�-� L� +�C�D�- � +�C�EH- '8������ ������ �
������� ��
�0���� ∀t ∈ [a, b[(
κ(U (+)

t ) ∈ P̃
o
η(A)

)⇐⇒ (
ρ↓(t) ∈ Y

)
. +�C�E�-


 �'�� �*�����& �� +�C�DF- � +�C�E�- ��
�*���& *�� ∀t ∈ [a, b[ ∀(c̃i)i∈N ∈ ]t, b]N((
ρ↓(t) ∈ Y

)
&
(
(c̃i)i∈N −→ t

))
=⇒

((
X

(+)
t (c̃i)

)
i∈N∈ (Ŷ − seq)[F]

)
. +�C�EC-

�.�2�'(�!�� �4�>� ���� t ∈ [a, b[ � ρ↓(t) ∈ Y, ��

κ(U (+)
t ) ∈ (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; Ŷ].

� � � � � � � � 
 � � � ' �� 1���� t ∈ [a, b[ � ρ↓(t) ∈ Y. ;�5�� �� +�C�EC- ����� ∀(c̃i)i∈N ∈ ]t, b]N(
(c̃i)i∈N −→ t

)
=⇒

((
X

(+)
t (c̃i)

)
i∈N∈ (Ŷ− seq)[F]

)
. +�C�ED-

1�
�5��� ������& *��

ck
�
= t+

b− t

k
∀k ∈ N.

;�5�� (ck)k∈N ∈ ]t, b]N � ����� ����� �6��������

(ck)k∈N −→ t.

L� +�C�ED- �
����� ������& *��
(
Xt(ck)

)
k∈N∈ (Ŷ−seq)[F]. ����� ��5�& �� ����
�0���� ��E �����

�6�������� (
I
(
X

(+)
t (ck)

))
k∈N

τoη (A)−→ κ(U (+)
t ).

: �*���� +D�D- ��
�*��� ���$����� �'����'�� �
L� ����
�0���� �C�F �
�����& ' *��������& ���
���,��(

ρ↓(a) ∈ Y
)
=⇒ (

κ(U (+)
a ) ∈ (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; Ŷ]

)
. +�C�EE-

L��
���,�� +�C�D�-& +�C�EE- 6������������ ��
�'�� ������
�0����� <������6= ��������')
���6 +H&�-)��� ����'����'������ ���'��,��
����� .1� ;����� ���������� ���
�5�*��� �'��)
��'� �
� <�����0���*�86= ��� ���������5� ����� �
� 9��5� $���� ����
���'��� ����
�0�)
��� J���

�.�2�'(�!�� �4�:� ���� t ∈ ]a, b[, α ∈ [0, 1],

ακ(U (−)
t ) + (1− α)κ(U (+)

t ) ∈ P̃
o
η(A), +�C�E�-

� ����	
�
��	������� (ci)i∈N ∈ [a, t[N � (c̃i)i∈N ∈ ]t, b]N ����
�! $��(
(ci)i∈N −→ t

)
&
(
(c̃i)i∈N −→ t

)
, +�C�EF-

��
(
αX

(−)
t (ci) + (1− α)X

(+)
t (c̃i)

)
i∈N∈ (Ŷ− seq)[F]�

�C



� � � � � � � � 
 � � � ' �� "�������� t � α ' ����'����'�� � ��
�'���� +��� 9��� +�C�E�-
� +�C�EF- ������
�5����� '8��
����8��-� L���&

μo
�
= ακ(U (−)

t ) + (1− α)κ(U (+)
t ) ∈ P̃

o
η(A) +�C�E�-

�& ����� ��5�& ��5
���� ����
�0���� J�� ����� ����� �6��������(
I
(
αX

(−)
t (ci) + (1− α)X

(+)
t (c̃i)

))
i∈N

τoη (A)−→ μo. +�C�EJ-

1�� 9���& ������& ��5
���� ����
�0���� J��(
αX

(−)
t (ci) + (1− α)X

(+)
t (c̃i)

))
i∈N
∈ (F̃− seq)[F]. +�C�E�-

L� +�C��-& +�C�C- � +�C�E�- �
�����& *��

yo
�
= R(μo) =

(∫
I
ρi dμo

)
i∈1,N

∈ Y. +�C��H-

Y������& *�� αX
(−)
t (cj) + (1 − α)X

(+)
t (c̃j) ∈ F ∀j ∈ N. 
 ��
� 
��������� ��������
����5�

����5��
�

I
(
αX

(−)
t (cj) + (1− α)X

(+)
t (c̃j)

)
= αI

(
X

(−)
t (cj)

)
+(1− α)I

(
X

(+)
t (c̃j)

)∈ Pη(A) ∀j ∈ N. +�C���-

: ���5�� ������8& �� +�C��H- �
�����& *��

yo,j
�
= yo(j) = R(μo)(j) =

∫
I
ρj dμo ∀j ∈ 1, N.

:��
� $8��& ����� � �*�'��������& *��

yo = (yo,i)i∈1,N ∈ Y. +�C��C-


��'������� � +�C�EJ-& �������& *�� ' ��
� +�C�E�-& +�C�EJ- � +�C���- ����� �6��������(
I
(
αX

(−)
t (ci) + (1− α)X

(+)
t (c̃i)

))
i∈N

τo(A)−→ μo.

1�9���� @��& 	� J�B ����� �
������� �'����'� 

∀A ∈ A ∃ k ∈ N : I
(
αX

(−)
t (cj) + (1− α)X

(+)
t (c̃j)

)
(A) = μo(A) ∀j ∈ −−→k,∞. +�C��D-

L���
���� ������8 2.& ��
�*��� �� +�C��D-& *��

∀K ∈ Fin(A) ∃ k ∈ N : I
(
αX

(−)
t (cj) + (1− α)X

(+)
t (c̃j)

)
(A) = μo(A) ∀j ∈ −−→k,∞ ∀A ∈ K.

2� ' 9��� �
�*�� +��� @CE& +D�C��-& +D�D�J-B- ��
�*��� �
������� �'����'� ���,���������� 

∀f ∈ Bo(I,A) ∃ k ∈ N :

∫
I
f dI

(
αX

(−)
t (cj) + (1− α)X

(+)
t (c̃j)

)
=

∫
I
f dμo ∀j ∈ −−→k,∞. +�C��E-

L� +�C��E- '8������& *�� @CE& ������
���� D����B

∀f ∈ (Bo(I,A)) ∃ k ∈ N :

∫
I
f · (αX(−)

t (cj) + (1− α)X
(+)
t (c̃j)

)
dη =

∫
I
f dμo ∀j ∈ −−→k,∞. +�C���-


 *��������& �� +�C���- ��
�*��� �*�'����� �
����'��

∀p ∈M ∃ k ∈ N :

∫
I
ρj ·

(
αX

(−)
t (cj) + (1− α)X

(+)
t (c̃j)

)
dη =

∫
I
ρj dμo = yo,j. +�C��F-

�D



: ���5�� ������8& �� +�C�EJ- '8������& *�� +��� +���E--(
I
(
αX

(−)
t (ci) + (1− α)X

(+)
t (c̃i)

))
i∈N

τ∗η (A)−→ μo. +�C���-

��� �
����'�� ��
�*���& *�� ∀f ∈ B(I,A)(∫
I
f d
(
I
(
αX

(−)
t (ci) + (1− α)X

(+)
t (c̃i)

)))
i∈N
−→

∫
I
f dμo. +�C��J-

L���
���� +�C��J- � @CE& ������
���� D����B& ��
�*��� ���0� �'����'� ∀f ∈ B(I,A)(∫
I
f · (αX(−)

t (ci) + (1− α)X
(+)
t (c̃i)

)
dη
)
i∈N
−→

∫
I
f dμo.

����8� �'����'� ����������'���� �
����� �� ������
���� ∗)�
�$�� ����
�5��& � �8 �� �$)
��0���� �6 �����$��� 
 ����
����� ����� ∀j ∈ 1, N(∫

I
ρj ·

(
αX

(−)
t (ci) + (1− α)X

(+)
t (c̃i)

)
dη
)
i∈N
−→

∫
I
ρj dμo. +�C���-


8$���� �����'�
��� ζ ∈ ]0,∞[, ��
�*�� ���0���'�

Ô(Y, ζ|M) = {(zi)i∈1,N ∈ R
N |

∃ (yi)i∈1,N ∈ Y : (yj = zj ∀j ∈M)& (|yj − zj | < ζ ∀j ∈ 1, N )} +�C�FH-

�& ��� �
����'��& �
������� ���0���'� ζ)��������86 �$8*�86 ����'
���� 

Ŷζ =
{
f ∈ Fζ

∣∣(∫
I
ρif dη

)
i∈1,N

∈ Ô(Y, ζ|M)
}∈ P(Fζ). +�C�F�-

L� +�C��F- '8������& *��

∃ k ∈ N :

∫
I
ρj ·

(
αX

(−)
t (cl) + (1− α)X

(+)
t (c̃l)

)
dη = yo,j ∀l ∈ −−→k,∞ ∀j ∈M +�C�FC-

+�������& *�� ��� M = ∅ ' ��*���'� k ' +�C�FC- ��0�� '8$���� 
�$�� *��
� �� N). ��
��&
�� +�C�FD- '8������& *��

∃ k ∈ N :
∣∣∣∫

I
ρj ·

(
αX

(−)
t (cl) + (1− α)X

(+)
t (c̃l)

)
dη −

∫
I
ρj dμo

∣∣∣< ζ ∀j ∈ 1, N ∀l ∈ −−→k,∞. +�C�FD-

1�
�*��� � �*���� +�C�FD-& *�� ����������

∃ k ∈ N :
∣∣∣∫

I
ρj ·

(
αX

(−)
t (cl) + (1− α)X

(+)
t (c̃l)

)
dη − yo,j

∣∣∣< ζ ∀j ∈ 1, N ∀l ∈ −−→k,∞.

L� +�C��C-& +�C�FH- � +�C�FC- ����� ������& *��

∃ k ∈ N :
(∫

I
ρi ·
(
αX

(−)
t (cl) + (1− α)X

(+)
t (c̃l)

)
dη
)
i∈1,N

∈ Ô(Y, ζ|M) ∀l ∈ −−→k,∞. +�C�FE-

2������� ������& *�� ��5
���� +���J- � +��F�- ��� l ∈ N(
X

(−)
t (cl) =

1

t− cl
χ[cl,t[

)
&
(
X

(+)
t (c̃l) =

1

c̃l − t
χ]t,c̃l]

)
,

� ������ supp
(
αX

(−)
t (cl) + (1− α)X

(+)
t (c̃l)

)⊂ [cl, c̃l] �& ��� �
����'��&

to
(
αX

(−)
t (cl) + (1− α)X

(+)
t (c̃l)

)−to(αX(−)
t (cl) + (1− α)X

(+)
t (c̃l)

)
� c̃l − cl.

�E



: �*���� +��D- � +�C�EF- ��
�*��� �*�'����� ������ �'����'�

∃m ∈ N : αX
(−)
t (cl) + (1− α)X

(+)
t (c̃l) ∈ Fζ ∀l ∈ −−−→m,∞.

���$������ ���
����� � +�C�FE-& ��
�*��� +��� +�C�F�--& *��

∃ k ∈ N : αX
(−)
t (cl) + (1− α)X

(+)
t (c̃l) ∈ Ŷζ ∀l ∈

−−→
k,∞.

1����
��� '8$�� ζ $8
 �����'�
��8�& ������'
���& *��

∀ε ∈ ]0,∞[ ∃ k ∈ N : αX
(−)
t (cl) + (1− α)X

(+)
t (c̃l) ∈ Ŷε ∀l ∈ −−→k,∞.

7�� ����*���& *�� +��� +C��D-& +����H--
(
αX

(−)
t (ci) + (1 − α)X

(+)
t (c̃i)

)
i∈N∈ (Ŷ − seq)[F], *�� �

���$�'�
��� ��������� �
�.�2�'(�!�� �4�=� ���� t ∈ ]a, b[, ��

{
μ ∈ P

o
η(A| t)

∣∣(∫
I
ρi dμ

)
i∈1,N

∈ Y
}⊂ (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; Ŷ]. +�C�F�-

� � � � � � � � 
 � � � ' �� /$����*�� *���� Ω ���0���'� ' 
�'�� *���� +�C�F�- +���*����
t ∈ ]a, b[ ��
�5��� %������'���8�-� 1���� μo ∈ Ω. ;�5��

μo ∈ P
o
η(A| t)

�& ����� ��5�& ����'��
�'� '�
�*����

R(μo) =
(∫

I
ρi dμo

)
i∈1,N

∈ Y. +�C�FF-

: �*���� +��EE- ��
�*���& *�� ��� ��������� αo ∈ [0, 1] ����'��
�'� ��'����'�

μo = αoκ(U (−)
t ) + (1− αo)κ(U (+)

t ).

1�� 9���& ����*��& ����� ∀k ∈ N(t− a

k
∈ ]0,∞[

)
&
(b− t

k
∈ ]0,∞[

)
.

: �*���� 9��5� ''���� �'� ���
���'���
������ ' I ��
�5���& *�� ∀k ∈ N(
ck

�
= t− t− a

k

)
&
(
c̃k

�
= t+

b− t

k

)
.


 9��� �
�*�� (ck)k∈N ∈ [a, t[N � (c̃k)k∈N ∈ ]t, b]N, ���*��(
(ck)k∈N −→ t

)
&
(
(c̃k)k∈N −→ t

)
.

: �*���� ����
�0���� �C�� ��
�*���& *��(
αoX

(−)
t (ck) + (1− αo)X

(+)
t (c̃k)

)
k∈N∈ (Ŷ− seq)[F].

����� ��5�& �� ����
�0���� J�� ����� �'����'� �6��������(
I
(
αoX

(−)
t (ck) + (1− αo)X

(+)
t (c̃k)

))
k∈N

τoη (A)−→ μo.

�'� ���
����6 ��
�0���� ' ��*������ � +D�D- � +��E�- �����'
��� �'����'�

μo ∈ (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; Ŷ].

��



1����
��� '8$�� μo $8
 �����'�
��8�& ���$����� '
�0���� +�C�F�- ������'
���� �
�.�2�'(�!�� �4�?� ��		� �	��� 
���	��	

P̃
o
η(A) ⊂ (sas)[F;Pη(A); τ oη ; (A);I; Ŷ].

� � � � � � � � 
 � � � ' �� 
8$���� �����'�
��� μo ∈ P̃
o
η(A). ;�5�� ��5
���� +�C��-

μo ∈ P
o
η[A] +�C�F�-

� ��� 9��� ����� ����� '�
�*����

R(μo) =
(∫

I
ρi dμo

)
i∈1,n

∈ Y. +�C�FJ-

L� +�C�FF- �
�����& ' *��������& *�� +��� +��EF-- μo ∈ Pη(A), ���*��(
μo = κ(U (+)

a )
)∨ (∃ t ∈ ]a, b[: μo ∈ P

o
η(A| t)

)∨ (μo = κ(U (−)
b )

)
. +�C�F�-

��������8� ��� �
�*�� ���������� ����
���� 1���� ���*�
�

�- μo = κ(U (+)
a ). ;�5�� ��5
���� +�C�EH-& +�C�FJ-R(μo) = ρ↓(a), ���*�� ' ��
� +�C�FE- � +�C�FJ-

ρ↓(a) ∈ Y �� '8$��� μo. ;�5�� ' ��
� +�C�EE-

μo = κ(U (+)
a ) ∈ (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; Ŷ].

;�� ���8� ������'
��� ���
���,��(
μo = κ(U (+)

a )
)
=⇒ (

μo ∈ (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; Ŷ]
)
. +�C��H-

C- 1���� �
� ��������5� t∗ ∈ ]a, b[ ����� ����� '�
�*����

μo ∈ P
o
η(A| t∗).

1�
�*��� ������ +��� +�C�FJ-- �
������� �'����'� 

μo ∈ P
o
η(A| t∗) : R(μo) ∈ Y.

L� ����
�0���� �C�J �����& *�� μo ∈ (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; Ŷ]. ;���� �$�����&(∃ t ∈ ]a, b[: μo ∈ P
o
η(A| t∗)

)
=⇒ (

μo ∈ (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; Ŷ]
)
. +�C���-

D- 1����& ������,& μo = κ(U (−)
b ). ;�5�� �� +�C�D�- �����& *�� R(μo) = ρ̂↑(b), � ��5�� ρ̂↑(b) ∈ Y

' ��
� +�C�FJ- �& �
���'���
��� +��� +�C�D�--&

μo = κ(U (−)
b ) ∈ (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; Ŷ].

: �*���� +�C�F�-& +�C��H- � +�C���- ��
�*��� ������& *�� μo ∈ (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; Ŷ] '�
'��6 '����0�86 �
�*��6� 1����
��� '8$�� +�C�F�- $8
 �����'�
��8�& ����
�0���� ������)
��� �

��'.�$� �4��� ��		� �	��� ��	
�#��� �	��$�� ��
	���
�

P̃
o
η(A) = (as)[F;Pη(A); τ∗η (A);I;Y] = (as)[F;Pη(A); τ oη (A);I;Y] = (as)[F;Pη(A); τ∗η (A);I; Ŷ] =

= (as)[F;Pη(A); τ oη (A);I; Ŷ] = (sas)[F;Pη(A); τ∗η (A);I;Y] = (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I;Y] =

= (sas)[F;Pη(A); τ∗η (A);I; Ŷ] = (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; Ŷ].

�F



� � � � � � � � 
 � � � ' �� :�5
���� ����
�0����� �C�C � �C��

(as)[F;Pη(A); τ∗η (A);I;Y] ⊂ P̃
o
η(A) ⊂ (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; Ŷ].

: �*���� +�����-& +����J- � +���C�- ����� ������ ,���*�� '
�0����

(sas)[F;Pη(A); τ∗η (A);I;Y] ⊂ (as)[F;Pη(A); τ∗η (A);I;Y] ⊂ P̃
o
η(A) ⊂ (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; Ŷ] ⊂

⊂ (sas)[F;Pη(A); τ∗η (A);I; Ŷ] ⊂ (sas)[F;Pη(A); τ∗η (A);I;Y];

��� �
����'��& ���
������� ,���*�� ��'����'

P̃
o
η(A) = (as)[F;Pη(A); τ∗η (A);I;Y] = (sas)[F;Pη(A); τ∗η (A);I;Y] =

= (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; Ŷ] = (sas)[F;Pη(A); τ∗η (A);I; Ŷ].
+�C��C-

L���
���� +����J- � +�C��C-& ��
�*���& *��

P̃
o
η(A) = (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I;Y] ⊂ (sas)[F;Pη(A); τ∗η (A);I;Y] = P̃

o
η(A)

�& ���
� $8��& ����� �
������� ��'����'�

P̃
o
η(A) = (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I;Y]. +�C��D-

L� +�C��C-& +�C��D- ��
�*��� ��'������� '��6 *��8��6 ���'��,��
��86 .1 � P̃
o
η(A). 1�� 9���

+��� +����E-& +����F-& +�C��C-& +�C��D--

(as)[F;Pη(A); τ∗η (A);I; Ŷ] ⊂ P̃
o
η(A) ⊂ (as)[F;Pη(A); τ∗η (A);I; Ŷ],

*�� ����*��� ����'��
�'���� ��'����'�

P̃
o
η(A) = (as)[F;Pη(A); τ∗η (A);I; Ŷ]. +�C��E-

��
��& ������� *��& ��5
���� +���CE- � +�C��C-& ����� ����� '
�0����

(as)[F;Pη(A); τ oη (A);I;Y] ⊂ P̃
o
η(A).

: ���5�� ������8& �� +�����- � +�C��D- ��
�*��� '
�0����

P̃
o
η(A) = (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I;Y] ⊂ (as)[F;Pη(A); τ oη (A);I;Y].


 ����
����� ����� �
������� ��'����'�

P̃
o
η(A) = (as)[F;Pη(A); τ oη (A);I;Y]. +�C���-

L� +���C�- � +�C��E- �
����� ���0� '
�0����

(as)[F;Pη(A); τ oη (A);I; Ŷ] ⊂ P̃
o
η(A).

: ���5�� ������8& �� +����E- � +�C��C- '8������& *��

P̃
o
η(A) = (sas)[F;Pη(A); τ oη (A);I; Ŷ] ⊂ (as)[F;Pη(A); τ oη (A);I; Ŷ],

� ������ ����� �
������� ��'����'�

P̃
o
η(A) = (as)[F;Pη(A); τ oη (A);I; Ŷ]. +�C��F-

L� +�C��C-& +�C��D-G+�C��F- '8������ ��'��0����� ������8� �
;���� �$�����& P̃o

η(A) ��0�� ���������'����� ' ��*���'� '����� ���'����
���5� .1 ' ���)
����� +���F-� ������ +'�����5���
���� �� ��8�
�- .1 $���� ����
���'��� ' +D��- �
� ������)
���� .1 ' ����*�������� ���%����*����� ����������'��

��



� ��� ��
�����
 ��	�����	� � �
����
 ���
 ��
���������2
��
!���
 ��	 ��
�	����
! ���$����	���#�
��	

.8 �
����� �$����*����� �����
� �& %������� n ∈ N, π1 ∈ B(I,A), . . . , πn ∈ B(I,A).
/��$��0���� Π +��C- ����
����� ' ��*���'� ,�
�'�5�& � Π̃ +��F- # ' ��*���'� �5� ������'����5�
�����
0����& ������
����5� ' +���-� 1����
��� ��0��� �� �������' Y � Ŷ �$
����� �*�����
$����& �����

(as)[F;Rn; τ
(n)
R

; Π;Y] = (sas)[F;Rn; τ
(n)
R

; Π;Y] =
⋂

ε∈ ]0,∞[

cl
(
Π1(Yε), τ

(n)
R

)
, +�D��-

(as)[F;Rn; τ
(n)
R

; Π; Ŷ] = (sas)[F;Rn; τ
(n)
R

; Π; Ŷ] =
⋂

ε∈ ]0,∞[

cl
(
Π1(Ŷε), τ

(n)
R

)
, +�D�C-

+��������& *�� τ
(n)
R

# �$8*��� ����
�5�� �������������� �6�������� ' R
n).

��'.�$� �;��� ��		� �	��� ��	
�#��� �	��$�� ��
	���


Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
= (as)[F;Rn; τ

(n)
R

; Π;Y] = (as)[F;Rn; τ
(n)
R

; Π; Ŷ] =

= (sas)[F;Rn; τ
(n)
R

; Π;Y] = (sas)[F;Rn; τ
(n)
R

; Π; Ŷ].
+�D�D-

� � � � � � � � 
 � � � ' �� 2�������& *�� +��� �����
 �- Π̃ ���� ������8'��� ' ��8�
� ;1(
Pη(A), τ∗η (A)

)
� (Rn, τ

(n)
R

) ���$��0���� �� Pη(A) ' R
n. 1��'�� �� ��������86 ;1 # �������

+���F-& � '����� # 6������%�'� ;1� 1�9���� +��� +���-- ��5
���� +D��- ∀E ∈ β[F]

(as)[F;Rn; τ
(n)
R

; Π; E ] = Π̃1
(
(as)[F;Pη(A); τ∗η (A);I; E ]

)
. +�D�E-

: �*���� +����- � +����H- ��0�� ����
���'��� +�D�E- ��� E = Y � E = Ŷ, ��
�*��& *��

(as)[F;Rn; τ
(n)
R

; Π;Y] = Π̃1
(
(as)[F;Pη(A); τ∗η (A);I;Y]

)
, +�D��-

(as)[F;Rn; τ
(n)
R

; Π; Ŷ] = Π̃1
(
(as)[F;Pη(A); τ∗η (A);I; Ŷ]

)
. +�D�F-

L� ������8 �C��& +�D��- � +�D�F- ��
�*��� ,���*�� ��'����'

(as)[F;Rn; τ
(n)
R

; Π;Y] = (as)[F;Rn; τ
(n)
R

; Π; Ŷ] = Π̃1
(
P̃ o
η (A)

)
. +�D��-

L� +�D��-& +�D�C- � +�D��- '8������& *�� ����'��
�'� +�D�D-� �
;���� �$�����& Π̃1

(
P̃ o
η (A)

)
�'
����� ���'����
��8� .1 ' ����'��� ����*� � �����0���)

��� ' ����*�������� ����������'� ��� /34� ;���� �$�����& ����*� � ���������� Π̃1
(
P̃ o
η (A)

)
�������'
��� �� ��
��� �������*�����& �� � ������
���8� ������*����� �������& ��
� �����
' '��� ��������,�� �����
� E& �'�����8� � ���
���'����� /� 
�����86 ����'
���86 �������

� ��� �����������	�  �
������ ��	�����	� � �
����
 ���
 ��
���������


 ��������� �����
� �������'
����� ����
���� ���
���'���� ���0���'� Π̃1
(
P̃ o
η (A)

)
. ���)

��� ���
���'���� ����'������� �������� �D��� !���� ����
���'��� ��� 9��� +�C�DC- � �
����)
��� ��
�0�����

�.�2�'(�!�� �<��� ���� t ∈ ]a, b[ � α ∈ [0, 1], ��(
ακ(U (−)

t ) + (1− α)κ(U (+)
t ) ∈ P̃ o

η (A)
)⇐⇒ (

αρ̂↑(t) + (1− α)ρ̂↓(t) ∈ Y
)
. +�E��-

� � � � � � � � 
 � � � ' �� "�������� t ∈ ]a, b[ � α ∈ [0, 1]> �����

μo
�
= ακ(U (−)

t ) + (1− α)κ(U (+)
t ). +�E�C-

:�5
���� +��EE- ����� � �*�'��������& *��

μo ∈ P
o
η(A| t). +�E�D-

�J



L� +��E�- � +�E�D- �
�����& ' *��������& *��

μo ∈ P
o
η[A],

� ��5�� ��5
���� +�C��-& +�C�C- ����� 9�'�'�
��,��(
μo ∈ P̃

o
η(A)

)⇐⇒ (R(μo) ∈ Y
)
; +�E�E-

�������� ' �'��� � +�E�E-& *��

R(μo) =
(∫

I
ρi dμo

)
i∈1,n

.

1�� 9��� ' ��
� +�E�C- � 
��������� ����5��
� ��� ��������� ��)�� ���8 +��� @CE& ����
�0�)
��� D�E��B- �����& *��∫

I
ρj dμo = α

∫
I
ρj dκ(U (−)

t ) + (1− α)

∫
I
ρj dκ(U (+)

t ) ∀j ∈ 1, N.

��� �
����'�� ��
�*��� �
������� ��'����'�(∫
I
ρi dμo

)
i∈1,N

= α ·
(∫

I
ρi dκ(U (−)

t )
)
i∈1,N

+(1− α) ·
(∫

I
ρi dκ(U (+)

t )
)
i∈1,N

.

: �*���� +�C�D�- � +�C��D- ��
�*��� ������& *��

R(μo) =
(∫

I
ρi dμo

)
i∈1,N

= αρ̂↑(t) + (1− α)ρ̂↓(t). +�E��-

;�5�� +��� +�E�E-& +�E��-- ��
�*��� �
������� ��
�0���� (
μo ∈ P̃

o
η(A)

)⇐⇒ (
αρ̂↑(t) + (1− α)ρ̂↓(t) ∈ Y

)
.

: �*���� +�E�C- ��
�*��� ���$����� 9�'�'�
��,�� +�E��-� �
Y������& *�� ' ��
� +��E�-& +��EF- ��� t ∈ ]a, b[ � α ∈ [0, 1]

ακ(U (−)
t ) + (1− α)κ(U (+)

t ) ∈ Pη(A), +�E�F-

� ������ ��������� ������
����� '�����

Π̃
(
ακ(U (−)

t ) + (1− α)κ(U (+)
t )

)
=
(∫

I
πi d
(
ακ(U (−)

t ) + (1− α)κ(U (+)
t )

))
i∈1,n
∈ R

n,

� ���0� '����� α−→π (t) + (1− α)←−π (t) ∈ R
n.

�.�2�'(�!�� �<�4� ���� t ∈ ]a, b[ � α ∈ [0, 1], �� ����
	
��
� ��
	���
�

Π̃
(
ακ(U (−)

t ) + (1− α)κ(U (+)
t )

)
= α−→π (t) + (1− α)←−π (t).

�� � � � � � � 
 � � � ' �� "�������� t ∈ ]a, b[ � α ∈ [0, 1]. ;�5�� +��� +�E�F--

μo
�
= ακ(U (−)

t ) + (1− α)κ(U (+)
t ) ∈ Pη(A),

� ��5�� ��
�*���& *��

Π̃(μo) =
(∫

I
πi dμo

)
i∈1,n

∈ R
n.

1�� 9��� �� �'����'�� ����5��
� +��� @CE& 5
� DB- �����& *��∫
I
πj dμo = α

∫
I
πj dκ(U (−)

t ) + (1− α)

∫
I
πj dκ(U (+)

t ) ∀j ∈ 1, N.

��



��� �
����'�� ��
�*��� +��� +��F--& *�� ����'��
�'� ��'����'�

Π̃(μo) = α ·
(∫

I
πi dκ(U (−)

t )
)
i∈1,n

+(1− α) ·
(∫

I
πi dκ(U (+)

t )
)
i∈1,n

. +�E��-

2�������& *��& ��5
���� +��EE-& κ(U (−)
t ) ∈ P

o
η(A| t) � κ(U (+)

t ) ∈ P
o
η(A| t). ;�5�� ������
��8

Π̃
(
κ(U (−)

t )
)

� Π̃
(
κ(U (+)

t )
)
, ���*��& ��5
���� +��F-& +����- � +��CD-&(

Π̃
(
κ(U (−)

t )
)
=
(∫

I
πi dκ(U (−)

t )
)
i∈1,n

= −→π (t)

)
&

(
Π̃
(
κ(U (+)

t )
)
=
(∫

I
πi dκ(U (+)

t )
)
i∈1,n

=←−π (t)

)
.

L� +�E��- ��
�*��� ������ �*�'����� ��'����'�

Π̃(μo) = α−→π (t) + (1− α)←−π (t),

������ �� ������
���� μo ����� ���$����� ��'��0������ �
1�
�5��� ' ��
�������& *�� +��� ������
���� �����
� C-

Γ
�
=
{
z ∈ ]a, b[×[0, 1]|pr2(z)ρ̂↑

(
pr1(z)

)
+
(
1− pr2(z)

)
ρ̂↓
(
pr1(z)

)∈ Y
}
. +�E�J-

L���& Γ ∈ P( ]a, b[×[0, 1]), ���*�� ∀t ∈ ]a, b[ ∀α ∈ [0, 1](
(t, α) ∈ Γ

)⇐⇒ (
αρ̂↑(t) + (1− α)ρ̂↓(t) ∈ Y

)
. +�E��-

1��
����� 9�'�'�
��,�� ��*���8'����� �$����� 6������������ ���0���'� Γ +�E�J-� /������
' 9��� �'���& *�� Γ ⊂ ]a, b[×[0, 1] � ∀z ∈ Γ(

pr1(z) ∈ ]a, b[
)∧ (pr2(z) ∈ [0, 1]

)
.

Y������ ��
��& *�� +��� +�E�J-- ��������� ������
����� ���0���'�

Γo
�
= {pr2(z)−→π

(
pr1(z)

)
+(1− pr2(z)

)←−π (pr1(z)): z ∈ Γ} ∈ P(Rn). +�E��H-

L���& Γo +�E��H- ���� �(� R
n �����& *�� 

1′) ��� '����� '8$��� t ∈ ]a, b[ � α ∈ [0, 1] ������� ���
���,��(
(t, α) ∈ Γ

)
=⇒ (

α−→π (t) + (1− α)←−π (t) ∈ Γo

)
;

2′) �
� '����5� x ∈ Γo ��0�� ������� τ ∈ ]a, b[ � λ ∈ [0, 1], �
� �����86(
(τ, λ) ∈ Γ

)
&
(
λ−→π (τ) + (1− λ)←−π (τ) = x

)
.


 1′)& 2′) ��
���� �*��8'��� +�E��-& *�� ���'�
��� ������
��� Γo �'�8� �$����� ' �������6

π1, . . . , πn, ρ1, . . . , ρN , Y.

�.�2�'(�!�� �<�;� ��		� �	��� 
���	��	

Γo ⊂ Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
. +�E���-

� � � � � � � � 
 � � � ' �� 
8$���� �����'�
��� ω ∈ Γo. ;�5��& ��5
���� 2′)& �
� �������86
t∗ ∈ ]a, b[ � α∗ ∈ [0, 1] ��
�*���& *��

(t∗, α∗) ∈ Γ, +�E��C-

�& ����� ��5�& ����'��
�'� ��'����'�

ω = α∗−→π (t∗) + (1− α∗)←−π (t∗). +�E��D-

�HH



/������& *��& ��5
���� +��EE-& �����

μ∗
�
= α∗κ(U (−)

t∗ ) + (1− α∗)κ(U (+)
t∗ ) ∈ P

o
η(A| t). +�E��E-


 *��������& �� +��E�- ����� � �*�'��������& *�� μ∗ ∈ P
o
η[A] �& ' *�������� +��� +��EF--&

μ∗ ∈ Pη(A)� ;�5�� ��5
���� +��F- ������
����� '�����

u∗
�
= Π̃(μ∗) =

(∫
I
πi dμ∗

)
i∈1,n

∈ R
n.

L� +�E��E- � ����
�0���� �E�� '8������& *�� ������� 9�'�'�
��,��(
μ∗ ∈ P̃

o
η(A)

)⇐⇒ (
α∗ρ̂↑(t∗) + (1− α∗)ρ̂↓(t∗) ∈ Y

)
. +�E���-

/����� �� +�E��- � +�E��C- '8������& *�� α∗ρ̂↑(t∗)+(1−α∗)ρ̂↓(t∗) ∈ Y, � ������& ��5
���� +�E���-&

μ∗ ∈ P̃
o
η(A) �& ��� �
����'��&

u∗ = Π̃(μ∗) ∈ Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
.

: ���5�� ������8& �� +�E��E- � ����
�0���� E�C �
����� ��'����'�

Π̃(μ∗) = α∗−→π (t∗) + (1− α∗)←−π (t∗)

�& ��� �
����'�� +��� +�E��D--& ω = Π̃(μ∗) = u∗ ∈ Π̃1
(
P
o
η(A)

)
. 1����
��� '8$�� ω $8
 �����)

'�
��8�& +�E���- ������'
���� �

2������� +��C�-& +��DH-� :�5
���� +�C�DC-(
κ(U (−)

b ) ∈ P̃
o
η(A)

)⇐⇒ (
ρ̂↑(b) ∈ Y

)
. +�E��F-


 �'�� �*�����& �� +�C�E�- '8������& *��(
κ(U (+)

a ) ∈ P̃
o
η(A)

)⇐⇒ (
ρ̂↓(a) ∈ Y

)
. +�E���-

;�5�� ' ��
� +��C�- � +�E��F- ��
�*��� ���
���,��(
ρ̂↑(b) ∈ Y

)
=⇒

(−→π (b) ∈ Π̃1
(
P̃
o
η(A)

))
. +�E��J-

3��
�5�*�8� �$�����& �� +��DH- � +�E���- '8������& *��(
ρ̂↓(a) ∈ Y

)
=⇒

(←−π (a) ∈ Π̃1
(
P̃
o
η(A)

))
. +�E���-

��'.�$� �<��� ����	��
� Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)

������	� ��	
�#��	 ��	
���
�	����

�- 	��� ρ̂↓(a) /∈ Y � ρ̂↑(b) /∈ Y, �� ����
	
��
� ��
	���
�

Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
= Γo;

C- 	��� ρ̂↓(a) /∈ Y � ρ̂↑(b) ∈ Y, �� ����
	
��
� ��
	���
�

Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
= Γo ∪ {−→π (b)};

D- 	��� ρ̂↓(a) ∈ Y � ρ̂↑(b) /∈ Y, �� ��		� �	��� ��
	���
�

Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
= {←−π (a)} ∪ Γo;

E- 	��� ρ̂↓(a) ∈ Y � ρ̂↑(b) ∈ Y, �� ����
	
��
� ��
	���
�

Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
= Γo ∪ {←−π (a);−→π (b)}.

�H�



� � � � � � � � 
 � � � ' �� I��������� �
�*�� �-� L���& ρ̂↓(a) /∈ Y � ρ̂↑(b) /∈ Y. 
8$����

�����'�
��� v ∈ Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
, ��
�*�� '����� v ∈ R

n, ����������� �
� ��������� ���8 μo ∈
P̃
o
η(A) �������'
����

v = Π̃(μo). +�E�CH-

;�5�� μo ∈ P̃
o
η(A) � ��� 9��� ����'��
�'� '�
�*����

R(μo) =
(∫

I
ρi dμo

)
i∈1,N

∈ Y. +�E�C�-

1�� 9���& ��5
���� +��E�-& �����& *��(
μo = κ(U (+)

a )
)∨(μo ∈

⋃
t∈ ]a,b[

P
o
η(A| t)

)
∨ (μo = κ(U (−)

b )
)
. +�E�CC-

/������& *��
(
μo = κ(U+)

a )
)⇒ (

κ(U (+)
a ) ∈ P̃

o
η(A)

)
. : �*���� +�E���- �����& *��(

μo = κ(U (+)
a )

)
=⇒ (

ρ̂↓(a) ∈ Y
)
. +�E�CD-

/����� ' ���������'����� ���*�� �
�*��
(
ρ̂↓(a) /∈ Y

)
, � ������ +��� +�E�CD--

μo �= κ(U (+)
a ). +�E�CE-

��
��
(
μo = κ(U−)

b )
)⇒ (

κ(U (−)
b ) ∈ P̃

o
η(A)

)
. : �*���� +�E��F- ��
�*���& �
���'���
���& *��(

μo = κ(U (−)
b )

)
=⇒ (

ρ̂↑(b) ∈ Y
)
. +�E�C�-

/����� ' ���������'����� �
�*�� ρ̂↑(b) /∈ Y. 1�9���� �� +�E�C�- �
�����& *��

μo �= κ(U (−)
b ). +�E�CF-

L� +�E�CC-& +�E�CE- � +�E�CF- '8������& *�� ' <�����= �
�*��

μo ∈
⋃

t∈ ]a,b[

P
o
η(A| t).

1�9���� �
� ��������5� to ∈ ]a, b[ ����� ����� μo ∈ P
o
η(A| to) �& ���
� $8�� +��� +��EE--& �
�

��������5� αo ∈ [0, 1]

μo = αoκ(U (−)
to ) + (1− αo)κ(U (+)

to ). +�E�C�-

:���'����'����& zo
�
= (to, αo) ∈ ]a, b[×[0, 1], ���*��& ��5
���� +�E��-&

(zo ∈ Γ)⇐⇒ (
αoρ̂↑(to) + (1− αo)ρ̂↓(to) ∈ Y

)
. +�E�CJ-

/������& *�� ' ��
� +�E�C�- ����'��
�'� '�
�*����

αoκ(U (−)
to ) + (1− αo)κ(U (+)

to ) ∈ P̃
o
η(A). +�E�C�-

: �*���� ����
�0���� �E�� ��
�*���& �
���'���
���& *��

αoρ̂↑(to) + (1− αo)ρ̂↓(to) ∈ Y.

;�5�� +��� +�E�CJ-- zo ∈ Γ �& ��5
���� 1′)&

αo
−→π (to) + (1− αo)

←−π (to) ∈ Γo.

�HC



/������& *�� ' ��
� ����
�0���� �E�C � +�E�C�-

Π̃(μo) = αo
−→π (to) + (1− αo)

←−π (to),

� ������ +��� +�E�CH-- v = αo
−→π (to) + (1− αo)

←−π (to) �& �
���'���
���&

v ∈ Γo. +�E�DH-

1����
��� '8$�� v $8
 �����'�
��8�& �� +�E�DH- �
�����& *��

Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)⊂ Γo.

: �*���� ����
�0���� �E�D ����� �
������� ��'����'�

Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
= Γo

' ���������'����� �
�*�� �-� L���& ������'
��� ���
���,��((
ρ̂↓(a) /∈ Y

)
&
(
ρ̂↑(b) /∈ Y

))
=⇒

(
Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
= Γo

)
. +�E�D�-

I��������� �
�*�� C-� L���& ��
�5���& *��(
ρ̂↓(a) /∈ Y

)
&
(
ρ̂↑(b) ∈ Y

)
. +�E�DC-

Y������ �����& *�� �� +�E��J- � +�E�DC- '8������ '�
�*����

−→π (b) ∈ Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
,

� ��5�� � �*���� ����
�0���� �E�D ����� '
�0����

Γo ∪ {−→π (b)} ⊂ Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
. +�E�DD-


8$���� ������ �����'�
��� '����� v∗ ∈ Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
, ���
� *�5� ���$���� ��)�� ���� μ∗ ∈ P̃

o
η(A),

�
� �������
v∗ = Π̃(μ∗). +�E�DE-

;�5��& ��5
���� +�C��-& �����& ' *��������& '�
�*����

μ∗ = P
o
η[A]. +�E�D�-

����� ��5�& �� '8$��� μ∗ ����� �*�'����� '�
�*����

R(μ∗) ∈ Y. +�E�DF-

Y������& *�� �� +��EF- � +�E�D�- �
�����& ����*��& *��

μ∗ ∈ Pη(A).
1�� 9���& ��5
���� +��E�-& +�E�D�-& �����& *��(

μ∗ = κ(U (+)
a )

)∨(μ∗ ∈
⋃

t∈ ]a,b[

P
o
η(A| t)

)
∨ (μ∗ = κ(U (−)

b )
)
. +�E�D�-

1�� 9���
(
μ∗ = κ(U (+)

a )
)⇒ (

κ(U (+)
a ) ∈ P̃

o
η(A)

)
. 1�9���� +��� +�E���--(

μ∗ = κ(U (+)
a )

)
=⇒ (

ρ̂↓(a) ∈ Y
)
. +�E�DJ-

: �*���� +�E�DC- � +�E�DJ- ����� ������ � �*�'��������& *��

μ∗ �= κ(U (+)
a ). +�E�D�-

�HD




����0����� μ∗ ∈
⋃

t∈ ]a,b[

P
o
η(A| t) ���
������� ���
�5�*�� �
�*�� �-� 1�� 9���

(
μ∗ ∈

⋃
t∈ ]a,b[

P
o
η(A| t)

)
=⇒ (v∗ ∈ Γo). +�E�EH-

1����& ������,& μ∗ = κ(U (−)
b ). ;�5�� κ(U (−)

b ) ∈ P̃
o
η(A). 1�
�*�
� +��� +�E�DE-- ��'����'�

v∗ = Π̃
(
κ(U (−)

b )
)
, +�E�E�-

5�� ' ��
� +����- Π̃
(
κ(U (−)

b )
)
= −→π (b). :��
� $8��& v∗ = −→π (b). L���&(

μ∗ = κ(U (−)
b )

)
=⇒ (

v∗ ∈ {−→π (b)}). +�E�EC-

L� +�E�D�-& +�E�D�-& +�E�EH- � +�E�EC- ��
�*��� '�
�*���� v∗ ∈ Γo ∪ {−→π (b)}, *�� � ��'��������
���'���� '
�0����

Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)⊂ Γo ∪ {−→π (b)},
������� ' ��*������ � +�E�DD- ���'���� � ��'����'�

Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
= Γo ∪ {−→π (b)} +�E�ED-

' �
�*�� C-� ;�� ���8� +��� +�E�DC-& +�E�ED-- ������'
��� ���
���,��((
ρ̂↓(a) /∈ Y

)
&
(
ρ̂↑(b) ∈ Y

))
=⇒

(
Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
= Γo ∪ {−→π (b)}

)
. +�E�EE-

1� ���
�5�� � �$����'����� +�E�EE- ������'
�'����� ���
���,��((
ρ̂↓(a) ∈ Y

)
&
(
ρ̂↑(b) /∈ Y

))
=⇒

(
Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
= {←−π (a)} ∪ Γo

)
; +�E�E�-

��8�� �
�'���& ��
�0���� D- ������'
����
I��������� �$����'���� ��
�0���� E-� L���& �����

(
(
ρ̂↓(a) ∈ Y

)
&
(
ρ̂↑(b) ∈ Y

)
. +�E�EF-

�*��8'��� ����
�0���� �E�D� ����� ��5�& �� +�E��J-& +�E���- � +�E�EF- '8������& *��

{←−π (a);−→π (b)} ⊂ Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
.

;�5�� +��� ����
�0���� �E�D- ����� �*�'����� '
�0����

Γo ∪ {←−π (a);−→π (b)} ⊂ Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
. +�E�E�-


8$���� �����'�
��� w ∈ Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
. ;�5�� �
� ��������� ��)�� ���8 μo ∈ P̃

o
η(A)

w = Π̃(μo). +�E�EJ-

;�5��& ��5
���� +�C��-& +�C�C-& �����& *��

μo ∈ P
o
η[A] +�E�E�-

� ��� 9��� R(μo) ∈ Y. L� +��E�- � +�E�E�- '8������& *��(
μo = κ(U (+)

a )
)∨ (μo ∈

⋃
t∈]a,b[

P
o
η(A| t)

)∨ (μo = κ(U (−)
b )

)
. +�E��H-

: �*���� +�E���- � +�E�EF- �����& *��

κ(U (+)
a ) ∈ P̃

o
η(A). +�E���-

�HE



3��
�5�*�8� �$����� �� +�E��F- � +�E�EF- '8������ '�
�*����

κ(U (−)
b ) ∈ P̃

o
η(A). +�E��C-

L���
���� +��CD-& ��
�*���& *��(
μo = κ(U (+)

a )
)
=⇒ (

Π̃(μo) =←−π (a)
)
.

��� �
����'�� +��� +�E�EJ--& ��
�*���& *��(
μo = κ(U (+)

a )
)
=⇒ (

w =←−π (a)
)
. +�E��D-

��
�� �� +����- ����� �
������� ���
���,��(
μo = κ(U (−)

b )
)
=⇒ (

Π̃(μo) = −→π (b)
)
.

: �*���� +�E�EJ- �����& ��� �
����'��& *��(
μo = κ(U (−)

b )
)
=⇒ (

w = −→π (b)
)
. +�E��E-

P�
� 0� μo ∈ ⋃
t∈]a,b[

P
o
η(A| t), �� ����$�� �$����'���� +�E�DH- ��
�*���& *�� w ∈ Γo. L���&

(
μo ∈

⋃
t∈]a,b[

P
o
η(A| t)

)
=⇒ (w ∈ Γo). +�E���-

L� +�E��H-& +�E��D-G+�E���- ��
�*��� ����*���
���& *��

w ∈ Γo ∪ {←−π (a);−→π (b)}.

1����
��� '8$�� w $8
 �����'�
��8�& ������'
��� '
�0����

Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)⊂ Γo ∪ {←−π (a);−→π (b)},

*�� � �*���� +�E�E�- ����*��� ����'��
�'���� ��'����'�

Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
= Γo ∪ {←−π (a);−→π (b)}

��� ��
�'��6 +�E�EF-� ;���� �$�����& � ��
�0���� E- ������'
���& �� ����((
ρ̂↓(a) ∈ Y

)
&
(
ρ̂↑(b) ∈ Y

))
=⇒ (

Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
= Γo ∪ {←−π (a);−→π (b)}

)
. +�E��F-

L� +�E�D�-& +�E�EE-& +�E�E�- � +�E��F- '8������ ��'��0����� ������8� �
L���& ���'����
���� +��� ������� �D��- .1 ' R

n ��������� ��*���8'����� �������� ' ���)
����6 ������������6 �����
�' �����86 %���,�� π1, . . . , πn, ρ1, . . . , ρN . ������ ��'��0�����
+������� �E��- ����$�� ' ��8�
�'�� ��������� ������� ��C& �� �������� $�
�� �
�0��� ������8
�5����*�����

� �%� 3
������	�" ��
!���
 ��	 ��
�	����
! ���$����	���#�
��	
� 4
������
���
!5 6
� �


 ��������� �����
� �8 '��'�������� � ������� �D��� I��������� �����8� �
����'�� 9��5�
��'��0�����& �'�����8�& � ����� ������8& � '������� ���
���,�� .1 Π̃1

(
P̃
o
η(A)

)
� ��*������

�� 
�$�� ������� '8$������ �����������& �& � ���5��& # � �������'
����� �'����'� �����)
����*����� ��*�'��'���
������ +��� +�D�D-- ' �������6 ������������� 
 9��� �'��� ��������
���0�� '��5�& *�� ���'����
���� ��������
��� /34 Y � Ŷ .1 Π̃1

(
P̃
o
η(A)

)
���� ����������

' (Rn, τ
(n)
R

) ���0���'�& �����
��� ������ .1 �'
����� ������8'�8� �$����� ���������5�

�H�



���0���'� '
(
Pη(A), τ∗η (A)

)
+��*���& ��*� ���� � ���0���'� P̃

o
η(A), ������� �'
����� ' ��
�

������8 �C�� �������8� �(� ��������-�

 ����������'� R

n $���� ����
���'���& ����*��& ��
���������8� ����������� ���0���' 
��
� H ∈ P(Rn) � ε ∈ ]0,∞[, ��

O(H, ε)
�
= {(zi)i∈1,n ∈ R

n| ∃ (hi)i∈1,n ∈ H : |zj − hj| < ε ∀j ∈ 1, n} +����-

+���*������& *�� ���0���'� +����- ������
��� � ��� H = ∅). I���������& +����- ���� ����8���
ε)����������� H ' �������'����� ����������'�� /������ �
������� �������& �� ��
�����

�.�2�'(�!�� �3��� ���� ξ ∈ ]0,∞[, ��

∃ ε ∈ ]0,∞[: Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)⊂ cl
(
Π1(Ŷδ), τ

n)
R

)⊂ cl
(
Π1(Yδ), τ

(n)
R

)⊂ O

(
Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
, ξ
)
∀δ ∈ ]0, ε[.

�� � � � � � � 
 � � � ' �� 2������� ���0�� '��5�& *��& ��5
���� +D�C-& +����- � ������� �D��&
����'��
�'� ��'����'�

Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
=

⋂
ζ∈]0,∞[

cl
(
Π1(Yζ), τ

(n)
R

)
=

⋂
ζ∈]0,∞[

cl
(
Π1(Ŷζ), τ

(n)
R

)
. +���C-

1�� 9��� Π̃1
(
P̃η(A)

)
���� ���0���'�& ���������� ' (Rn, τ

(n)
R

) ��� ������8'�8� �$��� ���������
Y������& *�� ��� δ ∈ ]0,∞[& ��5
���� +����- � +���-&

Π1(Yδ) = Π̃1
(
I1(Yδ)

)⊂ Π̃1
(
Pη(A)

)
,

������ ' ��
� ����������� Π̃1
(
Pη(A)

)
'8������& *��

cl
(
Π1(Yδ), τ

(n)
R

)⊂ Π̃1
(
Pη(A)

)
. +���D-

L� +���D- �
�����& *�� '�� ���0���'� cl
(
Π1(Yδ), τ

(n)
R

)
, δ ∈ ]0,∞[, ��������8 ' (Rn, τ

(n)
R

).

1���� ������ ξ ∈ ]0,∞[. ;�5�� ' '��� ���0���'� O

(
Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
, ξ
)
∈ τ

(n)
R

����� ����8���

����������� Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
, ��� ���

Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)⊂ O

(
Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
, ξ
)
. +���E-

:�5
���� +���C- � +���E- ����� �
������� �'����'� ⋂
H∈Y

cl
(
Π1(H), τ

(n)
R

)
=

⋂
ζ∈ ]0,∞[

cl
(
Π1(Yζ), τ

(n)
R

)⊂ O

(
Π̃1
(
P̃η(A)

)
, ξ
)
,

5�� B
�
= {cl(Π1(Yζ), τ

(n)
R

)
: ζ ∈ ]0,∞[} ∈ β(Rn), ���*�� '�� ���0���'� �� B ��������8

' (Rn, τ
(n)
R

) �& ' *��������& '�� ��� �������8 ' ��8�
� τ
(n)
R

. 2� ' 9��� �
�*�� @F& �
����'�� D����B
�
� ��������5� B ∈ B

B ⊂ O

(
Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
, ξ
)
. +����-

+��� ���0� @��& ������� D�F��B-� 1���� ϑ ∈ ]0,∞[ ����'�& *��

B = cl
(
Π1(Yϑ), τ

(n)
R

)
.

;�5�� �� +���F-G+���J- � +����- ��
�*���& *�� ∀δ ∈ ]0, ϑ[

cl
(
Π1(Ŷδ), τ

(n)
R

)⊂ cl
(
Π1(Yδ), τ

(n)
R

)⊂ B ⊂ O

(
Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
, ξ
)
. +���F-

L� +���C- � +���F- ��
�*��� ���$����� ��'��0������ �

�HF



L���& ���0���'� Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
+���'����
���� .1> ��� ������� �D��- � 
�$�� �������� ��*)

����� ���$
�0����� <���
��8��= ���0���'��� �����0������ Π1(Ŷδ), Π1(Yδ) ��� '8$���
�������*�� ��
�5� ���*���� δ, δ > 0. ������ �'����'� ����� ������
����� ������*����� ���)
*���� +��� �����
 E- ' �������'��& ���������'����� �� ����*� ����'
����& �8 ��
�*���& *��
<���
��8�= /� +�� ���� /� ' �
���� �$8*�86 ����'
����- �����5�'����� � Π̃1

(
P̃
o
η(A)

)
.

�.�2�'(�!�� �3�4� ���� ξ ∈ ]0,∞[, �� �	��	�	���

∃ ε ∈ ]0,∞[: Π1(Ŷδ) ⊂ Π1(Yδ) ⊂ O
(
Π̂1(Ŷδ), ξ

) ∀δ ∈ ]0, ε[.
�� � � � � � � 
 � � � ' �� �*��8'��� +����-& +���J-& +�����-� "�������� ξ ∈ ]0,∞[, ���
� *�5�

���$���� � �*���� ����
�0���� ���� *��
� εo ∈ ]0,∞[ ���& *�� ��� 9���

Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)⊂ cl
(
Π1(Ŷδ), τ

(n)
R

)⊂ cl
(
Π1(Yδ), τ

(n)
R

)⊂ O

(
Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
,
ξ

2

)
∀δ ∈ ]0, εo[. +����-

1���� δo ∈ ]0, εo[. 
8$���� �����'�
���

zo ∈ Π1(Yδo).

;�����& ����
���� +����-& ���$���� yo ∈ Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)
, �
� ������5� +��� +����--

|yo(j)− zo(j)| < ξ

2
∀j ∈ 1, n. +���J-

1�� 9��� Π̃1
(
P̃
o
η(A)

)⊂ cl
(
Π1(Ŷδo), τ

(n)
R

)
' ��
� +�D�C- � ������8 �D��� 1�9����

yo ∈ cl
(
Π1(Ŷδ), τ

(n)
R

)
,

� ������ �
� ��������5� yo ∈ Π1(Ŷδo) �����& *��

|yo(j) − yo(j)| < ξ

2
∀j ∈ 1, n. +����-

L� +���J- � +����- '8������& *�� |yo(j) − zo(j)| < ξ ∀j ∈ 1, n. 1�
�*�
�& *�� +��� +����-- zo ∈
O
(
Π1(Ŷδo), ξ

)
. 1����
��� '8$�� zo $8
 �����'�
��8�& ������'
���& *��

Π1(Yδo) ⊂ O
(
Π1(Ŷδo), ξ

)
. +����H-

: �*���� +�����- � +����H- ��
�*��� ,���*�� '
�0����

Π1(Ŷδo) ⊂ Π1(Yδo) ⊂ O
(
Π1(Ŷδo), ξ

)
.

1����
��� '8$�� δo $8
 �����'�
��8�& ������'
���& *��

Π1(Ŷδ) ⊂ Π1(Yδ) ⊂ O
(
Π1(Ŷδ), ξ

) ∀δ ∈ ]0, εo[.
;��$����� ��'��0����� ������'
���� �

1���
�0���� ���C ������
��� �'����'� ���������*����� ��*�'��'���
������ ' <������)
�������= %����& � ��*���& ' %���� '�
��& 6�������������� $
������ <���
��86= ���0���'
�����0������ �
� �'�6 '�������' ��
�$
���� �5����*���� ��������5� 6���������

/������& *�� �'����'�& ����$��� ���������'������ ' ����
�0���� ���C& ����� ����� � �
�
/34 ' '��� �������'� F̃ ����'��
�'� �
�������

�.�2�'(�!�� �3�;� ���� ξ ∈ ]0,∞[, ��

∃ ε ∈ ]0,∞[: Π̃1(Po
η[A]) ⊂ cl

(
Π1(Fδ), τ

(n)
R

)⊂ O
(
Π̃1(Po

η[A]), ξ
) ∀δ ∈ ]0, ε[.

�� � � � � � � 
 � � � ' �� �*��8'��� +��E- ��� δ ∈ ]0,∞[

Π̃1(Po
η[A]) ⊂ cl

(
Π1(Fδ), τ

(n)
R

)
+�����-

�H�



+��� ������� ���-� 1�� 9��� � �*���� +���- ����� ���0�& *��

cl
(
Π1(Fδ), τ

(n)
R

)
= cl

(
Π̃1
(
I1(Fδ)

)
, τ

(n)
R

)
⊂ cl

(
Π̃1
(
I1(F)

)
, τ

(n)
R

)
⊂ cl

(
Π̃1
(
Pη(A)

)
, τ

(n)
R

)
, +����C-

5�� ���
����� +' +����C-- ���0���'� ��������� ' (Rn, τ
(n)
R

) ��� ������8'�8� �$��� ���������
:
���'���
���& '�� ���0���'�

cl
(
Π1(Fδ), τ

(n)
R

)
, δ ∈ ]0,∞[, +����D-

��������8 ' ��8�
� τ
(n)
R

. 2�������& *�� ξ ∈ ]0,∞[, �� ���� ξ ∈ R � 0 < ξ. ;�5��& ��5
����
+����-&

O
(
Π̃1(Po

η[A]), ξ
)
= {(zi)i∈1,n ∈ R

n| ∃ (hi)i∈1,n ∈ Π̃1(Po
η[A]) : |zj − hj | < ξ ∀j ∈ 1, N} ∈ τ

(n)
R

,
+����E-

� ��� 9��� +��� +��E-& ������� ���- ����� ����� �
������� '
�0����⋂
ε∈ ]0,∞[

cl
(
Π1(Fε), τ

(n)
R

)⊂ O
(
Π̃1(Po

η[A]), ξ
)
. +�����-

;�5��& �����
��� '�� ���0���'� +����D- �������8 ' (Rn, τ
(n)
R

)& ����� +��� +���-- �� +����E-&
+�����-& *�� �
� ��������5� εo ∈ ]0,∞[ ����������

cl
(
Π1(Fεo), τ

(n)
R

)⊂ O
(
Π̃1(Po

η[A]), ξ
)
.

2� ' 9��� �
�*�� � �*���� +��D- ��
�*���& *��

cl
(
Π1(Fδ), τ

(n)
R

)⊂ O
(
Π̃1(Po

η[A]), ξ
) ∀δ ∈ ]0, εo[.

: �*���� +�����- ��
�*��� ���$����� ��'��0������ �
Y������& ������& *�� ' ��
� +��E�- Π̃1(Po

η[A]) �= ∅ �& �����
��� +��� +���-& ������� J��- Po
η[A]

�������� ' �������� +���F-& �� +' ��
� ������8'����� Π̃ ' ��8�
� ;1 +���F- � (Rn, τ
(n)
R

))

Π̃1(Po
η[A]) ∈ (τ

(n)
R
− comp)[Rn].

�HJ
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 ��������� 5
�'� ���������'����� ���������� ����
��8� ������ ��6���*����� ������8&
�
� ������5� �

����������� ��������,�� ����8����6 �����
�' ���
������� ����*� ����')

���� �������
���� ��*���& �
� ������� �����5�������'��8 ����� ��������� ����8 � �����
��������� �������,�� �'�5���
�� 
����0����� '8$��� ����'
���� �������� ��������� ��)

8 ��5�& ���*�� �����
������� ���$�'���� ��
��5� ���6���'���� ���
�'�� 2�����,& �8 $����
���������� � �������'
���� ��0��� <����6= ����
���'& ������'����5� �
� ����* ����
����5�
����'
����� 1��'����8� ��0� ���������� ����'����'��� ' ������� ��������� �����
� E � ��)
��� ��������'���8� ��
�*��� �8 �� ����
����� ��
�� 
������� ����$����'���� @C�& �� �FHB&
������*���� ���������'��� ��6����� ���'����� �������
���� ��*�� ' �����
���� %����& *��
�������'
����� '��
�� ������'���8� �
� �����5� ���������5� ���� ����*� ����'
�����

/���
��� $���� ���������'����� ����������,�� ������8 ��C& ������� ��8�
 ����������
���������*����5� ���
�5� �$
���� �����0������ ' ��0��� <����6= ����
���'& � $�
�� �
�0)
�8� '������ ���������� .1& ��'�*����� ������� �E���

� �*� 7�������	� � ���	 � $��	� 	 �$�#�
�

!�� ������ �$������ $���� ���������'��� �'�0���� �������
���� ��*�� �� �����0��)
�� '������ @H&�B� : �*���� 9��5� ��
�5��� ' ��
������� a = 0 � b = 1& ��
�*�� ��'����'�
+��� +E��--

I = [0, 1]. +����-

I��������'����� ����'
����� �������{
ẋ1(t) = x2(t),

ẋ2(t) = b(t)f(t),
+���C-

5�� '�����'�������*��� %���,�� b = b(·)& ������
����� �� ������� I& ������& � ����'
����
f ∈ F ���
�0�� '8$��� � ��$
������� ��6 �
� ��86 ��
�'��� .8 ��
�5���& *�� b ∈ B(I,A)�
L�������� b(t) ��� t ∈ I ��0�� $8�� �'�����& � ����� ������8& � ������8� ������� ����������
����8 ����'
����5� �$K����& � � ���5��& # � ���5������ ��'������'���� �'�5���
�� 1�
�5���
���0� ������8�� ���*���� x0,1 ∈ R � x0,2 ∈ R& ������
����� '����� x0 = (x0,j)j∈1,2 ∈ R

2

��*�
��86 ��
�'��� ;�5�� ���������� ������8 +���C- +<���
�����= �������
���� ��*��- �����
�
������� '�� ��� t ∈ I

x1(t) = x0,1 + tx0,2 +

∫ t

0
(t− ξ)b(ξ)f(ξ)η(dξ), +���D-

x2(t) = x0,2 +

∫ t

0
b(ξ)f(ξ)η(dξ). +���E-


 +���D-& +���E- ����
����� η)����5��
8 ����'����'����6 �����86 %���,��& *��& ��� 
�5��
'�����& '��
�� ��5
������� � ��������,���� �����
� E�

:��*�
� ���������� ��������,�� ��0��� <����6= ����
���'& ��
�5�� t = 1 ' +���D-& +���E-�
;�5�� �����'�� ����'
���� f ∈ F ���'���� � ���
���,�� �������
���5� ���������

x1(1) = x0,1 + x0,2 +

∫ 1

0
(1− ξ)b(ξ)f(ξ)η(dξ), +����-

x2(1) = x0,2 +

∫ 1

0
b(ξ)f(ξ)η(dξ). +���F-

�H�




 �������'
���� +����-& +���F- ��'�������� +�������
���5�- ��������� ' ����*�8� ������ '��)
���� �� ����'
���� �� F ��
������ ������
����� '������� � ������������∫

I
(1− ξ)b(ξ)f(ξ)η(dξ) ∈ R, +����-∫

I
b(ξ)f(ξ)η(dξ) ∈ R. +���J-


 9��� �'���& �
���� ���6��� �����
� E& $���� ���
���'��� ��
��� ��'������ ��������86
'������'& *��& ������& ����'����'��� ���� �
�*��& ��5�� ' +����-& +���F- x0,1 = x0,2 = 0& �� ����
�
�*��& ��5�� ' ��*�
��8� ������ �������
���� ��*�� �������� ' ��*�
� ����������

L���& ' ��
������� n = 2� .8 ������
��� ����� %���,��

π1 : I → R, π2 : I → R +����-

��������'�� �
������6 ��
�'�� ��
� t ∈ I& ��

π1(t)
�
= (1− t)b(t), π2(t)

�
= b(t). +����H-

I���������& ��� ��
�'��6 +����H- ����� �'����'�

π1 ∈ B(I,A), π2 ∈ B(I,A). +�����-


 �������6 +����H-& +�����- ������
�� ��������8� '������ ���$��0���� Π +��C-& +��D-& � ���)

0� .1 ' (Rn, τ
(n)
R

) �� ���*����6 Π� �
� ���������5� �������'
���� �����5� .1 '�0�� ������)

��� ���0���'�)�$��� Π̃1(P◦
η [A])& 5�� ���$��0���� Π̃ ������
��� ' +���-& +��F-> ����������& ���

9��� �
����� ����
���'��� ����������,�� +����H-� ;������ ��C �����'
��� ' ��
�'��6 +����H-
���������� �������'
���� ���������5� .1� 
 9��� �������'
���� ������'���� ����
�������
���$��0���� −→π :]0, 1]→ R

2, ←−π : [0, 1[→ R
2. +����C-


 �'��� � '�������� ����������,�� '�����)%���,�� +����C- �������& *�� �� '8$��� b ����)
��
��8 ���*����

(lim
θ↓t

b(θ) ∈ R ∀t ∈ [0, 1[) & (lim
θ↑t

b(θ) ∈ R ∀t ∈]0, 1]).


 ��
� +����- � ������8'����� %���,�� τ �→ 1 − τ : I → I ����� �
������� �*�'���8�
�'����'� (

lim
θ↑t

π1(t) = (1− t) lim
θ↑t

b(θ) ∀t ∈]0, 1]
)

&

(
lim
θ↓t

π1(t) = (1− t) lim
θ↓t

b(θ) ∀t ∈ [0, 1[

)
. +����D-

;���� �$�����& ��� '����� '8$��� t ∈]0, 1] �8 ' '��� −→π (t) ∈ R
2 ����� '�����& ��
�*��)

����� �����'������� ���
���
lim
θ↑t

b(θ) ∈ R

�� '����� �� R
2& ������� ���������8 1 − t � 1 ����'����'����� 3��
�5�*�8� �$�����& ���

t ∈ [0, 1[ ' '��� ←−π (t) ∈ R
2 ����� '�����& ��
�*������� �����'������� ���
���

lim
θ↓t

b(θ) ∈ R

�� ���
�5�*�8� �
����� '����� � ������������ 1− t � 1�
: �*���� '8����������86 ���$��0���� ''���� ' ������������ ���$��0����

p :]0, 1] → R
2

��������'�� �
������5� ���'�
� ∀t ∈]0, 1]

(p(t)(1)
�
= 1− t) & (p(t)(2)

�
= 1).

��H



;�5��& ��� 
�5�� '�����& �'��� %���,�� −→π � p ������
����� ��
�'����

−→π (t) = lim
θ↑t

b(θ)p(t) ∀t ∈]0, 1]. +����E-

3��
�5�*�8� �$�����& '�����)%���,��

q : [0, 1[→ R
2

������
��� ��������'�� �
������5� ���'�
� ∀t ∈ [0, 1[

(q(t)(1)
�
= 1− t) & (q(t)(2)

�
= 1). +�����-

;�5�� %���,�� ←−π � q �'����8 �������������

←−π (t) = lim
θ↓t

b(t)q(t) ∀t ∈ [0, 1[. +����F-

;����� � �*���� +����E-& +����F- � ������8 ��C ��
�*���& *��

Π̃1(P◦
η[A]) =

⎛⎝ ⋃
t∈]0,1[

[
lim
θ↑t

b(θ) · p(t); lim
θ↓t

b(θ) · q(t)
]
2

⎞⎠⋃
⋃{

lim
θ↓0

b(θ) · q(0); lim
θ↑1

b(θ) · p(1)
}

+�����-

5�� p(1) ∈ R
2 ���� '����� � ������������ H � �& � q(0) ∈ R

2 # '�����& � ������5� �$� ����)
�����8 ��'������ � �� L���& ���������� .1 +�����- �'������ � ������
���� ������������6
�����
�' b�

� �/� 8����(! ��$��!" 6$��-	� 9 � 
��	 ������:���	� 


 ������ �����
� ���������� �
������� ���������� �
�*�� ����*� ����'
���� ������)
�
���� ��*��� +���C- ����� ������ '������ t0 ∈ ]0, 1[& %���,�� b ����*�� ��������� � �����)
�8'�� ����'�& ����� ���� ��*�� ����8'� t0 

b = b1χ[0,t0[ + b2χ[t0,1], +�J��-

5�� b1 ∈ R, b2 ∈ R � 0 < b1 < b2� ��� �0� ����*�
���& ���������'��� ������� �� �����*��� ��)
����� '������ I = [0, 1]� 
 ��*�
��8� ������ '������ ������� ��6���
��� ' ��*�
� ���������
x(0) = (0, 0)� ;�5�� ���*���� %���,�� π1, π2 ��������� �
������� '�� ��� t ∈ I

π1(t) = (1− t)b(t),

π2(t) = b(t). +�J�C-

I��������� .1& ������
����� � ����
���'����� ������8 ��C ' ��
�'��6 ������ ����*� 

Π̃1(Po
η[A]) =

( ⋃
t∈]0,1[

[−→π (t);←−π (t)]2
)∪{←−π (0);−→π (1)},

5�� [−→π (t);←−π (t)]2 = {α−→π (t)+(1−α)←−π (t) : α ∈ [0, 1]} ∈ P ′(R2) ∀t ∈ ]0, 1[. 2������� ������
����−→π (t),←−π (t) 
−→π (t)

�
=
(
lim
θ↑t

πi(θ)
)
i∈1,2 ∀t ∈ ]0, 1],

←−π (t)
�
=
(
lim
θ↓t

πi(θ)
)
i∈1,2 ∀t ∈ [0, 1[.


'���� ' ������������ '�����)%���,�� π : I → R
2& ��
�5�� ��� t ∈ I& *��

π(t) = (πi(t))i∈1,2 . +�J�D-

���



;�5��& ��� 
�5�� '�����& −→π (t) = π(t) ��� t ∈]0, 1[\{t0} +��'������� ' ��*��6 ������8'����� b
�� �����'�
� ]0, 1[-> −→π (t0) ��'������ � 
�'���������� �����
�� '����� %���,�� π(t) ' ��*�� t0&
�$����*����� �
� ��������� *���� π(t0 − 0)� L���&

−→π (t) =

{
π(t) ∀t ∈ ]0, 1] \ {t0},
π(t0 − 0) t = t0.

+�J�E-


����� ←−π (t) $���� ��'������ � π(t) �� [0, 1[ 

←−π (t) = π(t) ∀t ∈ [0, 1[. +�J��-

1��'���� ����������,�� ���0���'� [−→π (t);←−π (t)]2 '� '��������6 ��*��6 ������� I = [0, 1]&
��
������ +�J�E-& +�J��- 

[−→π (t);←−π (t)]2 =

{
{π(t)} t ∈ ]0, 1[\{t0}
{α−→π (t0) + (1− α)←−π (t0) : α ∈ [0, 1]} t = t0

+�J�F-

/�����
�� ���*���� ←−π (0) � −→π (1)& �������& *�� ��
� ����� ��*�� t0 �'
����� '���������& ��

←−π (0) = π(0) = (b(0),b(0)) = (b1, b1), +�J��-
−→π (1) = π(1) = (0,b(1)) = (0, b2). +�J�J-

1������� � ���������� .1 �� ������8 ��C �
�����& *��

Π̃1(Po
η[A]) =

⎛⎝ ⋃
t∈ ]0,1[\{t0}

{π(t)}
⎞⎠⋃⎛⎝ ⋃

α∈[0,1]
{α−→π (t0) + (1− α)←−π (t0)}

⎞⎠⋃ {(b1, b1)}⋃ {(0, b2)}
+�J��-

1��'���� *��
����� ���������� .1 �
� ���
�*�86 ���*���� ��������86 b1, b2, t0� ������ ��)
�������� $8
� ���'����� � ����
���'����� ������ Z[\][^� 
8*��
���
��8� 9����������
���'���
�� �� 17
. � ���,������� A_`Na bcdN eD& �$K���� /Y� E 5! � ������'
����� �����,�)
����� �������� fe_McgU J�� 1��%�������
���� hFE� L���& ���������� .1 ����� �
�������
'�� +��0� ���'������ 5��%�*����� �

�����,�� '8*��
���
���5� 9����������� � ���������
����'����'����6 ���*���� ���������'- 

−0.1 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 1.1 1.3 1.5 1.7
0.9
1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
2.0
2.1

x
2

x1

��#� �� b1 = 1.0& b2 = 2.0& t0 = 0.2

−0.1 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 1.1
0.9
1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
2.0
2.1

x
2

x1

��#� 4� b1 = 1.0& b2 = 2.0& t0 = 0.5

��C



−0.1 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 1.1
0.9
1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
2.0
2.1

x
2

x1

��#� ;� b1 = 1.0& b2 = 2.0& t0 = 0.8

−0.1 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 1.1
0.9

1.0

1.1

1.2

1.3

x
2

x1

��#� <� b1 = 1.0& b2 = 1.2& t0 = 0.8

� �0� 8����(! ��$��! �����	 � Y '
����	���	� " 6$��-	� 9 � 
��	 ����'
��:���	� 


 ������ ��������
� �
� ����*� ����'
���� �������� +���C- ���������� �
�*��& ���
�5�*)
�8� ����8������ +�
����� +�J��--& �� ��
�0����8� Y )�5����*������ Y�%�������� t& �����
*�� 0 < t < 1, t �= t0� Y������ ���������8 ρ1(t), ρ2(t) '������ ρ(t) +ρ(t) # ���*���� '�����)
%���,�� ρ � ������������ ρ1, ρ2- ��� t ∈ I

ρ1(t) = b(t)(t − t)χ[0,t[(t), +����-

ρ2(t) = b(t)χ[0,t[(t). +���C-

i��%�*����� �������'
���� ρ1(t), ρ2(t) ����� �
������� '��

ρ1(t)

H t

b1t

b1(t − t0)

b2(t − t0)

t0 t 1

��#� 3�

ρ2(t)

H t

b1

b2

t0 t 1

��#� >�

/�����
�� ρ̂↑(t), ρ̂↓(t)& �
���� �����
� �C 

ρ̂↑(t) = lim
θ↑t

ρ(θ) ∀t ∈]0, 1], +���D-

ρ̂↓(t) = lim
θ↓t

ρ(θ) ∀t ∈ [0, 1[. +���E-

Y������& *�� ρ̂↓(0) = ρ(0) = (b1t, b1), ρ̂↑(1) = (0, 0)� /*�'����& *�� ρ̂↓(t) = ρ(t) ∀t ∈ [0, 1[
+�����'���
��� '�����)%���,�� ρ ������8'�� ����'�-> ρ̂↑(t) = ρ(t) ∀t ∈]0, 1] \ {t0, t}�

I��������� �$��� �
�� ��6�0����� .1� 1�
������ ������������ (14.9)& �������� ���)
0���'� Γ ∀t ∈ ]0, 1[ ∀α ∈ [0, 1](

(t, α) ∈ Γ
)⇐⇒ (

αρ̂↑(t) + (1− α)ρ̂↓(t) ∈ Y
)
.

��D



1��
� ���������� ���0���'� Γ ������
��� Γo& ��
������ �
����'��� ��'����'� (14.10) ∀t ∈ I
∀α ∈ [0, 1] (

(t, α) ∈ Γ
)
=⇒ (

α−→π (t) + (1− α)←−π (t) ∈ Γo

)
.

1� ������� �E�� ' ����� �
�*��& ��� '��6 ����
�����86 ��0� '�������6 Y )�5����*���� +���)
������'����� '������8 Y )�5����*����& �
� �����86 ρ̂↓(0) /∈ Y & ρ̂↑(1) /∈ Y -& .1 ��'������
� Γo�

�
� ���������,�� �����5� ������� �������� � *��
���8� ���*������ 1��5�����& ���)
������� ' ����8����� �����
�& $8
� ����%�,���'��� �
� ������� ���������'����� +$�
��
�
�0���- ����*� � �����0������ � Y )�5����*������ 1���� t0 = 0.5, t = 0.7, b1 = 1, b2 = 2�
I��������� �
�*��& ��5�� ���0���'� Y ������*�*��� Y = {y0}& 5�� y0 = (0.3, 1.5)� ;����
���������� ���0���'� j �0� �������'
��� ������
���8� �������� ��
� ' ���& *�� ����*�
�����
� �E& �'������� � ����������� Γ0& ����� ��'������ ' ����6 ��
�'��6 ���0���'� Γ $����
����� ��'�� ���� ��*�� (t0, α0) = (0.5, 0.5)� ;�5�� ���0���'� Γ0 $���� ������*�*�8� 

Γ0 = {α0
−→π (t0) + (1− α0)

←−π (t0)} = {(0.75, 1.5)}.
:
���'���
���& �� ������� �E�� ' ������ �
�*�� .1 ���� ������*�*��� ���0���'�& ���$��)
0����� ����'� 
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;����� ���������� $�
�� �
�0�8� �
�*��& ��5�� ���0���'� Y �������'
��� �� ��$� �����)
�5�
���� Y = [0.1, 0.36]× [1.1, 2.1]� ;�5�� ���0���'� Γ $���� �������� $�
�� �
�0�8� �$������
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A problem of attainability with constraints of asymptotic nature
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We construct and study properties of attainability sets for a linear control system with discontinuous coefficients of
the control action. This problem is tightly connected with the issue of an attainability “on average” (i.e. the type of
an attainability in the class of mathematical expectations of random vectors). Focusing on the case of constraints of
an asymptotic character, we tackle the mentioned problems by means of the universal approach. These constraints
correspond to a control regime in the class of “narrow” pulses. We consider a control problem in the class of pulse-like
controls complying with the requirement of full consumption of energy resources.
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