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 �������� ����� ���������� �������� ����������� ������ !��� "���������������
����#����������� $��������������% ����#���������� &$'() ��������� ���������� ������!
���������� ��� ����� ������*������ � �������������!� ��� � ��*�� �������% � ��+���,
����% "��� �������� -�#��� $'( ������� �� ������� �� �������� "����""���� � ��� ���,
��*������% �� �� ��  ./0,����+�*���

���*� $'( �#� ����� ������1� ������ �� ��*�� �#� � #������ ��2��� ��� �������
���� � ���������� � ���% �����,�������% +������������% &
34)� -�����1�� �������

34 &��� �) ����!�� ����� +������� +�*�� ������� +��������� ��� �����2����� +�����,
�� +�*� &U��) ��� ����� ������ � �!� ����� ��������� ���1������ ������� +��������� ���
����� ��������� ���1����� &I��) ��� �����2����� ������ � �!� � ������ � ������% �������
$'( ���������� &U��� I��)� '�� ���1�� �����1+ ��������� &U��� I��� U�� � I��) �������,
!� ������ �����,������ ! +����������� $'( � ��� � ������������ *�� ��*����������
�1+�*�1+ �����������+ �����������

I��
I��

U�� U��
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�
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��� ! 5������� �����,�������� +������������ $'(


����,������ ! +����������� $'( ��������������� ��� ��!� �� ����*�,�������������
��� �� ����� $'( ��� �������1+ ��2���+ ��#��1 ���#+�*��� ����� ��*��� $'( 7 ���,
��������� �����8���� ��2* ������������� ����������� $'( � ���8����  �������
&����������� ��������� ��� ������ �������� �� � �� ��)�

9��� *����% ��#��1 7 ��������  ���������1% ����*� �����1% �������� #1 *��������
����� ����*����� ��* �����������+ +����������� $'(�

: ���� �� �������� ����*�� *�� ��*���������� ���������� $'(; ����* ��������1+
6�!����� ����* <� �/=�%*���� ������������ W ," ��>�� ?��#����� @A.B	C,��*�����������


 ��#��� ���*������� ������������� ��*��� "���������������� ����#����������   ��,
��� ������� ���8��+ "�������; ������������% ���������� � �������� �1� D�*��� ���,
�1����� �� ������������ W ," ��>�� ?��#����� '��� ����* ���������  ������������!
� �������! *�� ����*������ �����������+ ���������� $'(�

��
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D�*��� ����2��� ����������8���� ���1��+ ��������������� ��������1+ ��������1+
$'(; ��� &I�)� �����2���� &U�)� ������������� ���������� &E) � �������� �� �������� &T )�

$'( ��2�� ���*������ � ��*� ������������% �����������% +��1 ��������� �� ��� �
&�*��*��*��� ��*��� ��� E,�������������� ��*���)� : ���� !� ���2� �����*��*�1� ��,
*��� F�G� H*��*��*��� ��*��� ��������� �������% � *�������� ����� ���1���� +��������,
���� $'( *�� #���8����� ���������%�

+

-

I�

I�

I� IR�

R�

R	

U�

��� " '������������ ������������ +��� ��������� $'(

(� ����� ���+��"�� �����8���� ����� � >��� ����� ��*

I� = I� − I� − IR�.

-��������� *��* ��� �*�����1%� ��2�� ������� *�� �*��*��*��% ��*��� ��* !���
 ��������� ����*���!��� ���� *�%�� !��+ ���� � �����2����;

I� = I� − I
�

(
exp

(
e · (U� + I�R	)

A · k · T
)
− 1

)
− UR�

R�

, &�)

�*� I� 7 ��� ���� ���� 3I
U� 7 �����2���� ���� ���� 
I
I� 7 "������ &���� �������*���1% "���������������� �""�����)� 3I
I
� 7 �#����1% ��� ��1������ 3I
e 7 ����* ��������� &e = 1,602177 · 10−19 ��)I
A 7 "����� �*�������� ./0,����+�*� &A = 1 . . . 5)I
k 7 ��������� J���>���� &k = 1,380649 · 10−23 �2K�)I
T 7 �#��!���� �������� ��� �I
R	 � R� 7 ����*���������� � ������������ &8 ������) ������������� H��

L  ����� ����������� �����2����

U� =
k · T
e

 �������� &�) ������ ��*

I� = I� − I
�

(
exp

(
U� + I�R	

A · U�

)
− 1

)
− U� + I�R	

R�

. &�)

D�*����1� ��������1 I
�� R	 � R� ��2�� �������� �� ����� �������1+ *���1+
��������� �������� &��* ��)� $������ I� �����1����� �+�*� �� ���������� � �����,
��� �1�

��



5�� I
� ������ �� �������� �1 � ����*������ �� "��� �� F�G

I
� =
I�� + k���(T − T0)

exp
(
U��+k���(T−T0)

A·U�
)
− 1

, &�)

�*� I�� 7 ��� ��������� ���1������ 3I
U�� 7 �����2���� +������� +�*�� 
I
k��� � k�� 7 �������� ��1� ���""�>����1 ���� ��������� ���1����� � �����2���� +���,
���� +�*� ������������� 3K� � 
K�I
T0 7 �#��!���� �������� �� ��� ���*����1+  �����+ &T0 = 298 �)�

(�������1 I��� U��� k��� � k��  �����1 � ������� �� ������1% ��* ���

$������ ����� ������>������� ���������� �  �����������  ����� �������� �1 ��,
������� �������� F�G;

I� =
E

E0
(I�� + k���(T − T0)), &M)

�*� E 7 ������������� ����������� 
�K�2I
E0 7 ������������� ���������� ��� ���*����1+  �����+ &E0 = 1000 
�K�2)�

(�������1 R	 � R� ��2�� ����*����� ������1� ����*��� �������� �� ����*���� ���,
��*����% � F�G� D���* ������ �� ����*���������� ���#��2���� �������% R	 � R� � ����,
�����1�� ��� �����1+ ����*�!� ��� +��������1� ����� $'( &+������� +�*�� ���������
���1����� � ����������% �������) ��*�����% �����,�������% +������������ � ������,
��%�

5���>��*����1�  �������� ���� &�) ��8�!��  ������������� ������1+ ����*��� : ,
���� �� ���2���� �������1+ ������1+ ����*��  �����% �������! � �� *�������!� ��,
��� # *�� �����*�� ���# ��8����  �������% ������ ����  ������������� W ," ��>�� ?��,
#�����

� � ������������� ���������� ���������� �������� � �����	��������

W ��������  ��!����

��������� &�) ��2�� ������� *�� ���+ +��������1+ ����� 
34;

• ����� ��������� ���1�����;

I�� = I� − I
�

(
exp

(
I��R	

AU�

)
− 1

)
− I��R	

R�

; &E)

• ����� +������� +�*�;

0 = I� − I
�

(
exp

(
U��

AU�

)
− 1

)
− U��

R�

; &�)

• ����� ����������% �������;

I�� = I� − I
�

(
exp

(
U�� + I��R	

AU�

)
− 1

)
− U�� + I��R	

R�

. &N)

(������� �� ��������� ��� �������*��� ������� $'( � ����� ����������% �������
����� � �!;

∂P

∂U
= U

∂I

∂U
+ I = 0,

��� ���� ��* !��� ��������;

− I��
U��

= − I
�
AU�

(
1− I��

U��

R	

)
exp

(
U�� + I��R	

AU�

)
− 1

R�

(
1− I��

U��

R	

)
. &O)

�M



��������� &E)/&O) ���*�����!� �#�% ����  ���1���� ��������1��� *�� �� �����1+
&R	 � R�) ��+�*��� � ����� ������������% +��1 ���������� 6��#+�*��� �1����  �����,
��� *�� �����������% R	 � R�� ��� ����� �����*�� ��* ����#��������%� -�� ������� # * �
��* !���  ��������;

•  �������� *�� R	� ������� ����*������ ������ �������1�� *���1�� $'(;

AU�U��(2I�� − I��)

(U��I�� + U��(I�� − I��))(U�� − I��R	)−AU�(U��I�� − U��I��)
=

= exp

(
U�� + I��R	 − U��

AU�

)
; &P)

•  �������� *�� ����*������ R�   ����� ����������� ������������ R	 ����8���
� ��*�

R� =
(U�� − I��R	)(U�� −R	(I�� − I��)−AU�)

(U�� − I��R	)(I�� − I��)−AU�I��
. &�Q)

��������� &P) ���*������� � ������% "���� ����������� R	� 5����  �������� ��2��
������� � "�����  *�#��% *�� *�����%8��� ���*���� W ," ��>�� ?��#�����

:������ F�G W ," ��>�� ?��#���� ����*������ ���

W (x)eW (x) = x,

�*� x 7 ���������� �����
W ," ��>�� ?��#���� ��� " ��>��� �#������ � " ��>�� W = xex� W ," ��>�� �� ������,

� �� �����%� �� �������% " ��>��%� H�� ����*����� �� ��������� &−1/e� ∞)� �*� ���������
�������� �� −∞ *� ∞� ������ *�� ����>������1+ x " ��>�� *� ������� 5����  ����*�,
������ &−1/e� −1) *���� ���"�� " ��>�� W (x) �� *�� �����; ���+�!! W0(x)� ���1���� !
������%� � ��2�!! W−1(x)�

��� ����#��������� �������>�����1+ ����>��*����1+  �������% ������ ��� ��* !,
��� �����8����;

Y eY = X ⇔ Y = W (X). &��)

��������� &P) ��2�� ��������� � ��* !��� ��*�;

− U��(2I�� − I��)

U��I�� + U��(I�� − I��)
exp

(
−2U�� − U��

A · U�

+
U��I�� − U��I��

U��I�� + U��(I�� − I��)

)
=

=

(
I��R	 − U��

A · U�

+
U��I�� − U��I��

U��I�� + U��(I�� − I��)

)
×

× exp

(
I��R	 − U��

A · U�

+
U��I�� − U��I��

U��I�� + U��(I�� − I��)

)
. &��)

������ ������ � �����8���� &��)�  �������� &��) ����#��� �� � ��* � �*��2���� W ,
" ��>�! ?��#����;

I��R	 − U��

A · U�

+
U��I�� − U��I��

U��I�� + U��(I�� − I��)
=

= W−1

(
− U��(2I�� − I��)

U��I�� + U��(I�� − I��)
exp

(
−2U�� − U��

A · U�

+
U��I�� − U��I��

U��I�� + U��(I�� − I��)

))
, &��)

�*� W−1 7 ����>�������� ����� W ," ��>�� ?��#����� ��� ��� ����� ����  �������� &��)
����8� −1 *�� �����1+ $'(�

5���� �#������ ����� "����  �������� *�� ����*����������� ������������ R	 $'(
���*�������� � ��* !��� ��*�;

R	 = a(W−1(b · exp(c)) − (d+ c)), &�M)

�E



�*�

a =
A · U�

I��
;

b = − U��(2I�� − I��)

U��I�� + U��(I�� − I��)
;

c = −2U�� − U��

A · U�

+
U��I�� − U��I��

U��I�� + U��(I�� − I��)
;

d =
U�� − U��

A · U�

.

&�E)

5����� ������������ ��8����  �������� &�) � ��*� U� = f(I�) ��2�� ���2� �1�����
������ � W ," ��>�! ?��#�����

��� ����� �������*��� ��* ����#��������%� ����2�� �#� ����  �������� &�) ��

R�

A · U�

� ���*� ��* !� ! ����� ;

β = −I�
R�

A · U�

+ I�
R�

A · U�

+ I
�
R�

A · U�

− U�

1

A · U�

, &��)

��� ���;

β = I
�
R�

A · U�

exp

(
U�

1

A · U�

+ I�
R	

A · U�

)
. &�N)

R��#1 ����������� W ," ��>�! ?��#����� ���#+�*��� �������  �������� &�N) � ��* 
β exp(β) = f(β)� ��� �����  ���2�� �#� ����  �������� &�N) �� �������� �� �����% ����
�������� &��)� (���  �������� ��� ���;

β exp(β) = I
�
R�

A · U�

exp

(
R�

A · U�

(−I� + I� + I
�)

)
. &�O)

-�8���� &�O) ��2�� ������� � ��*�� �*��2���� W ," ��>�! ?��#����;

β = W

(
I
�

R�

A · U�

exp

(
R�

A · U�

(−I� + I� + I
�)

))
. &�P)

����� ���*��� �#������ ������ &��) ����� β � &�P)� (��� *�����%8���  �������� � �1,
��2���� U� ��� ��� ��� ����� !� ! "��� � *�� ��+�2*���� �����2���� $'( � �����,
���� �� ���� I�;

U� = −A ·U� ·W
(
I
�

R�

A · U�

exp

(
R�

A · U�

(−I� + I� + I
�)

))
− I�(R	+R�)+R�(I� + I
�). &�Q)

(�*�#�1� �#����� ��2�� �1������ ��� ��� " ��>�! �� �����2���� I� = f(U�)� ��� �����
�#� ����  �������� &�)  ���2�!�� ��

R	

A · U� · r1 ,

�*�

r1 = 1 +
R	

R�

.

(��� *�����%8�+ ����#��������% � ���������� W ," ��>�� ?��#���� ��� ��� ��* !,
� ! "��� � ;

I� = −A · U�

R	

W

(
I
�

R	

A · U� · r1 exp
(
U� +R	(I� + I
�)

A · U� · r1

))
+

I� + I
� − U�
R�

r1
.

��



I

f(U1, I, E1) = 0

f(U2, I, E2) = 0

f(Un, I, En) = 0

U = U1 + U2 + . . . + Un

U1

U2

Un

��� # (���*���������� ��*������ "������������

� "� �����	 ������������	���� ���������# �������$% ���������

��� ������1+ ������ ������� ������ !�� ��* ��� ���*�����!��� �#�% ���������,
��� ��*������ ��*����1+ ���������� (���*���������� ��*������ �� n ������1+ ���������
�������� �� ��� ��

D�2�� ������� ���� �� n ������%�1+  �������%;

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

f(U1, I, E1) = 0,

f(U2, I, E2) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . .

f(Un, I, En) = 0.

S��

[f(Ui, I, Ei)] = [0].

5�� � >��� ��2�� ������� �� Q *� ������������ �������� Imax� ������� ����� ��� �����,
���� ���1����� &I��) ��� ����������% ������������% ����������� 
����� ����� ������%
�� *������1+ �������%  8���� ΔI� ��2�� ������� ���;

[I(k)] = [0,ΔI, 2ΔI, . . . , kΔI, . . . , Imax].

��2*�� �������! Ik �������� �� �������� Ui 7 �����2���� i,�� ��������� ���������
������� ����*������ �� "��� �� &�Q)�

(������ � ����*���������� ��*������ n ������1+ ���������� �� ��2*�� Ik # *��
������������� n �����2���% Ui ���������� ��+�*���+� ��� �������� !��+ ��������,
��+ Ei� -�� ����� !��� �����2���� ����*����������� ��*������ ���*1����� �� �����,
2���% ��*����1+ ���������;

U(k) =

k∑
i=1

Ui(k).

5���� �#������ ��*��� ����*����������� ��*������ ������1+ ��������� ���1�����
*� �� ���������;

[Ik] = [I1, I2, . . . , Ik, . . . , IK ],

[Uk] = [U1, U2, . . . , Uk, . . . , UK ].
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