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��� � ������ �������� ������ ������� ���������� � �!�"#� ��#� ��� ��$�%
���&� �����!������ ! � ������ �����'�� ����� $�������$� !���������$� �����!��%
�� (��#  ) *+,- ����#�� � � �#��&.  ����� �����!������ ��"#/���� ��� # ��0
!� �!����� #/���� ��������  ����&� ��&�#/��$� �" �! ' ��� +���� #/���� �����%
���� 1 � ��&  ����������� ���������� � �!�"#� � �����#�.� " � ������ !��"# ��
�����!������ �����#0 '�� !��' ���� � ������ !���� � ����'   ������ � & #��  $�%
������ !��������� ! � ����� � '��������

2������ �����!������ ��� �� #."�$� $����� ��#� ��� !������ # �  $� ������� ,����%
!������ ��� �� �#& ����� � ������ $����� � ������ � $���0 �"#���0 ������� 3 ��#����
������.4 ��� ������� ��!���� �!����& ����&�������� �����!������ ��� ��0
�#���4 �0 !���� �� $� !��' $�0 ��� ��#/��� "���� ���������� ".�� ��  ��&�#/��%
������' ���$� ������ $�����0 ��� ���$�� �����#/���

3 ������4  �� �� � ���� � ������ $������  '�# ����� � ��� # �� ������ ���������
!��"# ��0 ��������� � ! � ��� � � #.� � !� $������ 
��" ��� �#/�� ��� ��# � !����#�%
 ��� � ���!��� $������0 $� ��� # �.0 � �#� ���#'��� �"����� #/���0 �� "� ��� � $�#����
!� ���# ���/ ���'� #/�� ���������� �#� � 5 �� ���� ����' � ���!���� � �� # �
� .��� ��� �������� �!���"� ! � ��� ��6 �"4 ��� ����  #'��� �����!���� +� ����
������ �������� !�#/�� ��� � �/�� ���'� #/��� '���/ $�������$� ��� # ��� 3 � ��#/��%
� � �� 0 � '������� � ����0 � �'�� ����� ��"#.���/ � �� �&. ���'� #/��$� �����
'�#� #'��� ������"# �� 7�� ����&� !����� � !���# �. ���� ���� !��"# �6 �����%
!������ (�������� � ������"#/��� !��"��0 � �"�������/ �� #' �� ��#' ���� ���%
���'��� � ��-0 ���#�$' ��� (��$���� � ������.4 � �� �� ���#�!��� $����-  �� !�
� 5 � � ������ !��"# � ��� � ����/ !���5 � ��� ������� �"4 ��� ���$� �����!����
!� ������ � ���� ��� � '�#� #'��$� ���������!�����

3 ���� � ��� ���� � �����#/����/ ����'0 ��������� � ��� #����� � !��������� ! %
� �����0 ��� $�������0 ���  � ���$������� +�� � � !���"��� ��� # �0 ��� ����� "�#  
��'�� �!����.4� !��& �� ! � �����0 !����#� � ����#��/ �!���#/�� !���� ���  ����%
��� �����0 ������ ��� �#� ����� ���$� ���5����0 ��� �����!����  �������� ����&�

8 ������ �� ��4 ������� & #�$� ���� !�"#��&� 9:;<= !� ������ !��"# ���� 0 ���� ���
�������� ��!��� � !����' ���$� �!�#/������� � �#��&� ��'�#� #/��$� ���! �� �%
�� � �!�#/����� � ���$� ��� # � ��#� ��� � !������ ����' �� +� ���� ������ � ���� %
���� �$���' ��0 ������ ��#����.� ���� !��& ��� 3 ������ ��"�� ������� ��$��#/���
��� ���' ���� ��� #/0 ������� ��#� ��� !�!����� ������ �� � ������� �$���' �� ��� %
# � 9:;<=  �!�#/�� � ���! �� ���#/�� ����� 0 !�#�' ��� � � ��#/��� ��!�#� �� 8>�
?�����  �������&� ��"��� $�������$� !���������$� �����!���� � ���������� � �!�"%
#� ($� >� ���- �� ��:�;��:� $���@ 9�=�

<:



� �� �������� � !���"���# � � ��$��� %�&���� ���"����$��#

3 ������ ��"�� � ��' ��� �"A ��� ��' �� �����!� � ��� �� *+,� 3 ��"�� 9B= !� �#�%
$� ��� ��� ���� !�����0 !� �����#�.4� *+, ��� ���������0 ������4�. � �� � !����� �6
?$����@0 ?!�������@0 ?�����!���@� +����� �� ?$����@ ��#.'� � � � "� ��� �# � ���0 ���
?!����5# �����/@0 ?�"�#����� @  ?�#�� ����@� ������ !����� �� ��!����. �#� � ��
!���� ��� !�������!������� 
������ �� "���� ������ !����� �� � $��������� �����%
!���� ) ���4 ���# � " �! � "����� ! � ���� ��� # ��� �#� !����� �� ?!�������@
��� �������/ ����&�������� �����!���� ���#.'� ��� � ��' ��� ���� ����# ���� �
�!���� �� ! � ����� 
������� ����' � !����� �� ?�����!���@ ��#� ��� ��"��� ��� !��& ��
! � ����� 9B0 �� C=�

2# ��.4 � � ��#������� '���/. ��� �� $�������$� !���������$� �����!���� ��#�.�%
�� !�������� !�����

�����������	�
�� ������ ��� ��� � !�������� !� �!� � # ���� '��� �����!������
� � 9D0 �� �<=�


�������  $� ������ ������ ��#�.��� ��!���# �  ��4����/� 8�!���# � !����%
���!����� !������� � ���!� � # � ! � ��� �� � ��� �����!������ �������  "�%
�� � !����� # �"������� 3 �#�'�  �# !������� ��!���#�.��� � � ������� ����� ' � �
!��� ����'���0 �� ����� !�������!���� ������ ��� ����������

�����	�� ���������
�� ��	�
�� ������ ��� ��#' ���� !��������0 !�� ���.4� ��
 ��&� �� � � ' � � ����� ��� � ' � �����!������ � � � ����� ��!���# � 9D0 �� �<=�

E��#�$'��� � #'�� ��4 ���� � �#� ��������'��� !������  ������ ��� !��!������
�!���"����/.� 
�� ������ ��� � �������� ��#' ���� !��������0 !������4� �� �������%
��  ����4��� � �����!���0  � �0 ��� ������ � � $�� > ��4����/ !�������!�����0  !��%
!������ �!���"����/ ��������'��$� !����� �� ��.��� � ��#' ��� !�������� �  ��&�
�� � � (�����0 '��  �� ��-�


"4  '�#� ! � � � ���� !�������� !� �� �� ���5���� # ������ ��!���# �. ��%
���� ��� ������� ��������
� ������ � #'�� �'�#� ��� � ��#' ��� !���������

� '� � ��$��� %$&�%$&�(��)�* %���"�  $��$+�!� �&�)$

3 ������ ��"�� �#� � 5 �� ����' ��� #������ !�������!����� � ��' ��� "�����$�
"�# ��"��� �������!' ��� !������ +� �!�#/����� ������� #������ �� � ��.%
4�� !� �� ���� �"#���/ ���������� ��� � ��� ���#�$ � ������$� ��' ���$� !��& ���0
� ��� ��� �� ������ �����.4� !� �!� � # ���� !���#�� �# � ����� ,��� �"�����0 � %
��4  ������� ������  ��&� � ������ !��& �� �!���� ��� ������!����/. ������5 ���
+�� �� ����$� ��� #������ � .��� � ��"���� 9:;<=� �#.' ��� �"A ���� ��# �� ��$�
!��& ��� ��#�.��� !�������  �����!����

>���0 !��& �� !��������� ! � ����� !� �#�$� ��� �����������/ � �� ����' ���$�
$����� ���������
�� ���� Γ !� �����#� � ��"�� !��# ����� #/����/ ��� 5 ���� �� ����%
������ $����� {Γt}tmax−1

t=0 0 $� Γ = 〈Vt, At, {f0
t , f

1
t }, {g0t , g1t }〉0 $� Vt ) ���� ���� � �5�0 At )

���� ���� ��$0 {f0
t , f

1
t } ) ���� ���� ����&�0 �����4� � ����� ���� � �5��� $���� �!� %

� # ��� � ��0 {g0t , g1t } ) ���� ���� ����&�0 ���"����.4� ��$ $���� � � � ��� 3 #'��
t = 0, tmax − 1 ��#� ��� ���� ����  �!���� � � ��4  �� �� ���������� ��$� !��& ���0
$� tmax ) ��� #/�� �� �� ����'��� ��"��� *+,� +���/ �� ������ ���5��� � n ������%
��'��� !������ ���4 ���#� � ��"��� m �����!������ �� ���� (,2-� F��� ���� Vt � �5�
$���� Γt �!� � #� ��� �# ��.4� �"�����6

Vt = Vs ∪ Vb = {s0, s1, . . . , sn−1} ∪ {b0, b1, . . . , bm−1},

$� Vs ) ���� ���� � �5�0 ���!���.4� � ��������'��� !������ ���5����0 Vb ) ���� %
���� � �5�0 ������ �# � �� ������$� ����� ���#� ��� � ���5������ ,2�

��#' ���� ������ � �5� ���� ��� !��������� � � ' � �������$� !��� ����� �� � %
�G ���� �"�����0 � �������� �����!������ � � � ��"��#�.��� (���#�.���- ��������'�� 
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b4

b3

b1

b2

b0

s1 s0

s6s5

s4

s2

s3

���� �� +� �����# � $����0 �!����.4 $� ������� ��� # � ��� �� �� � � t (� �� � �%
5�  � " � �!�4 ��-

!�����0 ��#' ���� !������$� �������0 �"�#����.4 $� ���5���0 ���� ���� ��� � �� �%
���� 3 ��' ��� !�� �� ����#/�� !� �����# � $���� !������� �� ��� :�

1���&� f0
t : Vb → S × R

n−1 × N × N ��#� ��� ���"��� � � ���� ���� � �5� v ∈ Vb

� ���� � ���{〈
f0,0
t (v), f0,1

t (v), f0,2
t (v), f0,3

t (v)
〉 ∣∣∣ f0,0

t (v) ∈ S, f0,1
t (v) ∈ R

n−1, f0,2
t (v) ∈ N, f0,3

t (v) ∈ N

}
;

���� �"�����0 � �� � �5� $���� Γt ��#�.��� ���� ����
+ ���� �# � �� �����$� ���� �� f0,0

t ��� ��� ������&. � � ��4 � �������0 � ��%
����� �������� ,2 ������ #/�� ���5���� ��� ��G ������ �# � �� f0,1

t ����� ����� � ��%
#' ��� ����� ���!� � # �. !��������0 ������4��� � ��#�� ,20 ������ #/�� & # ���
��������'��� !������ �����' ��G �� �� �# � �� f0,2

t ) �� �� !�"��� ,2 �� ��������'���
!����G ' �� ���� �# � �� f0,3

t ) �� �� ��"��� � ��������'��$� !������
3���� ���"��� � f1

t : Vs → R
n−1 × R � ����� � � ���� ���� � �5� v ∈ Vs � ���� �

��� {〈
f1,0
t (v), f1,1

t (v)
〉 ∣∣∣ f1,0

t (v) ∈ R
n−1, f1,1

t (v) ∈ R

}
,

$� ! ���� �# � �� !��� ����� ����� � ��#' ��� ����� ���!� � # �. !��������0 !�"�%
��.4� �� ������ ��������'��� !����0 � ����� ���� � !������ � �����' ��G ������ )
�"4  ��#' ���� !��������0 ������# ���� �� �����. ����������

F��� ���� �������� S �!� � # �� �# ��.4� �"�����6

S = {0, 1, 2, 3, 4},
$� ��# �� ���' � ����� ����� � ������ �. ,2 � ��� ����������G 1 ) ,2 !�"�#� ��
��������'��� !����G 2 ) !��������� ������� !�������� � ,2G 3 ) !��������� !������
!�������� � ,2G 4 ) ,2 ���� � ��� � �' � � � ��������'��� !���� �

��� '��� �������0 �!����.4� !�� � � ����"���0 ��� � "��/ !� �����# � � �� �# %
��.4 $� $���� (��� ��� �-�
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H��/ �����4 !�������0
  ��/ ���"���� � ���

� ����"�� 

T�������� = T��	
���
 ��������� ���"����

T�������� = T��	
���
 ��������� ������

T��	
��� = T��������+
+ T����	�

T��	
��� = T����	� +
+ T����	�

���� '� +� �����# � ��� '��$� �������� �#� ,2�

3� � � �# ��.4 �"����' �� �#� �������� �!�����$� ��5 ! ���$� ���� ��6

St(v) ≡ f0,0
t (v),

PBt(v) ≡ f0,1
t (v),

Ta
t (v) ≡ f0,2

t (v),

Td
t (v) ≡ f0,3

t (v),

(:-

$� ∀v ∈ Vb, t = 0, tmax − 1�

E��#�$'��6 �� � � �# ��.4 �"����' �� �#� �������� �����$� ���� ��6

WPt(v) ≡ f1,0
t (v),

TPt(v) ≡ f1,1
t (v),

(�-

$� ∀v ∈ Vs, t = 0, tmax − 1�

F��� ���� ��$ At ��5 $� $���� Γt �"����'� �# ��.4� �"�����6

At = As ∪ Ab
t = {(s0, s1), . . . , (sn−2, sn−1)} ∪ {(bj, si)|St(bj) > 0} , i = 0, n − 1, j = 0,m− 1,

$� !������ ���� As � ����� �� �� � � t  ��#� ��� !�� � � $��� Γt0 !������.4� �� ��
� ������$� �����!�����$� ���5�����

3���� !������ ���� ��$ Ab
t �!� � #� � ��������� � ��� !���� � �5� � ���� ���

Vb  Vs � �������� �� ���' �� ����& St ∈ S� >�� �!� ��&� ��#��� St(b) > 0 ����'� �0
'�� � ��� ����� !�����#/��� � �5��� $���� b ∈ Vb  s ∈ Vs �  ��� ��$� (b, s)0  �#
����� ���#� �� � � �5��� b �����!����� �� ����� ���4 ���#� � � ������ � ���� ��
��������'��� !���� s� 3 ����&0 ��$�� ,2 ! � � 4� ��� � ��� ��������'��� !������0
����� ��$� ��������� ��

<�



>�!�#/��� ������5 �� (:-0 ��!5 � � ������� �!� � # � ����& f0
t 6

f0
t+1(v) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

〈1,PBt(v),T
a
t (v),T

a
t (v)〉,

 �# (St(v) = 0 ∨ St(v) = 4) ∧ (t+ 1 = Ta
t (v)) ∧ ISFt(u, v), (v, u) ∈ Ab

t ;
〈4,PBt(v),T

a
t (v) + 1,Td

t (v)〉,
 �# St(v) = 0 ∧ (t+ 1 = Ta

t (v)) ∧ ¬ISFt(u, v), (v, u) ∈ Ab
t ;

〈2,PBt(v) − g1,outt (v, u),Ta
t (v),T

a
t (v) + τa(v)g

1,out
t (v, u)〉,

 �# St(v) = 1, (v, u) ∈ Ab
t ;

〈3,PBt(v) + g1,int (v, u),Ta
t (v),T

d
t (v) + τb(v)g

1,in
t (v, u)〉,

 �# St(v) = 2 ∧ (t+ 1 = Td
t (v)), (v, u) ∈ Ab

t ;
〈0,PBt(v),T

a
t (v) + g0t (si, si+1),T

d
t (v)〉,

 �# St(v) = 3 ∧ (t+ 1 = Td
t (v)), (si, si+1) ∈ As;

〈St(v),PBt(v),T
a
t (v),T

d
t (v)〉 � ����#/��� �#�'����

(<-

I� �/ �!�#/�� ��� !� ���� ISFt : Vs×Vb → {false, true}0 ��#�.4��� ������0 � �#�'� 
 �# ��������'��� !���� u � ����� ���$� ,20  #����� ) � !������� �#�'� � 1���&�
τa : Vb → N ����� � ����� ���� � �5� � ���� ���� Vb ������#/�� '�#�0 ��#�.4  ��
�� � � � �� ������� ����$� !�������� E��#�$'��6 τb : Vb → N �� �!� ��� ��� ��� �� ��
�� !������ ����$� !�������� 
" �� ����& � ������ �� �� � � t�

,��� �"�����0 ����&� (<- ��#� ��� ����& � ! � ����0 !� �"����.4 � ������� � ��%
����� � �5�� v ∈ Vb � ���� 0 � �������� �� ��!�#� �� �!� � # ���� ��#���� 3 (<- !�
��!�#� � ! ���$� ��#��� !������� ! � ��� � �������� ������ # ! � � 4 ��
����"��� � ��� ���������� � ������� ?����"�� !�"�# �� ���������@� H�# ��!�#�� ���
����� ��#�� 0 �� ���4 ���#� ��� ! � ��� � ������� ������� H�# � �5�� ��������
� ������� ?����"�� !�"�# �� ���������@0 �� ��� !����� � ! � ���� � ������� �����%
� !��������� >� ���$� �������� � �5�� ��� � ! � �� � ������� !����� !��������0
 �# � ��4� ��� �� �� � � ���!�# � ��� ���� ����'��� ��������� #.� � � ��#����
+ � ��� � ������� ! � � 4 �� !������� !� ��� �5 � !������ 3 !������� �#�'� 
�� � �� �������� � !��������

+� ���� ISFt : Vs × Vb → {false, true} ������ � �# ��.4 � �� 6

ISFt(u, v) =

{
false,  �# ∃ b̃ ∈ Vb ∃ (̃b, u) ∈ Ab

t

(
Ta
t (b̃) < Ta

t (v)
)
0

true,  �# ��' G
u ∈ Vs, v ∈ Vb, (�-

$� v ) � �5�� $����0 ����� �����.4�� ,20 !�"��5 �� �� ��������'��� !���� uG b̃ )
� �5��0 ����� ���#� ��� � ,20 ������ �� 0 ��������0 �������� � u � ��� ��  $� !�"����

1���&. f1
t : Vs → R

n−1 × R � ����� ���� � (�- ��!5 � � �# ��.4 � �� 6

f1
t+1(ui) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

〈WPt(ui) +
1
60β

t
i,TPt(ui) + g1,outt (v, ui)〉,

 �# St(v) = 2 ∀v | (v, ui) ∈ Ab
t ;

〈WPt(ui) +
1
60β

t
i − g1,int (v, ui),TPt(ui)〉,

 �# St(v) = 3 ∀v | (v, ui) ∈ Ab
t ;

〈WPt(ui) +
1
60β

t
i,TPt(ui)〉,  �# ��' G

u ∈ Vs, v ∈ Vb,

(B-

$� β
t
i ) � ����0 �!����.4� '�# ��� ���!� � # � �� ������� !�"��� ����� !����%

���� �� ��������'��� !���� ui � �������� �� !����� �����' ��� 3 #'�� �� �������
!�"��� "�� � �� ���/ � ��#' ��� !�"���.4� !�������� � ������ 8�������'���
�����& �� ! � � � ������ � �"����0 ��� ��� 5�$ !� �� � � � ��5 � ��� # ������#� �
���� � �����0 � �� �������/ !������ #.� � �� ��������� �� �� ��� � ��#' ��� !�����%
��� � ������

3 ��'�#/��� ��� �� �� � � t = 0 ������ ���' � ����&� {f0
t , f

1
t } �# ��.4� �"��%

���6
f0
0 (v) = 〈0,PB0(v),T

a
0(v), 0〉,

<B



f1
0 (v) = 〈WP0(v), 0〉,

$� PB0(v) = WP0(v) =

⎛⎜⎝0
���
0

⎞⎟⎠0 PB0(v),WP0(v) ∈ R
n−10 Ta

0(v) ∈ N ) � #'��0 �!� � #�.4��

�� �� !�"��� �� ! ���� ��������'��� !���� �� ���5��� �
�#� �!���� ��$� $���� Γt �!� � #� ���� ���� ����&���#/��� �������� � {g0t , g1t }0

!����#�.4� ��!�����#��/ ��$�� $���� � ������ � ��� 1���&� g1t : Vb ×Vs → R
n−1×R ���%

�� � ����� ���� ���� ���� � " � ��� {(v, u) | v ∈ Vb, u ∈ Vs} ���� ���� �!�����' ���� !��
{〈g1,0t , g1,1t 〉 | g1,0t ∈ R

n−1, g1,1t ∈ R}0 $� ! ���� �# � �� ������ !��� �!� � #� � ���!� � # � 
#.� �0 ������4��� � ,20 � �������� �� � !����� �����' ��� I��' � ������ �����%
���� ����� ����� � ��#' ���� ��5 �5� �� �������� !��������� �#� ��$#������ �� � �
�# ��.4 �"����' ��6

IPt(v, u) ≡ g1,0t (v, u), EPt(v, u) ≡ g1,1t (v, u), ∀u ∈ Vs, ∀v ∈ Vb, t = 0, tmax − 1. (D-

I�!5 � �!� � # � ����& g1t � �# ��.4 � �� 

g1t+1(vj , ui) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

〈Ivjui
, 0〉,

 �# (i = 0) ∧ ((1, . . . , 1)I
vj
ui

� BCt(vj));

〈

⎛⎜⎝0
���
0

⎞⎟⎠ ,PBi
t(vj)〉,

 �# (i = n− 1) ∨ ((1, . . . , 1)I
vj
ui

> BCt(vj));

〈Ivjui
,PBi

t(vj)〉,
 �# ¬((i = 0) ∨ (i = n− 1)) ∧ ((1, . . . , 1)I

vj
ui

� BCt(vj));

〈

⎛⎜⎝0
���
0

⎞⎟⎠, 0〉,  �# ��' G

u ∈ Vs, v ∈ Vb, (C-

$� I
vj
ui

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
���
0

p
vj
ui+1

���

p
vj
un−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
) � ����0 !� �����#�.4� ���!� � # � !��������0 ������ ���%

��� � ,2 � ��� ��� vj �� ��������'��� !���� ui � & #/. ��"���/�� �� ��������'���
!���� uk0 k = i+ 1, . . . , n− 1G PBi

t(vj) ) � #'��0 ������ ��#' ���� !��������0 ������4�%
�� � ��#�� ,20 !������ �����' �� ������� ��#� ��� ��������'��� !���� ui� 
��"��� � 
BCt : Vb → R

+ ����� � ����� ���� � �5� vj $���� Γt � #'�� � ��4 � �� ������ ,20
�������� ��� ����� ����� �0 ���� �"�����0 '��

BCt(vj) = max{PBmax
t (vj)− PBt(vj), 0},

$� BCmax
t : Vb → R

+ ) ������#/��� �� ������/ ����"��� vj �

��"��� � g0t : Vs × Vs → N ! � ���� ��$ ���� ���� As �� ���� ���� ������#/���

'� #0 ������ �� �!� ���.��� ��� �� ��0 �����'�� �� �� ! �  �� �� � ������$� ������%
��'��$� !����� ui �� �# ��.4 $� !� !������ ui+1� 
!� � #�

g0t (ui, ui+1) = cti,i+1, ui, ui+1 ∈ Vs, i = 0, n− 2, (J-

$� cti,i+1 ) �# � �� ����&� �� ����� ��� 5 ���$� $���� Γt0 �!� � # ���� �#� ���� ����
��$ As� I�!5 � !� �����# � ������ ����&� � �# ��.4 � �� 6

Ct = (ctx,y)
n−1,n−1
x=0,y=0 .

<D



7# � ��� ����&� ctx,y ����� �����.� � #'� �� � �0 �����'�� ��$� ,2 �� ! � � 4 � 
�� ��������'��$� !����� ux ∈ Vs �� uy ∈ Vs0  ��#�.��� & #�'�# ���� ���' ���6

ctx,y =

{ ⌈
dx,y

vx,y(t)

⌉
,  �# ∃ (ux, uy) ∈ As0

0,  �# ��' 0
, (�-

$� dx,y ) �������� � ��� ��������'��� !������ ux ∈ Vs  uy ∈ VsG vx,y ) � #'��
�� �� � ������� ,2 �� ������ �����& (vx,y : [0; tmax − 1] ∩ N → R

+-�
>� '� # dx,y ����� �������/ ���������. ����&�

D =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 d0,1 0 · · · 0 0
0 0 d1,2 0 · · · 0

0 0 0 d2,3 · · · ���
���

���
���

� � �
� � � 0

0 0 0 0 0 dn−2,n−1

dn−1,0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

,�� ��� ��$ ���� ���� As ������#�.�  ����� ���� ������ � $��� Γt0 ����&� D ��!�#� ��
��#��0 �� ��#.' � � ���� ��� $#����� ��$���#/.  �# � ��� dn−1,0�

3 �����# (B- "�# �!�#/����� � ���� β
t
i0 �!����.4� �� �������/ !������ ?!�� �%

&�#/���@ !�������� �� ��������'��� !���� ui ∈ Vs � & #/. ��"���/�� �� ��������'��$�

!����� uk ∈ Vs� I�!5 � �# ��.4  !� �����# � ����&�0 ������# ��� � � ������ β
t
i6

Bt =
(
β
t
0, β

t
1, . . . , β

t
n−1

)
,

$� β
t
i =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
���
0

βi,i+1(t)
βi,i+2(t)

���
βi,n−1(t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
0 i ) !��������� ��� � ��������'��$� !����� si ∈ VsG

βi,l : [0; tmax − 1] ∩ N → R
+.

+ ���� �� �� �!� � #� � !��������� ��� � !����� ��!���# ��0 ������ ) �� �� !�����
�����' ��� 3 ��5 � ��� # !� �!�#�$� ���0 '�� �� ���5��� ������ ��#/�� !���� ��!���%
# � ��� ��0 ��  ��/ ,2 ! � � 4�.��� !��# ����� #/�� �� si � si+1� 3 �#� ���$� !� �!�%
#�� �� � ������ ��� # !������� ��$�� ! � � 4��/�� ��#/�� �� !��# ��.4 ��������
������ #/�� ������� 2���&�0 ��$�� !���� ��!���# ��  !���� �����' �� ���!���.�0 �%
�#.'� ���� +������ �!��� �#�� �# ��.4  �$���' � 6 ∀ l � i (βi,l(t) ≡ 0).

F���&� Bt ����� �� ��� ��� �� � � t� +�#�$��0 '�� �� ���� �� �������/ !�����
����� !�������� �� �� ��� k + 1 ��� � � ' � �� $� ��� #/��$� �� � � ��"��� *+,0
����� �� �� �# ��.4  �"����' � �� � ��K�� �� ���#��6

0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tk < tk+1 = tmax − 1. (:�-

,�$�� �!� � #� βi,l(t) ' � � ���' �� ����'��%!��������� ����& �� �� � ���� �� ���%
#�� (:�-6

βi,l(t) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
b0i,l, 0 � t < t1,

b1i,l, t1 � t < t2,

. . . . . . . . . . . . . . .
bki,l, tk � t < tmax,

t = 0, tmax − 1, (::-

<C



$� bki,l ∈ R
+ ) � #'�� �� ������� !����� !�������� � !��� ����� �� � � [tk; tk+1)�

�#� �� �� � ������� ,2 vx,y(t) ���#�$'�� (:�- �!� � #� �# ��.4�. �� �� �"����' ��
�� � ��K�� �� ���#��6

0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tr < tr+1 = tmax − 1. (:�-


�L ��� � ��� ���!����/ � (:�-0 ���  ��#'��/��� 3 �"4 � �#�'� �� ���" �� �'��.���
���#'���� 2��� ����'��%!��������� ����&� vx,y(t) �!� � #� ��� �# ��.4� �"�����6

vx,y(t) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
v0x,y, 0 � t < t1,

v1x,y, t1 � t < t2,

. . . . . . . . . . . . . . .
vrx,y, tr � t < tmax − 1,

t = 0, tmax − 1, (:<-

$� vrx,y ∈ R
+ ) ���' ��0 ������ ������ ���.� �� ��.. �������/ ��� �� �� ��� �� ��

!����� sx ∈ Vs �� !����� sy ∈ Vs � !��� ���� �� � � � ��� tr  tr+1�

1���& vx,y(t)  βi,l(t) � .� �# ��.4 �$���' ��6

vx,y � 0, x, y = 0, n − 1; βi,l � 0 ∀ l (l � i), i = 0, n − 1; t = 0, tmax − 1.

3 #'��0 !� �����# ��� � ����� ��� (::-  (:<-0 ��'�#�.��� �� ����� ��"������
���! �� ���#/��� ������� 
�����  �# ��������� � ��� ,2 �� �'������ �����!�����$�
���5���� ����� !�#�'�/ � ���! �� ���#/��� ������ � ����� �� 0 �� ��'�� �!� � #�/
� #'�� ������� !������ ����� !�������� � ��������'���� !����� �������� ��#/�� � � %
��#/��� !��� � �� ���!# ����$� ��# ������ �� � ��.4 $� ���5����� 
�� !������� �� �
� �"�������/ !��� � �� �!���� !�������� �� ��������'��� !������  ��#� ��� ����� �%
�� !��& ����� 3 ������ ��"�� �!�#/����#�/ �� � �� � !�������!������0 ������ !�#�%
' �� � � ��#/��� ����#/��$� �"�# ������ �� ���� ! � ����� >�!�#/��� ����������. 5��#�
�& ��� �#� � $�  ���� ������ ���� ,20 ����� ��'�#�/ � ��!�#�� ����/  ��4����/
!�������!����� �� #."�� �'���� ���5�����

>���0 !� �#�$� ��� ��� ���' ���� ��� #/ �"#��� � ��� ����� !� ��4 ��� ������ #/��
��� # �0 !� �����# ���� � 9:;<=0 ���  � ������� �$���' ����

*#����� !� ��4 ����� ������#�������� ��� # ��#� ��� ��0 '�� ��� ���'�#/�� !� �%
�����'�#��/ �#� !��� � �� ��'�#� #/��$� ���! �� ���0  !������ ������ #/�� !�����
� �#�����/ �#$����0 ���������� ��   �!�#/������ ,��� ���������� ��� ��� #/ ��#�%
 ��� !�!����� ������ �� � ������� �$���' ��0 ������.4� !� ��'�# ��� �� ����� 
��� # � ��"��� 9:=� 
� ������.��� � �# ��.4 �6

:- ���������� ��� !��& �� ! � �����0 !� ������� ����� ,2 !������ ������ ���5���
 ������G

�- �� "� ���0 '��"� !��# ����� #/����/ ���������� ��� ,2 "�#� �!�����' �� !� �� � �
� !�"��� �� �' � ���� ��������'��� !�����

>� ! ���$� ��#��� �# �� �0 '�� ��# �� ��� ��#/�� ��� �� �� � �0 � � ' � ������$� �� 
�����!����� �� ����� ! � ��$�.��� ���#/ ���5����� 3 ��� #0 !� �����# ���� � ������
��"�� 0 ���� ��� �"4� �� � ���� !��� ����� ��"��� $�������$� �����!����� ,����!������
���5��� � $��� ����� � ��� ������� ,2 ! � � 4�.��� ���#/ � $� � � ' � �������$�
��� ��� �� � ��

3���� ��#�� ������� � �� ��� ����0 '�� � ��� # � ��"��� 9:= ,2 � ��$�� �! � ���/
���$ ���$�� �#� ���$� � �� ���� �������/ ��'�#� ��� �� ����� �!� � # ���� ����&
�����&0 ���� � � �$�����0 ������� ����� �� �� � ��K�$� �� ���#� � ��� ����� ��%
� ��� ,2� 3 ������ ��"�� ���� �$���' � ��������� �� 
����� !�������� � �# ��.4  
�$���' � 6 �� ����� ��������'��� !����  ����� � ��� �! ��& ?!�����M������@ ��%
� � ���4 ���#��/ ��#/�� ���� ,2� 
���#/�� � ���� ��� �� ���� ��� � �' � �� +� ����
� ��#.'� ��� ����������/0 '�� ,2 ��$�� �! � ���/ ���$ ���$��
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8 ������� ������ ��� # ���� � ������� � ��"���� 9:;<=� 3 �#� !� �"#����� � � �%
���������$� !������ � ������ ��# ��0 �������� � !��������� ! � ������0 ��#.%
'�.��� � �������� ��� 8�!�� �0 � ��� # � �'���� ��� ��"�� !�������� ���5�����
7�� ������� � � �0 '�� � � � �����!������ � �/ ������ �  ����� ���$� ���5�����

+��& ���� !����� �� ����&� �� ������� � Bt ��#� ��� �������'�� �#�����0 ��� ���
�� "� � !��� � �� ���!# ����$� ��# ������ �#� �����$� ��������'��$� !������ 3 � �#/%
��� �"������� �� ����� ��������'��� !���� !��������.� $��!!� !��������0 ����.4 
�����!��� ������ ���5������ 3 ��� # !� �!�#�$� ���0 � & #/. �!��4 ��0 '�� �� !����%
��� �� �������� ��"��.�  ����� ���� �����!��� ���5��� �#� ! � ��� ���

H4 ���� �!��4 � � ��#� ��� !� �!�#�� � � !��# ����� #/���� ��!�#� �� !��%
& ���� ������  !����� !��������� 2��'�#� ��!�#�� ��� ������� !��������0 ��� �
!��������� !������� 3 � �#/��� �"������� �� !��& ��� !�������� !���## #/��� 
��.%
�� �!��4 � � ���� ��#� ��� !�� � � �� ��� ���' �� �#� � #'� �� � � !�����
 ������ ����$� !�������0 ��� ��� � �� #' � � '�#� !��������0 ������4��� � ��#�� 0
�� �� !����� ����$� ' #�� �� �  � � �� �&. � �� #' �.�

� ,� ��$"�- !�-."/&$&�� ��(��"�&�"/��0� 1)� �!�%��&$

3 ��� !��� � �� ��# ������ "�# !��� � � ��� ��'�#� #/��� ���! �� ���� �� ���%
������� ��� ���5��� (����"����� ���5��� N:� $�>� ����-� ������ � ���! �� ����
!� ���������# �� � � � ������� ������� !���� ���� ��� �� � !��# ��.4� ��' �%
 � !�#�' ���� � ��#/����� � �� �! &�#/��� $�������

��#' ���� ��������'��� !������ �� ���5��� ������#� � <�� 3 ! ���� ���! �� �� "�#�
�!� � # �� �� ,20 �� ���# ��� �� ������� ) B ����� 3� ,2 "�# ��"���� � ���������
�� ������/.0 ������ B� !���������

3 � ��#/��� ���! �� ��� � #'��0 ����� �����.4�� ��#' ���� !�������� �� �������%
���0 � #� ��� ����� ����� �� ��� ���� �� � � �� J6�� �� :�6��  �� :C6�� �� :J6��� 3 ���%
! �� �� "�# ������ ���' �� �� � � t0 = D6�� (# �:D�� � ����-  tmax = �<6�� (#
J�J�� � ����-� ,��� �"�����0 �� �� ���'����#��/ �� ��� ��� t0� ��#' ���� !��������0
!������4� �� ��������'��� !����0 $ � �����#��/ �#�'����� �"����� � !�!������ �� � %
��#/���� �"�# ������ � �#/��$� !�������!����� �� ������ ���5��� $����� >� �����

3 � ��#/��� ���! �� ��� :< � �� ,2 "K�#/5�. '���/ �� � � ! � � 4�.��� � ��� ����%
������ � ����� ��!�#�� ����/. ��#���0 � �� �� �� ��� ����#/�� ,2 !����' �� "�#
!�#����/. ��$��� ��� ,��� �"�����0 !� �� �/5 � ��#' ���� ,2 �� ���5��� !�#�'� �
� ������ �� #' � ��#' ���� �!�#/�� ��� � �� � ��#�� � 
����� �� !� ���'� #/���
��� � '�#� !������� �������� ������ � ����&� ! � !�#� �� ��������'��� !���%
���� +� !���5 � ��#' ���� ,2 ��"#.��#��/ �� �/5 � '�#� #.� � �� ��������'���
!�������

�#� !�#�' �� ������� !� � ��#/����� ��� #������ "�#� ��!�#� �� � �� ���! �%
� ����G � ��' ��� ��� �� �& �� � ��#/����� "�# ��"��� �# ��.4�6 !���/ ������ ���
'�#� m′,m′′ ∈ N (1 � m′ < m′′ � n − 1)0 �"����'�.4 ��#' ���� ��"���.4� ,2 ��
���5��� 0 ��'�#/�� �� ���#� ��� �� ������#�.� Ta

0(bj+1) − Ta
0(bj) = Δ, (j = 0,m− 2)0

!� ������� �������/ ��#' ���� !�������� � ��� �� �� � � t �#� ���� ���! �� ����∣∣∣WPm′
t (s)−WPm′′

t (s)
∣∣∣ �#� #."�$� ��������'��$� !����� s ∈ Vs � !� ������� � ������� � ��%

�&�� #/��� � #'���

O � � WPm′
t (s) �"����' �� ��#' ���� #.� �0 ����.4� ,2 �� ��������'��� !���� 

s ∈ Vs � ��� �� �� � � t0 !�#�' ���� � ��'�#� #/��� ���! �� �� � ��#' ����� ,20
������ m′�

3 � ��#/��� ���'� #/�� �� #' � ��#' ���� !������$� ������� �� ���5��� � & #/.
��� �� '�#� ����.4� !�������� � �  � ����#��

>����� � ���$�0 ����� ���/ �# ��.4  � �����#/�� �!��� �!����&����� ����'
�#� �����!������ ��$����&0 ���4 ���#�.4 � ! � ����� !��������6 �� "� ��� �������/
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�!���#/�� ���!��� ��� ��0 � !� � #�� ��4 ����.4 � �����!������ � �  ��#' %
���� ,20 �#� ����� �� �������  ������ ���� � ��$����� 1����#/��� !��������� ����
����' � �!���� � ������ ��"��  �����# �� �#� ��#/� �5 $� ��# �������


����� � �� $�� � ��$�0 '�� �!�#/�� ��� "K�#/5�� '���/ �����!��$� �"A �� ,20 �# %
�� � ��� �������/ ���4 ���#� ��� ! � ������ 7�� � ��������.� � ��#/���� !����� ��
!� ����4 $� ���! �� ��� (� ������ �#�'� ����� �  $� ?���! �� �� N�@- � ��#' �����
,2 � �/5 � ���6 ��#� ��"�#  !�#�� ��$��� ���$� �����!���� �� �"4 $� '�#� !����#��/0
� �� � �� �� !����#��/ ��#' ���� #.� �0 ����.4� ,2 �� ��������'��� !������� �#�
�& �� � ��#/����� �!�#/����#��/ �# ��.4�� �����#� ���' �� �� �� � �� ������ ,26

BC(bj) =
1

tmax

tmax∑
t=0

BCt(bj).

3� ������ ���! �� �� � � �/5� '�#�� ,2 !��# ����� #/����/ � #'� �� ����%
�� ,2 �������� �6   ���' � �#� �����$� !��# ��.4 $� !������$� ������� ��5 0 ' �
� !� ����4 $�� 3 ! ���� ���! �� �� � ���� ������#� � <�0:�J0 �� ������ ) �:0B� ,��� �"%
�����0 "�#/5 !�#���� !������$� ������� !����' �� � ��$��� �� � ! ���� �#�'� � +�
���� ������#/�� ��#' ���� #.� � �� �������� ������� ��� �� ���' ��0 ����� �����%
.4 $� �������� 
��.�� ����� �� #��/ �# ��.4� �����6 ����� � ��#/�� ������#/���
��$���� ,2 � �� $�� !����� � ��� �. ��#' ���� ����.4� �� ���������� !����%
����� �#� ����� �� ���� & # ���� �� "� ��� �������/ �!���#/��� ��"�� ��'�#/���
���' ��0 ������# ���� � �� � � ��'�#� ��"��� Ta

0(bj), j = 0,m− 10 �����$� � ,2�
+� � ��#/����� !��� � ���� ���! �� ���� ����� �� #��/ �# ��.4 ������6
:- !���5 � ��#' ���� �� ���� ! � ���� �� ����� �����!������ ���5��� � ���'%

� #/�� �#� � �� �� #' � !��������"�����G
�- !� �������� ������ ���� ��'�#/��� �� ���# ��� �� � ��� ����� ��� ���

�����!������ �� ������ ��#' ���� �����!����0 �� "� �� �#� ��� ������ !���������
! � �����0 # �� � !��� ���� �� 1 �� n0 $� n ) ��#' ���� ��������'��� !������G

<- !�����/ ��� �������/ !��������"����� ����� !�� � �������� �!���#/��� ���%
"��& ��#' ���� ,2  ��'�#/��� �� ���#�� ��� �� � ��� ���

������ ���	
���
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