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� ����� ����������� ����� ����� ��� � ������ ��� ������� ���� � ���� ����!�
"����  ���� ���� ������� �  ����� !��#� ��!��� ����� ��������! ���� � � ���$
%� �� �  ��� ���� ���   #� ��& �����' ��� (��!  ��� ���� � ���� ��� � �� ����� 
��  ���� )�� ���' �� ���!� ���#�� *�+� ,��� '  �-����� ���� #���� �. /�' 01�

2�� �������� �� ��3� �. ��� � !�-!� 4��� ����3�!�5 ��!���!� ����3�6 ����
�#�6� ��!����������� !����-' �� ��  � ���#� ������  .�� �� �� ��3� ��� �7� ���
�����!�  -& ��!��6����� ��� 8���������� ������ �� ��3� �� � ��#� �� -& ����& ���
������� � !�-& � �� ��& ��!���9 : ����! ������!�� ���� � ����� � (��! �  $
����%�� ���!� � �� ��� � �����-�6��� ����� -� ��!����������� !����-� ;!� ��7�
�����#����  ��# !���� ��#� �� -& <� ���.' �����-. ��������� �� !���� ��#����$
 �� ��!' ���  ���6%�� �����  ���� � �3 �#� ����7� �� <�������� ��  �#� ����6�$
�� � � ��!�%�6 ����!�#���� �#� ��� ��� ����6 � ������ �� � ����  �� ����7� ��'  ��
����������#� !���� ��#� �� -& <� ���. ��!' ��� ����� ��#� �� -� <� ���. ��-�6�
�����  -! &������!� =� ���� �-� �������  � ����& />?@1 ��� ��-� ���  -& ��<<�$
�� ���� -& ��� � �.'  � ����& /�?��1 �������� - ���� #���� -� ���� ����&�� ���
(�����������& ��� � �. � ����� -!� �� #���� ����!��

"� �� -!� ��������!�  3�. ����- ����6��� ����%� �� !���� ��#� <� ���. ��$
3��?�6���� ��?��������.?,! ���� � ��� �� ��!����������� ����7� �� ��3� ��
���� ����&�� ��� ����� � ������� -!� ����!�   #� ��&�

� �	 
�������� ������

,�������! ���� ����&�� ��� �����A

εΔuε(ρ, ϕ) − (ρ− b)2(ρ− a)2uε(ρ, ϕ) = fε(ρ, ϕ), (ρ, ϕ) ∈ D, 4�5

uε(b, ϕ) = 0, uε(a, ϕ) = 0, 405

#�� Δ =
∂2

∂ρ2
+

∂

ρ ∂ρ
+

∂2

ρ2∂ϕ2
: ������� ����' 0 < ε : !�-. ��!���'

D = {(ρ, ϕ) | a < ρ < b, 0 � ϕ < 2π}, 0 < a < b− const, fε(ρ, ϕ) =
∑
k�0

εkfk(ρ, ϕ), fk ∈ C∞(D)'

f0(a, ϕ) �= 0, f0(b, ϕ) �= 0, fε(ρ, ϕ) : ��  � <� ����' uε(ρ, ϕ) : ����!� <� �����
"����  ���� ���!�����!�. ���� ������� � ��!' ��� ��3� �� ������� �#� ��� � ��

�!��� �� #���� ����   � ����  �. �   � �3 �. #� ��& �����' � (�� �� #���� ���� ��$
��� ������� -! �����!� � ����& /	'�'��1 �������� - �����' ��#� ��3� �� ������� �#�

�>



��� � �� �!��� �� #���� ���� ������   �� �. #� ��� ������ B��� ��3� �� ������� �$
#� ��� � �� �!��� �� #���� ����   � ����  �. �   � �3 �. #� ��& �����' �� ��#���$
����6%�. 4����!�#���� -.5 ��!����������. ��� ������� �� ���& ��!�� � �'  ��7� ���
������� �� ��#� �� -& <� ���. ��������� ������� �%� ����� ����� -� ��#�������6%��
��!����������� ���-' �����-� ���������6� � ����-��%�& ����& /	'�'��1� � �  �. �����
��������� ���� ����%�  �#� !���� ��#� <� ���.�

C�3� �� ���� 4�5' 405 ��%������� � ��� ����  � /�01� )�������� ��������� ��� �� ��!�$
���������� ����7� �� ��3� �� ���� ����&�� 4�5' 405 ��� ε → 0.

D�� ����&�� 4�5' 405 �������� ���� #���� �. /�' 01� ��.�������� �' ����� �� #����$
 ���� : ��3� �� ������� �#� ��� � �� 4ε = 05

−(ρ− b)2(ρ− a)2u0(ρ, ϕ) = f0(ρ, ϕ)

:  � ������������� ����-! �������! 405�

E���- ������ �����6 �� #���� ����' ���!����! ��������� � �3 �#� ����7� �� ��3�$
 �� ���� 4�5' ������� �%�! !�����! !��#� ��!���A

Uε(ρ, ϕ) =
+∞∑
k=0

εkuk(ρ, ϕ), ε → 0. 4>5

2�������� 4>5 � 4�5 � ����� ��� ��(<<���� �- ��� ��� ���-& ����� �& ε, ������!
������� � �6 �����!� ��� � �.F ��3�� (�� �����!�' �!��!

Uε(ρ, ϕ) =
1

(ρ− b)2(ρ− a)2

∑
k�0

εk

(ρ− b)4k(ρ− a)4k
Fk(ρ, ϕ), ε → 0,

#�� Fk ∈ C∞(D).

"�!���!' ���

uk(ρ, ϕ) = O
(
1/(ρ− b)4k+2

)
, ρ → b,

uk(ρ, ϕ) = O
(
1/(ρ− a)4k+2

)
, ρ → a, k ∈ N0 = N ∪ {0}.

D!���!' ��� ��!����������. ��� 4>5 ������ ��!����������. &����� ��� b − ρ � 4
√
ε ���

��#� ρ− a � 4
√
ε�

� �	 �������� �������

)� � � � !  �� ��� ������� 	
�
�� 4�5 405 ���
������� 
�������������� �
	�������

uε(ρ, ϕ) =
∑
k�0

εkvk(ρ, ϕ) +
∑
k�−2

ε
k
4

(
wb
k(τ, ϕ) + wa

k(η, ϕ)
)
, ε → 0, 4G5

��� vk ∈ C∞(D) wb
k ∈ C∞(Dτ ) wa

k ∈ C∞(Dη) τ = (b − ρ)/μ η = (ρ − a)/μ μ = 4
√
ε

wb
4m−j(τ, ϕ) = O(1/τ j) wa

4m−j(η, ϕ) = O(1/ηj) j = 1, 2, 3, 4 m ∈ N0 ��� τ, η → +∞

Dτ = {(τ, ϕ) | 0 < τ < +∞, 0 � ϕ < 2π}�

� � �  �  � � � � � � � �� ������������ �����!- ������� �� ���& ����.A ������� �� <��$
!�� �#� ��!����������#� ����7� �� ��3� �� 4H*CC5 ���� 4�5' 405 � ���� �� �� (��#�
H*CC�

��		 �%�! � ���� 4G5' #�� vk(ρ, ϕ), w
a
k(η, ϕ), w

b
k(τ, ϕ) : ���  ������� -� <� �����

�G



2�������� ���� �3� �� 4G5 � ��� � �� 4�5' ������!∑
k�0

εk
(
εΔvk(ρ, ϕ) − (b− ρ)2(ρ− a)2vk(ρ, ϕ)

)
=
∑
k�0

εk
(
fk(ρ, ϕ)− hk(ρ, ϕ)

)
, 4�5

∑
k�0

μk
(∂2wb

k−2(τ, ϕ)

∂τ2
− μ

(b− μη)

∂wb
k−2(τ, ϕ)

∂τ
+

μ2

(b− μη)2
∂2wb

k−2(τ, ϕ)

∂ϕ2
−

− τ2(c− μτ)wb
k−2(τ, ϕ)

)
=
∑
k�0

μ4khbk(b− τμ, ϕ),

4@5

∑
k�0

μk
(∂2wa

k−2(η, ϕ)

∂η2
+

μ

(a+ μη)

∂wa
k−2(η, ϕ)

∂η
+

μ2

(a+ μη)2
∂2wa

k−2(η, ϕ)

∂ϕ2
−

− η2(c− μη)wa
k−2(η, ϕ)

)
=
∑
k�0

μ4khak(a+ ημ, ϕ), c = b− a.

4�5

� ��� ���& 4�5?4�5 !- ����� ���  ������� -� ��#�������6%�� ��!����������� ���-∑
k�0

εkhk(ρ, ϕ) =
∑
k�0

εk
(
hbk(ρ, ϕ) + hak(ρ, ϕ)

)
,

�& �� ����������!  �7��
C�� ��� 405 ����7�6� #� �� -� �������

wb
4k(0, ϕ) = −vk(b, ϕ), wb

4k−j(0, ϕ) = 0, j = 1, 2, 3, k ∈ N0, 4	5

wa
4k(0, ϕ) = −vk(a, ϕ), wa

4k−j(0, ϕ) = 0, j = 1, 2, 3, k ∈ N0. 4�5

	������� � !��"��� ��"��#�$ ,� ��� ��� 4�5 ������!

Δvk−1(ρ, ϕ)− (b− ρ)2(ρ− a)2vk(ρ, ϕ) = fk(ρ, ϕ)− hk(ρ, ϕ), (ρ, ϕ) ∈ D, k ∈ N0,

���

vk(ρ, ϕ) = −fk(ρ, ϕ) −Δvk−1(ρ, ϕ) − hk(ρ, ϕ)

(b− ρ)2(ρ− a)2
, v−1(ρ, ϕ) ≡ 0, k ∈ N0.

"�������! ������  ������� -� <� ���� hk(ρ, ϕ) ��' ����- vk ∈ C∞(D)�
2���� gk(ρ, ϕ) = fk(ρ, ϕ) −Δvk−1(ρ, ϕ)� )�#� vk ∈ C∞(D), ����

hk(ρ, ϕ) = hbk(ρ, ϕ) + hak(ρ, ϕ), q
b,i =

(
b− ρ

c

)i

, qa,i =

(
ρ− a

c

)i

,

hbk(ρ, ϕ) = gbk,0(ϕ) − cgbk,1q
b,1 − (3gbk,0(ϕ)− 2cgbk,1(ϕ)

)
qb,2 +

(
2gbk,0(ϕ)− cgbk,1(ϕ)

)
qb,3,

hak(ρ, ϕ) = gak,0(ϕ) + cgak,1(ϕ)q
a,1 − (3gak,0(ϕ) + 2cgak,1(ϕ)

)
qa,2 +

(
2gak,0(ϕ) + cgak,1(ϕ)

)
qa,3,

�� ��
hbk(b, ϕ) = gbk,0(ϕ), h

a
k(b, ϕ) ≡ 0, hbk(a, ϕ) ≡ 0, hak(a, ϕ) = gak,0(ϕ),

∂hbk(b, ϕ)

∂ρ
= gbk,1(ϕ),

∂hak(b, ϕ)

∂ρ
≡ 0,

∂hbk(a, ϕ)

∂ρ
≡ 0,

∂hak(a, ϕ)

∂ρ
= gak,1(ϕ),

#�� gbk,j(ϕ) =
∂jgk(b,ϕ)

∂ρj
, gak,j(ϕ) =

∂jgk(a,ϕ)
∂ρj

, j = 0, 1.

)��! �����!' !- ��������� ��#���� �� � �3 �� ��3� �� � ������ D'  ��7� ������$
���� ��(<<���� �- ��!����������#� ��� hk(ρ, ϕ)�

� ��%�&� '�(� ��"��#�$ )����� ����.��! � �������� �6 ��� �� ��!����������& ��$
���

∑
k�−2

μkwb
k(τ, ϕ),

∑
k�−2

μkwa
k(η, ϕ)� I��� �3� �� 4@5 � 4�5 ���3�! � ����

��



∑
k�0

μk
(∂2wb

k−2(τ, ϕ)

∂τ2
− ∂wb

k−3(τ, ϕ)

∂τ
+

∂2wb
k−4(τ, ϕ)

∂ϕ2
− τ2(c− μτ)wb

k−2(τ, ϕ)
)
=

=
∑
k�0

μ4k

(
gbk,0(ϕ)− gbk,1(ϕ)μτ −

(μτ
c

)2 (
3gbk,0(ϕ)− 2cgbk,1(ϕ)

)
+

+
(μτ

c

)3 (
2gbk,0(ϕ)− cgbk,1(ϕ)

))
+
∑
k�1

μ4k
(
Ak,0(ϕ) + μτAk,1(ϕ) + (μτ)2Ak,2(ϕ)

)
, 4�J5

∑
k�0

μk
(∂2wa

k−2(η, ϕ)

∂η2
− ∂wa

k−3(η, ϕ)

∂η
+

∂2wa
k−4(η, ϕ)

∂ϕ2
− η2(c− μη)wa

k−2(η, ϕ)
)
=

=
∑
k�0

μ4k

(
gak,0(ϕ) + gak,1(ϕ)ημ −

(ημ
c

)2 (
3gak,0(ϕ) + 2cgak,1(ϕ)

)
+

+
(ημ

c

)3 (
2gak,0(ϕ) + cgak,1(ϕ)

))
+
∑
k�1

μ4k
(
Bk,0(ϕ) + μηBk,1(ϕ) + (μη)2Bk,2(ϕ)

)
. 4��5

D���� ����� �%� ����!�#���� -� ��!����������� ���-

∑
k�1

εk
2∑

j=0

Ak,j(ϕ)(b − ρ)j ,
∑
k�1

εk
2∑

j=0

Bk,j(ϕ)(ρ − a)j ,

#�� Ak,j(ϕ), Bk,j(ϕ) : ���  ������� -� <� �����
2�������!' ����- ��!! (��& ��!����������& ����� ��7������  � �� �����  ��6' �� ��

∑
k�1

εk
2∑

j=0

Ak,j(ϕ)(b − ρ)j +
∑
k�1

εk
2∑

j=0

Bk,j(ϕ)(ρ− a)j ≡ 0 ⇒

⎧⎨⎩
Ak,0(ϕ) + bAk,1(ϕ) + b2Ak,2(ϕ) +Bk,0(ϕ)− aBk,1(ϕ) + a2Bk,2(ϕ) = 0,

−Ak,1(ϕ)− 2bAk,2(ϕ) +Bk,1(ϕ) − 2aBk,2(ϕ) = 0,
Ak,2(ϕ) +Bk,2(ϕ) = 0 ∀k ∈ N.

4�05

;������� -� <� ���� Ak,j(ϕ), Bk,j(ϕ) ��!����������& ����� �-����! ��' ����- � � ���$
���������� �����!� � �-��� ����� �������

lim
τ→+∞wb

k−2(τ, ϕ) = 0, lim
η→+∞wa

k−2(η, ϕ) = 0, k ∈ N0. 4�>5

,� ���� �3� �� 4@5' ����� ��� ��(<<���� �- ��� ��� ���-& ����� �& μ' ������!
������� � �6 �����!� ��� � �.A

Lwb
−2 ≡

∂2wb−2

∂τ2
− c2τ2wb

−2 = gb0,0, (τ, ϕ) ∈ Dτ , 4�G5

Lwb
4k−1 = Ψ4k−1 − 2cτ3wb

4k−2 + τ4wb
4k−3 − τgbk,1τ +Ak,1(ϕ)τ, (τ, ϕ) ∈ Dτ , 4��5

Lwb
4k = Ψ4k − 2cτ3wb

4k−1 + τ4wb
4k−2 −

τ2

c2
(3gbk,0 − 2cgbk,1) +Ak,2(ϕ)τ

2, (τ, ϕ) ∈ Dτ , 4�@5

Lwb
4k+1 = Ψ4k+1 − 2cτ3wb

4k + τ4wb
4k−1 +

τ3

c3
(2gbk,0 − cgbk,1) +Ak,3(ϕ)τ

3, (τ, ϕ) ∈ Dτ , 4��5

Lwb
4k+2 = Ψ4k+2 − 2cτ3wb

4k+1 + τ4wb
4k + gbk+1,0 +Ak+1,0(ϕ), (τ, ϕ) ∈ Dτ , 4�	5

#�� Ψs =
∂wb

s−1

∂τ − ∂2wb
s−2

∂ϕ2 .

�@



C�3� �� ��� � �. 4�G5?4�	5 ���7 - ������������� �������! 4	5 �����������  �� * ��$
#�� -� ���� �����6��� �� ���� �3� �� 4��5 ��� <� ���� wa

k(η, ϕ).
,� ��!!- � ����- /��1 ������� ��%������ ��' ��� ����  ���� � ����� �� � ��<<��� $

�����!���� ��3� �. ��� 4�J5?4�	5' 4	5 � ��� ��� wa
k(η, ϕ) � ����� <� ���.' ����%�&

 � �-����� ���.$���� ����� � τ � η �����������  ��
)����� ����.��! � ������������ ��%������ �� <� ���. Ak,j ' Bk,j ∈ C∞[0, 2π]' j = 0, 1, 2'

��� �����-& ��3� �� ��� 4�J5?4�	5' 4	5 � ��� ��� wa
k(η, ϕ) ��� ���7� ����� <� ���.'

��-�6%�& �����  -! �����! �� τ � η �����������  ��
���7�! �����6%�6 ��!!��

� � ! !  �� ���������� �
��� ������� Ak,j Bk,j ∈ C∞[0, 2π] j = 0, 1, 2 k ∈ N  �������

��������� �
������
� 4�05 � ��� ������ ���
������� �����������

wb
4k−m(τ, ϕ) =

∑
j�0

wb
4k−m,4j+m(ϕ)

τ4j+m
, τ → +∞, m = 1, 2, 3, 4, k ∈ N0, 4��5

wa
4k−m(η, ϕ) =

∑
j�0

wa
4k−m,4j+m(ϕ)

η4j+m
, η → +∞, m = 1, 2, 3, 4, k ∈ N0, 40J5

��� wb
k,j, w

a
k,j ∈ C∞[0, 2π].

� � �  �  � � � � � � � �� )� �� ∀k ∈ N

∑
k�1

εk
2∑

j=0

Ak,j(ϕ)(b − ρ)j +
∑
k�1

εk
2∑

j=0

Bk,j(ϕ)(ρ − a)j ≡ 0,

�� �����  -� ��!����������� ���-  � ����6�   ��#���� �� � �3 �� ��3� ���
2��!� �� ��!!� 0 ����- /��1 � ��� � ��! 4�J5?4�	5' ������!

wb
s−2(τ, ϕ) =

∑
j�0

wb
s−2,4j+2−s(ϕ)

τ4j+2−s
, wb

s(τ, ϕ) =
∑
j�0

wb
s,4j+4−s(ϕ)

τ4j+4−s
, τ → +∞, s = 0, 1;

 ��#�� � �!��!

wa
s−2(η, ϕ) =

∑
j�0

wa
s−2,4j+2−s(ϕ)

η4j+2−s
, wa

s (η, ϕ) =
∑
j�0

wa
s,4j+4−s(ϕ)

η4j+4−s
, η → +∞, s = 0, 1.

�������!' ��� ∀k ∈ N ���������- ���� �3� �� 4��5' 40J5� )�#� ��� k = s+ 1 �!��!

Lwb
4s+2+m = Ψ4s+2+m − 2cτ3wb

4s+1+m + τ4wb
4s+m − τmgbs+1,m(ϕ) +As+1,m(ϕ)τm, m = 0, 1,

Lwb
4s+4 = Ψ4s+4 − 2cτ3wb

4s+3 + τ4wb
4s+2 −

τ2

c2
(3gbs+1,0(ϕ)− 2cgbs+1,1(ϕ)) +As+1,2(ϕ)τ

2,

Lwb
4s+5 = Ψ4s+5 − 2cτ3wb

4s+4 + τ4wb
4s+3 +

τ3

c3
(2gbs+1,0(ϕ)− cgbs+1,1(ϕ)) +As+1,3(ϕ)τ

3.

"��6� ��� τ → +∞ ������!

wb
4s+2(τ, ϕ) =

2cwb
4s+1,3(ϕ) −wb

4s,4(ϕ) − gbs+1,0(ϕ)−As+1,0(ϕ)

c2τ2
+
∑
j�1

wb
4s+2,4j+2(ϕ)

τ4j+2
,

wb
4s+3(τ, ϕ) =

2cwb
4s+2,2(ϕ)− wb

4s+1,3(ϕ) + gbs+1,1(ϕ)−As+1,1(ϕ)

c2τ
+
∑
j�1

wb
4s+3,4j+1(ϕ)

τ4j+1
,

wb
4s+4(τ, ϕ) =

∑
j�1

wb
4s+4,4j(ϕ)

τ4j
, wb

4s+5(τ, ϕ) =
∑
j�0

wb
4s+5,4j+3(ϕ)

τ4j+3
,

��



����

−2cwb
4s+3,1(ϕ) +wb

4s+2,2(ϕ) +As+1,2(ϕ) = 0, wb
4s+3,1(ϕ) +As+1,3(ϕ) = 0 ∀ϕ ∈ [0, 2π].

* ��#�� �A ���� ��� η → +∞

−2cwa
4s+3,1(ϕ) + wa

4s+2,2(ϕ) +Bs+1,2(ϕ) = 0, wa
4s+3,1(ϕ) +Bs+1,3(ϕ) = 0 ∀ϕ ∈ [0, 2π],

�� wa
4s+m(τ, ϕ) =

∑
j�1

wa
4s+m,4j−m(ϕ)

τ4j−m , m = 0, 1, 2, 3.

� ��������� ������! �� �. �6 �����!� �#���������& ��� � �. � ���-��!�  �������$
 -!� : As+1,0' As+1,1' Bs+1,0' Bs+1,1 4Ak,j = Ak,j(ϕ)' Bk,j = Bk,j(ϕ)' w

b,a
k,j = wb,a

k,j(ϕ))A⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
As+1,0 + cAs+1,1 + c2As+1,2 + c3As+1,3 +Bs+1,0 = 0,

As+1,1 + 2cAs+1,2 + 3c2As+1,3 −Bs+1,1 = 0,
2As+1,2 + 6cAs+1,3 + 2Bs+1,2 = 0,

As+1,3 −Bs+1,3 = 0,

#�� As+1,2 = 4wb
4s+1,3/c−3wb

4s,4/c
2−3As+1,0/c

2−2As+1,1/c, As+1,3 = −wb
4s+3,1 = −3wb

4s+1,3/c
2+

+2wb
4s,4/c

3 + 2As+1,0/c
3 + As+1,1/c

2, Bs+1,2 = 4wa
4s+1,3/c − 3wa

4s,4/c
2 − 3Bs+1,0/c

2 − 2Bs+1,1/c,

Bs+1,3 = −wa
4s+3,1 = −3wa

4s+1,3/c
2 + 2wa

4s,4/c
3 + 2Bs+1,0/c

3 +Bs+1,1/c
2.

�������� �� �. �6 �����!� �#���������& ��� � �.' �!��!

Bs+1,0 = −c2(c1 + cc2), Bs+1,1 = 2cc1 + 3c2c2, As+1,0 = −c2(c3 + cc4), As+1,1 = 2cc3 + 3c2c4,

#�� c1 = 4wb
4s+1,3/c − 3wb

4s,4/c
2, c2 = −3wb

4s+1,3/c
2 + 2wb

4s,4/c
3, c3 = 4wa

4s+1,3/c − 3wa
4s,4/c

2'

c4 = −3wa
4s+1,3/c

2 + 2wa
4s,4/c

3.

)��! �����!' !- ������' ��� �����! �� �. -& �#���������& ��� � �. �!��! ��� $
����  �� ��3� ��' �� �� ��%�����6� <� ���� Ak,j ' Bk,j ∈ C∞[0, 2π]' j = 0, 1, 2, 3' k ∈ N ' ������$
�����6%�� ��� ���! 4@>5�

I��������� �' ��� ∀k ∈ N ���������- ���� �3� �� 4��5' 40J5' �� �� �!�6� !���� ���� �$
3� �� 4�>5� ��!! ���� � �

�) &� !%�#� * �+%�,� � %&#+-. .#/�&0 � �%1� 2��#� ��"��#�$ 2������!
�� �!�� �6 ��� �� �������' ���� �#� � ��<<��� ���� �!� �������� 4�5 � �������$
!� 405�

� � ! !  0� !���" ������� uε(ρ, ϕ) ∈ C2(D) � ������������� ��
������ 4�5� #���
 ���
�

������
 �����


|uε(ρ, ϕ)| � M

ε
max

(ρ,ϕ,ε)∈D×[0,ε0]
fε(ρ, ϕ), ε < ε0 − const, 0 < M − const. 40�5

� � �  �  � � � � � � � �� � ���� 4�5' 405 ���!� ��! ��������� �� uε(ρ, ϕ) = z(ρ)ũε(ρ, ϕ),
#�� z(ρ) = b2 − ρ2/2 > 0' �� ������� � ũε(ρ, ϕ) ������! ����

εΔũε(ρ, ϕ) − 2ερ

z(ρ)

∂ũε(ρ, ϕ)

∂ρ
−
(
(ρ− b)2(ρ− a)2 +

2ε

z(ρ)

)
ũε(ρ, ϕ) =

fε(ρ, ϕ)

z(ρ)
, (ρ, ϕ) ∈ D,

ũε(b, ϕ) = 0, ũε(a, ϕ) = 0.

,� ��� ��� !���!�! �������' ���

|ũε(ρ, ϕ)| � M1

ε
max

(ρ,ϕ,ε)∈D×[0,ε0]

fε(ρ, ϕ)

z(ρ)
, 0 < M1 − const.

"��6� �-����� ��� � 40�5� ��!! 0 ���� � �

�	



I � � � � � � � � �� $��� ��� �����������% �
��� fε(ρ, ϕ) ����� ����� �����


fε(ρ, ϕ) = O(εm+1), (ρ, ϕ) ∈ D, ε → 0,

�� ��� ������� uε(ρ, ϕ) ���
������
 �����


uε(ρ, ϕ) = O(εm), (ρ, ϕ) ∈ D, ε → 0.

2���� Rε(ρ, ϕ) = uε(ρ, ϕ) − uε,n(ρ, ϕ),

#�� uε,n(ρ, ϕ) =
n∑

k=0

εkvk(ρ, ϕ) +
4n+1∑
k=−2

μk(wb
k(τ, ϕ) + wa

k(η, ϕ)).

)�#� ������!

εΔRε(ρ, ϕ) − (ρ− b)2(ρ− a)2Rε(ρ, ϕ) = εn+1Φ, (ρ, ϕ) ∈ D,

Rε(b, ϕ) = 0, Rε(a, ϕ) = 0,

#��

Φ =
∑
k�0

εkfn+1+k(ρ, ϕ) −Δvn(ρ, ϕ) + τ4wb
4k(τ, ϕ) − 2cτ3wb

4k+1(τ, ϕ) +
∂wb

4k+1(τ, ϕ)

∂τ
−

− ∂2wb
4k(τ, ϕ)

∂ϕ2
+ μτ4wb

4k+1(τ, ϕ) − μ
∂2wb

4k+1(τ, ϕ)

∂ϕ2
+ η4wa

4k(η, ϕ) − 2cη3wa
4k+1(η, ϕ) +

+
∂wa

4k+1(η, ϕ)

∂η
− ∂2wa

4k(η, ϕ)

∂ϕ2
+ μη4wa

4k+1(η, ϕ) − μ
∂2wa

4k+1(η, ϕ)

∂ϕ2
.

D!���!' ��� ‖Φ‖C � M F 0 < M : 
KLMN�
2��!� �� ��������� �' ������! Rε(ρ, ϕ) = O(εn), (ρ, ϕ) ∈ D, ε → 0. )����! ���� � �
 � � � ! � 	 � � �� ���"�����		
# ����!
 ��$	� �%�%&��' 	� n(���	�) *�����) �"�)�
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�� AQaPb c�d� �������� 	
 �����	��� �������	�� 	
 �	����	�� 	
 �	������ ����� ��	����2 eXObUQOfPTbU Tg
dOfVZBOfPhOQ dTbTiXOjVU2 KTQ� ���2 kXTKPRZbhZ ]�A�0 cBZX� dOfV� `Th�2 �33�2 ��� j�

�� AQaPb c�d�2 ?ObPQPb c�]� �����	��������� ��	�� � ������� �cUlBjfTfPh BZfVTRU Pb ObOQlUPU�2 dTUhTm0
^PCBOfQPf2 ���32 ��� j�

4� cQlB\[QTK n�2 nVOQBOfTK c�c� c YT[bROXl g[bhfPTb BZfVTR gTX UTQKPbi fVZ BTRZQ QPiVfVPQQ Zo[OfPTb
mPfV O XZi[QOX UPbi[QOX jTPbf2 ����������� �	���2 ����2 KTQ� 3�2 bT� F2 jj� DF�>DFF�
?@A0 �����4�<`�����4��������34

�� cQlB\[QTK n�2 cUlQYZ\TK e�?�2 ?TQYZZKO `�^� pZbZXOQPCOfPTb Tg fVZ YT[bROXl g[bhfPTb BZfVTR gTX UTQKPbi
YT[bROXl(KOQ[Z jXTYQZBU gTX YPUPbi[QOXQl jZXf[XYZR UZhTbR(TXRZX RPqZXZbfPOQ Zo[OfPTbU2 �����������

�	���2 ���42 KTQ� 3�2 bT� 42 jj� �F�>�F�� ?@A0 �����4�<`�����4���4�3����
F� e[XU[bTK ?�c� cUlBjfTfPh ZrjObUPTb Tg fVZ UTQ[fPTb Tg O UPbi[QOXQl jZXf[XYZR TXRPbOXl UZhTbR(TXRZX

RPqZXZbfPOQ Zo[OfPTb mPfV fmT f[XbPbi jTPbfU2 ������ �	��� �	�� ����� ���� �����2 ���42 bT� � ����2
jj� 4�>�� �Pb ][UUPOb��

�� e[XU[bTK ?�c� cUlBjfTfPh ZrjObUPTb gTX O UTQ[fPTb Tg Ob TXRPbOXl UZhTbR(TXRZX RPqZXZbfPOQ Zo[OfPTb mPfV
fVXZZ f[XbPbi jTPbfU2 ���  ���� ���� ����� ����� !��� "	��� ����� ����2 ����2 bT� � ����2 jj� �D�>���
�Pb ][UUPOb��

	J



D� e[XU[bTK ?�c� cUlBjfTfPh UTQ[fPTbU Tg fVZ YPUPbi[QOX jZXf[XYZR ZQQPjfPh Zo[OfPTb� IOUZ Tg O UPbi[QOX
jTPbf Tb fVZ YT[bROXl2  ��� �	��� #	������� �����2 ����2 bT� � �4���2 jj� 4�>4F �Pb ][UUPOb��

�� e[XU[bTK ?�c�2 NX\ZYOZK s�t� cUlBjfTfPhU Tg fVZ ?PXPhVQZf jXTYQZB UTQ[fPTb gTX O YPUPbi[QOX jZXf[XYZR
Zo[OfPTb Pb fVZ XPbi2 ������ ������ ����� ���� ����� $	�%���� �����2 ���F2 bT� � ��F�2 jj� F�D>F�F
�Pb ][UUPOb�� ?@A0 �����F4D<KB�F����

3� e[XU[bTK ?�c�2 NX\ZYOZK s�t� cUlBjfTfPh ZrjObUPTbU Tg UTQ[fPTbU fT ?PXPhVQZf jXTYQZB gTX ZQQPjfPh
Zo[OfPTb mPfV UPbi[QOXPfPZU2 �
� ����������� &	�����2 ����2 KTQ� �2 bT� �2 jj� 3D>��D�
?@A0 ����4���<����(�(�(3D

��� e[XU[bTK ?�c� cUlBjfTfPh ZrjObUPTbU Tg fVZ UTQ[fPTb Tg fVZ ?PXPhVQZf jXTYQZB gTX O XPbi mPfV O UPbi[QOXPfl
Tb fVZ YT[bROXl2 ������ �	��� �	�� ����� ���� �����2 ����2 bT� � �43�2 jj� ��>F� �Pb ][UUPOb��

��� e[XU[bTK ?�c�2 NX\ZYOZK s�t� cUlBjfTfPhU Tg fVZ UTQ[fPTb fT fVZ YPUPbi[QOX jZXf[XYZR ?PXPhVQZf jXTYQZB
Pb fVZ XPbi mPfV o[ORXOfPh iXTmfV Tb fVZ YT[bROXl2 ������ '����	(����� �	�� ����� )��� ���� �����

*���2 ����2 KTQ� �2 bT� �2 jj� F�>�� �Pb ][UUPOb��
��� pPQYOXi ?�2 eX[RPbiZX _� +������������� ��,���������%��� ���������� � �������� ��	���	���� ��	�	�	

�	������ �NQQPjfPh jOXfPOQ RPqZXZbfPOQ Zo[OfPTbU Tg UZhTbR TXRZX�2 dTUhTm0 _O[\O2 �3�32 44� j�

�������� ��	
�	�
�

�������� �������� ���������������� ���������� �� ������� �� !����������� "�� #���� $��������%� ��	 &������

''�� "��� (�')

� *%�+%,����	

-.����/ �0���1�������	��

-�2����� $��2��2 3�����2������ #����� &�������� �� ������� �� !����������� "�� #���� $��������%� ��	 &������

''�� "��� (�')

� *%�+%,����	

-.����/ ���2'���1����	��

�������� -������ ���������������� &�������� �� ������� �� 4����������� 4������ �� -��������� "��

#���� $��������%� ��	 &������ ''�� "��� (�')

� *%�+%,����	

-.����/ ��������1����	��

	�


