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ẋ = A(t)x+ f(t, u, v), t0 � t∗ � t < ϑ,

x ∈ Rn, u ∈ Rnu, v ∈ Rnv .
I���R
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u ∈ U, v ∈ V, I��KR
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l, f(t, u, v)

〉
= max
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min
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〈
l, f(t, u, v)

〉
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{
v(t) ∈ V, t∗ � t < ϑ

}
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λA = max
t∈[t0,ϑ]

‖A(t)‖E , λf = max
(t,u,v)∈[t0,ϑ]×U×V

‖f(t, u, v)‖E ,
λK = max{λA, λf}.
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Kχ =
{
(t, x) ∈ [t0, ϑ]× Rn : ‖x‖E � (1 +R0 + χ) exp

[
(t− t0)λK

]− 1
}
, I���R
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]
& ����(�
���� �! ��!���� (t∗, x∗) ����� ����� �
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{
x(t) ∈ Rn, t∗ � t � ϑ, x(t∗) = x∗
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& �� ���� ���

��� � ��
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t, x(t)
) ∈ Kχ, t∗ � t � ϑ.
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[
t∗[·]ϑ

]
y t0 < ϑi < ϑi+1 � ϑ&

i = 1, . . . , N − 1& ϑN = ϑ& ��� �����
 �� ���� Di ��!�
���� � di×n I1 � di � nR& ������� ����
���� ci ∈ Rn � ����� μi(li, . . . , lN ) � ���� ���� ��# (di + . . .+ dN )$�
���# ��)���� (li, . . . , lN )&
��� ���
���# �! di$�
���# �
� ���� li, i = 1, . . . , N � [)�!�����

h(t) = min{i = 1, . . . , N : ϑi � t}, t0 � t � ϑ. I��OR
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x
[
t∗[·]ϑ
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(
x(ϑh(t∗))− ch(t∗)

)
, . . . ,DN

(
x(ϑN )− cN

))
. I���R

0�� �& ����
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μi(li, . . . , lN ) = σi
(
li, μi+1(li+1, . . . , lN )

)
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(
x
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N∑
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∥∥Di

(
x(ϑi)− ci
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∥∥Di

(
x(ϑi)− ci
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����R �����
���
�� U ������� 
����� ��!���" ����!������" '�����"

U =
{
U(t, x, ε) ∈ U, (t, x) ∈ K0, ε > 0

}
.

/
������ ε ����
 �� ���������� �������
 JL�& �� O
Q& !���
��
 �� ���+� ��)���
 �� �+��$
��� �� ������ ����
��� ������
���& �� �
 �� � #��
 . �+� ����
��� �
�!�
���� � ���
�
��
 
 ����� � �
*
��� !������

 ������ ��������
� U ������� 
����� ��!���"  ��%�� (U, ε,Δδ)& +�
 Δδ x ��!)�
��
 � $
�
!�� ��
�
�� [t∗, ϑ]y

Δδ = {tj : t1 = t∗, 0 < tj+1 − tj � δ, j = 1, . . . , k, tk+1 = ϑ}. I���R

U! !������% ��!���� (t∗, x∗) ∈ K0  ���% !���� U � ���
 � ����� ���% �
���!���
% v
[
t∗[·]ϑ

)
������
��� � ���+� �+���� ����!����� '������
 ���(
��
 x

[
t∗[·]ϑ

]
��� 
�� I���R& �� ���


���
�
��
 �� ��� �
*
��
 ��*�+���# �����
��%

ẋ(t) = A(t)x(t) + f
(
t, uj , v(t)

)
, tj � t < tj+1, j = 1, . . . , k, I���NR

��� ��������� ������� x(t1) = x∗� 6�������
 ��� ����
 x(tj) ��� � �
!�� tj � t � tj+1 ���
j > 1 �������
 � ���
���� ��� ����
� x(tj) ��� ��
����,
+� � �
!�� tj−1 � t � tj � /
����$
�� uj ��!����
 �� !������ U �� �������

uj = U
(
tj, x(tj), ε

)
, tj � t < tj+1, j = 1, . . . , k. I����R

3���� �)��!��& �� )�!
 ��!)�
��� Δδ !���� U '������
 �������$��� �����" �
���!���"
������
��� �
���+� �+���� �� �������� �)�� ��% ���!� � �����
 ��% �� ��
�
�� �#
�
�

!�����
�������� ��
�������� 
����� ��������
� U ��� !������% ��!���� (t∗, x∗) ∈ K0

��!���" �
������
Γ(U ; t∗, x∗) = sup

v[t∗[·]ϑ)
γ
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
.


�



W�
�� �
�#��� +���� )
�
 �� �� ��
� ����� ���� �
���!����� v
[
t∗[·]ϑ

)
� ���+� �+����&

γ
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
x !���
��
 ����!� 
�� I���R& �
���!����*
+��� �� ���(
��� x

[
t∗[·]ϑ

]
& ����(�
����

��+����� I���NR& I����R !������ U � ���
 � �
���!���
% v
[
t∗[·]ϑ

)
�! ��!���� (t∗, x∗)�

5�� �
 � �
���& ������
�������� ��
�������� �������

 U ��!���" �
������

Γ(U ; t∗, x∗) = lim sup
ε→0

lim
δ→0

sup
Δδ

Γ
(U = (U, ε,Δδ); t∗, x∗

)
.

3�+�� ���
������� ������
�������� ��
�������� ������� 
����� ��!���" �
������

Γu(t∗, x∗) = inf
U

Γ(U ; t∗, x∗),

� � �� 
+�� U0 �
���+� �+���� ���
������& 
���

Γ(U0; t∗, x∗) = Γu(t∗, x∗).

��� ζ > 0 !���� ������
��� U )��
� ��!��� � ζ����
�������& 
���

Γ(U ; t∗, x∗) � Γu(t∗, x∗) + ζ.

2����+����� �)��!�� � ���� ���� �!�
�
����� ������ ����
� 
���� ��������
� V =
= (V, ε,Δδ) ������� 
�����& +�
 I�
����R �������
� V 
� � ����!������� '������

V =
{
V (t, x, ε) ∈ V, (t, x) ∈ K0, ε > 0

}
,

ε x �����
 �  ����� �& � Δδ x ��!)�
��
 ���� I���R�
!�����
�������� ��
�������� 
����� ��������
� V ��� !������% ��!���� (t∗, x∗) ∈ K0

��!���" �
������
Γ(V; t∗, x∗) = inf

u[t∗[·]ϑ)
γ
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
.

W�
�� ��(��� +���� )
�
 �� �� ��
� ����� ���� �
���!����� u
[
t∗[·]ϑ

)
& γ
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
x !���
$

��
 ����!� 
�� I���R& �
���!����*
+��� �� ���(
��� x
[
t∗[·]ϑ

]
& ����(�
���� !������ V � ���


� �
���!���
% u
[
t∗[·]ϑ

)
�! ��������% ��!���� (t∗, x∗)�

5�� �
 � �
���& ������
�������� ��
�������� �������

 V ��!���" �
������

Γ(V ; t∗, x∗) = lim inf
ε→0

lim
δ→0

inf
Δδ

Γ
(V = (V, ε,Δδ); t∗, x∗

)
.

3�+�� ���
������� ������
�������� ��
�������� ������� 
����� ��!���" �
������

Γv(t∗, x∗) = sup
V

Γ(V ; t∗, x∗),

� � �� 
+�� V0 � ���+� �+���� ���
������& 
���

Γ(V0; t∗, x∗) = Γv(t∗, x∗).

��� ζ > 0 !���� ������
��� V )��
� ��!��� � ζ����
�������& 
���

Γ(V; t∗, x∗) � Γv(t∗, x∗)− ζ.
U! �
!��� � �� JL�z ���& �� ��P�LQ �� 
��
 & � � �� �������
 +���� ��������
 �
!��� � �

�+����� �������" & ���
�
��� ���� ��''
�
��������% �+�� I���RPI��
Ry

Γ0(t∗, x∗) = Γu(t∗, x∗) = Γv(t∗, x∗). I���KR

0�� . �� �+�� ��

 �������� ����� (U0, V0)& �� ���� ��������
 �� �! �� �������# � �� 
+�%
�+������

{
�� �����% ��� � x ��!��)� �� ����
���+� �
 ��� ��� ��#�(�
��� �
�� Γ0(t∗, x∗) � ��$
� ��
��� ζ$�� �������# !������ ������
��� �+������







� ��%� &�'�(�)��*+,��- (�"*+,

6����� � ��#����% ��� 
��% I���R ������ ��� 

 ���
��$����"y

ẇ = A(t)w + f(t, u∗, v∗), t0 � t∗ � t < ϑ,

w ∈ Rn, u∗ ∈ Rnu , v∗ ∈ Rnv .
I���LR

/
������ u∗ � v∗ � 
��
�� �����+������ I��KR +
��
 ���
����� �+�����
�����y

u∗ ∈ U, v∗ ∈ V, I���MR

����� ����� ��� �
� �!�
����
 �
���!���� ������
��% u∗
[
t∗[·]ϑ

)
=
{
u∗(t) ∈ U, t∗ � t < ϑ

}
� v∗

[
t∗[·]ϑ

)
=
{
v∗(t) ∈ V, t∗ � t < ϑ

}
� / ���
� �
 ���(
� �� ��!��(��# ��!���% (t, w) ��$

�
�� I���LR )��
� ������ ���� � ������ K1 I���R�
0�� �

p(t, s) ∈ argmin
u∈U

max
v∈V

〈
s, f(t, u, v)

〉
, q(t, s) ∈ argmax

v∈V
min
u∈U

〈
s, f(t, u, v)

〉
,

η(ε, t) =
(
ε+ (t− t0)ε

)1/2
exp

[
λA(t− t0)

]
,

t ∈ [t0, ϑ], s ∈ Rn, ε > 0,

I����R

+�
 λA x ���� �� �& ���
�
�
���� � I��MR� U! �
!��� � �� JL�& �
��� K��L& K��MQ �
����
�� �
���
�� 
��" ��
��",�
 ��� � �
�(�
����

7 
 � � � ���� ��� ��"��� �
��� ε > 0 �������� ����� �
��� δ > 0# ���# ������ "� �
 "��


��

�

 (t∗, x∗) ∈ K1# (t∗, w∗) ∈ K1# t∗ < ϑ# 
 ������ ������
 t∗ ∈ (t∗, ϑ]# t∗ − t∗ < δ# "����
��������
�� ������	�� ���������
�$

����� ‖x∗ − w∗‖E � η(ε, t∗)$ ����� x
[
t∗[·]t∗

]
% ��
���
� �
����� I���R# ����������� 



��

�

 (t∗, x∗) ���

������� ������
��� ����

��
�� v
[
t∗[·]t∗

)
��������
� ������� 
�����


 ���������� ����

��
�� u�
[
t∗[·]t∗

)
=
{
u� = p(t∗, x∗ − w∗), t∗ � t < t∗

}
��������
� �������


�����# � w
[
t∗[·]t∗

]
% ��
���
� �����
 I���LR# ����������� 

 ��

�

 (t∗, w∗) ���

�������

������
��� ����

��
�� u∗
[
t∗[·]t∗

)

 ���������� ����

��
�� v�∗

[
t∗[·]t∗

)
=
{
v�∗ = q(t∗, x∗ − w∗),

t∗ � t < t∗
}
$ &����

‖x(t∗)− w(t∗)‖E � η(ε, t∗).

7 
 � � � ��K� ��� ��"��� �
��� ε > 0 �������� ����� �
��� δ > 0# ���# ������ "� �
 "��


��

�

 (t∗, x∗) ∈ K1# (t∗, w∗) ∈ K1# t∗ < ϑ# 
 ������ ������
 t∗ ∈ (t∗, ϑ]# t∗ − t∗ < δ# "����
��������
�� ������	�� ���������
�$

����� ‖x∗ − w∗‖E � η(ε, t∗)$ ����� x
[
t∗[·]t∗

]
% ��
���
� �
����� I���R# �����������



 ��

�

 (t∗, x∗) ���

������� ������
��� ����

��
�� u
[
t∗[·]t∗

)
��������
� ������� 
�����


 ���������� ����

��
�� v�
[
t∗[·]t∗

)
=
{
v� = q(t∗, w∗ − x∗), t∗ � t < t∗

}
��������
� �������


�����# � w
[
t∗[·]t∗

]
% ��
���
� �����
 I���LR# ����������� 

 ��

�

 (t∗, w∗) ���

�������

������
��� ����

��
�� v∗
[
t∗[·]t∗

)

 ���������� ����

��
�� u�∗

[
t∗[·]t∗

)
=
{
u�∗ = p(t∗, w∗ − x∗),

t∗ � t < t∗
}
$ &����

‖x(t∗)− w(t∗)‖E � η(ε, t∗).

� ��.� &/#$�+*�$* 0*�/ $)1/

[��*
� �����" � JM�Q ����
���� ��� ���)��(
���+� ������
��� �
�� I���KR ��''
�
�$
�������% �+�� I���RPI��
R�

0�� � ��� ����
(� �� ��
�
�� ������
��� [t∗, ϑ] !�'���������� ��!)�
��
 Δδ = {tj}k+1
j=1

���� I���R& � �� ���
 ���"�
�� ��
 ���
� � ϑi ��
��� ���
� �� ���(
��� �! ����!� 
�� I���R&
 � 
� �

ϑi ∈ Δδ, i = h(t∗), . . . , N. I���OR

��� m ∈ Rn& j = 1, . . . , k �)�!�����

Δψj(t∗,m) =

∫ tj+1

tj

max
v∗∈V

min
u∗∈U

〈
m,Ψ(ϑ, τ)f(τ, u∗, v∗)

〉
dτ, I����R


�



+�
 Ψ(t, τ) x �� ���� ��*� ��� �����
��� ẋ = A(t)x�
0��� �� �� *�+�� ��!)�
��� Δδ ���
�
��
� ���(
� �� G±

j (t∗) �
� ���� m ∈ Rn � ������$

��
 '������ ϕ±
j (t∗,m)& m ∈ G±

j (t∗)& �� ��
��",�� �
����
� ��� ��� ��*
�����
0�� � j = k + 1&  �+��

G+
k+1(t∗) = {m : m = 0}, ϕ+

k+1(t∗,m) = 0, m ∈ G+
k+1(t∗),

G−
k+1(t∗) = {m : m = D�

N l, l ∈ RdN , μ∗N (l) � 1}, ϕ−
k+1(t∗,m) = −〈m, cN 〉, m ∈ G−

k+1(t∗).

Z��� 1 � j � k&  �+��

G+
j (t∗) = G−

j+1(t∗), ψj(t∗,m) = Δψj(t∗,m) + ϕ−
j+1(t∗,m), m ∈ G+

j (t∗),

ϕ+
j (t∗,m) = conc

G+
j (t∗)

[
ψj(t∗, ·)

]
(m), m ∈ G+

j (t∗), I���
R

� ���

& ��+�� tj �
 �������
 �� � ����� �! ���
� �� ��
�
�� ϑi ��
��� ���
� �� ���(
���&
 � 
� � tj < ϑh(tj)&

G−
j (t∗) = G+

j (t∗), ϕ−
j (t∗,m) = ϕ+

j (t∗,m), m ∈ G−
j (t∗),

����
& ��+�� tj = ϑh& h = h(tj)&

G−
j (t∗) = {m : m = νm∗ +Ψ�(ϑh, ϑ)D�

h l, ν � 0, l ∈ Rdh , σ∗h(l, ν) � 1, m∗ ∈ G+
j (t∗)},

ϕ−
j (t∗,m) = max

(ν,l,m∗)|m
[νϕ+

j (t∗,m∗)− 〈l,Dhch〉], m ∈ G−
j (t∗).

I����R

W�
�� h(·) x '������& ���
�
�
���� ���

 � I��ORz �
�#��% ���
�� }�~ �)�!����
  ��������$
������
z μ∗N (·) � σ∗h(·) x �����& �����(
���
 � μN (·) � σh(·) �! I��
Rz ������ conc

G+
j (t∗)

[
ψj(t∗, ·)

]
�)�!����
 �������" ��
�#� I��+�� �"R �)������ '������ ψj(t∗, ·) =

{
ψj(t∗,m), m ∈ G+

j (t∗)
}

�� ���(
� �
 G+
j (t∗)&  � 
� � ����������" �! ��+�� �# '�����%& ��(�����",�# ψj(t∗,m)

��� m ∈ G+
j (t∗)z �������� � I����R ��� ϕ−

j (t∗,m) �������
 �� �� ��
�  ����  ��%��� (ν, l,m∗)&
� � ν � 0& l ∈ Rdh & σ∗h(l, ν) � 1& m∗ ∈ G+

j (t∗) � ��� . �� νm∗ +Ψ�(ϑh, ϑ)D�
h l = m�

U!�
� �� J�N& M�Q& � � ��� �")�+� j = 1, . . . , k + 1 ��� ��
���
  ���� �)��!�� ���(
� ��
G±

j (t∗) )��� ��������� ������ ��� � Rn& ���
�(�,��� �
� �� m = 0& ��� . �� ϕ±
j (t∗, 0) � 0&

� '������ ϕ±
j (t∗,m) )��� �� m ∈ G±

j (t∗) ��+�� ��� � �+�����
������ ����
  �+�& !�
��

� ��"�� ���

 ����+�
�& � � '������ ϕ±
j (t∗,m) �
��
����� �� m� U! �
!��� � �� J�NQ ��
��$


 & � � . � ��
�����(
��
& �� ���%�
% �
�
& ������
��& 
��� 
�������
 *��� ���� μ∗i (·)&
i = 1, . . . , N & ����" �� � ��+� ���������& ��)� ���+�+���������& ��)�& � �),
� �����
&
P $���(
� ���� JMQ� W��
 ��  ��(
& � � � ��+�" �������� � 
�������# *���� ���� μ∗i (·)
��
+�� ��(�� �)
��
�� � ��� ����,� ���#���,
% ������������� ��#����+� ����!� 
�� ���
$
� �� I���R I��� �����)��� � � J�NQR� / . �� �����
 �����
%*�
 �����(�
��� �� ��� �� �
�!�
�$
����& � �����
���% �
!��� � )��
 �
�
� �  ����� �" �� ��+�
*��� � ���!����% ��������$
������

��� w ∈ Rn � j = 1, . . . , k + 1 ������ ��� �
������

e±j (t∗, w) = max
m∈G±

j (t∗)
[〈m,Ψ(ϑ, tj)w〉 + ϕ±

j (t∗,m)]. I��KNR

5�+����� JM�Q �
��� ��
��",�
 � �
�(�
��� � ���� 
���� . �# �
������

7 
 � � � ��L� '����� "� �
 "��
 ������ ������
 t∗ ∈ [t0, ϑ) 
 ��
"
��
� Δδ = {tj}k+1
j=1

�
�� I���R& I���OR# ��� ��"�� j = 1, . . . , k 
 w ∈ Rn 
����

e−j (t∗, w) =

{
e+j (t∗, w), ���
 tj < ϑh,

σh
(
Dh(w − ch), e+j (t∗, w)

)
, ���
 tj = ϑh,

��� h = h(tj)$

�N



7 
 � � � ��M Iu$� �)������ �R� '����� "� �
 "��
 ������ ������
 t∗ ∈ [t0, ϑ)# ��
"
��
�
� Δδ = {tj}k+1

j=1 �
�� I���R& I���OR 
 ��

�
� (tj, wj) ∈ K1# j = 1, . . . , k# ��� ��"�� ����������

����

��

 v∗
[
tj [·]tj+1

)
=
{
v∗(t) = v∗ ∈ V, tj � t < tj+1

}
# �������� ����� ������
���

����

��
� u∗
[
tj[·]tj+1

)
=
{
u∗(t) ∈ U, tj � t < tj+1

}
# ��� ������ I���LR 

 ��

�

 (tj, wj)

��� ������
�� (�
� ����

��
� ��
��� � ��

�
�
(
tj+1, wj+1 = w(tj+1)

) ∈ K1# ��� �������

"���� ��������� �����������

e+j (t∗, wj) � e−j+1(t∗, wj+1).

7 
 � � � ��� Iv$� �)������ �R� '����� "� �
 "��
 ������ ������
 t∗ ∈ [t0, ϑ)# ��
"
��
�
� Δδ = {tj}k+1

j=1 �
�� I���R& I���OR 
 ��

�
� (tj, wj) ∈ K1# j = 1, . . . , k# ��� ��"�� ����������

����

��

 u∗
[
tj [·]tj+1

)
=
{
u∗(t) = u∗ ∈ U, tj � t < tj+1

}
# �������� ����� ������
���

����

��
� v∗
[
tj[·]tj+1

)
=
{
v∗(t) ∈ V, tj � t < tj+1

}
# ��� ������ I���LR 

 ��

�

 (tj, wj)

��� ������
�� (�
� ����

��
� ��
��� � ��

�
�
(
tj+1, wj+1 = w(tj+1)

) ∈ K1# ��� �������

"���� ��������� �����������

e+j (t∗, wj) � e−j+1(t∗, wj+1).

U! �
�� ���& ��K � ��LP��� �� 
��
 

3 
 � � 
 � � ���� ��� ��"��� �
��� ξ > 0 �������� �
��� δ∗ > 0 �����# ���# ������ "�

�
 "��
 ��

�
� (t∗, x∗) ∈ K0 
 ��
"
��
� Δδ �
�� I���R& I���OR# δ � δ∗# "���� ���������

�����������

|Γ0(t∗, x∗)− e−1 (t∗, x∗)| � ξ.

����!� 
��� �� �
�� ��LP��� �  
��
�� ��� ���� � JM�Q& ��. ��� �  
�� 
 �����% ��)� �
����
�
� ��*� �#
�� ����!� 
��� ��  
��
�� ���� ����
  �+�& � � L )��
 �'������������
� ����!��� �����+�����  
��
�� ��� ������ ������� �
������# �+�����
��% �� �������",�

��!�
%� ��� �
���+� �+�����

����!� 
��� ��  
��
�� ��� �����
 �� �� '�� ��,
� ������� �
�� Γ0(t∗, x∗) � �
�����%
 ���� (U0, V0) ��''
�
��������% �+�� I���RPI��
R� ��� ���(��� �)��!�� ��)�����# ���$
�� ε > 0 � ��!)�
��� Δδ ������ ����
 �� .���"��� �
����� e−j

(
t∗, x(tj)

)
& j = 1, . . . , k + 1&

����� ���(
��� ��� 
��& �����
���+� � ���# ������#� / �
���� �����
 � ���% �+��� ����$
���� ��
 �� !������ ������
��� V = (V0, ε,Δδ)& � �
���% �+���& �������� �� ��'������"
� �
���!����*
%��  
��,
% ��!���� � ��!���
���� �������",
� ��!�
%� ��� � ���+� �+��$
��& ��)���
 �
���!���" ���
+� ������
��� � ��� �
 � ��� � �
���% ��M �) u$� �)������ ��
5 ��
 �� �
��� ��L ������
 �� ��
���

e−1 (t∗, x∗) � Γu(t∗, x∗)− ξ.

/� � ���� �����
 �
���% �+��� �������� ��
 �� !������ ������
��� U = (U0, ε,Δδ)& � � �$
��% �+��� ������!�
 �
��� ��� � v$� �)������ �� 0�����
 �� ��
���

e−1 (t∗, x∗) � Γv(t∗, x∗) + ξ.

U! ���# ����
���# �
���
�� �& � ��
 �� ���
�� �� I���KR& ������ ��

|Γ0(t∗, x∗)− e−1 (t∗, x∗)| � ξ.

� ��2� ����1�*�$* ζ3�'�$(�+,�/4 !� ���� 5'1��+*�$-

5�� 
�� �
����� I��KNR ���)�� �
  ����� ��� ������
��� �
�� �+�� I���RPI��
R� 6� ����$
�
 . �# �
����� �
 ���� .�� �
������+� ����+� �� ���� � ��",�"  ���� JL�& ���Q ��� ����
ζ$�� �������
 !����� ������
��� �+������

0�� � !�'���������� ���
� ������ ����
��� ������
��� t∗ < ϑ& ��!)�
��
 Δδ = {tj}k+1
j=1

���� I���R& I���OR& �� )�!
 . �+� ��!)�
��� ��� ��
�� ���(
� �� G±
j (t∗)& '������ ϕ±

j (t∗,m)&

��



m ∈ G±
j (t∗)& � � ��+����� � I��KNR ���
�
�
�� �
������ e±j (t∗, w)& w ∈ Rn� [������� �� ��� 
$

�� �
����� e+j (t∗, w)& j = 1, . . . , k& ���
�
��� � �� 
+�" U e
Δδ

�
���+� �+����  ��& � �)� ���
t = tj ∈ Δδ ����������� ��� ��*
���

U e
Δδ

(tj, x, ε) = uej , (tj , x) ∈ K0, ε > 0, I��K�R

+�
 uej ��#��� �� �! ������� .�� �
������+� ����+� �� ���� � ��",�"  ���� (wu
j , ξ

u
j ) JL�& M�Qy

uej = p(tj , s
u
j ), suj = x− wu

j , (wu
j , ξ

u
j ) ∈ argmin

‖x−w‖2E+ξ2�η2(ε,tj)

[
e+j (t∗, w) + ξ

]
. I��KKR

W�
�� '������ η(·) � p(·) ���
�
�
�� � ��+����� � I����R�

��� ���� ���
�
�
��
 I��KNR �
������ e+j (t∗, w)& ��+�� �� � '������ ϕ+
j (t∗,m)&m∈G+

j (t∗)&
�  
��
�� � ��������
 J�NQ& ������
� �
����� ���
�� �y

min
‖x−w‖2E+ξ2�η2(ε,tj)

[
e+j (t∗, w) + ξ

]
= min

‖s‖2E+ξ2�η2(ε,tj)

[
e+j (t∗, x− s) + ξ

]
=

= min
‖s‖2E+ξ2�η2(ε,tj)

[
max

m∈G+
j (t∗)

[〈m,Ψ(ϑ, tj)(x− s)〉+ ϕ+
j (t∗,m)

]
+ ξ
]
=

= max
m∈G+

j (t∗)

[
〈Ψ�(ϑ, tj)m,x〉+ ϕ+

j (t∗,m)− max
‖s‖2E+ξ2�η2(ε,tj)

[〈Ψ�(ϑ, tj)m, s〉 − ξ
]]
,

�! �� ���% ��
��
 & � �  �
)�
��� � I��KKR �
������ suj ��(
 )� � ��%�
�� �! ��� ��*
��%

suj =
Ψ�(ϑ, tj)mu

j√
1 + ‖Ψ�(ϑ, tj)mu

j ‖2E
η(ε, tj), I��KLR

mu
j ∈ argmax

m∈G+
j (t∗)

[
〈Ψ�(ϑ, tj)m,x〉+ ϕ+

j (t∗,m)− η(ε, tj)
√

1 + ‖Ψ�(ϑ, tj)m‖2E
]
.

2����+����� �)��!�� � ���� ���� �!�
�
����� ������ �� � �� 
+�
% U e
Δδ

�
���+� �+����
������ ��� � �� 
+�" V e

Δδ
� ���+� �+����& ���
�
��
��"  ��& � �)� �  ����# tj ��!)�
��� Δδ

����������� ��� ��*
���

V e
Δδ

(tj , x, ε) = vej , (tj , x) ∈ K0, ε > 0, j = 1, . . . , k, I��KMR

+�
 vej ��#��� �� �! ������� .�� �
������+� ����+� �� ���� � ��",�"  ���� (wv
j , ξ

v
j )y

vej = q(tj , s
v
j ), s

v
j = wv

j − x, (wv
j , ξ

v
j ) ∈ argmax

‖w−x‖2E+ξ2�η2(ε,tj)

[
e+j (t∗, w) + ξ

]
. I��K�R

W�
�� '������ η(·) � q(·) ���
�
�
�� � ��+����� � I����R�

0�� . �� � ���� I��KNR ��� ���
�
�
��� �
������ svj ������
� ���
�� ��

svj =
Ψ�(ϑ, tj)mv

j√
1 + ‖Ψ�(ϑ, tj)mv

j‖2E
η(ε, tj), I��KOR

mv
j ∈ argmax

m∈G+
j (t∗)

[
〈Ψ�(ϑ, tj)m,x〉+ ϕ+

j (t∗,m) + η(ε, tj)
√

1 + ‖Ψ�(ϑ, tj)m‖2E
]
.
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��%& ����)��# ����
�
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�(�
��%
� J���& �� O�P�LQ I���  ��(
 JL�& �� KN�PKKLQR�
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3
 � � 
 � � ��K� ��� ��"��� �
��� ζ > 0 �������� �
��� ε∗ > 0 
 �����
� δ∗(ε) > 0#
0 < ε � ε∗# ���
�# ���# ������ "� �
 "��
 
�����
� 0 < ε � ε∗# ��

�
� (t∗, x∗) ∈ K0# t∗ < ϑ#
�
����� I���R 
 ��
"
��
� Δδ �
�� I���R& I���OR# δ � δ∗(ε)# ��� 
�����
� ����
����� �����

���� γ
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
I���R# ����

����)����� �� ��
���

 x

[
t∗[·]ϑ

]
# ����������� �������� I���NR&

I����R 
������ ��������
� Ue = (U e
Δδ
, ε,Δδ) ������� 
����� � ���� � ���

������� ������
�

��� ����

��
�� v
[
t∗[·]ϑ

)
��������
� ������� 
����� 

 ��

�

 (t∗, x∗)# "���� �����������

�����������

e−1 (t∗, x∗) � γ
(
x
[
t∗[·]ϑ

])− ζ.
� � � � ! �  
 � � �  � �� [+��������� �#
��% ����!� 
��� ��� ���(��� �)��!�� ��)���$

" �� ����� ε∗ � '������ δ∗(ε) > 0& 0 < ε � ε∗� X������" �� ����!������
 ����� 0 < ε � ε∗

� ��!)�
��
 Δδ = {tj}k+1
j=1 & δ � δ∗(ε)� 6� ��(��� *�+
 tj � t < tj+1& j = 1, . . . , k& ��!)�
��� Δδ ��

�
���!����*
%�� ��!����
(
tj, x(tj)

)
�� �����
 ��� 
�� �
����� I��KNR ��+����� I��KKR ���
�
��$


 �� ���� � ��",��  ���� (wu
j , ξ

u
j )� 6� ��
�
���� �� 
����
 tj � t < tj+1 ������ ����" �� ���

���(
���y �
�����% ��� 
�� I���R �! ��!����
(
tj, x(tj)

)
� ���)��(�
��% ���
�� I���LR �! ��$

!���� (tj , w
u
j )� ������
��
 �
���+� �+���� � ��� 
�
 I���R ��!����
 �� !������ ������
��� Ue&

�� ���% ���,
� ���
 .�� �
������% ����+ �� ���� � ��",�"  ����& ������
��
 � ���+� �+$
���� ���
�
��
 �� �
���!���
% v

[
t∗[·]ϑ

)
� / ���)��(�
��% ���
�� I���LR �
���!���� v∗

[
tj [·]tj+1

)
���
�
��
 �� �� �
��
 ���& �)
��
����� ���#���,�" )��!�� � ���(
��% ��� 
�� I���R � ���
$
�� I���LR& � �
���!���� u∗

[
tj [·]tj+1

)
���
�
��
 �� �� �
��
 ��M � u$� �)������ �& �)
��
�����

�
�)#�����
 +���� �� � ���� 
���� �
!��� � � ������
���� �
2����+����� �)��!�� � ���� ���� �!�
�
����� ����!���
 ��

3 
 � � 
 � � ��L� ��� ��"��� �
��� ζ > 0 �������� �
��� ε∗ > 0 
 �����
� δ∗(ε) > 0#
0 < ε � ε∗# ���
�# ���# ������ "� �
 "��
 
�����
� 0 < ε � ε∗# ��

�
� (t∗, x∗) ∈ K0#

t∗ < ϑ# �
����� I���R 
 ��
"
��
� Δδ �
�� I���R& I���OR# δ � δ∗(ε)# ��� 
�����
� ����
�����

�������� γ
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
I���R# ����

����)����� �� ��
���

 x

[
t∗[·]ϑ

]
# ����������� 
������

��������
� Ve = (V e
Δδ
, ε,Δδ) ������� 
����� � ���� � ���

������� ������
��� ����

��
��

u
[
t∗[·]ϑ

)
��������
� ������� 
����� 

 ��

�

 (t∗, x∗)# "���� ����������� �����������

e−1 (t∗, x∗) � γ
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
+ ζ.

0�  
��
��� ���& ��K& ��L& ��� �")�+� ���
�
� !������+� ζ > 0 ��� ���(��� ��)��
 !���
��%
�����
 �� ε > 0 � ����
 �� ��!)�
��� Δδ !����� Ue � Ve )��� ζ$�� ����������

� ��6� �1�)1�((��- 1*�+$!�0$-

0�� �
���!���� ��������% ����
���� ���)��(
���+� ������
��� �
�� �+�� I���RPI��
R
��!����" ��
 �������
 ���)�
��� 0
���� �)������
�� �!�
� ���� ���(��� ��� ��� ��
���
�������# ��
�#� �)����
� '�����% � I���
R� / ���� x  ����
���� �" �
�
��
 � I����R ���
�
�
#��
 �
�
! ��
�����
  ���� ϑi�

/ �
���!���� ������!�
 �� }����
����
~ ��
�� ���
��
 ������ ��# ���(
� �& ��+�� ���
�������" �� ������
���% ���
���% ε$�
 �"& � ��
  ���� ���(
� ��& �#���,�
 � ���
� ��� �
������� ε � �
� ��� � ����� �! �!��� �
 �& � �(�
� ���" �� � . �� �!���$����
�
�� 3����
�)��!��& � ��!��)� ���
��� ����
���� �
 ��
 ��
 ������ � ��
�� ����" �� � ���
 ���
���#
��)���� ����
�
%�

0�� j = k + 1 ���(
� �� G+
k+1(t∗) = {m : m = 0} ��
�� ����
� � ���
 ������� G̃+

k+1&

��� ��,
+� �! ����+� ���
��+� �
� ��� m̃ = 0& � '�����" ϕ+
k+1(t∗,m) = 0, m ∈ G+

k+1(t∗)& x
� ���
 ������� ����+� ������� ϕ̃+

k+1& ��� ��,
+� �! ����% ����
(
m̃ = 0, ϕ̃+

k+1(m̃) = 0
)
� ���

��� ��
��� ������������� ���(
� �� G−
k+1(t∗) �
�
)���
� � ������
���� �� ��
� ��������$

 �� *�+�� Δl& ������� � l = 0& ��
  ���
 l ∈ RdN , �� ���
 �����
 ����" ������" μ∗N (l) � 1&
� ������
� �
� ��� m = (m1, . . . ,mn) ∈ Rn, �! �� ���# ���������� ��� ��
�)��!�����
�

m̃i = Δm round

(
mi

Δm

)
, i = 1, . . . , n, I��K�R

�L



'������
� ������ G̃−
k+1 ����
����% ������������� ���(
� �� G−

k+1(t∗)� W�
�� round �)�$
!����
 ��
����" ����+�
��� �� )��(�%*
+� �
��+� �����& Δm x �����
 �& #���� 
��!�"$
,�% ��!�
� ����
��� [�����
�
��� � �������� G̃−

k+1 '������
� ������� ����% ������ ϕ̃−
k+1

���
(
m̃, ϕ̃−

k+1(m̃)
)
, m̃ ∈ G̃−

k+1& �� ���% !���
  �)����������" '�����"& ������������"$

,�" ϕ−
k+1(t∗,m)& m ∈ G+

k+1(t∗)�
���

& �� ��
�
���� *�+
 1 � j � k& ������
� ������ G̃−

j+1 � ������ G̃+
j � �������
�

 �)����������" '�����" ψ̃j & ������������",�" '�����" ψj(t∗,m), m ∈ G+
j (t∗)� 0�� . ��

��� ��#�(�
��� �
�)#�����# !���
��% '������ Δψj(t∗,m) ������!�
� ����
����
 ������$

������� Ũ � Ṽ ������ �� U � V � ��!�
���� ����
�
%& #���� 
��!�
���� �����
 ���� ΔU

� ΔV� 0���
 . �+� ���  �)����������% '������ ψ̃j �������
� ��+����� I���
R ����
���� ��$
� ��
��� �������% ��
�#� �)������ � ������
�  �)����������" '�����" ϕ̃+

j & ����������$

��",�" ϕ+
j (t∗,m), m ∈ G+

j (t∗)�
/ �
���!���� ��� ��� ��
��� �������% ��
�#� �)������ ϕ̃ = conc

˜G

[
ψ̃(·)]  �)����������%

'������ ψ̃ = ψ̃(m̃)& m̃ ∈ G̃ ⊂ Rn& ������!�
 �� ��
��",�� ����
����� [������� �� �
!��� � �
�������+� �����!� I���& ������
�& J�L& �� ���QR& �)������ ������������
� ��
�#� ��������
+��
�������� ��� � '������������ ��)���� ������
%& � ���
� �
 �� ���+� ������!�
� �
�
%$
� �� �
� ���� κ = (κ1, κ2, . . . , κn+1)& �
(�,�# �� 
�������% (n+ 1)$�
���% �����'
�
y

κ1 = cos(φ1),
κ2 = sin(φ1) cos(φ2),
κ3 = sin(φ1) sin(φ2) cos(φ3),

���
κn = sin(φ1) . . . sin(φn−1) cos(φn),

κn+1 = sin(φ1) . . . sin(φn−1) sin(φn),

+�
 ��(��% �+�� φi& i = 1, . . . , n& ���)
+�
 � �
!�� [0, π] � ������
���� *�+�� Δφ� 5������ ��

��)��� ������
% ��#���� '������ ������# +��
�������� 
% � ���+��'��� '������ ψ̃� W� 
�
��� ��(��%  ���� m̃ ∈ G̃ �,
� ������� �# !���
��% � . �%  ���
 � !���
��
 conc

˜G

[
ψ̃(·)](m̃)

����+�
� ������ ��%�
����� ��������� [)
 ��� � ����
���� ���������
����" ��y �
���� x
�� �)��)� ���
��� ��������& � ���� x �� �)��)� ���
���  ����� ������� G̃�

W� 
� � �����
& ��+�� tj �
 �������
 �� � ����� �! ���
� �� ��
�
�� ϑi& ������
� ���$

��� G̃+
j � ������ G̃−

j � ������
� ������� ����% ������ ϕ̃+
j � ������� ����% ������ ϕ̃−

j �
/ ��� ����� �����
& ��+�� tj = ϑh& h = h(tj)& ����!����� �
�
��
 I����R� /����� �����$

�
���
 ��!)�
��
 � �
!��
[
0,max

{
ν � 0: σ∗h(0, ν) � 1

}]
� *�+�� Δν � ��� ��� ��
��� ������$

������� ���(
� �� G−
j (t∗) �
�
)���
�  �����  
 ν& �� ���
 �������
(� . ��� ��!)�
��"�

��� ��(��+� ��
�
���+� ν �
�
)���
� � ������
���� �� ��
� �������� �� *�+�� Δl& �������
� l = 0& ��
  ���
 l ∈ Rdh & �� ���
 �����
 ����" ������" σ∗h(l, ν) � 1� ��� ��
�
���# ν � l&

�
�
)���� ��
m∗ = m̃∗ �! ������� G̃+
j & ������
� �
� ��� m ∈ Rn& �! �� ���# ���������� ���

��
�)��!�����
� I��K�R '������
� ������ G̃−
j ����
����% ������������� ���(
� �� G−

j (t∗)�
W��
 ��& � � . � �
�
��
 ��!��(�� ���������
�� �& ��!)�� ������ G̃+

j �� �����
 ��� �&
��(��� �! �� ���# )��
 �)��)� ��� ��� �� � �
����� ������� 
����� ���
�

[�����
�
��� � �������� G̃−
j � ��+����� � I����R '������
� ������� ����% ������ ϕ̃−

j

���
(
m̃, ϕ̃−

j (m̃)
)
, m̃ ∈ G̃−

j & �� ���% !���
  �)����������" '�����"& ������������",�"

ϕ−
j (t∗,m), m ∈ G−

j (t∗)� 0�� . �� ��� ��(��+� m̃, ������
��+� � �
!��� � 
 ��
�)��!���$

��� I��K�R& �� ��� �
 � ��",
% 
��  ��%�
 (ν, m̃∗, l) �������
� !���
��
 ϕ̂−
j (m̃) = νϕ̃+

j (m̃∗)−
−〈l,Dhch〉 � ����!����� ����
���& ���
�(� �� �� �(
 ����
�� m̃ � ������
 G̃−

j I
� � �� � ��$

����� ����� ������
 ϕ̃−
j ��"� m̃R� Z��� �
 &  � � G̃−

j ��)����
� ����
�� m̃& � � ϕ̃−
j ��)����
�

����
(
m̃, ϕ̃−

j (m̃) = ϕ̂−
j (m̃)

)
� / ��� ����� �����
 ��������
� !���
��� ϕ̃−

j (m̃) � ϕ̂−
j (m̃)& � !�$

 
� �� ��"�� m̃ � ������� ����� ������
 ϕ̃−
j ��#����
� )���*

 �! ��#� 0�� ����
��
 ���$

����
(��� � ��"�� m̃ ������� ������ ������� ϕ̃−
j ���)�� ������!��� � � ��� ��� �����#

�M



}#
*$ �)����~&  �+�� ��
�� ����
���& �  ��(
 ��� ��� � !���
��" �� ��"�� � ��
��
� )��
 
��� ���� � O(n) JK�& �� K
KPL��Q& +�
 n x ��!�
���� � �
� ��� m̃�

0��+������� �
���!���� ������
�� �� �!��
 m��& � ������!�����
� )�)��� 
� �! ����
�$
��� ^aa;f m�� bC�G<GCA;� ��� #���
��� ������� ����# �������� ������!�" �� #
*$ �)����
�! ^aa;fyykDaGHAGAH� ��� �����
��� �
�
��
 � I����R ����
��" �� ��!�����
 ���+������
 ��$
 ���!����� 0� ��������"  �� �����# k�@<;yyeA�faG ������!�
 ���)����" ���� � J�O& �� ���P
�
N& �N�P��KQ ��� #���
��� !���
��% �������� �
� ���� m̃& � � ������� � ������� 
��$
��� �)��,
���� � ��
�� ��� ���
�
��� ���� � ��� ��!����� ����# �
� ����� U�����!���$
��
 �akDHAH�<GG<l � ���
� �
 #������,� ������� �������� ��!����
 �!)
(� � . �# !� �� �
0����� . �+�& ������ � ���+������" �
���!���" ��!����
 !��
�� � ����� ��% '������
#
*�������� �aa;fyy�kD�fCaD<@yyi<;i�e<@kA �� �����+����"& �� )��

 .''
� ����" �� �
���!�$
����

0���
�
� ��
��� ��
�
�� ��)� � ��
���+�
��% �
���!���� ����
���� ������
��� �
��
��''
�
��������% �+�� I���RPI��
R� 0���(��

λΨ = max
t∈[t0,ϑ]

‖Ψ�(t, ϑ)‖∞, λD = max
i=1,...,N

‖D�
i ‖∞, λU = max

u∈U
‖u‖∞, λV = max

v∈V
‖v‖∞,

λ(i)ν = max{ν � 0: σ∗i (0, ν) � 1}, i = 1, . . . , N − 1, λ(N)
ν = 1, λν = max

i=1,...,N
λ(i)ν ,

λ
(i)
l = max{‖l‖∞ : l ∈ Rdi , σ∗i (l, 0) � 1}, i = 1, . . . , N − 1,

λ
(N)
l = max{‖l‖∞ : l ∈ RdN , μ∗N (l) � 1}, λl = max

i=1,...,N
λ
(i)
l .

W�
�� � ���

 � !�������� � � ��� 
�� � ������ ‖·‖∞ �)�!����
 ��)� ����� �
� ���& ���
�
$
��
��" ��� �������� �! �����
% 
+� �������� & ��)� ������
���" �� � ��*
��" � �
% �����
�� ����� 8��
� ��
�����+� �& � � ��
�� ������
��� ��(��% �! �� �
��",�#�� � ����
���

�
� ����# ���� !����� ���
%�� � ��!�
���� � �
� ����

����(
� ������+� 
����


�  � 
 � ( � 
 � � 
 ���� ����� ��� ��������� M ⊂ Rn ��	������� ��������� λM > 0
�����# ���

‖m‖∞ � λM, m ∈ M.

&���� ��� �
��������� �����������
� M̃ ��������� M � ��
����� �
����� ΔM � λM/3

����� ������ ���
������ ����� |M̃| (���� �����������
�*

|M̃| �
(
4λM
ΔM

)n

.

� � � � ! �  
 � � �  � �� 1��(
� �� M ���
�(� �� � n$�
���� ��)
 � �
� ��� � �����

�������� � � �����% 2λM� [�
��� |M̃| ��
�#� �����
� ���  ��
� � ����
����� ��
�� ���
���
. �+� ��)�y

|M̃| �
(
1 + 2

⌈
λM
ΔM

⌉)n

�
(
3

⌈
λM
ΔM

⌉)n

�
(
4λM
ΔM

)n

.

W�
�� 	x
 �)�!����
 ����
��*

 �
��
 �����& �
 �
��*

 x� �

�  � 
 � ( � 
 � � 
 ��K� +���� T
(1)
j ���
����
� ��"�
���� �����

 ϕ̃+

j �� ��"�
���� �����

�

 ϕ̃−
j+1 ����������

O

((
n2
(4λU
ΔU

)nu
(4λV
ΔV

)nv

+ n
( 4π
Δφ

)n)(4(N − h(tj) + 1)λΨλDλlλ
N−h(tj)
ν

Δm

)n
)
.

��



� � � � ! �  
 � � �  � �� 0���
�
� ��
������ ��+��� �� ������
��� ���)��(
���+� !���
$
��� ����(
��� Δψj(t∗,m) ��� '������������ m ∈ Rn � �����
 ����
���+� �� 
+���������
�
 ����  ���
��%� / ����
� ����# ������ ��� ���!����# � ��� �
 � ��",�# � ����# ��
��$
��% ���� ��
��� �# ��
�
�� ������
���& �� ���
 �����" �� �� � �
�(�
��
 ��� � �!�
� ��

��
��� ��
�
�� ������
��� ��
����% � �
� ����� � �� ������& �  ��(
 ��� ��� � .�
�
� ��
�������� � #
*$ �)��� I���& ������
�& JK�QR� / ���������# ���

 ��
�������# �)�!���
���
}789 :;<~ ��������� ������ )��� ���,
�� ��� ��� ��� ��

=<;>79?<7 ��������IBR
maxj ← −∞, maxj+1 ← −∞ � O(1)

:;< @AA v∗ ∈ Ṽ 9; � O
((

4λV

ΔV

)nv
)

minj ←∞, minj+1 ←∞ � O(1)

:;< @AA u∗ ∈ Ũ 9; � O
((

4λU

ΔU

)nu
)

minj ← min
[
minj, 〈m,Ψ(ϑ, tj)f(tj, u∗, v∗)〉

]
� O(n2)

minj+1 ← min
[
minj+1, 〈m,Ψ(ϑ, tj+1)f(tj+1, u∗, v∗)〉

]
� O(n2)

maxj ← max
[
maxj ,minj

]
� O(1)

maxj+1 ← max
[
maxj+1,minj+1

]
� O(1)

<7B?<8 (maxj +maxj+1)(tj+1 − tj)/2 � O(1)

5���� ����� ��
��� ��
�
�� ������
��� � �
����# ��
����%& ������
�& � � ���)��(
�$

��
 !���
��
 Δψj(t∗,m) �������
 �� !� ��
�� O
(
n2
(
4λU

ΔU

)nu
(
4λV

ΔV

)nv
)
�

��� �")�+� m̃ ∈ G̃±
j & j = 1, . . . , k + 1& �����
����� ��
���

‖m̃‖∞ � λν‖m̃∗‖∞ + λΨλDλl � . . . �
� λΨλDλl(λ

N−h(tj )
ν + λ

N−h(tj)−1
ν + . . . + 1) �

� (N − h(tj) + 1)λΨλDλlλ
N−h(tj)
ν .

I��K
R

W��
 ��& � � � �����
& ��+�� ����� σi(li, μ) � μN (lN ) ����" ��& ������
�& �p$�������&  �

λν = 1& � �
 �����#��� .�����
��������+� ��� � �)��� 
% G̃±
j � ���� ��% ����
���
 ��� ��
$

��� ��� 
�� �
����� I��KNR�
[�
��� ��
�� ��)� � ����
����& ������!�
��% ��� ��� ��
��� �������% ��
�#� �)������

ϕ̃+
j = conc

˜G+
j

[
ψ̃j(·)

]
'������ ψ̃j = ψ̃j(m̃), m̃ ∈ G̃+

j � 5�+����� � �
�(�
��" ��� �����
� ��  ��
�

+��'��� '������ ψ̃j & 
��� ��
� � ��
��� I��K
R& ��� ����
 O

((4(N−h(tj)+1)λΨλDλlλ
N−h(tj )
ν

Δm

)n)
�

�����
� �� ������
% κ ����� O
((

4π
Δφ

)n)
� 0����
 �� +��
�������� �& ���#���,
% �
�
! !�$

�����"  ���� � ��
",�" !������" �������& ��+� )� � ������
�� !� O(n)� 3���� �)��!��&
��� ��
��
 ��)��� ������# +��
�������� 
%& ��� � ������
��
 �� . ��� ��)��� !���
��%

conc
˜G+
j

[
ψ̃j(·)

]
(m̃)& m̃ ∈ G̃j & ��(�� ���,
� �� � !� O

(
n
(
4π
Δφ

)n(4(N−h(tj )+1)λΨλDλlλ
N−h(tj )
ν

Δm

)n)
.

��� ���� ����
�
���
 ��
��� �  �& � � ����
���� cA@f<h;C ��!���
 �� ��� ��(��+�

m̃ ∈ G̃+
j & ������
� ����!���
��" ��
��� ��
�
�� T

(1)
j � �

�  � 
 � ( � 
 � � 
 ��L� +���� ��"��� T
(2)
j ����

��

 ��������� I����R ��� j = 1, . . . , k#

���
�# ��� tj = ϑh# h = h(tj)# ����������

O

(
n2dh + ndh

(
dh +

4

Δν

)(
4λl
Δl

)dh
(
4(N − h+ 1)λΨλDλlλ

N−h
ν

Δm

)n )
.

� � � � ! �  
 � � �  � �� 0���
�
� ��+��� � ��+���!���� �
�
��
 � I����R& !��������% � ��$

�
 ��
�������� ����!���
��� ��
��� ��
�
�� T
(2)
j ������
 �� �� 
� ����� ���
��� ��
�
��

�O



������
��� � �
����# ��
����%� / ��
������
 ������!�" �� '������ ��	���(set, precision)&
�� ���� �� ������� ���(
� �� set � ��� 
+� ����
����" ������������" � ��!�
��� ����
��&
������ precision& � '������ 
��
�������(m,Δm)& �������",�� ��
�)��!�����
 I��K�R� �

2) =<;>79?<7 
�������������
6) ΨD← Ψ�(ϑh, ϑ)D�

h � O(n2dh)
:) dc← Dhch � O(dhn)

9) :;< @AA
(
m̃∗, ϕ̃+

j (m̃∗)
) ∈ ϕ̃+

j 9; � O
((4(N−h+1)λΨλDλlλ

N−h
ν

Δm

)n)
3) :;< @AA l ∈ ��	���({l ∈ Rdh : σ∗h(l, 0) � 1},Δl) 9; � O

(
dh
(
4λl
Δl

)dh)
?) xdl← ΨD l � O(ndh)
<) ldc← 〈l, dc〉 � O(dh)
8) :;< @AA ν ∈ ��	���({ν � 0: σ∗h(l, ν) � 1},Δν) 9; � O

(
4λν
Δν

)
0) m← νm̃∗ + xdl � O(n)

2/) m̃← 
��
�������(m,Δm) � O(n)
22) ϕ̃−

j (m̃)← max
[
ϕ̃−
j (m̃), νϕ̃+

j (m̃∗)− ldc
]

� O(n)

�  � 
 � ( � 
 � � 
 ��M� +���� T
(2)
k+1# ���"���
��� ��� ��������
� ����
��� G̃

+
k+1# G̃

−
k+1 
 ���

���
��
���� ����
��� ϕ̃+
k+1# ϕ̃

+
k+1# ����������

O

(
nd 2

N

(
4λl
Δl

)dN
)
.

� � � � ! �  
 � � �  � �� �����% . �� ����
���� ��
�� ����
 ��)�% ����,
���" �
���"
�
�
)��� I����R� [)��������
 ��
��� ������� �� �� �����+�� � ����!� 
��� ��� � �
�(�
$
��� ��L� �

�  � 
 � ( � 
 � � 
 ���� ,������� ����� T ��
"�
������� ���
����
� ���
�
�� e−1 (t∗, x∗)
I��KNR ����������

O

(
k

(
n2
(4λU
ΔU

)nu
(4λV
ΔV

)nv

+ n
( 4π

Δφ

)n)(4NλΨλDλlλ
N
ν

Δm

)n

+

+N

(
n2d∗ + nd∗

(
d∗ +

4

Δν

)(
4λl
Δl

)d∗ (4NλΨλDλlλ
N
ν

Δm

)n))
,

��� d∗ = max
h=1,...,N

dh$

� � � � ! �  
 � � �  � �� U �+���
 ��
�� T ��������
 �� �! ��
�
�� T
(1)
j & !� ������
��+�

�� ��(��� *�+
 j = k, k − 1, . . . , 1& ��
�
�� T
(2)
j & �
�)#�����+� ��� ���,
� ��
��� N �
�
$

��
 �� I����R& � ��
�
�� �
����
�� �
���+� ���)��(
���+� ������
��� !���
��� e−1 (t∗, x∗) ��
'�����
 I��KNR� �

� ��C� �1$(*1/

0���
�
� �
!��� � � ����
���# .���
���
� ���

0 � � � 
 � ���� 0�� � ���(
��
 �������
���% ��� 
�� �������
 �� �����
��
�{
ẋ1 = x2 + c(t)v,
ẋ2 = −0,5x1 − 0,05x2 + b(t)u,

t0 = t∗ = 0 � t < ϑ = 4,

x =
(
x1, x2

) ∈ R2, u ∈ R1, v ∈ R1,

I��K�R

��



+�


b(t) =

⎧⎨⎩
1,5 + 1,5 cos 2π(t− 0,5), 
��� t ∈ [0,5; 1,5],
1,5 + 1,5 cos 2π(t− 2,5), 
��� t ∈ [2,5; 3,5],
3, 
��� ����
,

c(t) =

{
1, 
��� t ∈ [0,6; 1,4] ∪ [2,6; 3,4]
0,3, 
��� ����
,

�������",�
 ��!�
%� ��� �
���+� � � ���+� �+����� � 
��
�� +
��
 ���
����� �+�����
��$
���

u ∈ U = {−1, 0, 1}, v ∈ V = {−1, 0, 1}, I��LNR

!����� ��������
 ������


x∗ = x(0) =
(
x1(0), x2(0)

)
= (1, 0) I��L�R

� ����!� 
�� ���
� ��

γ
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
=
( 4∑

i=1

‖x(i) − ci‖2E
)1/2

, I��LKR

+�


c1 = (0,−1), c2 = (−1, 0), c3 = (0, 1), c4 = (1, 0).

/ ����
���# ��� ��
���# ������!������� ������
���
 ��!)�
��
 Δδ � �
!�� ��
�
��
������
��� [0, 4] � ����
 ��� δ = 0,001 � !���
��
 �����
 ��  ����� � ε = 0,005� ��� ����
��$
��# ��
�� ���
��% )��� ��)���� !���
��� �����
 ��� Δm = Δl = Δν = 0,01, Δφ = π/200�

1��(
� �� G+
j (t∗) �� ��� ��
��" �!�
��" ��  ����� ��� �
�
#��
 tj �
�
! ���
� � ϑi

��
��� ���
� �� ���(
���� / . �% ��''
�
��������% �+�
 ��� �� ������� �
�!�
����� ��
������ 
�����# [0, 1)& [1, 2)& [2, 3)& [3, 4)� 0���
����
 ��
�� ���
��
 ���(
� � G+

j (t∗) ��� �����%
!����� ����
�
�� �� ���� ��

6�%�
���
 ����
��� !���
��
 �
������ e−1 (t∗, x∗)& ���)��(�",

 �
�� Γ0(t∗, x∗) �+��
I��K�RPI��LKR& ��� ����� �&�L�� 6�(
 ������� �� �
!��� � �  �
# ��������% ����
��� ������
$
��� � . �% �+�
�

I�R �������",�
 ��!�
%� ��� �+����� '������������ ��+����� ��� ��*
���� I��K�RPI��KLR
� I��KMRPI��KOR� �
���!������� ��
��",

 !���
��
 ����!� 
�� ���
� �� I��LKRy

γ =
(
0,5742 + 0,6802 + 0,6262 + 0,2302

)1/2 ≈ 1,112 ≈ e−1 (t∗, x∗) = 1,131.

IKR ������
��
 �
���+� �+���� ��$��
(�
�� '������������ ��+����� I��K�RPI��KLR& � �����$
��",�
 ��!�
%� ��� � ���+� ��!�������� �����%��� ������
��� ��� �)��!��� �
���$
!������� !���
��
 ����!� 
�� ���
� ��y

γ =
(
0,1752 + 0,2962 + 0,2202 + 0,0202

)1/2 ≈ 0,408 < e−1 (t∗, x∗) = 1,131.

ILR �������",�
 ��!�
%� ��� �
���+� �+���� ��!�������� �����%��� ������
��� ��� �)$
��!��& � ������
��
 � ���+� '������������ ��+����� I��KMRPI��KOR� �
���!����*

�� !��$
�
��
 ����!� 
�� ���
� ��y

γ =
(
1,4502 + 2,4162 + 2,4552 + 3,3162

)1/2 ≈ 4,996 > e−1 (t∗, x∗) = 1,131.

3��
� ���� �
���!����*�#�� ���(
��%& �����
���
 � �
���% I����� �����R � � ���% I!
$
�
��� �����R ���������#& ����
�
�� �� ���� K� W�
�� � ���
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�$
���� ��
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  ���� ��  ��
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 � ��" ���
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�
�� ��
���
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�$�� �� 0���
����
 ��
�� ���
��
 ���(
� � G+
j (t∗) ��� ��''
�
��������% �+�� I��K�RPI��LKR

�! ����
�� ���

0 � � � 
 � ��K� ������ ��� ��''
�
��������" �+�� �! J���& �� �P��Q& �������",�" ���(
$
��
 �� 
�������%  ���� �� ������� � ��� ��!�
%� ��
� �
� ������% ����& ���� ����� ���
$
���& �������",
% �
�� ����% ���� � �������
���% ���
#�� ���(
��
 �������
���% ��� 
��
�������
 �� �����
��
� 1
,
����+�

ẍ = −4et/5x− 0,1et/5ẋ− 8u+ 2,4et/5v, t0 = t∗ = 0 � t < ϑ = 4,

x = (x1, x2) ∈ R2, u = (u1, u2) ∈ R2, v = (v1, v2) ∈ R2,
I��LLR

�������",�
 ��!�
%� ��� �
���+� � � ���+� �+����� � 
��
�� +
��
 ���
����� �+�����
��$
���

u ∈ U =
{
(u1, u2) ∈ R2 :

u2
1

62
+

u2
2

22
� 1
}
,

v ∈ V =
{
(v1, v2) ∈ R2 :

v21
22

+
v22
42

� 1
}
,

I��LMR

!����� ��������
 ������


x∗ =
(
x1(0), ẋ1(0), x2(0), ẋ2(0)

)
= (0, 2, 2, 1) I��L�R

� ����!� 
�� ���
� ��

γ
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
=
√
x21(4) + x22(4). I��LOR
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�����R ���������# ����
��� ������
��� � ����
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 ����

/ ����
���# ��� ��
���# ������!������� ������
���
 ��!)�
��
 Δδ � �
!�� ��
�
��
������
��� [0, 4] � ����
 ��� δ = 0,005 � !���
��
 �����
 ��  ����� � ε = 0,01� ��� ����
��$
��# ��
�� ���
��% )��� ��)���� !���
��� �����
 ��� Δm = Δl = Δν = 0,03, Δφ = π/31�

6�%�
���
 ����
��� !���
��
 �
������ e−1 (t∗, x∗)& ���)��(�",

 �
�� Γ0(t∗, x∗) �+��
I��LLRPI��LOR& ��� ����� N&���� 6�(
 ������� �� �
!��� � � ���# ��������% ����
��� �����$
�
��� � . �% �+�
�

I�R �������",�
 ��!�
%� ��� �+����� '������������ ��+����� ��� ��*
���� I��K�RPI��KLR
� I��KMRPI��KOR ��� �
 � �
���� �
���!������� ��
��",

 !���
��
 ����!� 
�� ���
� ��
I��LORy

γ =
√

0,0112 + 0,8262 ≈ 0,826 ≈ e−1 (t∗, x∗) = 0,799.

3��
� ���� ���(
���& �����
���� � . �� .���
���
� 
& �!�)��(
�� �� ���� L ��
���
/ J���& �� ��Q ��%�
���
 ���)��(
��� !���
��
 �
�� �+�� I��LLRPI��LOR ��� ����� 0,79&
��� . �� � �
!��� � 
 ������������� ����
��� ������
��� ��� �
%� ��
� �� �������#
� �� 
+�
% �+����� )��� �����
�� !���
��
 ����!� 
�� ���
� �� γ ≈ 0,78�
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���+� �+���� ��$��
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�� '������������ ��+����� I��K�RPI��KLR& � �����$
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 ��!�
%� ��� � ���+� ��!�������� �����%��� ������
��� ��� �)��!��� �
���$
!������� !���
��
 ����!� 
�� ���
� ��y

γ =
√

(−0,043)2 + (−0,057)2 ≈ 0,071 < e−1 (t∗, x∗) = 0,799.

0����
���� � . �� �����
  ��
� ���� ���(
��� ����!��� �� ���� L �������
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x1−3 −2 −1 N � K

�$�� .� 3��
� ���� �
���!����*�#�� ���(
��%& �����
���
 � �
���% I��
��R � � ���% I����$
��R ���������# ����
��� ������
��� � ����
�
 ��K�

0 � � � 
 � ��L� 0�� � ���(
��
 �������
���% ��� 
�� �������
 �� �����
��
�⎧⎨⎩
ẋ1 = x2,
ẋ2 = −0,05x1 + 0,01x3 + 2u1 + v1,
ẋ3 = 2u2 + 0,01v2,

t0 = t∗ = 0 � t < ϑ = 4,

x = (x1, x2, x3) ∈ R3, u = (u1, u2) ∈ R2, v = (v1, v2) ∈ R2,

I��L�R

�������",�
 ��!�
%� ��� �
���+� � � ���+� �+����� � 
��
�� +
��
 ���
����� �+�����
��$
���

u ∈ U =
{
(u1, u2) ∈ R2 : u21 + u22 � 1

}
,

v ∈ V =
{
(v1, v2) ∈ R2 : |v1| � 0,5, |v2| � 1

}
,

I��L
R

!����� ��������
 ������


x∗ = x(0) =
(
x1(0), x2(0), x3(0)

)
= (1, −1, 0,1) I��L�R

� ����!� 
�� ���
� ��

γ
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
=

√(
x1(2)− 1

)2
+ x22(2) +

(
x1(4) + 1

)2
+ x22(4). I��MNR

/ ����
���# ��� ��
���# ������!������� ������
���
 ��!)�
��
 Δδ � �
!�� ��
�
��
������
��� [0, 4] � ����
 ��� δ = 0,0005 � !���
��
 �����
 ��  ����� � ε = 0,001� ���
����
����# ��
�� ���
��% )��� ��)���� !���
��� �����
 ��� Δm = Δl = Δν = 0,015&
Δφ = π/100�

6�%�
���
 ����
��� !���
��
 �
������ e−1 (t∗, x∗)& ���)��(�",

 �
�� Γ0(t∗, x∗) �+��
I��L�RPI��MNR& ��� ����� N&KM� 6�(
 ������� �� �
!��� � �  �
# ��������% ����
��� �����$
�
��� � . �% �+�
�
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I�R �������",�
 ��!�
%� ��� �+����� '������������ ��+����� ��� ��*
���� I��K�RPI��KLR
� I��KMRPI��KOR ��� �
 � �
���� �
���!������� ��
��",

 !���
��
 ����!� 
�� ���
� $
�� I��MNRy

γ =
√

(−0,13)2 + (−0,11)2 + 0,222 + (−0,007)2 ≈ 0,27 ≈ e−1 (t∗, x∗) = 0,24.

IKR ������
��
 �
���+� �+���� ��$��
(�
�� '������������ ��+����� I��K�RPI��KLR& � �����$
��",�
 ��!�
%� ��� � ���+� ��!�������� �����%��� ������
��� ��� �)��!��� �
���$
!������� !���
��
 ����!� 
�� ���
� ��y

γ =
√

(−0,11)2 + (−0,12)2 + 0,132 + (−0,002)2 ≈ 0,20 < e−1 (t∗, x∗) = 0,24.

ILR �������",�
 ��!�
%� ��� �
���+� �+���� ��!�������� �����%��� ������
��� ��� �)$
��!��& � ������
��
 � ���+� '������������ ��+����� I��KMRPI��KOR� �
���!����*

�� !��$
�
��
 ����!� 
�� ���
� ��y

γ =
√

(−3,17)2 + (−2,01)2 + (−5,78)2 + (−2,56)2 ≈ 7,35 > e−1 (t∗, x∗) = 0,24.

3��
� ���� �
���!����*�#�� ���(
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���
 � �
���% I������� �����R& � ���% I!
$
�
��� �����R �  �
 �
% I����� �����R ���������#& ����
�
�� �� ���� M�

0 � � � 
 � ��M� 0�� � ���(
��
 �������
���% ��� 
�� �������
 �� �����
��
�⎧⎨⎩
ẋ1 = x2 + v1,
ẋ2 = x3 + u1,
ẋ3 = u2 + v2,

t0 = t∗ = 0 � t < 4 = ϑ,

x = (x1, x2, x3) ∈ R3, u = (u1, u2) ∈ R2, v = (v1, v2) ∈ R2,

I��M�R

�������",�
 ��!�
%� ��� �
���+� � � ���+� �+����� � 
��
�� +
��
 ���
����� �+�����
��$
���

u ∈ U =
{
(u1, u2) ∈ R2 : |u1| � 1, |u2| � 3

}
,

v ∈ V =
{
(v1, v2) ∈ R2 : 2v21 + v22 � 1

}
,

I��MKR

!����� ��������
 ������

x∗ = x(0) = (0, 0, 0)

� ����!� 
�� ���
� ��

γ
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
=
(
0,04

(
x3(1) − 1

)2
+ 0,16

(
x2(2)− 2

)2
+ 0,16

(
x1(3) − 3

)2
+

+
(
x1(4)− 4

)2
+
(
x2(4)− 4

)2)1/2
.
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 Δδ � �
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��� [0, 4] � ����
 ��� δ = 0,005 � !���
��
 �����
 ��  ����� � ε = 0,01� ��� ����
��$
��# ��
�� ���
��% )��� ��)���� !���
��� �����
 ��� Δm = Δl = Δν = 0,02, Δφ = π/80�
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��� !���
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 �
�� Γ0(t∗, x∗) �+��
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# ��������% ����
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I�R �������",�
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%� ��� �+����� '������������ ��+����� ��� ��*
���� I��K�RPI��KLR
� I��KMRPI��KOR ��� �
 � �
���� �
���!������� ��
��",

 !���
��
 ����!� 
�� ���
� $
�� I��MLRy

γ =
(
0,04(0,125)2 + 0,16(1,115)2 + 0,16(0,616)2 +

+ (0,68)2 + (0,213)2
)1/2

≈ 0,876 ≈ e−1 (t∗, x∗) = 0,874.
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%� ��� � ���+� ��!�������� }(�����~ !������& �� ���% �� ��(��� *�+

tj � t < tj+1& j = 1, . . . , k& ��!)�
��� Δδ ���,
� ���
 .�� �
������% ����+ � ��� �����$
��(��" � )��(�%*
% �
�
��%  ���� � �����y

v(t) ∈ argmax
v∈V

min
u∈U

〈
Dh(tj)

(
x(tj)− ch(tj)

)
,Dh(tj )f(tj, u, v)

〉
.

/ . �� �����
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���!������� !���
��
 ����!� 
�� ���
� ��

γ =
(
0,04(0,316)2 + 0,16(0,468)2 + 0,16(1,658)2 +

+ (0,432)2 + (0,01)2
)1/2

≈ 0,816 < e−1 (t∗, x∗) = 0,874.
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�� ���
� ��

γ =
(
0,04(0,19)2 + 0,16(0,477)2 + 0,16(1,314)2 +

+ (0,04)2 + (0,04)2
)1/2 ≈ 0,563 < e−1 (t∗, x∗) = 0,874.
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��
 � ���+� '����$
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�� !���
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γ =
(
0,04(0,822)2 + 0,16(1,723)2 + 0,16(1,874)2 +

+ (3,631)2 + (4,748)2
)1/2

≈ 6,066 > e−1 (t∗, x∗) = 0,874.
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��
 �������
���% ��� 
�� �������
 �� �����
��
�

ẋ = A(t)x+ f(t, u, v), t0 � t∗ � t < ϑ,

x ∈ Rn, u ∈ Rnu , v ∈ Rnv .
IK��R

W�
�� x x '�!���% �
� ��z t x ��
��z  ���� ��� �������� ��$��
(�
�� �)�!����
 ����!���$
��" �� ��
�
��z A(t) � f(t, u, v)x �
��
�����
 �� ���������� � �
�
�
���# �� ����$'������
� �
� ��$'������z u � v x ��������	
� ��
������
� ������� 
 ������� 
������� 1��
� �
��
�
�� t0 � ϑ !�'����������& t∗ x ������ ������ �������� ��������
�� /
������ u � v
� 
��
�� �������
����
�
 �����
���
��


u ∈ U, v ∈ V, IK�KR

+�
 ���(
� �� U � V ������ ���

/ � ����
 � � � ������ ��� �����%& ��+�� �� ��� 
�� IK��R �
 ���������
 �� ������
 I��LR
�������� ����
 � ��������� 
��� JL�& �� ��Q&  � 
� � ��+� ��,
� ���� �  ���
 �
� �� l∗ ∈ Rn

� ���
� ��
�
�� t∗ ∈ [t0, ϑ]& � �

min
u∈U

max
v∈V
〈l∗, f(t∗, u, v)〉 �= max

v∈V
min
u∈U
〈l∗, f(t∗, u, v)〉. IK�LR

������
���
 ��� �
� �!�
����
 I�� 8��
�"R ����

��

 ��������
� u
[
t∗[·]ϑ

)
=
{
u(t)∈U&

t∗ � t < ϑ
}
� v
[
t∗[·]ϑ

)
=
{
v(t) ∈ V, t∗ � t < ϑ

}
�
���+� � � ���+� �+����� ��� �
 � �
����

��� � ���

 � �������+��'
 ���& � ���� ���� �
 �
�
�
���# (t, x) ���
�
��� ������ ��

��������� Kχ ��
������ ��

�
� ��� 
�� IK��Ry

Kχ =
{
(t, x) ∈ [t0, ϑ]× Rn : ‖x‖E � (1 +R0 + χ) exp

[
(t− t0)λK

]− 1
}
, IK�MR

+�
 χ � 0 � R0 > 0 x �
�� ���
 ��� �����
& λK x ���� �� � �! I��MR� 0�� ��
���
�� x
[
t∗[·]ϑ

]
&

����(�
���� �! ��!���� (t∗, x∗) ∈ Kχ& t∗ < ϑ& ����� ����� �
���!������ u
[
t∗[·]ϑ

)
� v
[
t∗[·]ϑ

)
&

������
� �)���" �� �
��
�����" '�����"
{
x(t) ∈ Rn, t∗ � t � ϑ, x(t∗) = x∗

}
& �� ���� ���

��� � ��
# t∗ � t � ϑ ��
� 
 � u = u(t) � v = v(t) �����
 ����
 �����
��" IK��R�

0�� �& ��� � ���

& ����
����� ��������& ��
����",�% �
���!����*

�� ���(
��
 x
[
t∗[·]ϑ

]
,

��

 ���

γ
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
= μh(t∗)

(
Dh(t∗)

(
x(ϑh(t∗))− ch(t∗)

)
, . . . ,DN

(
x(ϑN )− cN

))
, IK��R

+�
 ϑi x !������
 ������� ������
 �����
 �������� ��
���
�  ���
& � � t0 < ϑi < ϑi+1 � ϑ&
i = 1, . . . , N − 1& ϑN = ϑz Di x ��� �����
 �� ���� ��!�
���� � di × n I1 � di � nRz
ci ∈ Rn x ������� �������z μi(li, . . . , lN ) x ����� � ���� ���� ��# (di + . . . + dN )$�
���#
��)���� (li, . . . , lN )& ��� ���
���# �! di$�
���# �
� ���� li, i = 1, . . . , N z h(t) x ��
��",��
'������y

h(t) = min{i = 1, . . . , N : ϑi � t}, t0 � t � ϑ. IK�OR

0�
�����+�
�& � � � ���� ���� ��# (li, μ) ∈ Rdi × R ��,
� ��" �
 ��
 �� μ ����� σi(li, μ)&
i = 1, . . . , N − 1& ���!����
 ���
�� ����

μi(li, . . . , lN ) = σi
(
li, μi+1(li+1, . . . , lN )

)
, i = 1, . . . , N − 1. IK��R
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U(t, x, ε)& V (t, x, ε) JL�Q& ������ �
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$
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�
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��",�� �)��!��y

Δψj(t∗,m) =

∫ tj+1

tj

min
u∗∈U

max
v∗∈V

〈
m,Ψ(ϑ, τ)f(τ, u∗, v∗)

〉
dτ.

8��

 �����)��
 �������
 � �)��������
 . �# ����'�����% ����
���� ��� ��� �� �� 
+�%
���� � J�L�Q�

0�������� ������ � U � V ��+� )� � ���)��(
�� ���
����� ���(
� ���� I���& �����$
�
�& J���QR&  � ���

 ��
�����+�
�& � � U � V ���
��� �!��������y

U = {u[r] ∈ Rnu : r = 1, . . . , L}, V = {v[s] ∈ Rnv : s = 1, . . . ,M}.
0���(��

P =
{
p = (p1, . . . , pL) ∈ RL : pr � 0, r = 1, . . . , L,

L∑
r=1

pr = 1
}
,

Q =
{
q = (q1, . . . , qM ) ∈ RM : qs � 0, s = 1, . . . ,M,

M∑
s=1

qs = 1
}
.
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ẏ = A(t)y +
L∑

r=1

M∑
s=1

f(t, u[r], v[s])p∗rq
∗
s , t0 � t∗ � t < ϑ,

y ∈ Rn, p∗ ∈ P, q∗ ∈ Q.
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/ ����
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 '����������� ������
��� �
���+� �+���� ���
�� IK��R )��
 �+�� � ���� ��������
JMN& �� KM
Q�

-��)����� �������
�� U ������� 
����� ��!��
�  ��%��
(
pu(·), p∗u(·), q∗u(·)

)
'�����%

pu = pu(t, x, y, ε) ∈ P, p∗u = p∗u(t, x, y, ε) ∈ P, q∗u = q∗u(t, x, y, ε) ∈ Q,

t ∈ [t0, ϑ], x ∈ Rn, y ∈ Rn, ε > 0,

�� ���
 ��� '�����������# t � ε �!�
���� �� (x, y)� /
������ ε ����
 �� ���������� ����

����
& !���
��
 �� ���+� ��)���
 �� �+����� �� ������ ����
��� ������
���& �� �
 �� � #��

. �+� ����
��� �
�!�
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�
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*
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%*�# ��� ��
��% ����(
�� ��� � ���� )�+� �
 �
��� ��� $
��
 ���� ���� �� Π =

(
Ω, F , P )& +�
 Ω = {ω} x ���(
� �� .�
�
� ����# ��)� �%& F x

σ$��+
)�� ��� . �+� ���(
� ��& P = P (B)& B ∈ F & x �
��� ��� ��� �
��� 0����
��� � ��$
�� 
���� '��������+� ��� ��
��� ���#���,
+� ���� ���� �� Π ����
�
��& ������
�& � JLM&
�� �OP��z LLz ���& �� K�NPK�MQ�

 ������ ��������
� U ������� 
����� ��!��
�  ��%��
(
U, ε, Δδ

)
& +�
 Δδ x ��!)�
��
 � $

�
!�� ��
�
�� [t∗, ϑ]y

Δδ = {tj : t1 = t∗, 0 < tj+1 − tj � δ, j = 1, . . . , k, tk+1 = ϑ}. IK��NR
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U! !������# ��!���% (t∗, x∗) ∈ K0 ��� 
�� IK��R � (t∗, y∗) ∈ K1 ���
�� IK��R !���� ������
$
��� U � ���
 � ����� ���% �����%��% �
���!���
% vω

[
t∗[·]ϑ

)
=
{
vω(t) ∈ V, t∗ � t < ϑ, ω ∈ Ω

}
������
��� � ���+� �+���� ����(��
 �����%��
 ���(
��


(
xω
[
t∗[·]ϑ

]
, yω
[
t∗[·]ϑ

])
�����
���

IK��R& IK��R& �� ���
 ���
�
��
 �� ��� �
*
��
 ��
��",�# ��*�+���# �����
��%y

ẋω(t) = A(t)xω(t) + f
(
t, uω,j , vω(t)

)
,

ẏω(t) = A(t)yω(t) +
L∑

r=1

M∑
s=1

f(t, u[r], v[s])p∗ur
(
tj , xω(tj), yω(tj), ε

)
q∗us
(
tj , xω(tj), yω(tj), ε

)
,

tj � t < tj+1, j = 1, . . . , k,

IK���R

��� ��������� ������� xω(t1) = x∗& yω(t1) = y∗� 6�������
 ��� ����

(
xω(tj), yω(tj)

)
��� � �
!$

�� tj � t � tj+1 ��� j > 1 �������
 � ���
���� ��� ����
�
(
xω(tj), yω(tj)

)
��� ��
����,
+�

� �
!�� tj−1 � t � tj � /
������ uω,j ∈ U ���
�
��
 �� � �
!��� � 
 �����%��+� ���� ���� ���
�������

P
(
uω,j = u[r] | xω(tj), yω(tj)

)
= pur

(
tj, xω(tj), yω(tj), ε

)
. IK��KR
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 ������ P ( . . . | . . . ) �)�!����
 �������" �
��� ��� �� ����
  �+�& ��
�����$
+�
 ��& � � �� ��(��� *�+
 tj � t < tj+1 �����%��� �
���!���� vω

[
t∗[·]ϑ

)
����
 �� � �$

#�� ��
��� �
!�������% � ������
��% �
���!���� uω
[
t∗[·]ϑ

)
=
{
uω(t) = uω,j, tj � t < tj+1&

j = 1, . . . , k, ω ∈ Ω
}
y

P
(
vω(t) ∈ B | xω(tj), yω(tj), uω(tj)

)
= P

(
vω(t) ∈ B | xω(tj), yω(tj)

)
��� �")�+� ������(
� �� B ⊂ V�

!�����
�������� ��
�������� 
����� ��������
� U ��� !������# ��!���% (t∗, x∗) ∈ K0

� (t∗, y∗) ∈ K1 � ����� 0 < β < 1 ��!���" �
������

Γ(U ; t∗, x∗, y∗;β) = sup
vω [t∗[·]ϑ)

min
{
α ∈ R : P

(
γ
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
� α

)
� β

}
. IK��LR
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�� �
�#��� +���� )
�
 �� �� ��
� ����� ���� �
���!����� vω
[
t∗[·]ϑ

)
& γ
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
x !��$

�
��
 ����!� 
�� IK��R& �
���!����*
+��� �� ���(
��� x
[
t∗[·]ϑ

]
& ����(�
���� ��+����� IK���R&

IK��KR !������ U � ���
 � �
���!���
% vω
[
t∗[·]ϑ

)
�! ��!���% (t∗, x∗) ��� 
�� IK��R � (t∗, y∗)

���
�� IK��R�
5�� �
 � �
���& ������
�������� ��
�������� �������

 U )��
 �
������

Γ(U ; t∗, x∗) = lim
β→1

lim sup
ε→0

lim
η→0

sup
|x∗−y∗|�η

lim
δ→0

sup
Δδ

Γ(U = (U, ε,Δδ); t∗, x∗, y∗;β).

3�+�� ���
������� ������
�������� ��
������ ������� 
����� ���
�
��
 �� ���
�� ���

Γu(t∗, x∗) = inf
U

Γ(U ; t∗, x∗),

� � �� 
+�� U0 �
���+� �+���� ���
������& 
���

Γ(U0; t∗, x∗) = Γu(t∗, x∗).

��� ζ > 0& 0 < β < 1 !���� ������
��� U �
���+� �+���� ��!��
� (ζ, β)����
�������&

���

Γ(U ; t∗, x∗, y∗ = x∗;β) � Γu(t∗, x∗) + ζ. IK��MR
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����" ���
��y

ż = A(t)z +

L∑
r=1

M∑
s=1

f(t, u[r], v[s])p∗rq
∗
s , t0 � t < ϑ,

z ∈ Rn, p∗ ∈ P, q∗ ∈ Q.

IK���R

�N




-��)����� �������
�� V ������� 
����� ��!���
�  ��%��
(
qv(·), p∗v(·), q∗v(·)

)
'�����%

qv = qv(t, x, z, ε) ∈ Q, p∗v = p∗v(t, x, z, ε) ∈ P, q∗v = q∗v(t, x, z, ε) ∈ Q,

t ∈ [t0, ϑ], x ∈ Rn, z ∈ Rn, ε > 0,

�� ���
 ��� '�����������# t � ε �!�
���� �� (x, z)�
 ���� ��������
� V ������� 
����� ���
�
��
 ��  ��%��% (V, ε, Δδ)� U! !������# ��!���%

(t∗, x∗) ∈ K0 ��� 
�� IK��R � (t∗, z∗) ∈ K1 ���
�� IK���R& ��� ����� ���% �����%��% �
���!����
uω
[
t∗[·]ϑ

)
=
{
uω(t) ∈ U, t∗ � t < ϑ, ω ∈ Ω

}
������
��� �
���+� �+����& !���� ������
��� V

����(��
 �����%��
 ���(
��

(
xω
[
t∗[·]ϑ

]
, zω
[
t∗[·]ϑ

])
�����
��� IK��R& IK���R& �� ���
 ���
�
$

��
 �� ��� �
*
��
 ��*�+���# �����
��%

ẋω(t) = A(t)xω(t) + f
(
t, uω(t), vω,j

)
,

żω(t) = A(t)zω(t) +

L∑
r=1

M∑
s=1

f(t, u[r], v[s])p∗vr
(
tj, xω(tj), zω(tj), ε

)
q∗vs
(
tj, xω(tj), zω(tj), ε

)
,

tj � t < tj+1, j = 1, . . . , k,

IK��OR

��� ��������� ������� x(t1) = x∗& z(t1) = z∗� /
������ vω,j ∈ V ���
�
��
 �� � �
!��� � 

�����%��+� ���� ���� ��� �������

P
(
vω,j = v[s] | xω(tj), zω(tj)

)
= qvs

(
tj , xω(tj), zω(tj), ε

)
. IK���R

0�� . �� ��
�����+�
 ��& � � �����%��� �
���!���� uω
[
t∗[·]ϑ

)
����
 �� � �#�� ��
��� �
!���$

����% � ������
��% �
���!���� vω
[
t∗[·]ϑ

)
=
{
vω(t) = vω,j , tj � t < tj+1, j = 1, . . . , k, ω ∈ Ω

}
y

P
(
uω(t) ∈ B | xω(tj), zω(tj), vω(tj)

)
= P

(
uω(t) ∈ B | xω(tj), zω(tj)

)
,

tj � t < tj+1, j = 1, . . . , k,

��� �")�+� ������(
� �� B ⊂ U�
!�����
�������� ��
�������� 
����� ��������
� V ��� !������# (t∗, x∗) ∈ K0&

(t∗, z∗) ∈ K1 � 0 < β < 1 ��!���" �
������

Γ(V; t∗, x∗, z∗;β) = inf
uω [t∗[·]ϑ)

max
{
α ∈ R : P

(
γ
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
� α

)
� β

}
. IK��
R

W��
 ��& � � � ��+����� � ���
�
�
����� IK��LR � IK��
R ��� �")�# !������ ������
��� U
� V � ��� �")�# !���
���# 0,5 < β < 1 �����
����� �
���
�� ��

Γ(U ; t∗, x∗, y∗;β) � Γ(V; t∗, x∗, z∗ = y∗;β). IK���R

/ ��� �
 � ��� � IK��
R ������
�������� ��
�������� �������

 V )��
 

Γ(V ; t∗, x∗) = lim
β→1

lim inf
ε→0

lim
η→0

inf
|x∗−z∗|�η

lim
δ→0

inf
Δδ

Γ(V = (V, ε,Δδ); t∗, x∗, z∗;β).

3�+�� ���
������� ������
�������� ��
������ ������� 
����� ���
�
��
 �� ���
�� ���

Γv(t∗, x∗) = sup
V

Γ(V ; t∗, x∗),

� � �� 
+�� V0 � ���+� �+���� ���
������& 
���

Γ(V0; t∗, x∗) = Γv(t∗, x∗).

W���� ������
��� V ��!��
� (ζ, β)����
�������& 
���

Γ(V; t∗, x∗, y∗ = x∗;β) � Γv(t∗, x∗)− ζ. IK�KNR

U!�
� �� J���& �� K��Q& � � ��''
�
��������� �+�� IK��RPIK��R ��

 ����

Γ0(t∗, x∗) = Γu(t∗, x∗) = Γv(t∗, x∗) IK�K�R

� �������� ����� (U0, V0) � ������# ��
*����# � �� 
+�%�
{
�� �����+� ����+��'� x ��!��)� �� ����
���+� �
 ��� ��� ��#�(�
��� �
�� Γ0(t∗, x∗)

� ��� ��
��� (ζ, β)$�� �������# !������ ������
��� �+������

�N�



� %�%� &�'�(�)��*+,��- "$FF*1*�0$�+,��- $)1�

������ ��� ������+� 
����" ��''
�
��������" �+�� ��� ���
�� IK��R � ����!� 
�
� ��$
�
� �� IK��R� / . �% �+�
 p∗  ��� �
 �� ��� �������",

 ��!�
%� ��
 �
���+� �+����& ��$
�
�
���+� ������!����� � ����!� 
�� IK��R& � q∗ x ��� �������",

 ��!�
%� ��
 � ���+�&
���
�
���+� �������!����� � . � ����!� 
���

1��
�� IK��R �����
 ����
 ������" �
�����%  ���� � ���
����% �+�
� U! �
!��� � �� JL�z
���& �� ��P�LQ �� 
��
 & � � ������+� 
����� �+�� IK��R& IK��R ��

 �
�� Γy

0(t∗, y∗) � �
�����"
 ����

(
p∗0(t, y, ε), q

∗
0(t, y, ε)

)
� ������# ��� �# ��!�������# � �� 
+�%� 5�+�����  
��
�
 ���

�
�� Γy
0(t∗, y∗) ��(
 )� � ���)��(
��� ������
�� �� ����
���
& ����
�
���% � �������+��$

'
 ��L�

0�� � ��� ����
(� �� ��
�
�� ������
��� [t∗, ϑ] !�'���������� ��!)�
��
 Δδ = {tj}k+1
j=1

���� IK��NR& � �� ���
 ���"�
�� ��
 ���
� � ϑi ��
��� ���
� �� ���(
��� �! ����!� 
�� IK��R&
 � 
� �

ϑi ∈ Δδ, i = h(t∗), . . . , N. IK�KKR

5�
��� ��� ��
���� �! �������+��'� ��M& �� ��� 
�
 �
����� I��KNR �
 ���� .�� �
����$
��+� ����+� JL�& ���Q ���
�
��� '�����" p∗eu ( · ;Δδ)  ��& � �)� ��� t = tj ∈ Δδ �����������
��� ��*
���

p∗eu (tj , y, ε;Δδ) ∈ argmin
p∗∈P

max
q∗∈Q

〈
suj ,

L∑
r=1

M∑
s=1

f(tj, u
[r], v[s])p∗rq

∗
s

〉
, IK�KLR

+�


suj =
Ψ�(ϑ, tj)mu

j√
1 + ‖Ψ�(ϑ, tj)mu

j ‖2E
η(ε, tj),

mu
j ∈ argmax

m∈G+
j (t∗)

[
〈Ψ�(ϑ, tj)m, y〉+ ϕ+

j (t∗,m)− η(ε, tj)
√

1 + ‖Ψ�(ϑ, tj)m‖2E
]
,

j = 1, . . . , k, y ∈ Rn, ε > 0.

������ ��� �� ������+� 
����% �+�
 IK��R& IK��R !����
(
p∗eu ( · ;Δδ), ε,Δδ

)
& '������",�% ��

*�+�� ��!)�
��� Δδ ���� IK��NR& IK�KKR& �� �� ���� )��� ��� ��
�� �
������ I��KNR& �������$
��� �����" �
���!���" ������
��� �
���+� �+���� �� �������

p∗(t) = p∗eu
(
tj, y(tj), ε;Δδ

)
, tj � t < tj+1, j = 1, . . . , k.

5�+�����  
��
��� ���& ��K �����% !���� ������
��� ����
 �� ζ����
�������� S � �!����
 &
� � ��� �")�+� ����� ζ > 0 ��%�� ��  ���
 ����� ε∗y > 0 � '������ δ∗y(ε) > 0, 0 < ε � ε∗y,
� �& ������ )� �� )��� ��!���� (t∗, y∗) ∈ K1& t∗ < ϑ& !���
��
 0 < ε � ε∗y � ��!)�
��
 Δδ

���� IK��NR& IK�KKR& δ � δ∗y(ε)& !����
(
p∗eu ( · ;Δδ), ε,Δδ

)
)��
 +���� ����� � ��� ���
�� IK��R

�
���
�� ��

γ
(
y
[
t∗[·]ϑ

])
� Γy

0(t∗, y∗) + ζ/2, IK�KMR

������ )� �� ��������� �!�
����� �
���!���� q∗
[
t∗[·]ϑ

)
�

5 ���+�% � �����& ������ ����� ��
� ����" ������+� 
����" ��''
�
��������" �+��
��� ���
�� IK���R � ����!� 
�� IK��R& )�!������ �� �
������# I��KNR& ���
�
��� '�����"
q∗ev ( · ;Δδ)  ��& � �)� �  ����# tj ��!)�
��� Δδ ����������� ��� ��*
���

q∗ev (tj , z, ε;Δδ) ∈ argmax
q∗∈Q

min
p∗∈P

〈
svj ,

L∑
r=1

M∑
s=1

f(tj, u
[r], v[s])p∗rq

∗
s

〉
, IK�K�R

��N



+�


svj =
Ψ�(ϑ, tj)mv

j√
1 + ‖Ψ�(ϑ, tj)mv

j‖2E
η(ε, tj),

mv
j ∈ argmax

m∈G+
j (t∗)

[
〈m,Ψ(ϑ, tj)z〉 + ϕ+

j (t∗,m) + η(ε, tj)
√

1 + ‖Ψ�(ϑ, tj)m‖2E
]
,

j = 1, . . . , k, z ∈ Rn, ε > 0,

� ��� �
 � ��",�% !����
(
q∗ev ( · ;Δδ), ε,Δδ

)
& '������",�% �
���!���" ������
��� � ���+�

�+���� �� �������

q∗(t) = q∗ev
(
tj, z(tj), ε;Δδ

)
, tj � t < tj+1, j = 1, . . . , k.

��� �")�+� ����� ζ > 0 ��%�� ��  ���
 ����� ε∗z > 0 � '������ δ∗z (ε) > 0& 0 < ε � ε∗z, � �&
������ )� �� )��� ��������� ��!���� (t∗, z∗) ∈ K1& !���
��
 0 < ε � ε∗z � ��!)�
��
 Δδ ����
IK��NR& IK�KKR& δ � δ∗z(ε)& !����

(
q∗eu ( · ;Δδ), ε,Δδ

)
)��
 +���� ����� � ��� z$���
�� �
���
�� ��

γ
(
z
[
t∗[·]ϑ

])
� Γz

0(t∗, z∗)− ζ/2, IK�KOR

������ )� �� ��������� �!�
����� �
���!���� p∗
[
t∗[·]ϑ

)
�

� %�.� G+$!���, "�$H*�$I $�4�"��I �$��*(/ $ (�"*+$

/ ��#����% ��''
�
��������% �+�
 IK��RPIK��R �
���% �+���& '������� �����%��
 ���(
$
��


(
xω
[
t∗[·]ϑ

]
, yω
[
t∗[·]ϑ

])
�����
��� IK��R& IK��R ��+����� IK���R& ��(
 �)
��
�� � ���#���,�"

)��!�� � �
(�� xω
[
t∗[·]ϑ

]
� yω

[
t∗[·]ϑ

]
!� ��
 ���(��+� ��)��� '�����% pu(·) � q∗u(·) � ���
%

��
*����% � �� 
+�� U � 5 ���+�% � �����& !� ��
 ��)��� qv(·) � p∗v(·) � ��
*����% � �� 
$
+�� V � ���% �+��� ��(
 �)
��
�� � )��!�� � xω

[
t∗[·]ϑ

]
� zω

[
t∗[·]ϑ

]
��� ��� �
 � ��",
+�

���(
���
(
xω
[
t∗[·]ϑ

]
, zω
[
t∗[·]ϑ

])
�����
��� IK��R& IK���R ��+����� IK��OR� 2 ��
���& �!�
� 
� ��
$

��",�% �
!��� � JLN& ��OQ�

7 
 � � � K��� ����� � ���)����� �������

 U =
(
pu(·), p∗u(·), q∗u(·)

)
������� 
����� �����

�

 pu = pu(t, x, y, ε) 
 q
∗
u = q∗u(t, x, y, ε) ������������ 

 �����
�

〈
x− y,

L∑
r=1

M∑
s=1

f(t, u[r], v[s])purq
∗
us

〉
= min

p∈P
max
q∈Q

〈
x− y,

L∑
r=1

M∑
s=1

f(t, u[r], v[s])prqs
〉
. IK�K�R

&���� ��� ��"�� �
��� λ∗ > 0 
 0 < β < 1 �������� ���
� �
��� λ0 > 0 
 δ > 0# ��� ���
��"�� ��������� ��

�

 (t∗, x∗) ∈ K0# ��"��� y∗ ∈ Rn# ������������	��� �����
�

‖x∗ − y∗‖2E exp
[− 2λA(t∗ − t0)

]
� λ0, λA = max

t∈[t0,ϑ]
‖A(t)‖E ,

��"��� 
�����
� ε > 0 
 ��"��� ��
"
��
� Δδ �
�� IK��NR# ��� ���������� ��
���
�(
xω
[
t∗[·]ϑ

]
, yω
[
t∗[·]ϑ

])
IK���R# ������������ 
������ U = (U, ε,Δδ)# "���� ����������� �����

�������

P
(
‖xω(t)− yω(t)‖2E exp

[− 2λA(t− t0)
]
� λ∗, t ∈ [t∗, ϑ]

)
� β,

������ "� �
 "��
 �����
� p∗u(·) � �������

 U 
 ������
��� ��������� ����

��
� vω
[
t∗[·]ϑ

)
��������
� ������� 
�����$

7 
 � � � K�K� ����� � ���)����� �������

 V =
(
qv(·), p∗v(·), q∗v(·)

)
������� 
����� �����

�

 qv = qv(t, x, z, ε) 
 p
∗
v = p∗v(t, x, z, ε) ������������ 

 �����
�

〈
z − x,

L∑
r=1

M∑
s=1

f(t, u[r], v[s])p∗vrqvs
〉
= = max

q∈Q
min
p∈P

〈
z − x,

L∑
r=1

M∑
s=1

f(t, u[r], v[s])prqs
〉
. IK�K
R

���



&���� ��� ��"�� �
��� λ∗ > 0 
 0 < β < 1 �������� ���
� �
��� λ0 > 0 
 δ > 0# ��� ���
��"�� ��������� ��

�

 (t∗, x∗) ∈ K0# ��"��� z∗ ∈ Rn# ������������	��� �����
�

‖x∗ − z∗‖2E exp
[− 2λA(t∗ − t0)

]
� λ0,

��"��� 
�����
� ε > 0 
 ��"��� ��
"
��
� Δδ �
�� IK��NR# ��� ���������� ��
���
�(
xω
[
t∗[·]ϑ

]
, zω
[
t∗[·]ϑ

])
IK��OR# ������������ 
������ V =

(
V, ε,Δδ

)
# "���� ����������� �����

�������

P
(
‖xω(t)− zω(t)‖2E exp

[− 2λA(t− t0)
]
� λ∗, t ∈ [t∗, ϑ]

)
� β,

������ "� �
 "��
 �����
� q∗v(·) � �������

 V 
 ������
��� ��������� ����

��
� uω
[
t∗[·]ϑ

)
��������
� ������� 
�����$

� %�2� &/#$�+*�$* 0*�/ $)1/J '���1�*�$* (ζ, β)3�'�$(�+,�/4 !� ���� 5'1��+*�$-

0�� � !�'���������� ���
� ������ ����
��� ������
��� t∗ < ϑ � ��!)�
��
 Δδ = {tj}k+1
j=1

���� IK��NR& IK�KKR� [��
�
��� � �� 
+�" U e
Δδ

=
(
pu(·), p∗u(·), q∗u(·)

)
�
���+� �+����& ����+��& � �

'������ pu(·) � q∗u(·) �����
 ����" ������" IK�K�R& � '������ p∗u(·) ���
�
��
 �� �! �������
.�� �
������+� ����+� IK�KLR  ��& � �)� ��� t = tj ∈ Δδ ����������� ��� ��*
���

p∗u(tj, x, y, ε) = p∗eu (tj , y, ε;Δδ), (tj , x) ∈ K0, (tj , y) ∈ K1, ε > 0.

2����+����y ���
�
��� � �� 
+�" V e
Δδ

=
(
qv(·), p∗v(·), q∗v(·)

)
� ���+� �+����& ����+��& � �

'������ qv(·) � p∗v(·) �����
 ����" ������" IK�K
R& � '������ q∗v(·) ���
�
��
 �� �! ����$
��� IK�K�R  ��& � �)� �  ����# tj ��!)�
��� Δδ ����������� ��� ��*
���

q∗v(tj , x, z, ε) = q∗ev (tj , z, ε;Δδ), (tj , x) ∈ K0, (tj , z) ∈ K1, ε > 0.

3
 � � 
 � � K��� ��� ��"�� �
��� ζ > 0 
 0,5 < β < 1 �������� ���
� �
��� ε∗ > 0

 �����
� δ(ε) > 0# 0 < ε � ε∗# ���# ������ "� �
 "��
 ��������� ��

�
� (t∗, x∗) ∈ K0#


�����
� 0 < ε � ε∗ 
 ��
"
��
� Δδ �
�� IK��NR& IK�KKR# δ � δ(ε)# 
����� Uε
Δδ

= (U e
Δδ
, ε,Δδ)


 VεΔδ
= (V e

Δδ
, ε,Δδ) "���� (ζ, β)����
�������
 
 "���� ��������� �����������

|Γ0(t∗, x∗)− e−1 (t∗, x∗)| � ζ.

� � � � ! �  
 � � �  � �� 0�� � ζ > 0z 0,5 < β < 1� 0�������� �+�� IK��RPIK��R ��

 �
�����"
 ���� (U0, V0)& ��,
� ��"  ���
 !����� U0 � V0& � � ��� ��������% ��!���� (t∗, x∗) ∈ K0

�������
 ��
Γ(U0; t∗, x∗, y∗ = x∗;β) � Γ0(t∗, x∗) + ζ,
Γ(V0; t∗, x∗, z∗ = x∗;β) � Γ0(t∗, x∗)− ζ. IK�K�R

0���!���� �
���% K��& �
��
������ �" ����!� 
�� ���
� �� IK��R � ζ$�� �������� �" IK�KMR
������+� 
����+� !�����

(
p∗eu ( · ;Δδ), ε,Δδ

)
& ��%�
�  ���
 ����� ε∗y > 0 � '�����" δ′y(ε) > 0&

0 < ε � ε∗y& � � ��� ����!������# 0 < ε � ε∗y � 0 < δ � δ′y(ε) )��� ������� ��� ��� ��*
���

P
(∣∣γ(x[t∗[·]ϑ])− γ(y[t∗[·]ϑ])∣∣ � ζ/2

)
� β, γ

(
y
[
t∗[·]ϑ

])
� Γy

0(t∗, y∗ = x∗) + ζ/2.

[ �"��& � ��+����� � IK��LR& ��� !����� Uε
Δδ

������
�

β � P
(∣∣γ(x[t∗[·]ϑ])− γ(y[t∗[·]ϑ])∣∣ � ζ/2

)
� P

(
γ
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
� Γy

0(t∗, y∗ = x∗) + ζ
)
,

Γ(Uε
Δδ

; t∗, x∗, y∗ = x∗;β) � Γy
0(t∗, y∗ = x∗) + ζ. IK�LNR

������ ����� �����%& ��+�� � ��''
�
��������% �+�
 IK��RPIK��R ������
��
 �
���+� �+����
��!����
 �� ��+����� !����� Uε

Δδ
& � � ���+� x ��+����� V0& � ���� �
���
�� � IK�K�R& IK���R

� IK�LNR ��

�

Γ0(t∗, x∗) − ζ � Γ(V0; t∗, x∗, z∗ = x∗;β) � Γ(Uε
Δδ

; t∗, x∗, y∗ = x∗;β) � Γy
0(t∗, y∗ = x∗) + ζ.

��K



2����+����y � ���� �
��� K�K& �
��
������ � ����!� 
�� IK��R � ζ$�� �������� � IK�KOR
!�����

(
q∗ev ( · ;Δδ), ε,Δδ

)
��)
�
�  ���
 ����� ε∗z > 0 � '�����" δ′z(ε) > 0& 0 < ε � ε∗z& � � ���

0 < ε � ε∗z � 0 < δ � δ′z(ε) ��� +���� ��������+� �
!��� � � !����� VεΔδ
������
�

Γy
0(t∗, z∗ = x∗) − ζ � Γ(VεΔδ

; t∗, x∗, z∗ = x∗;β) � Γ(U0; t∗, x∗, y∗ = x∗;β) � Γ0(t∗, x∗) + ζ.

3���� �)��!��& ��

� |Γ0(t∗, x∗)− Γy
0(t∗, y∗ = x∗)| � 2ζ& ��
���� 
����&

Γ0(t∗, x∗) = Γy
0(t∗, y∗ = x∗).

0���!����  
��
��% ���& �� ����� ξ = ζ ��)
�
� ����� δ′ > 0  ��& � �)� �����������
�
���
�� ��

|Γy
0(t∗, y∗ = x∗)− e−1 (t∗, y∗ = x∗)| � ζ.

0���(��

ε∗ = min{ε∗y, ε∗z}, δ(ε) = min{δ′y(ε), δ′z(ε), δ′}, 0 < ε � ε∗.

3�+��& ������ )� �� )��� 0 < ε � ε∗ � 0 < δ � δ(ε)& ��

�

|Γ0(t∗, x∗)− e−1 (t∗, x∗)| � ζ,

Γ(Uε
Δδ

; t∗, x∗, y∗ = x∗;β) � Γ0(t∗, x∗) + ζ,

Γ(VεΔδ
; t∗, x∗, z∗ = x∗;β) � Γ0(t∗, x∗)− ζ.

5 ��
 �� IK��MR& IK�KNR � IK�K�R !����� Uε
Δδ

� VεΔδ
����" �� (ζ, β)$�� ���������� �

� %�6� �1�)1�((��- 1*�+$!�0$-

��� ����!��� ��*
& ����
���� ������
��� �
�� ��''
�
��������% �+�� IK��RPIK��R ���$
��
 �� �� ��� ��
��
 ��� 
�� �
����� e±j (·) �! I��KNR� 0��+������� �
���!���� . �+� ��� ��$

��� ������� � �������+��'
 ����

������� 
����% �� 
�
� ��
�� ����
 �
���!���� ������
��% ��� �
 � ��",�# �������$
��� � ���������� �� '������� IK�K�R � IK�K
R� [��*
� �������
���� ��� �
���+� �+�����
W��
 ��& � � IK�K�R ��(�� �
�
���� � � ��
��",
� ���
y

L∑
r=1

M∑
s=1

(〈
x− y, f(t, u[r], v[s])〉purq∗us) = min

p∈P
max
q∈Q

L∑
r=1

M∑
s=1

(〈
x− y, f(t, u[r], v[s])〉prqs).

/���� ������+� 
����" (L×M)$�� ���� A = (ars)& � �� ���%

ars =
〈
x− y, f(t, u[r], v[s])〉, r = 1, . . . , L, s = 1, . . . ,M,

� ��� ���� ���
�
�
��
 IK�
R ���(
� � P � Q& !��
��
�& � � ����� ��������� IK�K�R ����� ��
� �
*
��" � � ��
���% �� �����% �+�� � �� ���
% ���+��*
% A � ������# ��
*����# � ��$
 
+�%� {
�� � �
������  ���� . �% �+�� ��+� )� �& ������
�& ������
�� ��� ����,� �
 ���&
��
���(
���+� � J�LN& �� KMMPKM�Q& � �����
 �� ���+� �
(� �����
��$�
 �� JK�& �� 
�KP�NOQ�

0�� '����������� �������",�# ��!�
%� ��% !������� Uε
Δδ

� VεΔδ
& � ��+����� � IK��KR

� IK���R ��� �
 � �
���& � ���+������% �
���!���� !���
��� �
����� uω,j � vω,j ���
�
��$
" �� �����
 ���� �����%���� �
��������& �������
���� �
� ����� pu

(
tj, xω(tj), yω(tj), ε

)
� qv

(
tj, xω(tj), zω(tj), ε

)
& � �
!��� � 
 I��
���R�����%��# ���� ���%�

� %�C� �1$(*1/

0���
�
� �
!��� � � �����" 
���+� ���
����������

��L



0 � � � 
 � K��� ������ ��� ��� ����% �  �% (
 �������
���% ��� 
�� ��
 ��''
�
���$
�����
 �+��& �� ���
 )��� � ���� ��� ���+ � ���+� ����!� 
���� ���
� ��� 0�� � ���(
��

�������
���% ��� 
�� �������
 �� �����
��
�

ẍ =
4u

1 + e 8(t−2)
+

(u+ v)2

2
+

2 v

1 + e 8(3−t)
, t0 = t∗ = 0 � t < ϑ = 4,

x ∈ R1, u ∈ R1, v ∈ R1,

IK�L�R

�������",�
 ��!�
%� ��� �
���+� � � ���+� �+����� � 
��
�� +
��
 ���
����� �+�����
��$
���

u ∈ U = {−1, 1}, v ∈ V = {−1, 1}, IK�LKR

!����� ��������
 ������


x∗ =
(
x(0), ẋ(0)

)
= (0, 0) IK�LLR

� ��� ����!� 
�� ���
� �� ��� �
���% � � ���% �+�� ��� �
 � �
���y

γ(1)
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
=
√
x2(1) + x2(4), IK�LMR

γ(2)
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
= |x(1)| + |x(2) − 0,5|+ |x(4)|. IK�L�R

/ ����
���# ��� ��
���# ������!������� ������
���
 ��!)�
��
 Δδ � �
!�� ��
�
��
������
��� [0, 4] � ����
 ��� δ = 0,001 � !���
��
 �����
 ��  ����� � ε = 0,005� ��� ����
��$
��# ��
�� ���
��% )��� ��)���� !���
��� �����
 ��� Δm = Δl = Δν = 0,01, Δφ = π/360�

6�%�
���
 ����
��� !���
��
 �
������ e
−(1)
1 (t∗, x∗)& ���)��(�",

 �
�� Γ0(t∗, x∗) �+��

IK�L�RPIK�LMR& ��� ����� N&L��L& � !���
��
 e
−(2)
1 (t∗, x∗) ��� �+�� IK�L�RPIK�LLR& IK�L�R ��� �����

�&N�N� 6�(
 ������� �� �
!��� � �  �
# ��������% ����
��� ������
��� � ��(��% �! . �# �+��

I�R �������",�
 ��!�
%� ��� �+����� '������������ ���
�
�
����� �  
��
�
 K�� !���$

���� Uε (1)
Δδ

& Vε (1)Δδ
� �
���% �+�
 � Uε (2)

Δδ
& Vε (2)Δδ

x �� � ���%� �
���!������� ��
��",�

!���
��� ����!� 
�
% ���
� �� IK�LMR � IK�L�Ry

γ(1) =
√

(0,0237)2 + (0,3551)2 ≈ 0,3559 ≈ e−(1)
1 (t∗, x∗) = 0,3553,

γ(2) = |0,005| + | − 0,545] + | − 0,516| ≈ 1,066 ≈ e−(2)
1 (t∗, x∗) = 1,050.

IKR �������",�
 ��!�
%� ��� �
���+� �+���� ��$��
(�
�� '������������ ��+����� Uε (1)
Δδ

� Uε (2)
Δδ

��� �
 � �
���& � ������
��
 � ���+� ��!�������� �����%��� ������
��� ���
�)��!��� �
���!����*�
�� !���
��� ����!� 
�
% ���
� ��y

γ(1) =
√

(0,0237)2 + (−0,0049)2 ≈ 0,0242 < e
−(1)
1 (t∗, x∗) = 0,3553,

γ(2) = |0,005| + | − 0,546| + |0,034| ≈ 0,585 < e
−(2)
1 (t∗, x∗) = 1,050.

ILR �������",�
 ��!�
%� ��� �
���+� �+���� ��!�������� �����%��� ������
��� ��� �)$

��!��& � ������
��
 � ���+� '������������ !������� Vε (1)Δδ
� Vε (2)Δδ

��� �
 � �
���� �
�$
��!����*�
�� !���
��� ����!� 
�
% ���
� ��y

γ(1) =
√

(0,4935)2 + (8,2750)2 ≈ 8,2897 > e
−(1)
1 (t∗, x∗) = 0,3553,

γ(2) = |0,505| + |1,563| + |8,731| ≈ 10,799 > e
−(2)
1 (t∗, x∗) = 1,050.
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�
 K�� ��� �+�� IK�L�RPIK�LLR&
IK�L�R
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�� �KPL�& K�MPLN�Q� 0�� � ���(
��
 �������
���% ��� 
�� �������
 �� �����
�����

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

s̈ = − α1ṡ

m1(t)
−K1λ1u

(1)

v(1)
+
N1v∗
m1(t)

, t0 = t∗ = 0 � t < ϑ = 2,

r̈ = − α2ṙ

m2(t)
+

βr

m2(t)
−K2λ2u

(2) +
N2v

∗

m2(t)
,

u
(1)

v(1)
=

⎡⎣u(1)1 cos v(1) − u(1)2 sin v(1)

u
(1)
1 sin v(1) + u

(1)
2 cos v(1)

⎤⎦,
IK�LOR

(s, r) ∈ R2 × R2, u = (u(1), u(2)) ∈ R2 × R2,

v = (v(1), v∗, v∗) ∈ R1 × R2 × R2,

�������",�
 ��!�
%� ��� �
���+� � � ���+� �+����� � 
��
�� +
��
 ���
����� �+�����
��$
���

u(1), u(2), v∗, v∗ ∈
{
(1, 0), (0, 1), (−1, 0), (0,−1)}, −α0

1 � v(1) � α0
2, IK�L�R

!����� ��������
 ������


s(0) = (0,−2), ṡ(0) = (2, 0), r(0) = (−1, 1), ṙ(0) = (0, 4) IK�L
R

� ����!� 
�� ���
� ��

γ =

√(
r1(ϑ)− s1(ϑ)

)2
+
(
r2(ϑ)− s2(ϑ)

)2
. IK�L�R

U+�� ������ �������� ��� ��
��",�# !���
���# �����
 ���y α1 = 0,2; K1 = −40; λ1 = 0,5;
N1 = 4; β = −4; α2 = 0,4; K2 = −25; λ2 = 0,4; N2 = 6; mi(t) = mi0 ∗ exp[−λ1t]; i = 1, 2; m10 = 1;
m20 = 1�

/ ����
���# ��� ��
���# ������!������� ������
���
 ��!)�
��
 Δδ � �
!�� ��
�
��
������
��� [0, 2] � ����
 ��� δ = 0,01 � !���
��
 �����
 ��  ����� � ε = 0,05� ��� ����
��$
��# ��
�� ���
��% )��� ��)���� !���
��� �����
 ��� Δm = Δl = Δν = 0,01, Δφ = π/500�
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���
 ����
��� !���
��
 �
������ e−1 (t∗, x∗)& ���)��(�",

 �
�� Γ0(t∗, x∗) �+��
IK�LORPIK�L�R& ��� ����� N&K��� 6�(
 ������� �� �
!��� � �  �
# ��������% ����
��� ������
$
��� � . �% �+�
& ������
���# ��  �% (
 �#
�
& � � � � ����
�
 K��� / �
���%& � ���% �  �
 �
%
���������# �
���!������� ��� �
 � �
��� ��
��",�
 !���
��� ����!� 
�� IK�L�Ry

γ =

√(
0,135 − (−0,126))2 + (− 0,940 − (−1,018))2 ≈ 0,272 ≈ e−1 (t∗, x∗) = 0,279,

γ =

√(
0,263 − 0,263

)2
+
(− 1,004− (−1,004))2 ≈ 0 < e−1 (t∗, x∗) = 0,279,

γ =

√(
7,151 − (−1,351))2 + (− 3,126 − (−0,691))2 ≈ 8,843 > e−1 (t∗, x∗) = 0,279.
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 �
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��� �� � ��*
��" �� � �����& � ���� 
���� �� ���+� ��
�����+�
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�
�� �� �������+�
 ��'������
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  ����� �  
��,
� !���
��� '�!���+� �
� ���& ��
� � �
������# !�����# �
���+� �+�����
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��� �� �������#
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!��� � �� �+����� I�
�� �+��R � ��� ��
��� ��� �
 � ��",�# �� �����$
��# !������ ������
��� �� �������� �)�� ��% ���!�� 0���
���� ��������
 �� �� ���� ��%
���� ������ �������# ��
�#� �)����
� ������+� 
����# ���+������# '�����%� 0������ ��
�
!��� � � ����
���# .���
���
� �� �� ���
����# ����
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���% ��� 
�� �������
 �� �����
��
�

ẋ = A(t)x+B(t)u+ C(t)v, t0 � t∗ � t < ϑ,

x ∈ Rn, u ∈ Rnu, v ∈ Rnv .
IL��R

W�
�� x x '�!���% �
� ��z t x ��
��z  ���� ��� �������� �)�!����
 ����!�����" �� ��
$
�
��z A(t)& B(t)& C(t) x �
��
�����
 �� ����$'������z u x ��������	�� ��
������
�z v x
��
������
� ���������
������ �����
� 1��
� � ��
�
�� t0 � ϑ !�'����������& t∗ x ������

������ �������� ��������
�� 0�������� ���

 !����� )��
 '������!����� � ��''
�
������$
��" �+��& ������
��
 )��
�  ��� ��� � ��� �
���+� �+����& � ���
#� x ��� � ���+��

������
��� �
���!���
% ������
��� �
���+� �+���� ��� �
� �����" �!�
����" I�� 8�$
�
�"R '�����" u

[
t∗[·]ϑ

)
=
{
u(t) ∈ Rnu , t∗ � t < ϑ

}
& �� ���� ������
�
��� �����
 ����
 

���
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��",�� �������
������� � 
������������ �+�����
����y

‖u(t)‖u � λu, t∗ � t < ϑ;

∫ ϑ

t∗
α(τ)‖u(τ)‖udτ � ρ∗. IL�KR

�
���!���" v
[
t∗[·]ϑ

)
=
{
v(t) ∈ Rnv , t∗ � t < ϑ

}
������
��� � ���+� �+���� ��� �
� ����� �$

��%& 
��� ��� �!�
���� � �����
 ����
  ����� +
��
 ���
����� �+�����
��"

‖v(t)‖v � λv, t∗ � t < ϑ. IL�LR

W�
�� ‖ · ‖u � ‖ · ‖v x ����� � Rnu � Rnv ��� �
 � �
���z λu& λv x !������
 ��� �����
z α(τ) x
���������& ����(� 
�����& �
��
������ �� [t0, ϑ] '�������

������� 
���� � '�!����� �
� ��� x ��� 
�� IL��R ��
�
� �
�
�
���" ρ& �!�
�
��
 �� �$
��% �������
 �� �����
��
�

ρ̇ = −α(t)‖u‖u, t∗ � t < ϑ, ρ(t∗) = ρ∗. IL�MR

3�+�� �� 
+������
 �+�����
��
 �! IL�KR ��(�� �
�
���� � � ���
 '�!���+� �+�����
���y

0 � ρ � ρ∗.

[)�!�����
λK = max

t∈[t0,ϑ]
[‖A(t)‖ + λu‖B(t)‖+ λv‖C(t)‖], IL��R

+�


‖A(t)‖ = max
‖x‖E�1

‖A(t)x‖E , ‖B(t)‖ = max
‖u‖u�1

‖B(t)u‖E , ‖C(t)‖ = max
‖v‖v�1

‖C(t)v‖E .

W�
�� � ���

 ������ ‖ · ‖E �)�!����
 
�������� ������
/ ���� ���� �
 �
�
�
���# (t, x, ρ) ���
�
��� ������ ��
 ��������� Kχ ��
������

��

�
� ������ ����
��% �������
���% ��� 
��y

Kχ =
{
(t, x, ρ) ∈ [t0, ϑ]× Rn × [0, ρ0 + χ] : ‖x‖E � (1 +R0 + χ) exp

[
(t− t0)λK

]− 1
}
, IL�OR

+�
 χ � 0& R0 > 0& ρ0 > 0 x �
�� ���
 ��� �����
� 0�� � (t∗, x∗, ρ∗) ∈ Kχ& t∗ < ϑ� 0��
��
���
�� x

[
t∗[·]ϑ

]
& ����(�
���� �! ��!���� (t∗, x∗, ρ∗) ����� ����� �
���!������ u

[
t∗[·]ϑ

)
� v
[
t∗[·]ϑ

)
& ������
� �)���" �� �
��
�����" '�����"

{
x(t) ∈ Rn, t∗ � t � ϑ, x(t∗) = x∗

}
&

�� ���� ��� ��� � ��
# t∗ � t � ϑ ��
� 
 � u = u(t) � v = v(t) �����
 ����
 �����
��" IL��R�
W��
 ��& � � � ��+����� � IL��RPIL�OR ��

 �
� � ���"�
��


(
t, x(t), ρ(t)

) ∈ Kχ, ρ(t) = ρ∗ −
∫ t

t∗
α(τ)‖u(τ)‖udτ, t∗ � t � ϑ.

0�� � !����� ������� ������
 ϑi �����
 �������� ��
���
� x
[
t∗[·]ϑ

]
y t0 < ϑi < ϑi+1 � ϑ&

i = 1, . . . , N − 1& ϑN = ϑ& ��� �����
 �� ���� Di ��!�
���� � di×n I1 � di � nR& ������� ����
���� ci ∈ Rn � ����� μi(li, . . . , lN ) � ���� ���� ��# (di + . . .+ dN )$�
���# ��)���� (li, . . . , lN )&
��� ���
���# �! di$�
���# �
� ���� li, i = 1, . . . , N � 0�� �& ����
  �+�& � ���� ���� ��# �
�
$
�
���# (li, μ) ∈ Rdi ×R ��,
� ��" �
 ��
 �� μ ����� σi(li, μ)& i = 1, . . . , N − 1& ��� �� ���#
�����
����� ���
�� ��

μi(li, . . . , lN ) = σi
(
li, μi+1(li+1, . . . , lN )

)
, i = 1, . . . , N − 1. IL��R

[)�!�����
h(t) = min{i = 1, . . . , N : ϑi � t}, t0 � t � ϑ. IL�
R

����
����� ��������& ��
����",�% ���(
��
 x
[
t∗[·]ϑ

]
& ��

 ���

γ
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
= μh(t∗)

(
Dh(t∗)

(
x(ϑh(t∗))− ch(t∗)

)
, . . . ,DN

(
x(ϑN )− cN

))
. IL��R
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� ��&  �& � ��� ��� �& ��� ��+� )� � ������ �
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�����
%*�� '������!���� !����� ��
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��
 ���$�+������ ���#��� JL�& MN& ���Q�

0�� �������
�� U ������� 
����� ������
� ����!������" '�����"

U =
{
U(t, x, ρ, ε) ∈ Rnu , ‖U(t, x, ρ, ε)‖u � λu, (t, x, ρ) ∈ K0, ε > 0

}
,

+�
 �
������ ε ����
 �� ���������� �������
 JL�& �� O
Q& !���
��
 �� ���+� ��)���
 �� ��
������ ����
��� ������
���& �� �
 �� � #��
 . �+� ����
��� ��� ������ � ���
�
��
  ����� �
�
*
��� !������

 ������ ��������
� U ������� 
����� ��!���
�  ��%��
(
U, ε, Δδ

)
& +�
 Δδ x ��!)�
��


� �
!�� ��
�
�� [t∗, ϑ]y

Δδ = {tj : t1 = t∗, 0 < tj+1 − tj � δ, j = 1, . . . , k, tk+1 = ϑ}. IL��NR

U! !������% ��!���� (t∗, x∗, ρ∗) ∈ K0 !���� ������
��� U � ���
 � ����� ���% �
���!���$


% v
[
t∗[·]ϑ

)
������
��� � ���+� �+���� ����!����� '������
 ���(
��


(
x
[
t∗[·]ϑ

]
, ρ
[
t∗[·]ϑ

])
���*��
���% ��� 
�� IL��R& IL�MR ��� �
*
��
 ��*�+���# �����
��%

lẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)uj(t) + C(t)v(t),

ρ̇(t) = −α(t)‖uj(t)‖u,
tj � t < tj+1, j = 1, . . . , k, IL���R

��� ��������� ������� x(t1) = x∗& ρ(t1) = ρ∗� 6�������
 ��� ����

(
x(tj), ρ(tj)

)
��� � �
!��

tj � t � tj+1 ��� j > 1 �������
 � ���
���� ��� ����
�
(
x(tj), ρ(tj)

)
��� ��
����,
+� � �
!��

tj−1 � t � tj � /
������ uj(t) ��!����
 �� !������ U �� �������

uj(t) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, tj � t < tj+1, 
��� 0 � ρ(tj) <

∫ tj+1

tj

α(τ)‖u∗j‖u dτ,

u∗j , tj � t < tj+1, 
��� ρ(tj) �
∫ tj+1

tj

α(τ)‖u∗j‖u dτ,
IL��KR

+�


u∗j = U
(
tj, x(tj), ρ(tj), ε

)
.

!�����
�������� ��
������ 
����� ��������
� U ��� !������% ��!���� (t∗, x∗, ρ∗) ∈ K0

���
�
��
 �� ���
�� ��� Γ(U ; t∗, x∗, ρ∗) = supv[t∗[·]ϑ) γ
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
& +�
 �
�#��� +���� )
�
 �� ��

��
� ����� ���� �
���!����� v
[
t∗[·]ϑ

)
� ���+� �+����& � γ

(
x
[
t∗[·]ϑ

])
x !���
��
 ����!� 
$

�� IL��R& �
���!����*
+��� �� ���(
��� x
[
t∗[·]ϑ

]
& ����(�
����& ��+����� IL���R& IL��KR& !���$

��� U � ���
 � �
���!���
% v
[
t∗[·]ϑ

)
�! ��!���� (t∗, x∗, ρ∗)�

5�� �
 � �
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�������� ��
�������� �������

 U ��!���
� �
������

Γ(U ; t∗, x∗, ρ∗) = lim sup
ε→0

lim
δ→0

sup
Δδ

Γ
(U = (U, ε,Δδ); t∗, x∗, ρ∗

)
. IL��LR
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Γu(t∗, x∗, ρ∗) = inf
U

Γ(U ; t∗, x∗, ρ∗), IL��MR

� � �� 
+�� U0 �
���+� �+���� �� �������& 
���

Γ(U0; t∗, x∗, ρ∗) = Γu(t∗, x∗, ρ∗).
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��� ζ > 0 !���� ������
��� U ��!���
� ζ����
�������& 
���

Γ(U ; t∗, x∗, ρ∗) � Γu(t∗, x∗, ρ∗) + ζ.

2����+����� �)��!�� ��� �������
�� V ������� 
����� ������
� ����!������" '�����"

V =
{
V (t, x, ρ, ε) ∈ Rnv , ‖V (t, x, ρ, ε)‖v � λv, (t, x, ρ) ∈ K0, ε > 0

}
,

� 
������ ��������
� V ������� 
����� ��!���
�  ��%�� (V, ε,Δδ)� / �����% '������!����
��
�����+�
�& � � �
���% �+��� �
���
�
�
����� �� � ��*
��" �� � �����& � ��
��� � �
� ���% �+��� � ��(��% ���
� ��
�
�� t �������+�
 ��'������
% �
  ����� �  
��,
�
!���
��� '�!���+� �
� ��� x(t)& �� � � �
�����
 ρ(t) �
���+� �+�����

U! !������% ��!���� (t∗, x∗, ρ∗) ∈ K0 !���� V � ���
 � ����� ���% �
���!���
% u
[
t∗[·]ϑ

)
������
��� �
���+� �+���� ����!����� '������
 ���(
��


(
x
[
t∗[·]ϑ

]
, ρ
[
t∗[·]ϑ

])
���*��
���%

��� 
�� IL��R& IL�MR ��� �
*
��
 ��*�+���# �����
��%

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + C(t)v∗j ,
ρ̇(t) = −α(t)‖u(t)‖u,

tj � t < tj+1, j = 1, . . . , k, IL���R

��� ��������� ������� x(t1) = x∗& ρ(t1) = ρ∗� W�
��

v∗j = V
(
tj, x(tj), ρ(tj), ε

)
. IL��OR

!�����
�������� ��
�������� 
����� ��������
� V ��� !������% ��!���� (t∗, x∗, ρ∗) ��$
!���
� �
������

Γ(V; t∗, x∗, ρ∗) = inf
u[t∗[·]ϑ)

γ
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
,

+�
 ��(��� +���� )
�
 �� �� ��
� ����� ���� �
���!����� u
[
t∗[·]ϑ

)
& γ
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
x !���
��


����!� 
�� IL��R& �
���!����*
+��� �� ���(
��� x
[
t∗[·]ϑ

]
& ����(�
����& ��+����� IL���R& IL��OR&

!������ V � ���
 � �
���!���
% u
[
t∗[·]ϑ

)
�! ��������% ��!���� (t∗, x∗, ρ∗)�
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 V ��!���
� �
������

Γ(V ; t∗, x∗, ρ∗) = lim inf
ε→0

lim
δ→0

inf
Δδ

Γ
(V = (V, ε,Δδ); t∗, x∗, ρ∗

)
. IL���R
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Γv(t∗, x∗, ρ∗) = sup
V

Γ(V ; t∗, x∗, ρ∗), IL��
R

� � �� 
+�� V0 � ���+� �+���� �� �������& 
���

Γ(V0; t∗, x∗, ρ∗) = Γv(t∗, x∗, ρ∗).

��� ζ > 0 !���� ������
��� V ��!���
� ζ����
�������& 
���

Γ(V; t∗, x∗, ρ∗) � Γv(t∗, x∗, ρ∗)− ζ.
{
��" �����% ��� � ����
 �� ��!��)� �� ����
���� ��� ��#�(�
��� �� �������# +����$

 ��������# �
!��� � �� Γu(t∗, x∗, ρ∗) � Γv(t∗, x∗, ρ∗) �
���+� � � ���+� �+����� ��� �
 � �
���&
�  ��(
 ��� ��
��� ��� �
 � ��",�# ζ$�� �������# !������ ������
����

W��
 ��& � � �
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��� �! ���
�
�
��% �
����� Γu(t∗, x∗, ρ∗) � Γv(t∗, x∗, ρ∗) �� 
��
 
�
���
�� ��

Γu(t∗, x∗, ρ∗) � Γv(t∗, x∗, ρ∗), (t∗, x∗, ρ∗) ∈ K0. IL���R

/ ����
��
 �)��������� ����
���� )��
 ����!���& � � �� �������
 +���� ��������
 �
!���$
 � � �+����� �������" � ���
�
��" �
��

Γ0(t∗, x∗, ρ∗) = Γu(t∗, x∗, ρ∗) = Γv(t∗, x∗, ρ∗), (t∗, x∗, ρ∗) ∈ K0,

��''
�
��������% �+�� IL��RPIL��R� ����
  �+�& )��
 �� �����
�� ��,
� ������
 ���� �� �$
������# � �� 
+�% (U0, V0)& �)��!�",�# �
�����"  ���� . �% �+���

�KN



� .�%� &�'�(�)��*+,��- (�"*+,

0�� � t0 � t∗ < t∗ � ϑ � �∗ � 0� -
�
! U (t∗, t∗, �∗) �)�!����� ���(
� �� ��
# �!�
����#
'�����% u∗

[
t∗[·]t∗

)
=
{
u∗(t) ∈ Rnu , t∗ � t < t∗

}
& �� ���
 �����
 ����" ��������

‖u∗(t)‖u � λu, t∗ � t < t∗,
∫ t∗

t∗
α(τ)‖u∗(τ)‖u dτ � �∗,

� �
�
! V (t∗, t∗) x ���(
� �� �!�
����# '�����% v∗
[
t∗[·]t∗

)
=
{
v∗(t) ∈ Rnv , t∗ � t < t∗

}
&

�����
 ����",�# ������"
‖v∗(t)‖v � λv, t∗ � t < t∗.

6����� � ��#����% ���*��
���% ��� 
��% IL��R& IL�MR ������ ��� 

 ���
��$����"y

ẇ = A(t)w +B(t)u∗ + C(t)v∗, �̇ = −α(t)‖u∗‖u, t0 � t∗ � t < ϑ;

w(t∗) = w∗, �(t∗) = �∗.
IL�KNR

/ ���
� �
 ���(
� �� ��!��(��# ��!���% (t, w, �) ���
�� IL�KNR ������ ����
� ������ K2&
���
�
�
���% � IL�OR� 5�� �
 � �
���& ����� ����� �
���!������ ��!�
%� ��% u∗ � v∗ ���$
 �
� '������ u∗

[
t∗[·]ϑ

) ∈ U (t∗, ϑ, �∗) � v∗
[
t∗[·]ϑ

) ∈ V (t∗, ϑ)� / ����
��",�# �����(�
���#
� ���� 
���� �
���+� �+���� ���+�� )��
 ���)�� ��
�� ��� � ������
� � w '�!���+� �
� �$
�� (w, �) ���
�� IL�KNR � ���
 ����� w = w(1) + w(2)& +�
 �!�
�
��
 �
�
�
���# w(1) � w(2)

�������
 �� �����
�����

ẇ(1) = A(t)w(1) +B(t)u∗, ẇ(2) = A(t)w(2) + C(t)v∗. IL�K�R

0�� �

p(t, s, r) ∈ argmin
‖u‖u�λu

[〈
s,B(t)u

〉− rα(t)‖u‖u], q(t, s) ∈ argmax
‖v‖v�λv

〈
s, C(t)v

〉
,

η(ε, t) =
(
ε+ (t− t0)ε

)1/2
exp

[
λA(t− t0)

]
, λA = max

t∈[t0,ϑ]
‖A(t)‖,

t ∈ [t0, ϑ], s ∈ Rn, r ∈ R, ε > 0.

IL�KKR
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 � � � L��� ��� ��"��� �
��� ε > 0 �������� ����� �
��� δ > 0# ���# ������ "� �
 "��


��

�

 (t∗, x∗, ρ∗) ∈ K2# (t∗, w∗, �∗) ∈ K2# t∗ < ϑ# 
 ������ ������
 t∗ ∈ (t∗, ϑ]# t∗ − t∗ < δ#
"���� ��������
�� ������	
� ���������
�$

I�R ����� ρ∗ � η(ε, t∗) 
 ‖(x∗, ρ∗) − (w∗, �∗)‖E � η(ε, t∗)$ �����
(
x
[
t∗[·]t∗

]
, ρ
[
t∗[·]t∗

])
%

��
���
� �
����� IL��R& IL�MR# ����������� 

 ��

�

 (t∗, x∗, ρ∗) ���

������� ���

����
��� ����

��
�� v
[
t∗[·]t∗

)
��������
� ������� 
����� 
 ���������� ����

��
��

u�
[
t∗[·]t∗

)
=
{
u� = p(t∗, x∗ − w∗, ρ∗ − �∗), t∗ � t < t∗

}
��������
� ������� 
�����#

�
(
w
[
t∗[·]t∗

]
, �
[
t∗[·]t∗

])
% ��
���
� �����
 IL�KNR# ����������� 

 ��

�

 (t∗, w∗, �∗)

���

������� ����

��
�� u∗
[
t∗[·]t∗

) ∈ U (t∗, t∗, �∗) 
 ���������� ����

��
�� v�∗
[
t∗[·]t∗

)
=

=
{
v�∗ = q(t∗, x∗ − w∗), t∗ � t < t∗

}
$ &����

‖(x(t∗), ρ(t∗))− (w(t∗), �(t∗))‖E � η(ε, t∗).

IKR ����� ρ∗ < η(ε, t∗)# w∗ = w
(1)
∗ +w

(2)
∗ 
 ‖x∗−w(2)

∗ ‖E � η(ε, t∗)$ �����
(
x
[
t∗[·]t∗

]
, ρ
[
t∗[·]t∗

])
%

��
���
� �
����� IL��R& IL�MR# ����������� 

 ��

�

 (t∗, x∗, ρ∗) ���

������� �����

��
��� ����

��
�� v
[
t∗[·]t∗

)
������� 
����� � ���� � ������� ����

��
�� u ≡ 0 ����

���� 
�����# �
(
w
[
t∗[·]t∗

]
, �
[
t∗[·]t∗

])
% ��
���
� �����
 IL�KNR# ����������� 

 ��

�



(t∗, w∗, �∗) ���

������� ����

��
�� u∗
[
t∗[·]t∗

) ∈ U (t∗, t∗, �∗) 
 ���������� ����

��
��

v�∗
[
t∗[·]t∗

)
=
{
v�∗ = q(t∗, x∗ − w(2)

∗ ), t∗ � t < t∗
}
$ &����

‖x(t∗)− w(2)(t∗)‖E � η(ε, t∗).

�K�



� � � � ! �  
 � � �  � �� 5����
������ � �
��� �� 
��
 �! �
!��� � �� JL�& �
��� K��LQ� �
- �)� �'���������� � �����+����
 � �
�(�
��
 � ���� 
���� � ���+� �+����& ���)��

��
�� ��� � ������
� � x '�!���+� �
� ��� (x, ρ) ���*��
���% ��� 
�� IL��R& IL�MR � ���

����� x = x(1) + x(2)& +�
 �!�
�
��
 �
�
�
���# x(1) � x(2) �������
 �� �����
�����

ẋ(1) = A(t)x(1) +B(t)u∗, ẋ(2) = A(t)x(2) + C(t)v∗. IL�KLR

7 
 � � � L�K� ��� ��"��� �
��� ε > 0 �������� ����� �
��� δ > 0# ���# ������ "� �
 "��


��

�

 (t∗, x∗, ρ∗) ∈ K2# (t∗, w∗, �∗) ∈ K2# t∗ < ϑ# 
 ������ ������
 t∗ ∈ (t∗, ϑ]# t∗ − t∗ < δ#
"���� ��������
�� ������	
� ���������
�$

I�R ����� ρ∗ � η(ε, t∗) 
 ‖(x∗, ρ∗)−(w∗, �∗)‖E � η(ε, t∗)$ �����
(
x
[
t∗[·]t∗

]
, ρ
[
t∗[·]t∗

])
% ��
���

�
� �
����� IL��R& IL�MR# ����������� 

 ��

�

 (t∗, x∗, ρ∗) ���

������� ������
���

����

��
�� u
[
t∗[·]t∗

)
��������
� ������� 
����� 
 ���������� ����

��
�� v�

[
t∗[·]t∗

)
=

=
{
v� = q(t∗, w∗ − x∗), t∗ � t < t∗

}
��������
� ������� 
�����# �

(
w
[
t∗[·]t∗

]
, �
[
t∗[·]t∗

])
%

��
���
� �����
 IL�KNR# ����������� 

 ��

�

 (t∗, w∗, �∗) ���

������� ����

��
��

v∗
[
t∗[·]t∗

) ∈ V (t∗, t∗, �∗) 
 ���������� ����

��
�� u�∗
[
t∗[·]t∗

)
=
{
u�∗=p(t∗, w∗ − x∗, �∗ − ρ∗)#

t∗ � t < t∗
}
$ &����

‖(x(t∗), ρ(t∗))− (w(t∗), �(t∗))‖E � η(ε, t∗).

IKR ����� ρ∗ < η(ε, t∗)# x∗ = x
(1)
∗ +x

(2)
∗ 
 ‖x(2)∗ −w∗‖E � η(ε, t∗)$ �����

(
x
[
t∗[·]t∗

]
, ρ
[
t∗[·]t∗

])
%

��
���
� �
����� IL��R& IL�MR# ����������� 

 ��

�

 (t∗, x∗, ρ∗) ���

������� ���

����
��� ����

��
�� u
[
t∗[·]t∗

)
������� 
����� 
 ���������� ����

��
�� v�

[
t∗[·]t∗

)
=

=
{
v� = q(t∗, w∗ − x∗), t∗ � t < t∗

}
��������
� ������� 
�����# �

(
w
[
t∗[·]t∗

]
, �
[
t∗[·]t∗

])
%

��
���
� �����
 IL�KNR# ����������� 

 ��

�

 (t∗, w∗, �∗) ���

������� ����

��
��

v∗
[
t∗[·]t∗

) ∈ V (t∗, t∗, �∗) 
 ������� ����

��
�� u∗ ≡ 0$ &����

‖x(2)(t∗)− w(t∗)‖E � η(ε, t∗).

� � � � ! �  
 � � �  � �� 5����
������ � �
��� �� 
��
 �! �
!��� � �� JL�& �
��� K��MQ� �
� .�.� &*+$#$�/ e±j $ $4 ���I����

[��*
� ����
���� ��� ��� ��
��� ��� 
�� �
����� e±j & �� �����
 �� ���% � �����
%*
�
)��� ���
�
�
�� ζ$�� �������
 !����� ������
��� �
���+� � � ���+� �+����� � )��
 ���
�����) ���)��(
���+� ������
��� �� �������# +���� ��������# �
!��� � �� �+����� � ��'$
'
�
��������% �+�
 IL��RPIL��R�

0�� � ��� ����
(� �� ��
�
�� ������
��� [t∗, ϑ] !�'���������� ��!)�
��
 Δδ = {tj}k+1
j=1

���� IL��NR& � �� ���
 ���"�
�� ��
 ���
� � ϑi ��
��� ���
� �� ���(
��� �! ����!� 
�� IL��R&
 � 
� �

ϑi ∈ Δδ, i = h(t∗), . . . , N. IL�KMR

0�� � j = 1, . . . , k& m ∈ Rn& � � 0 � Uj(�) = U (tj , tj+1, �)& Vj = V (tj , tj+1)� 0���(��

Δψj(t∗,m, �) = min
Uj(�)

max
Vj

∫ tj+1

tj

〈m,Ψ(ϑ, τ)(B(τ)u∗(τ) + C(τ)v∗(τ))〉dτ, IL�K�R

+�
 Ψ(ϑ, τ) x �� ���� ��*� ��� �����
��� ẋ = A(t)x& ������ 〈·, ·〉 �)�!����
 ��������
 ����!$
�
�
��
 �
� ����& ��
����� �������� � ��������� )
�� �� �� '������� u∗

[
tj[·]tj+1

) ∈ Uj(�)
� v∗

[
tj [·]tj+1

) ∈ Vj ��� �
 � �
���� 1��(
� �� Uj(�) � Vj ���)������� �� � ���� ���� �

L2(tj , tj+1) �������
��# � ������ �� '�����%& ��. ��� ������ ����
��
 ������� � ���$
����� ��� �+�" ��� W��
 ��  ��(
& � � '������ Δψj(t∗,m, �)& j = 1, . . . , k& �
��
����� ��
���������� � ��+��
� �� (m,�)& ������� � �
 ��!��� �" �� ��

0��� �� �� *�+�� ��!)�
���Δδ ���
�
��� ���(
� �� G±
j (t∗) �
� ����m ∈ Rn � ��������


'������ ϕ±
j (t∗,m, �)& m ∈ G±

j (t∗)& � � 0& �� ��
��",�� �
����
� ��� ��� ��*
�����

�KK



0�� j = k + 1 ��

�

G+
k+1(t∗) = {m : m = 0},

ϕ+
k+1(t∗,m, �) = 0, m ∈ G+

k+1(t∗), � � 0,

G−
k+1(t∗) = {m : m = D�

N l, l ∈ RdN , μ∗N (l) � 1},
ϕ−
k+1(t∗,m, �) = −〈m, cN 〉, m ∈ G−

k+1(t∗), � � 0.

Z��� 1 � j � k&  �+��

G+
j (t∗) = G−

j+1(t∗), ϕ+
j (t∗,m, �) = conc

G+
j (t∗)

[
ψj(t∗, ·, �)

]
(m), m ∈ G+

j (t∗), � � 0,

+�


ψj(t∗,m, �) = min
�′∈Rj(t∗,�)

[Δψj(t∗,m, �− �′) + ϕ−
j+1(t∗,m, �

′)], m ∈ G+
j (t∗), � � 0,

Rj(t∗, �) = {�′ : max[0, �− λu
∫ tj+1

tj

α(τ)dτ ] � �′ � �}, IL�KOR

� ���

& ��+�� tj �
 �������
 �� � ����� �! ���
� �� ϑi ��
��� ���
� �� ���(
���&  � 
� �
tj < ϑh(tj)&

G−
j (t∗) = G+

j (t∗), ϕ−
j (t∗,m, �) = ϕ+

j (t∗,m, �), m ∈ G−
j (t∗), � � 0, IL�K�R

����
& ��+�� tj = ϑh& h = h(tj)&

G−
j (t∗) = {m : m = νm∗ +Ψ�(ϑh, ϑ)D�

h l, ν � 0, l ∈ Rdh , σ∗h(l, ν) � 1, m∗ ∈ G+
j (t∗)},

ϕ−
j (t∗,m, �) = max

(ν,l,m∗)|m
[νϕ+

j (t∗,m∗, �)− 〈l,Dhch〉], m ∈ G−
j (t∗), � � 0.

IL�K
R

W�
�� h(·) x '������& ���
�
�
���� ���

 � IL�
Rz �
�#��% ���
�� }�~ �)�!����
  ��������$
������
z μ∗N (·) � σ∗h(·) x �����& �����(
���
 � μN (·) � σh(·) �! IL��Rz ��� ��(��� '������$
������ � � 0 ������ conc

G+
j (t∗)

[
ψj(t∗, ·, �)

]
(m) �)�!����
 �������" ��
�#� I��+�� �"R �)������

'������ ψj(t∗, ·, �) =
{
ψj(t∗,m, �), m ∈ G+

j (t∗)
}
�� ���(
� �
 G+

j (t∗)&  � 
� � ����������"

�! ��+�� �# '�����%& ��(�����",�# ψj(t∗,m, �) ��� m ∈ G+
j (t∗)z �������� � IL�K
R �����$

��
 �� �� ��
�  ����  ��%��� (ν, l,m∗)& � � ν � 0& l ∈ Rdh & σ∗h(l, ν) � 1& m∗ ∈ G+
j (t∗) � ��� . ��

νm∗ +Ψ�(ϑh, ϑ)D�
h l = m�

1�(�� ����
�� �& � � ��� �")�+� j = 1, . . . , k + 1 ��� ��
���
  ���� �)��!�� ���(
$
� �� G±

j (t∗) )��� ��������� ������ ��� � Rn& ���
�(�,��� m = 0& ��� . �� ϕ±
j (t∗, 0, �) � 0&

� � 0� ����
  �+�& !�
�� � ��"�� ���

 ����+�
�& � � '������ ϕ±
j (t∗,m, �) �
��
����� �� ����$

������ � ��+��
� �� (m,�)& ������� � �
 ��!��� �" �� �� U! �
!��� � �� J�NQ ��
��
 & � � . �
��
�����(
��
& �� ���%�
% �
�
& ������
��& 
��� 
�������
 *��� ���� μ∗i (·)& i = 1, . . . , N & ��$
��" �� � ��+� ���������& ��)� ���+�+���������& ��)�& � �),
� �����
& P $���(
� ���� JMQ�
W��
 ��  ��(
& � � � ��+�" �������� � 
�������# *���� ���� μ∗i (·) ��
+�� ��(�� �)
��
�� �
��� ����,� ���#���,
% ������������� ��#����+� ����!� 
�� ���
� �� IL��R I��� �����)��� �
� J�NQR� / . �� �����
 �����
%*�
 �����(�
��� �� ��� �� �
�!�
�����& � �����
���% �
!���$
 � )��
 �
�
� �  ����� �" �� ��+�
*��� � ���!����% ��������������

��� w ∈ Rn& � � 0 � j = 1, . . . , k + 1 ������ ��� �
������

e±j (t∗, w, �) = max
m∈G±

j (t∗)
[〈m,Ψ(ϑ, tj)w〉+ ϕ±

j (t∗,m, �)]. IL�K�R

W��
 ��& � � � ���� � �
�
���# ��*
 ���%� � '�����% ϕ±
j (t∗,m, �)& m ∈ G±

j (t∗)& � � 0& . �
�
������ )��� �
� ���� 
���� � �
��
����� �� ���������� � �
�
�
���# (w, �)�

5�
��",�
 �
��� �� ��������" �
�)#�����
 ���%� �� �
����� e±j (t∗, w, �)�

�KL
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 � � � L�L� '����� "� �
 "��
 ������ ������
 t∗ ∈ [t0, ϑ) 
 ��
"
��
� Δδ = {tj}k+1
j=1

�
�� IL��NR& IL�KMR# ��� ��"�� j = 1, . . . , k# w ∈ Rn# � � 0 
 h = h(tj) 
����

e−j (t∗, w, �) =

{
e+j (t∗, w, �), ���
 tj < ϑh,

σh
(
Dh(w − ch), e+j (t∗, w, �)

)
, ���
 tj = ϑh.

IL�LNR

� � � � ! �  
 � � �  � �� [)��������
 �����% �
���& �� �� �& ��� ���
 ����!� 
��� �� ���$
��+����+� � �
�(�
��� �! JM�Q& �'�������������+� ��� ������& ��+�� �������",�
 ��!�
%$
� ��� �
 � 
��
�� �� 
+�������� �+�����
������ �

5�
��",�
 ��
 �
��� ����!���" �� �� �����+�� �  
��
���� L � M �! JM�Q& �'��������$
������� ��� ������  
���������+� ����!� 
�� ���
� ���

7 
 � � � L�M Iu$� �)������ �R� ��� ��"��� �
��� ε > 0 ��	������� �
��� δ∗ > 0 �����#

���# ������ "� �
 "��
 ������ ������
 t∗ ∈ [t0, ϑ)# ��
"
��
� Δδ = {tj}k+1
j=1 �
�� IL��NR&

IL�KMR# δ � δ∗# 
 ��

�
� (tj , wj , �j) ∈ K2# j = 1, . . . , k# ��� ������ ����

��

 v∗
[
tj[·]tj+1

) ∈ Vj #

�������� ����� ����

��
� u∗
[
tj [·]tj+1

) ∈ Uj(�j)# ��� ������ IL�KNR 

 ��

�

 (tj, wj , �j) ���
������
�� (�
� ����

��
� ��
��� � ��

�
�

(
tj+1, wj+1 = w(tj+1), �j+1 = �(tj+1)

) ∈ K2# ���

������� "���� ��������� �����������

e+j (t∗, wj , �j) � e−j+1(t∗, wj+1, �j+1)− ε(tj+1 − tj). IL�L�R

7 
 � � � L�� Iv$� �)������ �R� '����� "� �
 "��
 ������ ������
 t∗ ∈ [t0, ϑ)# ��
"
��
�
Δδ = {tj}k+1

j=1 �
�� IL��NR& IL�KMR 
 ��

�
� (tj , wj , �j) ∈ K2# j = 1, . . . , k# �������� ����

��
�

v0∗
[
tj[·]tj+1

) ∈ Vj �����# ��� ��
 ������ ����

��

 u∗
[
tj [·]tj+1

) ∈ Uj(�j) ������ IL�KNR 


��

�

 (tj , wj , �j) ��� ������
�� (�
� ����

��
� ��
��� � ��

�
�

(
tj+1, wj+1 = w(tj+1)#

�j+1 = �(tj+1)
) ∈ K2# ��� ������� "���� ��������� �����������

e+j (t∗, wj , �j) � e−j+1(t∗, wj+1, �j+1). IL�LKR

� .�2� 
'�$(�+,�/* )�1���$1�����/* 1*!5+,���/ $ ζ3�'�$(�+,�/* !� ��/ 5'1��3
+*�$-

0�� � !�'���������� ���
� ������ ����
��� ������
��� t∗ < ϑ& ��!)�
��
 Δδ = {tj}k+1
j=1

���� IL��NR& IL�KMR& �� )�!
 . �+� ��!)�
��� ��� ��
�� ���(
� �� G±
j (t∗)& '������ ϕ±

j (t∗,m, �)&
m ∈ G±

j (t∗)& � � 0& � � ��+����� � IL�K�R ���
�
�
�� �
������ e±j (t∗, w, �)& w ∈ Rn& � � 0� [��$

����� �� ��� 
�� �
����� e+j (t∗, w, �)& j = 1, . . . , k& ���
�
��� � �� 
+�" U e
Δδ

�
���+� �+����
 ��& � �)� ��� t = tj ∈ Δδ ����������� ��� ��*
���

U e
Δδ

(tj, x, ρ, ε) =

{
0, 
��� ρ < η(ε, tj),

uej, 
��� ����
,
(tj , x, ρ) ∈ K1, ε > 0, IL�LLR

+�
 uej ��#��� �� �! ������� .�� �
������+� ����+� �� ���� � ��",�"  ���� (wu
j , �

u
j ) JL�& M�Qy

uej = p(tj , s
u
j , r

u
j ), s

u
j = x− wu

j , r
u
j = ρ− �uj ,

(wu
j , �

u
j ) ∈ argmin

‖(x,ρ)−(w,�)‖E�η(ε,tj)
e+j (t∗, w, �).

IL�LMR

W�
�� '������ η(·) � p(·) ���
�
�
�� � ��+����� � IL�KKR�
��� ���� ��� ��*
��� IL�K�R � IL�LMR& �������

suj =
Ψ�(ϑ, tj)mu

j√
1 + ‖Ψ�(ϑ, tj)mu

j ‖2E

√
η2(ε, tj)− (ruj )

2, ruj = ruj (m
u
j ),

ruj (m) ∈ argmax
|r|�η(ε,tj)

[√
1 + ‖Ψ�(ϑ, tj)m‖2E

√
η2(ε, tj)− r2 − ϕ+

j (t∗,m, ρ− r)
]
,

mu
j ∈ argmax

m∈G+
j (t∗)

[
〈Ψ�(ϑ, tj)m,x〉 −

−
√
1 + ‖Ψ�(ϑ, tj)m‖2E

√
η2(ε, tj)− (ruj (m))2 + ϕ+

j (t∗,m, ρ− rj(m))
]
.

�KM



[)��������
 �#�(�# �������� ����
�
��& ������
�& � JL�& �L�Q � �������+��'
 ��M�

7 
 � � � L�O� ��� ��"��� �
��� ζ > 0 �������� �
��� ε∗ > 0 
 �����
� δ∗(ε) > 0#
0 < ε � ε∗# ���
�# ���# ������ "� �
 "��
 
�����
� 0 < ε � ε∗# ��

�
� (t∗, x∗, ρ∗) ∈ K1#

t∗ < ϑ# ���)
������ �
����� IL��R& IL�MR# ��
"
��
� Δδ �
�� IL��NR& IL�KMR# δ � δ∗(ε)# 
 �����

��
��� ����

��
� v
[
t∗[·]ϑ

)
��������
� ������� 
�����# 
���� ��������
� Ue = (U e

Δδ
, ε,Δδ)

������� 
����� "���� ������
������ �����������

e±1 (t∗, x∗, ρ∗) � γ±
(
x
[
t∗[·]ϑ

])− ζ, IL�L�R

��� � ����������

 � IL�
R& IL��R

γ+
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
= μh(t2)

(
Dh(t2)

(
x(ϑh(t2))− ch(t2)

)
, . . . ,DN

(
x(ϑN )− cN

))
,

γ−
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
= μh(t1)

(
Dh(t1)

(
x(ϑh(t1))− ch(t1)

)
, . . . ,DN

(
x(ϑN )− cN

))
.

� � � � ! �  
 � � �  � �� 0���(��

λΨ = max
t,τ∈[t0,ϑ]

‖Ψ(t, τ)‖E , λB = max
τ∈[t0,ϑ]

‖B(τ)‖,
α∗ = min

τ∈[t0,ϑ]
α(τ), α∗ = max

τ∈[t0,ϑ]
α(τ), L = λΨλBα

−1∗ .
IL�LOR

-���� ε∗ > 0 ��)
�
�  ��& � �)� ��� �")�# xi, wi ∈ Rn& ‖xi − wi‖E � (1 + 2L)η(ε∗, ϑ)&
i = 1, . . . , N & ����������� �
���
�� ��

max
i=1,...,N

∣∣∣μi(Di(xi − ci), . . . ,DN (xN − cN )
)− μi(Di(wi − ci), . . . ,DN (wN − cN )

)∣∣∣ � ζ

2
. IL�L�R

W�
�� η(·) x '������ �! IL�KKR& μi(·)& i = 1, . . . , N & x ����� �! ����!� 
�� ���
� �� IL��R�
[��
�
��� '�����" δ(0)(ε) > 0& ε > 0& ��#��� �! �������

α∗λuδ(0)(ε) � η(ε, t0). IL�L
R

[������� �� �
��� L��& ���
�
��� '�����" δ(3.1)(ε) > 0& ε ∈ (0, ε∗]� ���

& ��!��
� ����� ζi&
i = 1, . . . , N y ζ

2(ϑ−t0)
= ζ1 � ζ2 � . . . � ζN > 0&  ��& � �)� ��� �")�# i = 1, . . . , N − 1& li ∈ Rdi

� 0 � ν � ζi+1(ϑ − t0) ��
�� �
� � �
���
�� ��

σi(li, e) � σi(li, e+ ν)− ζi(ϑ− ϑi), e � 0, IL�L�R

+�
 σi(·)& i = 1, . . . , N − 1& x ����� �! ������� IL��R� W����*��� � �
��
 L�M ������ ε = ζN &
���
�
��� ����� δ(3.4) > 0� 0���(��

δ∗(ε) = min{δ(0)(ε), δ(3.1)(ε), δ(3.4)}, ε ∈ (0, ε∗]. IL�MNR

0�� � !�'���������� !���
��
 ε ∈ (0, ε∗]& ��!���� (t∗, x∗, ρ∗) ∈ K1 � ��!)�
��
Δδ = {tj}k+1
j=1

���� IL��NR& IL�KMR& δ � δ∗(ε)� ������ ��� ���(
��

(
x
[
t∗[·]ϑ

]
, ρ
[
t∗[·]ϑ

])
���*��
���% ��� 
��

IL��R& IL�MR& �'�����������
 �� �#
�
 IL���R& IL��KR �! ��!���� (t∗, x∗, ρ∗) !������ ������
���
Ue = (U e

Δδ
, ε,Δδ) �
���+� �+���� � ���
 � �
�� ���% ����� ���% �
���!���
% v

[
t∗[·]ϑ

)
�����$

�
��� � ���+� �+�����
[)�!����� xj = x(tj)& ρj = ρ(tj)& j = 1, . . . , k + 1� -
�
! j∗ �)�!����� ����������% ���
��

j = 1, . . . , k& ��� �� ���+� ρj < η(ε, tj)� Z���  ���+� ���
��� �
 &  � ����+�
� j∗ = k + 1�

��� ��(��+� j = 1, . . . , k ������ ��� ���(
��

(
w[j]

[
tj[·]tj+1

]
, �[j]

[
tj[·]tj+1

])
���
�� IL�KNR&

����(��
��
 �! ���� � ��",
% ��!����
(
tj , wj , �j

) ∈ K2 �
���!���
% v�∗
[
tj[·]tj+1

)
& ���
�
$

��
��% �� �
��
 L��& � �� ���% ����+�
� t∗ = tj & t
∗ = tj+1& x∗ = xj & ρ∗ = ρj & w∗ = wj &

�∗ = �j & � �
���!���
% u∗
[
tj [·]tj+1

)
& ��%�
���% �� v�∗

[
tj[·]tj+1

)
� ��+����� � �
���% L�M�

5��� � ��",�� ��!����
(
tj, wj , �j

)
��(��% ��! ��!����
 �� �� ��
��",
�� �������y 
���

�K�



1 � j � j∗−1& ���� (wj, �j) ���
�
��
 �� �! ��� ��*
��% IL�LMRz 
��� (
 j∗ � j � k&  � (wj , �j) =

=
(
w[j−1](tj), �[j−1](tj)

)
� 0�� . �� ��� j = j∗, . . . , k ����+�
�& � � w[j](t) = w

(1)
[j] (t) + w

(2)
[j] (t)& +�


�!�
�
��
 �
�
�
���# w
(1)
[j] (t) � w

(2)
[j] (t)& tj � t � tj+1& �������
 �� �����
����� ���� IL�K�R&

��� �������#

w
(1)
[j∗](tj∗) = 0, w

(2)
[j∗](tj∗) = wj∗ ,

w
(1)
[j] (tj) = w

(1)
[j−1](tj), w

(2)
[j] (tj) = w

(2)
[j−1](tj), j = j∗ + 1, . . . , k.

IL�M�R

����
  �+�& � �����
 j∗ = 1 ����+�
� w1 = x1 = x∗& �1 = ρ1 = ρ∗�
0���(
�& � � ��� ��
# j = 1, . . . , k �����
����� �
���
�� ��

‖x(tj+1)− w[j](tj+1)‖E � (1 + 2L)η(ε, ϑ). IL�MKR

��� j < j∗ . � �
���
�� �� �� 
��
 �! �
���+� � �
�(�
��� �
��� L��& 
��� ��
� �
���"�
��
 �! IL�LMR& ���
�
��",

 � . �� �����
 ���� � ��",�" ��!���" (tj, wj , �j)& � ����$
��
 IL�L
R �� ��)�� IL�MNR '������ δ∗(ε)& �)
��
����",

 !�
�� �
���
�� ��

ρ(tj) �
∫ tj+1

tj

α(τ)‖u�j‖udτ.

0�� � j � j∗� / ��+����� � ��� ��
����� ��*
 � �
���% L�� ��

�

‖x(tj+1)− w[j](tj+1)‖E � ‖x(tj+1)− w(2)
[j] (tj+1)‖E + ‖w(1)

[j] (tj+1)‖E �

� η(ε, ϑ) + ‖w(1)
[j] (tj+1)‖E .

IL�MLR

���

& ��� ���� ��� ��*
��� IL�K�R& IL�LOR � IL�M�R& �������

‖w(1)
[j] (tj+1)‖E �

∫ tj+1

tj∗
‖Ψ(tj+1, τ)B(τ)u∗(τ)‖E dτ � L

∫ ϑ

tj∗
α(τ)‖u∗(τ)‖u dτ �

� L�j∗ � 2Lη(ε, ϑ).

IL�MMR

U! ��
��� IL�MLR � IL�MMR !���"��
�& � � �
���
�� �� IL�MKR �����
����� � ��� j � j∗�
-
�
! J(i)& i = h(t1), . . . , N & �)�!�����  ���
 j = 1, . . . , k + 1& � � tj = ϑi� ����
  �+�& ���

��� ��� � !����� �����
%*�# �������� )��
� ������!��� � ��
��",�
 �)�!���
���y

l
(x)
i = Di

(
x(ϑi)− ci

)
, l

(w)
i = Di

(
w[J(i)−1](ϑi)− ci

)
.

0���(
�& � � ��� ��
# j = 1, . . . , k �����
����� �
���
�� ��

e+j (t∗, wj , �j) � μh
(
l
(w)
h , . . . , l

(w)
N

)− ζh(ϑ− tj), h = h(tj+1). IL�M�R

8��
� �����(��
� �� �������� �� �)���",
�� ���
��� j� / ���� �
��� L�M ��

�

e+j (t∗, wj , �j) � e−j+1

(
t∗, w[j](tj+1), �[j](tj+1)

)− ζh(tj+1 − tj),
h = h(tj+1), j = 1, . . . , k.

IL�MOR

0���!���� ��� ��*
��
� IL�MOR ��� j = k � ���
�
�
��
� IL�K�R �
������ e−k+1(·)& ����!�$
��
� )�!� ��������y

e+k (t∗, wk, �k) � e−k+1

(
t∗, w[k](ϑ), �[k](ϑ)

)− ζN (ϑ− tk) =
= μN

(
l
(w)
N

)− ζN (ϑ − tk).

���

 ��
�����(��& � � �
���
�� �� IL�M�R �������
 �� ��� j = s + 1& s = 1, . . . , k − 1&
� ����(
�& � �  �+�� ��� �����
����� ��� j = s�

�KO



/ ��+����� � �
���% L�� � ���
�
�
��
� ���� � ��",�# ��!���%
(
tj, wj , �j

)
��

�

e+j+1

(
t∗, w[j](tj+1), �[j](tj+1)

)
� e+j+1(t∗, wj+1, �j+1), j = 1, . . . , k. IL�M�R

/ �����
 ts+1 �= ϑh& h = h(ts+1)& ��� ���� ������� �
���
�� �� IL�MOR& !� 
� ���
�� �� IL�LNR
� �
���
�� �� IL�M�R& � ���� �
���
�� �� IL�M�R ��� j = s + 1 � �����
�����+� � . �� �����

���
�� �� h(ts+1) = h(ts+2) = h �������

e+s (t∗, ws, �s) � e−s+1

(
t∗, w[s](ts+1), �[s](ts+1)

)− ζh(ts+1 − ts) �
� e+s+1(t∗, ws+1, �s+1)− ζh(ts+1 − ts) � μh

(
l
(w)
h , . . . , l

(w)
N

)− ζh(ϑ− ts).
U���
& 
��� ts+1 = ϑh&  � ��

� h(ts+2)−1 = h(ts+1) = h& J(h) = s+1� 3�+��& ����� �������

������!�� �
���
�� �� IL�MOR& � !� 
� ���
�� �� IL�LNR � �
���
�� �� IL�M�R& ��� ���� ���


���� ����� � ����� σh(·) �� � ����� ��+��
� �& �
���
�� �� IL�L�R � �
���
�� �� IL�M�R ���
j = s+ 1& � ��+����� � ��� ��*
��
� IL��R !���"��
�

e+s (t∗, ws, �s) � e−s+1

(
t∗, w[s](ts+1), �[s](ts+1)

)− ζh(ts+1 − ts) �
� σh

(
l
(w)
h , e+s+1(t∗, ws+1, �s+1)

)− ζh(ts+1 − ts) �
� σh

(
l
(w)
h , e+s+1(t∗, ws+1, �s+1) + ζh+1(ϑ − ts+1)

)− ζh(ϑ− ts) �
� σh

(
l
(w)
h , μh+1

(
l
(w)
h+1, . . . , l

(w)
N

))− ζh(ϑ− ts) � μh
(
l
(w)
h , . . . , l

(w)
N

)− ζh(ϑ − ts).
U ��& �
���
�� �� IL�M�R ����!���� U! . �+� �
���
�� �� ��� j = 1& �������� �� �������


���
�
�
��
 ���� � ��",
% ��!����
(
t1, w1, �1

)
& �������

e+1 (t∗, x∗, ρ∗) � e+1 (t∗, w1, �1) � μh(t2)
(
l
(w)
h(t2)

, . . . , l
(w)
N

)− ζh(t2)(ϑ − t1). IL�M
R

����!���
��
 �
���
�� �� IL�L�R ��� �
������ e+1 (t∗, x∗, ρ∗) �� 
��
 �! �
���
�� �� IL�M
R&

��� ����� � �� �������
 ������
 IL�L�R ��)��� ����� ε∗ > 0 ��
� 
 � ��
���% IL�MKR � �
��$
�
�� �� ζh(t2)(ϑ − t0) � ζ/2�

��� ����!� 
��� �� �
���
�� �� IL�L�R � ���� 
���� �
������ e−1 (t∗, x∗, ρ∗) ������ ��� ���
������y t1 �= ϑh(t1) � t1 = ϑh(t1)�

0�� � t1 �= ϑh(t1)� 3�+�� h(t1) = h(t2)& � �! ��� ��*
��% IL�LNR& IL�M
R& ��� ���� ����$
��
 IL�L�R � ��
���% IL�MKR � �
���
�� �� ζh(t1)(ϑ− t0) � ζ/2& ������
�

e−1 (t∗, x∗, ρ∗) = e+1 (t∗, x∗, ρ∗) � μh(t1)
(
l
(w)
h(t1)

, . . . , l
(w)
N

)− ζh(t1)(ϑ− t1) �
� μh(t1)

(
l
(x)
h(t1)

, . . . , l
(x)
N

)− ζ.
0�� � t1 = ϑh(t1)� 3�+�� h(t1) = h(t2) − 1& J

(
h(t1)

)
= 1& � ��

 �
� � ��
��",�� �
�����

�
���
�� �y

e−1 (t∗, x∗, ρ∗) = σh(t1)
(
l
(x)
h(t1)

, e+1 (t∗, x∗, ρ∗)
)
�

� σh(t1)
(
l
(x)
h(t1)

, e+1 (t∗, x∗, ρ∗) + ζh(t2)(ϑ − t1)
)− ζh(t1)(ϑ − t1) �

� σh(t1)

(
l
(x)
h(t1)

, μh(t2)
(
l
(w)
h(t2)

, . . . , l
(w)
N

))− ζ/2 �
� μh(t1)

(
l
(x)
h(t1)

, l
(w)
h(t2)

, . . . , l
(w)
N

)
− ζ/2 � μh(t1)

(
l
(x)
h(t1)

, l
(x)
h(t2)

, . . . , l
(x)
N

)
− ζ.

W�
�� ����
���� 
���� �� 
�� ���
�� �� IL�LNR& ������
 IL�L�R ��)��� �
����� ζi& i = 1, . . . , N &
�
���
�� �� IL�M
R ��
� 
 � ���� ����� �" ����� σh(t1)(·) �� � ����� ��+��
� �& �  ��(

��� ��*
��
 IL��R& ������
 IL�L�R ��)��� ����� ε∗ > 0 � ��
��� IL�MKR� �

6����� �� � �� 
+�
% U e
Δδ

�
���+� �+���� IL�LLR ������ ��� � �� 
+�" V e
Δδ

� ���+� �+����&
���
�
��
��"  ��& � �)� �  ����# tj ��!)�
��� Δδ ����������� ��� ��*
���

V e
Δδ

(tj , x, ρ, ε) = vej , (tj, x, ρ) ∈ K1, ε > 0, j = 1, . . . , k, IL�M�R

�K�



+�
 vej ��#��� �� �! ������� .�� �
������+� ����+� �� ���� � ��",�"  ���� (wv
j , �

v
j )y

vej = q(tj, s
v
j ), s

v
j = wv

j − x, (wv
j , �

v
j ) ∈ argmax

‖(x,ρ)−(w,�)‖E�η(ε,tj)
e+j (t∗, w, �). IL��NR

W�
�� '������ η(·) � q(·) ���
�
�
�� � ��+����� � IL�KKR�

��� ���� ��� ��*
��� IL�K�R � IL��NR& �������

svj =
Ψ�(ϑ, tj)mv

j√
1 + ‖Ψ�(ϑ, tj)mv

j‖2E

√
η2(ε, tj)− (rvj )

2, rvj = rvj (m
v
j ),

rvj (m) ∈ argmax
|r|�η(ε,tj)

[√
1 + ‖Ψ�(ϑ, tj)m‖2E

√
η2(ε, tj)− r2 + ϕ+

j (t∗,m, ρ+ r)

]
,

mv
j ∈ argmax

m∈G+
j (t∗)

[
〈Ψ�(ϑ, tj)m,x〉+

+
√

1 + ‖Ψ�(ϑ, tj)m‖2E
√
η2(ε, tj)− (rvj (m))2 + ϕ+

j (t∗,m, ρ+ rvj (m))
]
.

7 
 � � � L��� ��� ��"��� �
��� ζ > 0 �������� �
��� ε∗ > 0 
 �����
� δ∗(ε) > 0#
0 < ε � ε∗# ���
�# ���# ������ "� �
 "��
 
�����
� 0 < ε � ε∗# ��

�
� (t∗, x∗, ρ∗) ∈ K1#

t∗ < ϑ# ���)
������ �
����� IL��R& IL�MR# ��
"
��
� Δδ �
�� IL��NR& IL�KMR# δ � δ∗(ε)# 
 ���

����
��� ����

��
� u
[
t∗[·]ϑ

)
��������
� ������� 
�����# 
���� ��������
� Ve = (V e

Δδ
, ε,Δδ)

������� 
����� "���� ������
������ �����������

e±1 (t∗, x∗, ρ∗) � γ±
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
+ ζ,

��� γ±
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
% �"�
�����
� 

 ����� L�O$

� � � � ! �  
 � � �  � �� ����!� 
��� �� . �% �
��� ������� �� �� �����+�� � �
���% L�O
� �����% �� �
��� L�K � L�� ��
� � �
�� L�� � L�M ��� �
 � �
���� �

6�(
 �� �
)�
 �� ������ ���� � �
������ IL�K�R& ��� ��
���
 �� ��!�����# ��!)�
���#�
- �)� ����
���� �& � � �
������ e±j (t∗, w, �) ��� ��
�� �� )�!
 ��!)�
��� Δδ& ���

 ������$

!�
� �)�!���
��
 e±j (t∗, w, �;Δδ)�

7 
 � � � L�
� ��� ��"��� �
��� ξ > 0 �������� �
��� δ > 0 �����# ���# ���
� "� �
 "��


��

�
� (t∗, x∗, ρ∗) ∈ K1 
 ��
"
��
� Δδ1 # Δδ2 �
�� IL��NR& IL�KMR# δ1, δ2 � δ# "���� �����������

�����������

|e±1 (t∗, x∗, ρ∗;Δδ1)− e±1 (t∗, x∗, ρ∗;Δδ2)| � ξ.

� � � � ! �  
 � � �  � �� ��� � ���� ������ �
 � �����% t∗ < ϑ� 0���!���� �
����� L�O �
L��& �� ����� ζ = ξ/2 ���
�
��� ����� ε∗(3.6)& ε∗(3.7) � '������ δ∗(3.6)(·)& δ∗(3.7)(·)� 0���(��
ε = min{ε∗(3.6), ε∗(3.7)}& δ = min{δ∗(3.6)(ε), δ∗(3.7)(ε)}� W�'������
� ��!���" (t∗, x∗, ρ∗) ∈ K1&
t∗ < ϑ& !���
��� δ1, δ2 < δ � ��!)�
��� Δδ1 & Δδ2 �

������ ��� ���(
��
 x(1)
[
t∗[·]ϑ

]
���*��
���% ��� 
�� IL��R& IL�MR& ����(�
���
 �! ��!����

(t∗, x∗, ρ∗) !������ Ue
1 = (U e

Δδ1
, ε,Δδ1) �! �
��� L�O � ���
 � !������ Ve1 = (V e

Δδ2
, ε,Δδ2) �!

�
��� L��� U�

�

e±1 (t∗, x∗, ρ∗;Δδ2)− ξ/2 � γ±
(
x(1)

[
t∗[·]ϑ

])
� e±1 (t∗, x∗, ρ∗;Δδ1) + ξ/2.

5 ���+�% � �����& ������ ����� ���(
��
 x(2)
[
t∗[·]ϑ

]
& ����(�
���
 �! ��!���� (t∗, x∗, ρ∗)

!������� Ue
2 = (U e

Δδ2
, ε,Δδ2) � Ve2 = (V e

Δδ1
, ε,Δδ1)& ������
�

e±1 (t∗, x∗, ρ∗;Δδ1)− ξ/2 � e±1 (t∗, x∗, ρ∗;Δδ2) + ξ/2.

�

�K




0�� � (t∗, x∗, ρ∗) ∈ K1� ������ ��� ����
���� 
����� � ��!)�
��% Δδk & δk → 0 ��� k →∞�
U! �
��� L�
 �� 
��
 & � � ����
���� 
����� � ���
� e±1 (t∗, x∗, ρ∗;Δδk)& k = 1, 2, . . .& �#��� ��y

A±(t∗, x∗, ρ∗) = lim
k→∞

e±1 (t∗, x∗, ρ∗;Δδk), IL���R

����
� ���!����
 ��
�
�� ����" �� ������
����� �� (t∗, x∗, ρ∗) ∈ K1 � �
 !����� � ��)���
����
���� 
����� � ��!)�
��% Δδk � 3���� �)��!��& ��

 �
� �

7 
 � � � L��� ��� ��"��� �
��� ξ > 0 ��	������� �
��� δ∗ > 0 �����# ���# ������ "�

�
 "��
 ��

�
� (t∗, x∗, ρ∗) ∈ K1 
 ��
"
��
� Δδ �
�� IL��NR& IL�KMR# δ � δ∗# "���� ���������

�����������

|A±(t∗, x∗, ρ∗)− e±1 (t∗, x∗, ρ∗;Δδ)| � ξ.

0�
�
����
 �
������ IL���R � ���
�
�
���� �����
 ����
��" ���%� �� ��� 
�� �
��$
��� IL�K�R� 0�
(�
 ��
+�& ����+�� � ���
�� �
 IL�LNR j = 1 � �
�
#��� � ��
�
�� �� �!�
����$
",���� ��!)�
���� Δδ& ������
�& � � �
������ IL���R ���!��� �����+����� ��� ��*
��
��
���

& � ���� �
�� L�M � L�� ���#���� � ��
��",�� � �
�(�
�����

7 
 � � � L��N� ����� ε > 0# (t∗, w∗, �∗) ∈ K1# t∗ < ϑ 
 t∗ ∈ (t∗, ϑ]$ ����� 
������� (t∗, t∗)
�� ������
� �������� ϑi �����
 �������� ��
���
� 

 ����
����� IL��R$ &���� ��� ������
����

��

 v∗

[
t∗[·]t∗

) ∈ V (t∗, t∗) �������� ����� ����

��
� u∗
[
t∗[·]t∗

) ∈ U (t∗, t∗, �∗)# ��� ���
���� IL�KNR ��� ������
�� (�
� ����

��
� �������� 

 ��

�

 (t∗, w∗, �∗) � ����� ��

�
�(
t∗, w∗ = w(t∗), �∗ = �(t∗)

) ∈ K1# ��� ������� "���� ��������� �����������

A+(t∗, w∗, �∗) � A−(t∗, w∗, �∗)− ε(t∗ − t∗). IL��KR

� � � � ! �  
 � � �  � �� U! �
��� L�M �� ����� ε ��%�
� ����� δ∗� ������ ��� ����!����$
��" ����
���� 
����� � ���
� ξk ↓ 0 ��� k → ∞� ��� ��(��+� k = 1, 2, . . . �� ����� ξk&
����
��� �
��� L��& ��%�
� ����� δ∗k� 0�� � Δδk x ��!)�
��
 � �
!�� [t∗, ϑ] ���� IL��NR& IL�KMR&
+�
 δk = min{δ∗k, δ∗}� 0�� � . � ��!)�
��
 ���
�(� ���
� ��
�
�� t∗� U��
�� . �+� ���
� �

� ��!)�
��� Δδk �)�!����� j(k)&  � 
� � tj(k) = t∗� 0�� � Δ∗
δk

= {t∗s = ts+j(k)−1}k−j(k)+2
s=1 x

��!)�
��
 � �
!�� [t∗, ϑ]& ����(�
���
  ������ ��!)�
��� Δδk � 3�+�� � ��+����� � �
���% L��
��

�

|A+(t∗, w∗, �∗)− e+1 (t∗, w∗, �∗;Δδk)| � ξk,

|A−(t∗, w, �) − e−1 (t∗, w, �;Δ∗
δk
)| � ξk, (t∗, w, �) ∈ K1.

����
  �+�&  �� ��� �� 
���� (t∗, t∗) �
 ���
�(� ���
� �� ϑi ��
��� ���
� �� ���(
���&
� ���� �
�� L�L � L�M ��� �
���!���� v∗

[
t∗[·]t∗

) ∈ V (t∗, t∗) ��� ��(��� k ��%�
 ��  ����

�
���!���� u
(k)
∗
[
t∗[·]t∗

) ∈ U (t∗, t∗, �∗)& �� ���� )��
 �)
��
���� � �
���
�� ��

e−j(k)(t∗, w
∗
k, �

∗
k;Δδk)− e+1 (t∗, w∗, �∗;Δδk) =

= e−1 (t
∗, w∗

k, �
∗
k;Δ

∗
δk
)− e+1 (t∗, w∗, �∗;Δδk) � ε(t∗ − t∗).

������ ��� ���(
� �� W =W (t∗, t∗, w∗, �∗) x �)��� � ��� �(���� � � ���� ���� �
 �
�
$
�
���# (w, �) � ���
� � t∗ ��� ���(
��% ���
�� IL�KNR& ����(�
���# �! ��!���� (t∗, w∗, �∗)
����% �+���� �
���!���
% �! U (t∗, t∗, �∗) � ���
 � �
���!���
% v∗

[
t∗[·]t∗

)
� 1��(
� �� W ���$

��� �� I���& ������
�& JK�& �� LM�QR� 0�. ���& �
�
#���& 
��� �� �
)�
 ��& � �������
���� 
��$
��� �& ��(�� ��� � �& � � ����
���� 
����� � (w∗

k, �
∗
k) ∈ W �#��� �� � (w∗, �∗) ∈ W ���

k →∞� 0�� � u∗
[
t∗[·]t∗

] ∈ U (t∗, t∗, �∗) x  � �
���!����& �� ���� ��
� 
 � v∗
[
t∗[·]t∗

]
�! ��!����

(t∗, w∗, �∗) ������� ���
�� IL�KNR � ��!���" (t∗, w∗, �∗)� U�

�

A+(t∗, w∗, �∗) � e+1 (t∗, w∗, �∗;Δδk)− ξk �
� e−1 (t

∗, w∗
k, �

∗
k;Δ

∗
δk
)− ε(t∗ − t∗)− ξk � A−(t∗, w∗

k, �
∗
k)− ε(t∗ − t∗)− 2ξk.

/ ���� �
��� L�� � �
��
������ � ��(��% �! �
����� e−1 (t
∗, w, �;Δ∗

δk
) �� ���������� � �
$

�
�
���# (w, �) ��
�
����� �
������ A−(t∗, w, �)  ��(
 �
��
����� �� (w, �)� 5�
���� 
����&
�
�
#��� !�
�� � ��
�
�� ��� k →∞& ������
� ����!���
��
 �
���
�� �� IL��KR� �

2����+���� ����!���
 ��

�K�



7 
 � � � L���� ����� (t∗, x∗, ρ∗) ∈ K1# t∗ < ϑ 
 t∗ ∈ (t∗, ϑ]$ ����� 
������� (t∗, t∗) ��
������
� �������� ϑi �����
 �������� ��
���
� 

 ����
����� IL��R$ &���� ��� ������

����

��

 u∗
[
t∗[·]t∗

) ∈ U (t∗, t∗, �∗) �������� ����� ����

��
� v∗
[
t∗[·]t∗

) ∈ V (t∗, t∗)# ��� ���
���� IL�KNR ��� ������
�� (�
� ����

��
� �������� 

 ��

�

 (t∗, w∗, �∗) � ����� ��

�
�(
t∗, w∗ = w(t∗), �∗ = �(t∗)

) ∈ K1# ��� ������� "���� ��������� �����������

A+(t∗, w∗, �∗) � A−(t∗, w∗, �∗).

[������� �� ��
�
����" �
������ A+(t∗, w, �)& ��� (t, x, ρ) ∈ K0& ε > 0 ���
�
��� � �� 
$
+�� U �

0 � V �
0 �
���+� � � ���+� �+����� ��� �
 � �
���& ��#��� �! ��
��",�# ��� ��*
��%y

U �

0 (t, x, ρ, ε) =

{
0, 
��� ρ < η(ε, t),

p(t, su, ru), 
��� ����
,

V �

0 (t, x, ρ, ε) = q(t, sv),

+�


su = x− wu, ru = ρ− �u, (wu, �u) ∈ argmin
‖(x,ρ)−(w,�)‖E�η(ε,t)

A+(t, w, �),

sv = wv − x, (wv, �v) ∈ argmax
‖(x,ρ)−(w,�)‖E�η(ε,t)

A+(t, w, �).

W�
�� '������ η(·)& p(·) � q(·) ���
�
�
�� � ��+����� � IL�KKR�
5�
��",�
 ��� � �
�(�
��� ����!���" �� �����+���� �
���� L�O � L��& � �����% �� �
�$

�� L��N � L��� ��
� � �
�� L�M � L���

7 
 � � � L��K� ��� ��"��� �
��� ζ > 0 �������� ���
� �
��� ε∗ > 0 
 �����
� δ∗(ε) > 0#
0 < ε � ε∗, ���# ������ "� �
 "��
 
�����
� 0 < ε � ε∗# ��

�
� (t∗, x∗, ρ∗) ∈ K0# t∗ < ϑ#
���)
������ �
����� IL��R& IL�MR# ��
"
��
� Δδ �
�� IL��NR& IL�KMR# δ � δ∗(ε)# 
 ������
���

����

��
� v
[
t∗[·]ϑ

)
��������
� ������� 
�����# 
���� ��������
� U �

0 = (U �
0 , ε,Δδ) �������


����� "���� ������
������ �����������

A−(t∗, x∗, ρ∗) � γ
(
x[t∗[·]ϑ

])− ζ.
7 
 � � � L��L� ��� ��"��� �
��� ζ > 0 �������� ���
� �
��� ε∗ > 0 
 �����
� δ∗(ε) > 0#

0 < ε � ε∗, ���# ������ "� �
 "��
 
�����
� 0 < ε � ε∗# ��

�
� (t∗, x∗, ρ∗) ∈ K0 ���)
������

�
����� IL��R& IL�MR# ��
"
��
� Δδ �
�� IL��NR& IL�KMR# δ � δ∗(ε)# 
 ������
��� ����

��
�

u
[
t∗[·]ϑ

)
��������
� ������� 
�����# 
���� ��������
� V �

0 = (V �
0 , ε,Δδ) ������� 
����� "����

������
������ �����������

A−(t∗, x∗, ρ∗) � γ
(
x[t∗[·]ϑ

])
+ ζ.

7
��� L��K � L��L ��!����" ����!� � ��
��",

 � �
�(�
��
�

3 
 � � 
 � � L��� + ��������
������ 
����� IL��RPIL��R 
���� ����� ���������

A−(t∗, x∗, ρ∗) = Γu(t∗, x∗, ρ∗) = Γv(t∗, x∗, ρ∗), (t∗, x∗, ρ∗) ∈ K0.

-������

 U �

0 
 V �

0 �������� ���
�������
$

� � � � ! �  
 � � �  � �� / ���� �
��� L��K �� ���
�
�
��" IL��LR �
������ +���� ������$
��+� �
!��� � � ��� � �� 
+�� U �

0 ��

�

A−(t∗, x∗, ρ∗) � Γ(U �

0 ; t∗, x∗, ρ∗).

/ ���� �
��� L��L �� ���
�
�
��" IL���R �
������ +���� ��������+� �
!��� � � ��� � �� 
$
+�� V �

0 ������
�
A−(t∗, x∗, ρ∗) � Γ(V �

0 ; t∗, x∗, ρ∗).

�LN



��� ���� . � �
���
�� �� � ���
�
�
��� IL��MR � IL��
R �� �������# +���� ��������# �
$
!��� � ��& ������� �
����� �
���
�� �y

Γu(t∗, x∗, ρ∗) � Γ(U �

0 ; t∗, x∗, ρ∗) � A−(t∗, x∗, ρ∗) � Γ(V �

0 ; t∗, x∗, ρ∗) � Γv(t∗, x∗, ρ∗),

�� ����& 
��� ����� � �� �������
 �
���
�� �� IL���R& �)��,�
 �� � �
����� ���
�� �� �
U!  
��
�� L�� � �
��� L�� !���"��
�& � � �
������ e−1 (t∗, x∗, ρ∗;Δδ) �! ��� 
�� �
��$

��� IL�K�R � �!�
���
��
� ��!)�
��� Δδ ���)��(�
 �
�� Γu(t∗, x∗, ρ∗) = Γv(t∗, x∗, ρ∗) ��'$
'
�
��������% �+�� IL��RPIL��R& ����
� ������
��� � ���� 
���� (t∗, x∗, ρ∗) ∈ K0� 5 �� 
+��
(U �

0 , V
�
0 ) ��� ����" �
�����"  ���� . �% �+��� ����
  �+�& �� �
���� L�O � L��& !����� �����$

�
��� U� = (U �

Δδ
, ε,Δδ) � V� = (V �

Δδ
, ε,Δδ)& ��� ��
���
 �� ��� 
�
 �
����� IL�K�R � ��+�����

� ��� ��*
����� IL�LLR& IL�LMR � IL�M�R& IL��NR ��� �
 � �
���& )��� ζ$�� ����������

� .�6� �1�)1�((��- 1*�+$!�0$-

0�
���(
���� ����
���� ������
��� �� �������+� +���� ��������+� �
!��� � � I�
��
�+��R � ��� ��
��� ��� �
 � ��",�# ζ$�� �������# !������ ������
��� )��� ���+������
�
���!�����& �������� ��  
#����& ��������" � �������+��'
 ���& � ��(
��
��",��� ��"�
$
���� � ��������

/�$�
���#& � �����% ��� � '������ ϕ±
j (t∗,m, �)& m ∈ G±

j (t∗)& � � 0& ��
" ������� 
����%
��+��
� �& �� ���% ��� ��� ��
��� ζ$�� �������# !������ ��(
 ������� � !���
��� �!
� �
!�� [0, ρ∗ + 2]� /����� ������
���
 ��!)�
��
 �����+� � �
!�� � � ����  �)����������

'������ ϕ̃±

j �  ����# . �+� ��!)�
����

/�$� ���#& �������
��
 ������+� 
����% '������ ψj(t∗,m, �)& m ∈ G+
j (t∗)& � � 0& ���$

,
� ���
 �� ��*� �� �
�
�
���% m& �� �
 �� ��

/$ �
 ��#& � �
����% ���!����
% ����
 �� ������
��
 !���
��� '������ Δψj(t∗,m, �)
�! IL�K�R� W��
 ��& � �

Δψj(t∗,m, �) = min
Uj(�)

max
Vj

∫ tj+1

tj

〈m,Ψ(ϑ, τ)(B(τ)u(τ) + C(τ)v(τ))〉 dτ =

= max
Vj

∫ tj+1

tj

〈m,Ψ(ϑ, τ)C(τ)v(τ)〉 dτ + min
Uj(�)

∫ tj+1

tj

〈m,Ψ(ϑ, τ)B(τ)u(τ)〉 dτ.
IL��LR

/�
�
� ������
���
 ��!)�
��
 Δk = {τi}k+1
i=1 � �
!�� [tj , tj+1]y

Δk = {τi : τi = tj + (i− 1)Δt, Δt = (tj+1 − tj)/k, i = 1, . . . , k + 1}.

W�
�� ��� �)�!���
��� �����
� ��  ��
� � ��!)�
���& ��� �& ������
�& � IL��NR& ������!�
 ��
������ k& ������ . � �����
 �� ��!������

/���� ��
����" max ��� !��� �� 
+���� � ����
��� '������ �
��# ������+��������&
�������
� �
���
 ���+�
��
 �! IL��LRy

max
Vj

∫ tj+1

tj

〈m,Ψ(ϑ, τ)C(τ)v(τ)〉 dτ = max
Vj

∫ tj+1

tj

〈C�(τ)Ψ�(ϑ, τ)m, v(τ)〉 dτ =

=

∫ tj+1

tj

λv‖C�(τ)Ψ�(ϑ, τ)m‖∗v dτ ≈ λvΔt
k∑

i=1

‖C�(τi)Ψ�(ϑ, τi)m‖∗v.
IL��MR

/ �����
 ��+�� � �
∫ tj+1

tj

α(τ)λu dτ & � ���
 ���+�
��
 �! IL��LR ��(
 )� � ������
�� ���$

��+���� IL��MRy

min
Uj(�)

∫ tj+1

tj

〈m,Ψ(ϑ, τ)B(τ)u(τ)〉 dτ ≈ −λuΔt
k∑

i=1

‖B�(τi)Ψ�(ϑ, τi)m‖∗u. IL���R

�L�



0�� � � <

∫ tj+1

tj

α(τ)λu dτ � -
�
! U k
j (�) �)�!����� ���(
� �� '�����% u

[
tj[·]tj+1

) ∈ Uj(�)

 ���#& � � ��� �
��
����� ������ � �������$��� ����� � ��!������ ��*�& )� � ��(
 & �  ��$

��# ��!)�
��� Δk� / . �� �����
& ����+�� mi =

∫ τi+1

τi

B�(τ)Ψ�(ϑ, τ)mdτ & i = 1, . . . , k& ��

�

min
Uj(�)

∫ tj+1

tj

〈m,Ψ(ϑ, τ)B(τ)u(τ)〉 dτ ≈ min
U k

j (�)

∫ tj+1

tj

〈m,Ψ(ϑ, τ)B(τ)u(τ)〉 dτ =

= min
U k

j (�)

k∑
i=1

〈mi, u(τi)〉 = min
U k

j (�)

k∑
i=1

−‖mi‖∗u‖u(τi)‖u.

��� i = 1, . . . , k �)�!�����

βi = ‖mi‖∗u‖u(τi)‖u, αi =

⎧⎨⎩
1

‖mi‖∗u

∫ τi+1

τi

α(τ) dτ, 
��� mi �= 0,

0, 
��� mi = 0.

������ ��� ������+� 
����" !����� ���
%��+� ���+������������y

c =

k∑
i=1

βi → max, 0 � βi � λu‖mi‖∗u,
k∑

i=1

αiβi � �.

S � !����� ��(
 )� � �
*
��& ������
�& ��� ����,� �����
��$�
 ��� JK�& �� 
�KP�NOQz �)�$
!����� �
*
��
 �������� c∗& �������
� � ���
 ���+�
��
 �! IL��LRy

min
Uj(�)

∫ tj+1

tj

〈m,Ψ(ϑ, τ)B(τ)u(τ)〉 dτ ≈ −c∗. IL��OR

[)|
����� �
!��� � � IL��MR& IL���R � IL��OR& ������
� ���)��(
��
 ��� Δψj(t∗,m, ρ)�

� .�C� �1$(*1/

0�� ����,� ��������% ��*
 ���+������% �
���!���� )��� �����
�� ��(
��
��",�

�
!��� � � ����
���# .���
���
� �� �� ���
����# ����
��#�

0 � � � 
 � L��� 0�� � ���(
��
 �������
���% ��� 
�� �������
 �� �����
��
�

ẋ = b(t)u+ c(t)v, t0 = t∗ = 0 � t < ϑ = 2,

x ∈ R1, u ∈ R1, v ∈ R1,

b(t) = 5 sin(3πt)(t − 1), c(t) = t/4,

IL���R

�� �
���!���" ������
��� �
���+� �+���� ����(
�� +
��
 ���
���
 � �� 
+������
 �+����$
�
���

|u(t)| � 1, 0 � t < 2;

∫ 2

0
|u(τ)| dτ � ρ∗ = 1, IL��
R

�� �
���!���" ������
��� � ���+� �+���� ����(
�� +
��
 ���
���
 �+�����
��


|v(t)| � 1, 0 � t < 2, IL���R

!����� ��������
 ������

x∗ = x(0) = −1, IL�ONR

� ����!� 
�� ���
� ��

γ
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
=
√
|x(0,5)|2 + |x(1) − 1|2 + |x(1,5)|2 + |x(2) + 1|2. IL�O�R

/ ����
���# ��� ��
���# ������!������� ������
���
 ��!)�
��
 Δδ � �
!�� ��
�
��
������
��� [0, 2] � ����
 ��� δ = 0,005& !���
��
 �����
 ��  ����� � ε = 0,025 � ���#���$
,�
 !���
��� �����
 ��� ����
����# ��
�� ���
��%� 6�%�
���
 ����
��� !���
��
 �
������
e−1 (t∗, x∗, ρ∗)& ���)��(�",

 �� �������
 +���� ��������
 �
!��� � � �+�����& ��� ����"$
,�# �
�� ��''
�
��������% �+�� IL���RPIL�O�R& ��� ����� N&
O
� 0���
�
� �
!��� � �  �
#
��������% ����
��� ������
��� � . �% !����
�
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I�R �������",�
 ��!�
%� ��� �+����� '������������ !������ U� = (U �

Δδ
, ε,Δδ)& ��� ��
�$

��� � ��+����� � ��� ��*
����� IL�LLR& IL�LMR& � !������ V� = (V �

Δδ
, ε,Δδ)& ���
�
�
����

��+����� IL�M�R� 0�� . �� �
���!������� ��
��",

 !���
��
 ����!� 
�� ���
� �� IL�O�Ry

γ =
√
|0,079|2 + | − 0,786|2 + |0,165|2 + |0,316|2 ≈ 0,866 ≈ e−1 (t∗, x∗, ρ∗) = 0,868.

IKR �������",�
 ��!�
%� ��� �
���+� �+���� ��!�������� }(�����~ !������& �� ���% ���$
,
� ���
 .�� �
������% ����+ �� ��
�
���" �
��& ���� 
� � �
����� / ���% �+��� ����$
���� ������� !������ Ve� �
���!������� ��
��",

 !���
��
 ����!� 
�� ���
� �� IL�O�Ry

γ =
√
| − 0,006|2 + | − 0,560|2 + |0,596|2 + |1,815|2 ≈ 1,990 > e−1 (t∗, x∗, ρ∗) = 0,868.

ILR �������",�
 ��!�
%� ��� �
���+� �+���� ��!�������� !������ Ue& �  � ��
�� ��� � �$
��% �+��� '��������� ���� ��!�
%� ��� �����%��� �)��!��� �
���!������� ��
��",


!���
��
 ����!� 
�� ���
� �� IL�O�Ry

γ =
√
|0,104|2 + | − 0,687|2 + |0,107|2 + | − 0,005|2 ≈ 0,703 < e−1 (t∗, x∗, ρ∗) = 0,868.
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��� � ������
��% �+�����& �����
���
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 � �
���� {
�� �)�!���
�� ��
� ������ ���+��
  ���� �� �
���!����#
���(
��% ��� �
 � ��" ���
� �� ��
�
�� ��
��� ���
� �� ���(
���� /�
� 
 � �
���!����$
�� ������
��% �
���+� � � ���+� �+����� �� �������# (
� �� ��
 �� �!�)��(
�� +��'���
'�����% b(t) � c(t)�

0 � � � 
 � L�K� 0�� � ���(
��
 �������
���% ��� 
�� �������
 �� �����
��
�{
ẋ1 = x2 + c(t)v,
ẋ2 = −0,5x1 − 0,05x2 + b(t)u,

t0 = t∗ = 0 � t < ϑ = 2,

x = (x1, x2) ∈ R2, u ∈ R1, v ∈ R1,

b(t) =

{
2 + 2 cos 2π(t− 0,5), 
��� t ∈ [0,5; 1,5],
4, 
��� ����
,

c(t) =

{
0,3, 
��� t ∈ [0,6; 1,4]
0,1, 
��� ����
,
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+������
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���

|u(t)| � 1, 0 � t < 2;

∫ 2

0
|u(τ)|dτ � ρ∗ = 1, IL�OLR

�� �
���!���" ������
��� � ���+� �+���� ����(
�� +
��
 ���
���
 �+�����
��


|v(t)| � 1, 0 � t < 2, IL�OMR

!����� ��������
 ������


x∗ =
(
x1(0), x2(0)

)
= (0,5, 0,1), IL�O�R

� ����!� 
�� ���
� ��

γ
(
x
[
t∗[·]ϑ

])
=
√
|x1(1)|2 + |x2(1) − 0,5|2 + |x1(2) + 0,5|2 + |x2(2)|2. IL�OOR
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�
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�
 L��& �
���!������� ��� �
 � �
��� ��
��",�
 !���
��� ����!� 
��
���
� �� IL�OORy

γ =
√
|0,235|2 + | − 0,593|2 + |0,316|2 + | − 0,170|2 ≈ 0,731 ≈ e−1 (t∗, x∗, ρ∗) = 0,702,

γ =
√
|1,153|2 + | − 0,946|2 + |1,940|2 + | − 0,248|2 ≈ 2,459 > e−1 (t∗, x∗, ρ∗) = 0,702,

γ =
√
|0,055|2 + | − 0,525|2 + | − 0,055|2 + | − 0,110|2 ≈ 0,542 < e−1 (t∗, x∗, ρ∗) = 0,702.
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