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ÓÏ�ÀÂËÅÍÈß

�àññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç âàðèàíòîâ ìåòîäà ïðîãðàììíûõ èòåðàöèé, èñïîëüçóåìûé äëÿ ðåøåíèÿ äè��åðåí-

öèàëüíîé èãðû ñáëèæåíèÿ-óêëîíåíèÿ. Ïðåäëàãàåìóþ ïðîöåäóðó ñâÿçûâàåì ñ èòåðàöèÿìè íà îñíîâå ñâîéñòâà

ñòàáèëüíîñòè ìíîæåñòâ, ïðåäëîæåííîãî Í.Í. Êðàñîâñêèì. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ïîëó÷àþùåéñÿ ïðè ýòîì èòåðàöè-

îííîé ïðîöåäóðû ñ ðåøåíèåì çàäà÷è óêëîíåíèÿ ïðè îãðàíè÷åíèè íà ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé �îðìèðóåìîãî óïðàâ-

ëåíèÿ: èòåðàöèè ñòàáèëüíîñòè îïðåäåëÿþò ìíîæåñòâî óñïåøíîé ðàçðåøèìîñòè óïîìÿíóòîé çàäà÷è. Äîêàçàíî,

÷òî ãàðàíòèðîâàííîå îñóùåñòâëåíèå óêëîíåíèÿ âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îñóùåñòâèìî (ãàðàíòè-

ðîâàííîå) ñòðîãîå óêëîíåíèå (à èìåííî, óêëîíåíèå ïî îòíîøåíèþ ê îêðåñòíîñòÿì ìíîæåñòâ, îïðåäåëÿþùèõ

ðàññìàòðèâàåìóþ èãðó ñáëèæåíèÿ-óêëîíåíèÿ). Óêàçàíî ïðåäñòàâëåíèå ñòðàòåãèé, ãàðàíòèðóþùèõ óêëîíåíèå

ñ îãðàíè÷åíèåì íà ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé. Êîíêðåòíîå äåéñòâèå êàæäîé òàêîé ñòðàòåãèè ñîñòîèò â �îðìèðîâà-

íèè ïîñòîÿííîãî óïðàâëåíèÿ, âûòàëêèâàþùåãî òðàåêòîðèþ èç ìíîæåñòâà, îòâå÷àþùåãî î÷åðåäíîé èòåðàöèè

íà îñíîâå îïåðàòîðà ñòàáèëüíîñòè. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü äåéñòâèÿ óïîìÿíóòîãî óïðàâëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ â òåð-

ìèíàõ ðåçóëüòàòà ïðèìåíåíèÿ íåóïðåæäàþùåãî ìóëüòè�óíêöèîíàëà íà ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèé, çíà÷åíèÿìè

êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà îñòàâøåãîñÿ ïðîìåæóòêà óïðàâëåíèÿ. Èññëåäóþòñÿ âîïðîñû, ñâÿ-

çàííûå ñî ñõîäèìîñòüþ â ìåòðèêå Õàóñäîð�à �ðàãìåíòîâ ìíîæåñòâ, ðåàëèçóþùèõñÿ ïîñðåäñòâîì èòåðàöèîííîé

ïðîöåäóðû. Íà ýòîé îñíîâå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè (â ìåòðèêå Õàóñäîð�à) ñàìèõ ìíîæåñòâ-èòåðàöèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä ïðîãðàììíûõ èòåðàöèé, íåóïðåæäàþùèé ìóëüòè�óíêöèîíàë, îïåðàòîð ñòàáèëüíîñòè,

ñòðàòåãèÿ êîððåêöèè.

DOI: 10.20537/2226-3594-2017-49-02

Îáùåå ââåäåíèå

Èññëåäóþòñÿ çàäà÷è òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ èãð (ÄÈ) [1�3℄. �àññìàòðèâàåòñÿ âàðèàíò

èçâåñòíîãî ìåòîäà ïðîãðàììíûõ èòåðàöèé (ÌÏÈ) [4�7℄, èìåíóåìûé íèæå èòåðàöèÿìè ñòàáèëü-

íîñòè. Äàííûé âàðèàíò ÌÏÈ (ñì. [8; 9, ãë. V℄) ðåàëèçóåò, ïðè òðàäèöèîííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ

îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû è ïàðàìåòðîâ ÄÈ, ìíîæåñòâî ïîçèöèîííîãî ïîãëîùåíèÿ

(ÌÏÏ) â ñìûñëå àëüòåðíàòèâû Í.Í. Êðàñîâñêîãî, À.È. Ñóááîòèíà [2,10℄ â âèäå ïðåäåëà ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè èòåðàöèé, íî (îäíîâðåìåííî) äîñòàâëÿåò [11,12℄ íà êàæäîì ýòàïå èòåðàöèîííîé

ïðîöåäóðû ìíîæåñòâî óñïåøíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è óêëîíåíèÿ ñ äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè-

÷åíèÿìè íà ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé �îðìèðóåìîãî óïðàâëåíèÿ (îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé

ðàáîòû àíîíñèðîâàíû â [11,12℄). Ïîñòàíîâêå èãðîâîé çàäà÷è ñ óïîìÿíóòûì îãðàíè÷åíèåì îòâå-

÷àþò (íà èäåéíîì óðîâíå) íåêîòîðûå èíæåíåðíûå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ â óñëîâèÿõ ïîìåõ (óïðàâ-

ëåíèå ¾ïî �óíêöèîíàëó¿), ãäå ñìåíà ðåæèìà �óíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî

ìåðå íàñòóïëåíèÿ òîãî èëè èíîãî ñîáûòèÿ (íàïðèìåð, äîñòèæåíèÿ çàäàííîé âûñîòû). Â ýòîé

ñâÿçè ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî áîëåå ïîäðîáíîå â ñðàâíåíèè ñ [11, 12℄ èçëîæåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ

êîíñòðóêöèé ìîæåò áûòü ïîëåçíûì ñïåöèàëèñòàì â îáëàñòè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî

íåêîòîðûå êîíêðåòíûå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ óïîìÿíóòîé èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû ðàññìàòðè-

âàëèñü â [13℄. Êðàòêîå èçëîæåíèå êîíñòðóêöèé íàñòîÿùåé ðàáîòû ïðèâåäåíî â [14℄.

Îñîáåííîñòüþ ïðèâîäèìîé íèæå èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû, ðàçâèâàþùåéñÿ â ïðîñòðàíñòâå

ìíîæåñòâ, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íà êàæäîì øàãå (ýòàïå) îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî óñïåøíîé ðàçðå-

øèìîñòè çàäà÷è ñáëèæåíèÿ â óñëîâèÿõ, êîãäà (äèñêðèìèíèðóåìûé) èãðîê-ïðîòèâíèê (âòîðîé

èãðîê) ìîæåò èñïîëüçîâàòü òîëüêî ïîñòîÿííûå ïðîãðàììíûå óïðàâëåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê èãðîê-

ñîþçíèê (ïåðâûé èãðîê) ìîæåò èõ ïàðèðîâàòü îáîáùåííûìè óïðàâëåíèÿìè-ìåðàìè, �îðìè-

ðóÿ ïðè ýòîì â ñèñòåìå ñêîëüçÿùèå ðåæèìû. Íà òàêîé îñíîâå îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîð (ñòà-

áèëüíîñòè), íåïîäâèæíûå òî÷êè êîòîðîãî àâòîìàòè÷åñêè îêàçûâàþòñÿ ñòàáèëüíûìè ìîñòàìè

Í.Í. Êðàñîâñêîãî. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â ïðåäåëå ìû ïîëó÷èì ÌÏÏ ñîîòâåòñòâóþùåé ÄÈ
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ñáëèæåíèÿ-óêëîíåíèÿ. Îäíàêî îêàçûâàþòñÿ èíòåðåñíûìè è ñàìè èòåðàöèè, à òî÷íåå, èõ äî-

ïîëíåíèÿ äî ìíîæåñòâà, îïðåäåëÿþùåãî �àçîâûå îãðàíè÷åíèÿ (ÔÎ) â çàäà÷å ñáëèæåíèÿ. Äå-

ëî â òîì, ÷òî ýòè ìíîæåñòâà-äîïîëíåíèÿ èñ÷åðïûâàþùèì îáðàçîì îïðåäåëÿþò âîçìîæíîñòè

óñïåøíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è óêëîíåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèåì íà ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé �îðìè-

ðóåìîãî âòîðûì èãðîêîì óïðàâëåíèÿ. Â ýòîé çàäà÷å, îäíàêî, âîçíèêàåò ïðîáëåìà óïðàâëåíèÿ

ìîìåíòàìè êîððåêöèè. Ïðîñòûå ïðèìåðû [13℄ ïîêàçûâàþò, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîöåäóðû �îð-

ìèðîâàíèÿ î÷åðåäíîãî ìîìåíòà êîððåêöèè â âèäå �óíêöèè ïîçèöèè, ñëîæèâøåéñÿ íà ìîìåíò

ïðåäûäóùåé êîððåêöèè, îêàçûâàþòñÿ íåäîñòàòî÷íûìè; ïðèõîäèòñÿ ïðèâëåêàòü íåóïðåæäàþ-

ùèå ïðàâèëà âûáîðà ñëåäóþùåãî ìîìåíòà êîððåêöèè. Â ñòàòüå ïîêàçàíî, ÷òî ýòè ïðàâèëà ìîãóò

áûòü îïðåäåëåíû â òåðìèíàõ íåêîòîðûõ ñîáûòèé, ñâÿçàííûõ ñ ïîñòðîåíèÿìè íà îñíîâå ÌÏÈ.

� 1. Ñîäåðæàòåëüíîå îáñóæäåíèå çàäà÷è

Îáñóäèì íà ñîäåðæàòåëüíîì è ïðåäåëüíî óïðîùåííîì óðîâíå îáùóþ ñõåìó �îðìèðîâàíèÿ

óïðàâëåíèÿ âòîðûì èãðîêîì-óêëîíèñòîì, çàèíòåðåñîâàííûì â îñóùåñòâëåíèè óêëîíåíèÿ ïî

îòíîøåíèþ ê çàäàííîé ïàðå ìíîæåñòâ, îïðåäåëÿþùèõ ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó è ÿâëÿþùèõñÿ åå

ïàðàìåòðàìè. Â äàëüíåéøåì ïðèâîäèìàÿ ñåé÷àñ êîíñòðóêöèÿ áóäåò îïðåäåëåíà â áîëåå ñòðîãîì

è áîëåå îáùåì âèäå.

�àññìàòðèâàþòñÿ n-ìåðíîå àðè�ìåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî R
n
è (íåâûðîæäåííûé) îòðåçîê

T
△
= [to, ϑo], ãäå to ∈ R, ϑo ∈ R è to < ϑo (çäåñü è íèæå

△
= � ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ, R �

âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ). Â R
n
(ýòî �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî) �óíêöèîíèðóåò ñèñòåìà

ẋ = f(t, x, u, v), u ∈ P, v ∈ Q, (1.1)

ãäå f åñòü íåïðåðûâíàÿ n-âåêòîð-�óíêöèÿ íà T×R
n×P×Q, à P è Q � êîíå÷íîìåðíûå íåïóñòûå

êîìïàêòû, P ⊂ R
p
è Q ⊂ R

q. Ïîëàãàåì, ÷òî â (1.1) u ∈ P è v ∈ Q ñóòü óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû

èãðîêîâ I è II, ïðåñëåäóþùèõ ïðîòèâîïîëîæíûå öåëè. Ïîëàãàåì òàêæå ñåé÷àñ äëÿ ïðîñòîòû,

÷òî ïðè êàæäîì çàäàííîì t∗ ∈ T èãðîêè ìîãóò �îðìèðîâàòü òîëüêî êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå,

íåïðåðûâíûå ñïðàâà è íåïðåðûâíûå ñëåâà â òî÷êå ϑo �óíêöèè

u(·) = ut∗(·)ϑo
, v(·) = vt∗(·)ϑo

(1.2)

íà [t∗, ϑo] ñî çíà÷åíèÿìè â P è Q ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü ñèñòåìà (1.1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îáîáùåííîé åäèíñòâåííîñòè è ðàâíîìåðíîé

îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé, ïîäîáíûì [15℄.

�àññìîòðèì âàðèàíò [11, � 2℄ �îðìèðîâàíèÿ v(·) â (1.2), ïîëàãàÿ çàäàííûì ÷èñëî s ∈ N,

ãäå N
△
= {1; 2; . . .}. Ïóñòü îáúåêòîì âûáîðà èãðîêà II ÿâëÿåòñÿ òðèïëåò (V, γ, k). Çäåñü V �

îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé ïîçèöèè (t, x) ∈ T ×R
n
íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî (ï/ì) Q.

Ïîëàãàåì äàëåå (ñì. [11, 12℄), ÷òî γ åñòü ñèñòåìà îòîáðàæåíèé γt, t∗ 6 t 6 ϑo, ãäå t∗ îïðåäåëÿ-
åòñÿ íà÷àëüíîé ïîçèöèåé (t∗, x∗) ∈ T × R

n; ïðè t ∈ [t∗, ϑo] è x ∈ R
n γt(x) åñòü ìíîãîçíà÷íûé

íåóïðåæäàþùèé [11, 
. 7, 8℄ �óíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé íà ìíîæåñòâå Cn([t, ϑo]) âñåõ íåïðå-

ðûâíûõ n-âåêòîð-�óíêöèé íà [t, ϑo] è ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ â [t, ϑo]. Íàêîíåö, k ∈ N òàêîâî,

÷òî k 6 s. Îáùàÿ ëîãèêà óïðàâëåíèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ïîýòàïíûì ïîñòðîåíèåì v(·) â (1.2) â âè-

äå ñêëåéêè k âåêòîðîâ èç Q, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò τ1 = t∗ âûáèðàåòñÿ

v1 ∈ V (t∗, x∗) è ¾âêëþ÷àåòñÿ¿ ïðàâèëî g1 = γt∗(x∗) ñëåæåíèÿ çà áóäóùåé òðàåêòîðèåé. Êîíñòàí-
òà v1 âìåñòå ñ ïîìåõîâûì (ïî ñìûñëó) óïðàâëåíèåì u(·) â (1.2) ïîðîæäàåò òðàåêòîðèþ x1(·),
ñòàðòóþùóþ èç (t∗, x∗) =

(
τ1, x(τ1)

)
. Ïî ìåðå åå ðàçâèòèÿ ïðàâèëî g1 �îðìèðóåò ìîìåíò

τ2 ∈ g1
(
x1(·)

)
,

çàâèñÿùèé òîëüêî îò íà÷àëüíîãî ¾îòðåçêà¿

(
x1(t), t∗ 6 t 6 τ2

)
òðàåêòîðèè x1(·). Â ìîìåíò τ2

âûáèðàþòñÿ v2 ∈ V
(
τ2, x1(τ2)

)
è íîâîå ïðàâèëî g2 = γτ2

(
x1(τ2)

)
ñëåæåíèÿ çà áóäóùåé òðàåêòî-

ðèåé. Â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèÿ v2 è óïðàâëåíèÿ u(·) (ñì. (1.2)) èç ïîçèöèè
(
τ2, x1(τ2)

)
ðàçâè-

âàåòñÿ òðàåêòîðèÿ x2(·), îïðåäåëÿþùàÿ ìîìåíò

τ3 ∈ g2
(
x2(·)

)
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(ñåé÷àñ èìååì â âèäó ñëó÷àé k > 3), êîãäà âûáèðàþòñÿ v3 ∈ V
(
τ3, x2(τ3)

)
è ïðàâèëî g3 =

= γτ3
(
x2(τ3)

)
. Äàëüíåéøåå ïîñòðîåíèå àíàëîãè÷íî; îíî ïðîäîëæàåòñÿ âïëîòü äî èñ÷åðïûâàíèÿ

èíäåêñíîãî ìíîæåñòâà 1, k. Â èòîãå ðåàëèçóåòñÿ ¾ñîâîêóïíàÿ¿ òðàåêòîðèÿ x(·) ∈ Cn([t∗, ϑo]),
ñêëååííàÿ èç �ðàãìåíòîâ ¾÷àñòè÷íûõ¿ òðàåêòîðèé x1(·), . . . , xk(·). Ïîñêîëüêó âûáîð u(·) â (1.2)
ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì (ýòî ëþáàÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ, íåïðåðûâíàÿ ñïðàâà è íåïðåðûâíàÿ

ñëåâà â òî÷êå ϑo �óíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â P ), òî ñòðàòåãèè � òðèïëåòó (V, γ, k) � ñîïîñòàâëÿåò-

ñÿ íà ñàìîì äåëå öåëûé ïó÷îê X (t∗, x∗, V, γ, k), ÿâëÿþùèéñÿ íåïóñòûì ï/ì Cn([t∗, ϑo]). Ïîëàãà-
åì, ÷òî ñòðàòåãèÿ (V, γ, k) ðàçðåøàåò òó èëè èíóþ çàäà÷ó, åñëè òðåáóåìîå ðåøåíèå äîñòèãàåòñÿ

íà âñåõ òðàåêòîðèÿõ èç âûøåóïîìÿíóòîãî ïó÷êà. Èíûìè ñëîâàìè, ðå÷ü èäåò î ãàðàíòèðîâàííîì

äîñòèæåíèè òîé èëè èíîé öåëè.

Äîïóñòèì ñåé÷àñ, ÷òî çàäàíû äâà ï/ì T × R
n, à èìåííî, M è N. Îïðåäåëèì öåëü âûáîðà

òðèïëåòà (V, γ, k) äëÿ çàäàííîé ïîçèöèè (t∗, x∗) ∈ N ïîñðåäñòâîì òðåáîâàíèÿ:

∀x(·) ∈ X (t∗, x∗, V, γ, k) ∀ϑ ∈ [t∗, ϑo]
((

ϑ, x(ϑ)
)
∈ M

)
=⇒

(
∃ t ∈ [t∗, ϑ[:

(
t, x(t)

)
/∈ N

)
. (1.3)

Îñóùåñòâëåíèå (1.3) íàçûâàåì (M,N)-óêëîíåíèåì (òðàåêòîðèé x(·)). Åñëè äîïóñòèìûé òðè-

ïëåò (V, γ, k), k 6 s, ñî ñâîéñòâîì ãàðàíòèðîâàííîé ðåàëèçàöèè (1.3) ñóùåñòâóåò, òî ïîçè-

öèþ (t∗, x∗) íàçîâåì óñïåøíîé äëÿ èãðîêà II. Öåëüþ íàøåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ:

1) íàõîæäåíèå ìíîæåñòâà N âñåõ òàêèõ óñïåøíûõ (äëÿ èãðîêà II) ïîçèöèé;

2) äëÿ âñÿêîé ïîçèöèè (t∗, x∗) ∈ N ïîñòðîåíèå ñòðàòåãèè â âèäå òðèïëåòà (V, γ, k), k 6 s,
ãàðàíòèðóþùåãî (1.3).

�åøåíèå äàííîé çàäà÷è àíîíñèðîâàíî â [11℄ è ñâÿçûâàåòñÿ (â [11℄) ñ âûøåóïîìÿíóòûì

âàðèàíòîì ÌÏÈ (èòåðàöèÿìè ñòàáèëüíîñòè), ïðåäëîæåííûì äëÿ ðåøåíèÿ ÄÈ ñáëèæåíèÿ-

óêëîíåíèÿ, îòâå÷àþùåãî àëüòåðíàòèâå Í.Í. Êðàñîâñêîãî, À.È. Ñóááîòèíà. Íàðÿäó ñ îñóùåñòâ-

ëåíèåì ¾îáû÷íîãî¿ óêëîíåíèÿ (ñì. (1.3)) áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ çàäà÷à î ñòðîãîì óêëîíåíèè,

òî åñòü îá óêëîíåíèè ñ íåêîòîðûì ¾çàïàñîì¿ â âèäå îêðåñòíîñòåé ìíîæåñòâ M è N. Áîëåå
òîãî, áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ¾îáû÷íîå¿ óêëîíåíèå (ñ îãðàíè÷åíèåì íà ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé) îñó-

ùåñòâèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îñóùåñòâèìî ñòðîãîå óêëîíåíèå.

� 2. Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà

Èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ ñèìâîëèêà (êâàíòîðû, ñâÿçêè, ∅� ïó-

ñòîå ìíîæåñòâî). Ñåìåéñòâîì íàçûâàåì ìíîæåñòâî, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî � ìíîæåñòâà. Ïðè-

íèìàåì àêñèîìó âûáîðà. Ïðîèçâîëüíîìó îáúåêòó z ñîïîñòàâëÿåì ñèíãëåòîí {z}, ñîäåðæàùèé z
â êà÷åñòâå ñâîåãî ýëåìåíòà. Åñëè X � ìíîæåñòâî, òî ÷åðåç P(X) (÷åðåç P ′(X)) îáîçíà÷àåì ñå-

ìåéñòâî âñåõ (âñåõ íåïóñòûõ) ï/ì X. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåïóñòîãî ñåìåéñòâà X è ìíîæåñòâà Y
â âèäå

X|Y
△
= {X ∩ Y : X ∈ X} ∈ P ′

(
P(Y )

)
(2.1)

èìååì ñëåä X íà ìíîæåñòâî Y . Â òåðìèíàõ (2.1) îïðåäåëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïîäïðîñòðàí-

ñòâà (ï/ï) òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (ÒÏ) è èçìåðèìûõ ïðîñòðàíñòâ (ÈÏ). Åñëè A è B �

íåïóñòûå ìíîæåñòâà, òî, ñëåäóÿ [16, 
. 77℄, ÷åðåç BA
îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé

èç A â B (ïðè f ∈ BA
è a ∈ A â âèäå f(a) ∈ B èìååì çíà÷åíèå f â òî÷êå a); ïðè g ∈ BA

è C ∈ P ′(A) îòîáðàæåíèå

(g|C)
△
=

(
g(x)

)
x∈C

∈ BC

åñòü îáû÷íîå ñóæåíèå g íà ìíîæåñòâî C.

Òðàäèöèîííûå îáîçíà÷åíèÿ R è N ñîîòâåòñòâóþò � 1, No
△
={0}∪N ={0; 1; 2; . . .} è ïðè r1∈No,

r2 ∈ No

r1, r2
△
= {k ∈ No| (r1 6 k)&(k 6 r2)}.

Êðîìå òîãî, ïîëàãàåì, ÷òî

−−−→m,∞
△
= {k ∈ No|m 6 k} ïðè m ∈ No. Åñëè H � ìíîæåñòâî è k ∈ N,

òî âìåñòî H1,k
èñïîëüçóåì áîëåå òðàäèöèîííîå îáîçíà÷åíèå Hk, ïîëàãàÿ, ÷òî ýëåìåíòû No

19



(íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà) íå ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè; â âèäå HN
èìååì ìíîæåñòâî âñåõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â H. Åñëè H � ìíîæåñòâî, (Hi)i∈N ∈ P(H)N è H ∈ P(H), òî, êàê îáû÷íî,

(
(Hi)i∈N ↓ H

) def
⇐⇒

((
H =

⋂

i∈N

Hi

)
&(Hj+1 ⊂ Hj ∀ j ∈ N)

)
.

Äëÿ ëþáûõ ÒÏ (X, τ) è ìíîæåñòâà Y ∈ P(X) ÷åðåç cl(Y, τ) îáîçíà÷àåì çàìûêàíèå Y â (X, τ);
â âèäå (Y, τ |Y ) èìååì ï/ï (X, τ).

Åñëè E � ìíîæåñòâî è E ∈ P
(
P(E)

)
, òî ÷åðåç σo

E(E) îáîçíà÷àåì σ-àëãåáðó ï/ì E, ïîðîæ-
äåííóþ ñåìåéñòâîì E ; â ñâÿçè ñ îïèñàíèåì ï/ï ÈÏ îòìåòèì, ÷òî ïðè H ∈ P(E) ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî σo

H(E|H) = σo
E(E)|H , è, â ñëó÷àå H ∈ σo

E(E),

σo
H(E|H) = {Σ ∈ σo

E(E)|Σ ⊂ H}.

Ìåðû, îïðåäåëåííûå íà σ-àëãåáðå áîðåëåâñêèõ ï/ì ÒÏ, íàçûâàåì áîðåëåâñêèìè. Äëÿ ÈÏ (S,S)
÷åðåç (σ − add)+[S] îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî (òî÷íåå, êîíóñ ïðè ïîòî÷å÷íîì îïðåäåëåíèè ëèíåé-

íûõ îïåðàöèé) âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ (â/ç) ñ÷åòíî-àääèòèâíûõ (ñ.-à.) ìåð

íà σ-àëãåáðå S.

� 3. Îáîáùåííûå ïðîãðàììíûå óïðàâëåíèÿ

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å ââîäÿòñÿ îáîáùåííûå ïðîãðàììíûå óïðàâëåíèÿ-ìåðû è îòâå÷àþ-

ùèå èì äâèæåíèÿ � ñêîëüçÿùèå ðåæèìû, â òåðìèíàõ êîòîðûõ áóäåò îïðåäåëåí çàòåì íóæíûé

âàðèàíò îïåðàòîðà ïðîãðàììíîãî ïîãëîùåíèÿ, èìåíóåìûé òàêæå îïåðàòîðîì ñòàáèëüíîñòè.

Ïóñòü T , P è Q ñîîòâåòñòâóþò � 1; ïðè t ∈ T ïîëó÷àåì íåïóñòûå êîíå÷íîìåðíûå êîìïàêòû

[t, ϑo], Yt
△
= [t, ϑo] × P è Ωt

△
= [t, ϑo] × P × Q. Óïîìÿíóòûå êîìïàêòû îñíàùàåì σ-àëãåáðàìè

áîðåëåâñêèõ ï/ì: Tt, Kt è Ct ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíûå ÈÏ:

([t, ϑo],Tt), (Yt,Kt), (Ωt, Ct)

(ñèìâîëèêà â îñíîâíîì ñîîòâåòñòâóåò [8, 9℄). Åñëè t ∈ T è θ ∈ [t, ϑo], òî ÈÏ ([θ, ϑo],Tθ), (Yθ,Kθ)
è (Ωθ, Cθ) òàêîâû, ÷òî

Tθ = Tt|[θ,ϑo] = {Γ ∈ Tt|Γ ⊂ [θ, ϑo]}, Kθ = Kt|Yθ
= {K ∈ Kt|K ⊂ Yθ}, Cθ = {C ∈ Ct|C ⊂ Ωθ}

(ñîãëàñîâàííîñòü ï/ï). Ïóñòü äàëåå T
△
= Tto . ×åðåç λ îáîçíà÷àåì ñëåä ìåðû Ëåáåãà íà σ-àë-

ãåáðó T . Çàìåòèì, ÷òî [17, 
. 17℄ ïðè t ∈ T Ωt = Yt × Q; êðîìå òîãî, ïðè K ∈ Kt èìååì, ÷òî

K ×Q ∈ Ct (ïîëåçíî ó÷åñòü, ÷òî ïðè K ∈ P(Yt)

Ωt \ (K ×Q) = (Yt \K)×Q;

èñïîëüçóåòñÿ òàêæå òî ëåãêî ïðîâåðÿåìîå ñâîéñòâî, ÷òî {S ∈ Kt|S × Q ∈ Ct} åñòü σ-àë-
ãåáðà ï/ì Yt, ñîäåðæàùàÿ òîïîëîãèþ Yt, ïîðîæäàþùóþ Kt), à ïðè Γ ∈ Tt Γ × P × Q =
= (Γ × P ) × Q ∈ Ct è Γ × P ∈ Kt. Ñ ó÷åòîì ýòèõ îáñòîÿòåëüñòâ (ñì. [8; 9, ãë. IV℄) ïîëàãàåì

ïðè t ∈ T , ÷òî

Ht
△
= {η ∈ (σ − add)+[Ct]| η(Γ× P×Q) = λ(Γ) ∀Γ ∈ Tt}; (3.1)

Rt
△
= {µ ∈ (σ − add)+[Kt]|µ(Γ× P) = λ(Γ) ∀Γ ∈ Tt}; (3.2)

πt(µ)
△
= {η ∈ Ht| η(K ×Q) = µ(K) ∀K ∈ Kt} ∀µ ∈ Rt. (3.3)

Ìåðû èç ìíîæåñòâ (3.1) ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ïàð

(
u(·), v(·)

)
êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ, íåïðåðûâíûõ

ñïðàâà è íåïðåðûâíûõ ñëåâà â òî÷êå ϑo âåêòîð-�óíêöèé u(·) ∈ P [t,ϑo]
è v(·) ∈ Q[t,ϑo], à ìåðû

èç Rt (3.2) � àíàëîãè óïîìÿíóòûõ âåêòîð-�óíêöèé u(·). Íàêîíåö, ìåðû èç ìíîæåñòâ (3.3)

ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ïàð âåêòîð-�óíêöèé (óïîìÿíóòîãî òèïà)

(
u(·), v(·)

)
, ãäå u(·) �èêñèðîâàíî,

òî åñòü u(·) = u(·), à v(·) âàðüèðóåòñÿ. Îòìåòèì, ÷òî, êàê ëåãêî âèäåòü (ñì. [9, ãë. IV℄), ïðè t ∈ T
è θ ∈ [t, ϑo]

Hθ = {(η| Cθ) : η ∈ Ht}, Rθ = {(µ| Kθ) : µ ∈ Kt}; (3.4)
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η1 ⊥ η2
△
=

(
η1
(
H ∩ ([t, θ[×P ×Q)

)
+η2(H ∩ Ωθ)

)
H∈Ct

∈ Ht ∀ η1 ∈ Ht ∀ η2 ∈ Hθ, (3.5)

µ1 ⊲⊳ µ2
△
=

(
µ1

(
K ∩ ([t, θ[×P )

)
+µ2(K ∩ Yθ)

)
K∈Kt

∈ Rt ∀µ1 ∈ Rt ∀µ2 ∈ Rθ. (3.6)

Ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâ (3.4)�(3.6) îïðåäåëåíû ñâîéñòâà ¾íàðåçêè-ñêëåéêè¿ îáîáùåííûõ óïðàâ-

ëåíèé (ÎÓ). Â ïîñëåäóþùèõ ïîñòðîåíèÿõ âàæíóþ ðîëü áóäóò èãðàòü ¾ñîâîêóïíûå¿ ÎÓ, ðå-

àëèçóþùèåñÿ âñÿêèé ðàç ïðè ñîâìåñòíîì äåéñòâèè ÎÓ µ ∈ Rt è îáû÷íîãî óïðàâëåíèÿ-êîíñ-

òàíòû v ∈ Q; çäåñü t ∈ T. Â èíòåðåñàõ òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ââåäåì ñíà÷àëà σ-àëãåáðó B áîðå-

ëåâñêèõ ï/ì êîìïàêòà Q è ïðè v ∈ Q ìåðó Äèðàêà δv ∈ (σ − add)+[B] ïîñðåäñòâîì ïðàâèëà:

∀B ∈ B
(
(v ∈ B) ⇒

(
δv(B)

△
= 1

))
&
(
(v /∈ B) ⇒

(
δv(B)

△
= 0

))
. (3.7)

Çàìåòèì, ÷òî ñåìåéñòâî Kt{×}B
△
= {K × B : K ∈ Kt, B ∈ B} ÿâëÿåòñÿ ïîëóàëãåáðîé ï/ì Ωt,

ïîðîæäàþùåé σ-àëãåáðó Ct. Òîãäà ïðè µ ∈ Rt è v ∈ Q ÷åðåç µ ⊗ v îáîçíà÷àåì åäèíñòâåííóþ

ìåðó èç (σ − add)+[Ct], äëÿ êîòîðîé

(µ⊗ v)(K ×B) = µ(K)δv(B) ∀K ∈ Kt ∀B ∈ B; (3.8)

ñ ó÷åòîì (3.1), (3.4), (3.7) è (3.8) ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî µ⊗ v ∈ πt(µ).
Âñþäó â äàëüíåéøåì ïðè t ∈ T ÷åðåç C([t, ϑo]), C(Ωt) è C(Yt) îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâà âñåõ

íåïðåðûâíûõ â/ç �óíêöèé íà [t, ϑo], Ωt è Yt ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àÿ (ïðè îñíàùåíèè ýòèõ

ìíîæåñòâ íîðìàìè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè) òðè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâà; íàì ïîòðåáóþòñÿ

òàêæå ïðîñòðàíñòâà C∗(Ωt) è C∗(Yt) ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèîíàëîâ íà C(Ωt) è C(Yt)
ñîîòâåòñòâåííî. Ïî òåîðåìå �èññà, ìåðû èç Ht è Rt (âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè [18℄)

îòîæäåñòâèìû ñ (íåîòðèöàòåëüíûìè) ýëåìåíòàìè C∗(Ωt) è C∗(Yt), ÷òî ïîçâîëÿåò îñíàùàòü Ht

è Rt ñîîòâåòñòâóþùèìè îòíîñèòåëüíûìè ∗-ñëàáûìè òîïîëîãèÿìè (ñì. [9, ãë. IV, � 2℄), êîòîðûå

ìåòðèçóåìû â ñèëó ñåïàðàáåëüíîñòè ïðîñòðàíñòâ C(Ωt) è C(Yt) â îñíàùåíèè âûøåóïîìÿíóòû-

ìè íîðìàìè. Çàìåòèì, ÷òî ïðè t ∈ T ìíîæåñòâà Ht, Rt è πt(µ), µ ∈ Rt, ñèëüíî îãðàíè÷åíû

è ∗-ñëàáî çàìêíóòû (ñì. ñâîéñòâà, îòìå÷åííûå â [9, 
. 163℄), à ïîòîìó ∗-ñëàáî êîìïàêòíû â ñè-

ëó òåîðåìû Àëàîãëó. Êàê ñëåäñòâèå, îòíîñèòåëüíûå ∗-ñëàáûå òîïîëîãèè óïîìÿíóòûõ ìíîæåñòâ
ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíû; çàìêíóòîñòü èõ ï/ì â ñìûñëå óïîìÿíóòûõ òîïîëîãèé ýêâèâàëåíòíà

ñåêâåíöèàëüíîé çàìêíóòîñòè (óïîìÿíóòûå ñâîéñòâà ñì. â [19, ãë. V℄; êðîìå òîãî, ñì. [20, � 2.7℄).

Âñå ýòî ïîçâîëÿåò îáõîäèòüñÿ â ïîñëåäóþùèõ ïîñòðîåíèÿõ ñåêâåíöèàëüíîé ñõîäèìîñòüþ, äëÿ

îáîçíà÷åíèÿ êîòîðîé íèæå èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë ⇀; èíûìè ñëîâàìè, óïîìÿíóòûå îòíîñèòåëü-

íûå òîïîëîãèè ïîëíîñòüþ îïèñûâàþòñÿ ïîñðåäñòâîì ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ïîäðîá-

íåå ñì. â [9, ãë. IV℄). Îòìåòèì ñëåäóþùåå ïðîñòîå ñâîéñòâî: åñëè

t ∈ T, (µi)i∈N : N −→ Rt, µ ∈ Rt,

òî èñòèííà ñëåäóþùàÿ èìïëèêàöèÿ:

(
(µi)i∈N ⇀ µ

)
=⇒

(
(µi ⊗ v)i∈N ⇀ µ⊗ v ∀ v ∈ Q

)
; (3.9)

â ñâÿçè ñ ïðîâåðêîé (3.9) îòìåòèì ïîñòðîåíèÿ [21, ãë. 5℄ (â ÷àñòíîñòè, ñì. [21, òåîðåìà 5.5.2℄),

à òàêæå êîíñòðóêöèè [22, � III.2℄.

Íàïîìíèì, ÷òî (ñì. (1.1)) f : T × R
n × P × Q → R

n
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì (ïî ñîâî-

êóïíîñòè ïåðåìåííûõ) îòîáðàæåíèåì, à ïðè t ∈ T Cn([t, ϑo]) åñòü ìíîæåñòâî âñåõ íåïðå-

ðûâíûõ îòîáðàæåíèé èç [t, ϑo] â R
n, îñíàùàåìîå ìåòðèêîé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè; äëÿ îáî-

çíà÷åíèÿ óïîìÿíóòîé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èñïîëüçóåì òðàäèöèîííûé ñèìâîë ⇒. Åñëè

x(·) =
(
x(ξ)

)
ξ∈[t,ϑo]

∈ Cn([t, ϑo]), òî

(ξ, u, v) 7−→ f(ξ, x(ξ), u, v) : Ωt −→ R
n

åñòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, à òîãäà (ïîêîìïîíåíòíî) îïðåäåëÿþòñÿ èíòåãðàëû

∫

[t,θ[×P×Q

f
(
ξ, x(ξ), u, v

)
η
(
d(ξ, u, v)

)
∈ R

n ∀ η ∈ Ht ∀ θ ∈ [t, ϑo] (3.10)
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(â (3.10) ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðîñòåéøàÿ ñõåìà [21, ãë. 3℄). Ïóñòü ïðè (t∗, x∗) ∈ T × R
n

è η ∈ Ht∗

Φ(t∗, x∗, η)
△
=

{
x(·) ∈ Cn([t∗, ϑo])

∣∣ x(t) =

= x∗ +

∫

[t∗,t[×P×Q

f
(
ξ, x(ξ), u, v

)
η
(
d(ξ, u, v)

)
∀ t ∈ [t∗, ϑo]

}
(3.11)

(ââåäåíà èíòåãðàëüíàÿ âîðîíêà, îòâå÷àþùàÿ òðèïëåòó (t∗, x∗, η)). Âñþäó â äàëüíåéøåì ïîñòó-

ëèðóåì, ÷òî ìíîæåñòâî (3.11) îäíîýëåìåíòíî ïðè âñÿêîì âûáîðå (t∗, x∗) ∈ T × R
n
è η ∈ Ht∗ .

Â ýòîé ñâÿçè ïîëàãàåì ïðè (t, x) ∈ T × R
n
è η ∈ Ht, ÷òî n-âåêòîð-�óíêöèÿ

ϕ(·, t, x, η) =
(
ϕ(ξ, t, x, η)

)
ξ∈[t,ϑo]

∈ Cn([t, ϑo]) (3.12)

ðåàëèçóåò ðàâåíñòâî Φ(t, x, η) = {ϕ(·, t, x, η)}. �àññìàòðèâàåì (3.12) êàê ïðîãðàììíîå äâèæåíèå,

îòâå÷àþùåå òðèïëåòó (t, x, η). Åñëè κ ∈ [0,∞[, òî ïîëàãàåì, ÷òî Bn(κ)
△
= {x ∈ R

n| ‖x‖ 6 κ}, ãäå
‖ · ‖ � åâêëèäîâà íîðìà â R

n. Ïîëàãàåì â äàëüíåéøåì, ÷òî

∀ a ∈ [0,∞[ ∃ b ∈ [0,∞[: ϕ(ξ, t, x, η) ∈ Bn(b) ∀ t ∈ T ∀x ∈ Bn(a) ∀ η ∈ Ht ∀ ξ ∈ [t, ϑo].

Íàïîìíèì, ÷òî (ñì. [23℄) ïðè t ∈ T îïåðàòîð

(x, η) 7−→ ϕ(·, t, x, η) : R
n ×Ht −→ Cn([t, ϑo]) (3.13)

íåïðåðûâåí (ïðè ýòîì R
n × Ht îñíàùàåòñÿ òîïîëîãèåé ïðîèçâåäåíèÿ R

n
â òîïîëîãèè ïîêîîð-

äèíàòíîé ñõîäèìîñòè è Ht â îòíîñèòåëüíîé ∗-ñëàáîé òîïîëîãèè). Èç äàííîãî ñâîéñòâà íåïðå-

ðûâíîñòè îïåðàòîðà (3.13) ñëåäóåò (ñì. (3.9)), ÷òî ïðè t ∈ T è v ∈ Q îïåðàòîð

(x, µ) 7−→ ϕ(·, t, x, µ ⊗ v) : R
n ×Rt −→ Cn([t, ϑo])

íåïðåðûâåí: åñëè (xi)i∈N : N → R
n, (µi)i∈N : N → Rt, x ∈ R

n
è µ ∈ Rt, òî

((
(xi)i∈N −→ x

)
&
(
(µi)i∈N ⇀ µ

))
=⇒

((
ϕ(·, t, xi, µi ⊗ v)

)
i∈N

⇒ ϕ(·, t, x, µ ⊗ v)
)
. (3.14)

Íèæå èñïîëüçóþòñÿ òàêæå ñâîéñòâà [23, (4.12), (4.13)℄, ñâÿçàííûå ñ ¾íàðåçêîé-ñêëåéêîé¿ ÎÓ

(ñì. (3.4)�(3.6)). Èç (3.14) âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïðè (t∗, x∗) ∈ T × R
n
è v ∈ Q

XΠ(t∗, x∗, v)
△
=

{
ϕ(·, t∗, x∗, µ⊗ v) : µ ∈ Rt∗

}
∈ P ′

(
Cn([t∗, ϑo])

)
(3.15)

åñòü (íåïóñòîé) êîìïàêò â Cn([t∗, ϑo]) ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Äåéñòâèòåëüíî,

(3.15) åñòü íåïðåðûâíûé (â ñèëó (3.14)) îáðàç êîìïàêòà Rt∗ â îòíîñèòåëüíîé ∗-ñëàáîé òîïîëî-

ãèè. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà (3.15) íàçûâàåì v-òðàåêòîðèÿìè, ñòàðòóþùèìè èç ïîçèöèè (t∗, x∗).
Îíè îòâå÷àþò âñÿêèé ðàç ñîâìåñòíîìó äåéñòâèþ íà ñèñòåìó ïîñòîÿííîãî óïðàâëåíèÿ v ∈ Q
è îáîáùåííîãî óïðàâëåíèÿ èç ìíîæåñòâà (3.2).

� 4. Îïåðàòîðû ñòàáèëüíîñòè

Îñíàùàåì T × R
n
îáû÷íîé òîïîëîãèåé t ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè, ïîëó÷àÿ ÒÏ, ìåòðè-

çóåìîå, â ÷àñòíîñòè, ìåòðèêîé ρ ñëåäóþùåãî âèäà: ρ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(
(t1, x1), (t2, x2)

)
7−→ sup({|t1 − t2|; ‖x1 − x2‖}) : (T × R

n)× (T × R
n) −→ [0,∞[. (4.1)

Êàê îáû÷íî, ïðè H ∈ P ′(T × R
n) è z ∈ T × R

n
îïðåäåëÿåì ðàññòîÿíèå îò z äî ìíîæåñòâà H:

ρ(z;H)
△
= inf

(
{ρ(z, h) : h ∈ H}

)
∈ [0,∞[.

Åñëè H ∈ P ′(T ×R
n), òî ρ(·;H)

△
=

(
ρ(z;H)

)
z∈T×Rn åñòü ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ â/ç �óíêöèÿ

(ñì. [20, (2.7.14)℄), îïðåäåëåííàÿ íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (T×R
n, ρ). Ïîëàãàåì, ÷òî F åñòü

22



def ñåìåéñòâî âñåõ çàìêíóòûõ â ÒÏ (T×R
n, t) ï/ì T×R

n
. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè H ∈ P ′(T×R

n)
è ε ∈]0,∞[

So(H, ε)
△
= {z ∈ T × R

n| ρ(z;H) 6 ε} ∈ F \ {∅} (4.2)

åñòü (çàìêíóòàÿ) îêðåñòíîñòü H â óïîìÿíóòîì ÒÏ.

Ïîëàãàÿ τ∂
△
= P(T ), ïîëó÷àåì â âèäå (T, τ∂) äèñêðåò ñ ¾åäèíèöåé¿ T (äèñêðåòíîå ÒÏ).

×åðåç τ∂⊗τ
(n)
R

, ãäå τ
(n)
R

åñòü îáû÷íàÿ òîïîëîãèÿ ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè íà R
n, îáîçíà÷àåì

åñòåñòâåííóþ òîïîëîãèþ ïðîèçâåäåíèÿ ÒÏ (T, τ∂) è (Rn, τ
(n)
R

) (ñì. [24, 
. 127℄). Äëÿ ñåìåéñòâà F

âñåõ ï/ì T × R
n, çàìêíóòûõ â ÒÏ

(T × R
n, τ∂ ⊗ τ

(n)
R

),

èìååì ïðîñòîå ïðåäñòàâëåíèå â òåðìèíàõ ñå÷åíèé. Ïðè H ∈ P(T × R
n) è t ∈ T â âèäå H〈t〉

△
=

△
= {x ∈ R

n| (t, x) ∈ H} èìååì ñå÷åíèå H ãèïåðïëîñêîñòüþ t = const. Òîãäà

F = {F ∈ P(T × R
n)|F 〈t〉 ∈ F ∀ t ∈ T}, (4.3)

ãäå F åñòü def ñåìåéñòâî âñåõ ï/ì R
n, çàìêíóòûõ â (Rn, τ

(n)
R

). ßñíî, ÷òî t ⊂ τ∂ ⊗ τ
(n)
R

è F ⊂ F.
Åñëè Λ ∈ P(T × R

n), òî ïîëàãàåì, ÷òî

Supp(Λ)
△
= {t ∈ T |Λ〈t〉 6= ∅}. (4.4)

Ïðè S ∈ P ′(Rn) è x ∈ R
n
ââåäåì (‖ · ‖ − inf)[x;S]

△
= inf({‖x − y‖ : y ∈ S}). Åñëè L ∈ P ′(Rn), òî

â âèäå

(‖ · ‖ − inf)[·;L]
△
=

(
(‖ · ‖ − inf)[x;L]

)
x∈Rn

èìååì ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíóþ íåîòðèöàòåëüíóþ �óíêöèþ íà R
n, à ïîòîìó

Bo
n(L, ε)

△
= {x ∈ R

n|(‖ · ‖ − inf)[x;L] 6 ε} ∈ F \ {∅} ∀ ε ∈]0,∞[; (4.5)

ïîëó÷èëè (çàìêíóòûå) îêðåñòíîñòè L â (Rn, τ
(n)
R

), òàê êàê τ
(n)
R

ïîðîæäàåòñÿ íîðìîé ‖ ·‖. Ñ ó÷å-

òîì (4.4) èìååì, ÷òî ïðè Λ ∈ P(T×R
n), t ∈ Supp(Λ) è ε ∈]0,∞[ îïðåäåëåíî Bo

n(Λ〈t〉, ε) ∈ F\{∅}.
Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïîëàãàåì, ÷òî

S(H, ε)
△
= {(t, x) ∈ Supp(H)× R

n|x ∈ Bo
n(H〈t〉, ε)} ∀H ∈ P(T × R

n) ∀ ε ∈]0,∞[. (4.6)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè H ∈ P(T ×R
n) è ε ∈]0,∞[ íåïðåìåííî S(H, ε) ∈ F. ßñíî, ÷òî S(∅, ε) = ∅

∀ ε ∈]0,∞[.
Åñëè M ∈ P(T × R

n), òî ïîëàãàåì, ÷òî îïåðàòîð

A[M ] : P(T × R
n) −→ P(T × R

n) (4.7)

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

A[M ](H)
△
= {(t, x) ∈ H| ∀ v ∈ Q ∃µ ∈ Rt ∃ϑ ∈ [t, ϑo] :

((
ϑ,ϕ(ϑ, t, x, µ ⊗ v)

)
∈ M

)
&

&
((

ξ, ϕ(ξ, t, x, µ ⊗ v)
)
∈ H ∀ ξ ∈ [t, ϑ[

)}
∀H ∈ P(T × R

n).
(4.8)

Ìíîæåñòâî M â (4.7), (4.8) èãðàåò ðîëü öåëåâîãî äëÿ èãðîêà I; ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïåðà-

òîð (4.7) ðåàëèçóåò ñæàòèå �àçîâûõ îãðàíè÷åíèé (ÔÎ) ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ñáëèæåíèÿ.

Óñëîâèìñÿ íàçûâàòü (4.7), (4.8) îïåðàòîðîì ñòàáèëüíîñòè, èìåÿ â âèäó ñâÿçü ñ êëàññè÷åñêèì

ïîíÿòèåì, ââåäåííûì Í.Í. Êðàñîâñêèì; äàííàÿ ñâÿçü ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè íåïî-

äâèæíûõ òî÷åê îïåðàòîðà (4.7). Îòìåòèì, ÷òî (ñì. (4.8)) ïðè M1 ∈ P(T ×R
n), H1 ∈ P(T ×R

n),
M2 ∈ P(T × R

n) è H2 ∈ P(T × R
n)

(
(M1 ⊂ M2)&(H1 ⊂ H2)

)
=⇒

(
A[M1](H1) ⊂ A[M2](H2)

)
; (4.9)
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â (4.9) îòðàæåíà ¾óñèëåííàÿ¿ èçîòîííîñòü îïåðàòîðîâ ïðîãðàììíîãî ïðîãðàììíîãî ïîãëîùå-

íèÿ (ÎÏÏ) òèïà (4.7), (4.8). Â äàëüíåéøåì îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ñëó÷àþ, êîãäà â (4.8)

M ∈ F è H ∈ F, ïðè ýòîì

(
(M = ∅) ∨ (H = ∅)

)
=⇒

(
A[M ](H) = ∅

)
. (4.10)

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà ïîñûëêà èìïëèêàöèè (4.10) ëîæíà. Â ýòîé

ñâÿçè îòìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî

Ï ð å ä ë î æ å í è å 4.1. Åñëè M ∈ F \ {∅}, F ∈ F è (t∗, x∗) ∈ F \A[M ](F ), òî

∃ ε ∈]0,∞[: (t∗, x∗) /∈ A[So(M,ε)]
(
S(F, ε)

)
. (4.11)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ â îòíîøåíèè M , F
è (t∗, x∗). Äîïóñòèì, îäíàêî, ÷òî (4.11) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî åñòü

(t∗, x∗) ∈ A[So(M,ε)]
(
S(F, ε)

)
∀ ε ∈]0,∞[. (4.12)

Òîãäà â ñèëó (4.8), (4.12) èìååì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ∀ k ∈ N ∀ v ∈ Q ∃µ ∈ Rt∗ ∃ϑ ∈ [t∗, ϑo]:

((
ϑ,ϕ(ϑ, t∗, x∗, µ⊗ v)

)
∈ So(M,

1

k
)
)
&
((

ξ, ϕ(ξ, t∗, x∗, µ⊗ v)
)
∈ S(F,

1

k
) ∀ ξ ∈ [t∗, ϑ[

)
. (4.13)

Ïóñòü v ∈ Q. Òîãäà èç (4.13) ñëåäóåò, ÷òî

Λk
△
=

{
(µ, ϑ) ∈ Rt∗ × [t∗, ϑo]

∣∣
((

ϑ,ϕ(ϑ, t∗, x∗, µ⊗ v)
)
∈ So(M,

1

k
)
)
&

&
((

ξ, ϕ(ξ, t∗, x∗, µ⊗ v)
)
∈ S(F,

1

k
) ∀ ξ ∈ [t∗, ϑ[

)}
6= ∅ ∀ k ∈ N.

Ïîýòîìó ñ èñïîëüçîâàíèåì (ñ÷åòíîé) àêñèîìû âûáîðà èìååì ñâîéñòâî

∏

k∈N

Λk 6= ∅. (4.14)

Ñ ó÷åòîì (4.14) ïîëó÷àåì äëÿ íåêîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

(µk)k∈N : N −→ Rt∗ , (ϑk)k∈N : N −→ [t∗, ϑo] (4.15)

ñëåäóþùèå ñâîéñòâà: ∀ r ∈ N

((
ϑr, ϕ(ϑr, t∗, x∗, µr ⊗ v)

)
∈ So(M,

1

r
)
)
&
((

ξ, ϕ(ξ, t∗, x∗, µr ⊗ v)
)
∈ S(F,

1

r
) ∀ ξ ∈ [t∗, ϑr[

)
. (4.16)

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè Rt∗ è [t∗, ϑo] ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (4.15) ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ: äëÿ

íåêîòîðûõ µo ∈ Rt∗ è ϑo ∈ [t∗, ϑo]

(
(µk)k∈N ⇀ µo

)
&
(
(ϑk)k∈N → ϑo

)
. (4.17)

Ñ ó÷åòîì (3.14) è (4.17) èìååì ñ î÷åâèäíîñòüþ, ÷òî

(
ϕ(·, t∗, x∗.µk ⊗ v)

)
k∈N

⇒ ϕ(·, t∗, x∗, µ
o ⊗ v). (4.18)

Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì (ñì. (4.2), (4.17), 4.18)), ÷òî

(
ρ
((

ϑk.ϕ(ϑk, t∗, x∗, µk ⊗ v)
)
,
(
ϑo, ϕ(ϑo, t∗, x∗, µ

o ⊗ v)
)))

k∈N

−→ 0. (4.19)

Çàìåòèì, ÷òî (ñì. (4.1)) â ñèëó çàìêíóòîñòè M

(
So(M,

1

k
)
)
k∈N

↓ M. (4.20)
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Ïóñòü k ∈ N. Òîãäà So(M, 1
k
) ⊂ So(M, 1

k
) ∀ k ∈

−−→
k,∞. Ïîýòîìó, â ñèëó (4.16),

(
ϑk, ϕ(ϑk, t∗, x∗, µk ⊗ v)

)
∈ So(M,

1

k
) ∀ k ∈

−−→
k,∞.

Ñ ó÷åòîì (4.2) è (4.19) ïîëó÷àåì, êàê ñëåäñòâèå, ÷òî

(
ϑo, ϕ(ϑo, t∗, x∗, µ

o ⊗ v)
)
∈ So(M,

1

k
).

Êîëü ñêîðî âûáîð k áûë ïðîèçâîëüíûì,

(
ϑo, ϕ(ϑo, t∗, x∗, µ

o ⊗ v)
)
∈ So(M, 1k ) ∀ k ∈ N. Ñ ó÷å-

òîì (4.20) èìååì òåïåðü (
ϑo, ϕ(ϑo, t∗, x∗, µ

o ⊗ v)
)
∈ M. (4.21)

Ïóñòü t∗ ∈ [t∗, ϑ
o[. Òîãäà, â ñèëó (4.17), äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ N

t∗ ∈ [t∗, ϑk[ ∀ k ∈
−−→
j,∞.

Êàê ñëåäñòâèå, èìååì èç (4.16), ÷òî

ϕ(t∗, t∗, x∗, µk ⊗ v) ∈ S(F,
1

k
)〈t∗〉 ∀ k ∈

−−→
j,∞. (4.22)

Â ýòîì ñëó÷àå (ñì. (4.7)) t∗ ∈ Supp
(
S(F, 1k )

)
∀ k ∈

−−→
j,∞. Ïîêàæåì, ÷òî t∗ ∈ Supp(F ). Äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè t∗ /∈ Supp(F ), òî ñîãëàñíî (4.6) S(F, ε)〈t∗〉 = ∅ ïðè ε ∈]0,∞[, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

(õîòÿ áû ïðè ε = 1
j
) ñâîéñòâó (4.22). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî t∗ ∈ Supp(F ),

à ïîòîìó (ñì. (4.6))

S(F,
1

k
)〈t∗〉 = Bo

n(F 〈t∗〉,
1

k
) ∀ k ∈ N. (4.23)

Íàïîìíèì, ÷òî F 〈t∗〉 ∈ F è, ñîãëàñíî (4.18),

(
ϕ(t∗, t∗, x∗, µk ⊗ v)

)
k∈N

−→ ϕ(t∗, t∗, x∗, µ
o ⊗ v). (4.24)

Ôèêñèðóåì r ∈ N. Òîãäà l
△
= sup({j; r}) ∈ N. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî (4.23),

S(F,
1

k
)〈t∗〉 ⊂ S(F,

1

r
)〈t∗〉 ∀ k ∈

−−→
l,∞. (4.25)

Ñ ó÷åòîì (4.22) èìååì ïî âûáîðó l, ÷òî

ϕ(t∗, t∗, x∗, µk ⊗ v) ∈ S(F,
1

k
)〈t∗〉 ∀ k ∈

−−→
l,∞. (4.26)

Èç (4.25), (4.26) âûòåêàåò ñ î÷åâèäíîñòüþ, ÷òî

ϕ(t∗, t∗, x∗, µk ⊗ v) ∈ S(F,
1

r
)〈t∗〉 ∀ k ∈

−−→
l,∞. (4.27)

Ïðè ýòîì (ñì. (4.5), (4.23)) S(F, 1
r
)〈t∗〉 ∈ F \ {∅}, à ïîòîìó (ñì. (4.24), (4.27))

ϕ(t∗, t∗, x∗, µ
o ⊗ v) ∈ S(F,

1

r
)〈t∗〉. (4.28)

Êîëü ñêîðî âûáîð r áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî (ñì. (4.28)), ÷òî

ϕ(t∗, t∗, x∗, µ
o ⊗ v) ∈ S(F,

1

k
)〈t∗〉 ∀ k ∈ N. (4.29)

Ñ ó÷åòîì (4.23) è çàìêíóòîñòè F 〈t∗〉 èìååì èç (4.29), ÷òî

ϕ(t∗, t∗, x∗, µ
o ⊗ v) ∈ F 〈t∗〉,
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îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî (
t∗, ϕ(t∗, t∗, x∗, µ

o ⊗ v)
)
∈ F. (4.30)

Êîëü ñêîðî è âûáîð t∗ áûë ïðîèçâîëüíûì, ïîëó÷àåì èç (4.30), ÷òî

(
t, ϕ(t, t∗, x∗, µ

o ⊗ v)
)
∈ F ∀ t ∈ [t∗, ϑ

o[. (4.31)

Ïîëó÷èëè, ÷òî µo ∈ Rt∗ è ϑo ∈ [t∗, ϑo] òàêîâû, ÷òî (ñì. (4.21), (4.31))

((
ϑo, ϕ(ϑo, t∗, x∗, µ

o ⊗ v)
)
∈ M

)
&
((

t, ϕ(t, t∗, x∗, µ
o ⊗ v)

)
∈ F ∀ t ∈ [t∗, ϑ

o[
)
.

Ïîñêîëüêó âûáîð v áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî ∀ v ∈ Q ∃µ ∈ Rt∗ ∃ϑ ∈ [t∗, ϑo]:

((
ϑ,ϕ(ϑ, t∗, x∗, µ⊗ v)

)
∈ M

)
&
((

t, ϕ(t, t∗, x∗, µ⊗ v)
)
∈ F ∀ t ∈ [t∗, ϑ[

)
. (4.32)

Òîãäà, ïîñêîëüêó (t∗, x∗) ∈ F, èìååì èç (4.8) è (4.32), ÷òî (t∗, x∗) ∈ A[M ](F ), ÷òî íåâîçìîæ-

íî ïî óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî (4.12) íåâîçìîæíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî (4.11). �

Ï ð å ä ë î æ å í è å 4.2. Åñëè M ∈ F è F ∈ F, òî A[M ](F ) ∈ F.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôèêñèðóåì M ∈ F è F ∈ F. Òîãäà A[M ](F ) ∈ P(F ) ñîãëàñíî (4.8).
Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (4.3), ó÷èòûâàÿ, ÷òî F ⊂ T × R

n, à ïîòîìó A[M ](F ) ⊂ T × R
n.

Ïóñòü t∗ ∈ T. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî-ñå÷åíèå A[M ](F )〈t∗〉 ∈ P(Rn) è åãî çàìûêàíèå â òî-

ïîëîãèè τ
(n)
R

:

A[M ](F )〈t∗〉 ⊂ cl
(
A[M ](F )〈t∗〉, τ

(n)
R

)
. (4.33)

Ïóñòü x∗ ∈ cl
(
A[M ](F )〈t∗〉, τ

(n)
R

)
. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(xi)i∈N : N −→ A[M ](F )〈t∗〉 (4.34)

èìååì ñõîäèìîñòü

(xi)i∈N −→ x∗. (4.35)

Èç (4.34) ëåãêî ñëåäóåò (ñì. (4.8)), ÷òî

(xi)i∈N : N −→ F 〈t∗〉. (4.36)

Ïî âûáîðó F èìååì èç (4.3), ÷òî

F 〈t∗〉 ∈ F.

Òîãäà (ñì. (4.35), (4.36)) ïîëó÷àåì, ÷òî

x∗ ∈ F 〈t∗〉. (4.37)

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî v ∈ Q. Ïîñêîëüêó (ñì. (4.34))

(t∗, xj) ∈ A[M ](F ) ∀ j ∈ N,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî. À èìåííî, ∀ j ∈ N ∃µ ∈ Rt∗ ∃ϑ ∈ [t∗, ϑo]:

((
ϑ,ϕ(ϑ, t∗, xj, µ ⊗ v)

)
∈ M

)
&
((

t, ϕ(t, t∗, xj , µ⊗ v)
)
∈ F ∀ t ∈ [t∗, ϑ[

)
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

Λj
△
=

{
(µ, ϑ) ∈ Rt∗ × [t∗, ϑo]

∣∣
((

ϑ,ϕ(ϑ, t∗, xj , µ ⊗ v)
)
∈ M

)
&

&
((

t, ϕ(t, t∗, xj , µ ⊗ v)
)
∈ F ∀ t ∈ [t∗, ϑ[

)}
∈ P ′(Rt∗ × [t∗, ϑo]) ∀ j ∈ N.

(4.38)
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Èç (4.38) âûòåêàåò ïî (ñ÷åòíîé) àêñèîìå âûáîðà, ÷òî

∏

i∈N

Λi 6= ∅. (4.39)

Ñ ó÷åòîì (4.39) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

(µi)i∈N : N −→ Rt∗ , (ϑi)i∈N : N −→ [t∗, ϑo] (4.40)

ðåàëèçóåòñÿ ñâîéñòâî

(µj , ϑj) ∈ Λj ∀ j ∈ N.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ∀ j ∈ N

((
ϑj, ϕ(ϑj , t∗, xj , µj ⊗ v)

)
∈ M

)
&
((

t, ϕ(t, t∗, xj , µj ⊗ v)
)
∈ F ∀ t ∈ [t∗, ϑj[

)
. (4.41)

Ïîñêîëüêó Rt∗ è [t∗, ϑo] êîìïàêòíû, ïîëàãàåì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè (4.40) ñõîäÿùèìèñÿ: äëÿ íåêîòîðûõ

(µo ∈ Rt∗)&(ϑo ∈ [t∗, ϑo]) (4.42)

èìåþò ìåñòî ñâîéñòâà (
(µi)i∈N ⇀ µo

)
&
(
(ϑi)i∈N → ϑo

)
. (4.43)

Òîãäà (ñì. (4.35), (4.43)) èìååì â ñèëó (3.14) ñâîéñòâî ñõîäèìîñòè

(
ϕ(·, t∗, xi, µi ⊗ v)

)
i∈N

⇒ ϕ(·, t∗, x∗, µ
o ⊗ v). (4.44)

Èç (4.43), (4.44) âûòåêàåò, ÷òî

(
ρ
((

ϑj, ϕ(ϑj , t∗, xj , µj ⊗ v)
)
,
(
ϑo, ϕ(ϑo, t∗, x∗, µ

o ⊗ v)
)))

j∈N

−→ 0. (4.45)

Ïîñêîëüêó M ∈ F , èç (4.41), (4.45) ñëåäóåò, ÷òî

(
ϑo, ϕ(ϑo, t∗, x∗, µ

o ⊗ v)
)
∈ M. (4.46)

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî t∗ ∈ [t∗, ϑ
o[. Òîãäà, â ñèëó (4.43), äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N èìååì, ÷òî

t∗ ∈ [t∗, ϑj [ ∀ j ∈
−−→
k,∞ (4.47)

(ó÷èòûâàåì, ÷òî ϑo − t∗ ∈]0,∞[). Ïîýòîìó, ñîãëàñíî (4.41) è (4.47),

ϕ(t∗, t∗, xj , µj ⊗ v) ∈ F 〈t∗〉 ∀ j ∈
−−→
k,∞. (4.48)

Èç (4.44) ñëåäóåò, â ñâîþ î÷åðåäü, ÷òî

(
ϕ(t∗, t∗, xi, µi ⊗ v)

)
i∈N

−→ ϕ(t∗, t∗, x∗, µ
o ⊗ v). (4.49)

Ïðè ýòîì ïî âûáîðó F èìååì èç (4.3), ÷òî F 〈t∗〉 ∈ F, à òîãäà èç (4.48), (4.49) ñëåäóåò, ÷òî

ϕ(t∗, t∗, x∗, µ
o ⊗ v) ∈ F 〈t∗〉

è, êàê ñëåäñòâèå, (
t∗, ϕ(t∗, t∗, x∗, µ

o ⊗ v)
)
∈ F.

Ïîñêîëüêó âûáîð t∗ áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî

(
t, ϕ(t, t∗, x∗, µ

o ⊗ v)
)
∈ F ∀ t ∈ [t∗, ϑ

o[. (4.50)
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Èç (4.42), (4.46), è (4.50) ñëåäóåò, ÷òî

∃µ ∈ Rt∗ ∃ϑ ∈ [t∗, ϑo] :
((

ϑ,ϕ(ϑ, t∗, x∗, µ⊗ v)
)
∈ M

)
&
((

t, ϕ(t, t∗, x∗, µ⊗ v)
)
∈ F ∀ t ∈ [t∗, ϑ[

)
.

Ïîñêîëüêó âûáîð v áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî ∀ v ∈ Q ∃µ ∈ Rt∗ ∃ϑ ∈ [t∗, ϑo]:

((
ϑ;ϕ(ϑ, t∗, x∗, µ ⊗ v)

)
∈ M

)
&
((

t, ϕ(t, t∗, x∗, µ ⊗ v)
)
∈ F ∀ t ∈ [t∗, ϑ[

)
. (4.51)

Ïîñêîëüêó (ñì. (4.37)) (t∗, x∗) ∈ F, èç (4.8), (4.51) ñëåäóåò, ÷òî (t∗, x∗) ∈ A[M ](F ) (à òîãäà

x∗ ∈ A[M ](F )〈t∗〉), ÷åì çàâåðøàåòñÿ ïðîâåðêà âëîæåíèÿ

cl
(
A[M ](F )〈t∗〉, τ

(n)
R

)
⊂ A[M ](F )〈t∗〉. (4.52)

Èç (4.33), (4.52) ñëåäóåò, ÷òî

A[M ](F )〈t∗〉 = cl
(
A[M ](F )〈t∗〉, τ

(n)
R

)
∈ F.

Ïîñêîëüêó âûáîð t∗ áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî

A[M ](F )〈t〉 ∈ F ∀ t ∈ T.

Èç (4.3) èìååì, êàê ñëåäñòâèå, òðåáóåìîå ñâîéñòâî A[M ](F ) ∈ F. �

Ïîäîáíî [23, ïðåäëîæåíèå 5.2℄ óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùåå

Ï ð å ä ë î æ å í è å 4.3. Åñëè (Mi)i∈N ∈ FN, (Fi)i∈N ∈ FN, M ∈ P(T × R
n), F ∈ P(T × R

n)
è ïðè ýòîì (

(Mi)i∈N ↓ M
)
&
(
(Fi)i∈N ↓ F

)
,

òî M ∈ F , F ∈ F è

(
A[Mi](Fi)

)
i∈N

↓ A[M ](F ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü (Mi)i∈N, (Fi)i∈N, M è F óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

ïðåäëîæåíèÿ. Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, ∀ j ∈ N

(Mj ∈ F) & (Fj ∈ F). (4.53)

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

(M =
⋂

i∈N

Mi) & (F =
⋂

i∈N

Fi), (4.54)

à ïîòîìó ïî ñâîéñòâàì çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ â ÒÏ èìååì èç (4.53), ÷òî

(M ∈ F) & (F ∈ F). (4.55)

Ñîãëàñíî (4.9), èç âûøåóïîìÿíóòûõ ñâîéñòâ ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè ìíîæåñòâ âûòåêàåò, ÷òî

A[Mj+1](Fj+1) ⊂ A[Mj ](Fj) ∀ j ∈ N. (4.56)

Â ñâîþ î÷åðåäü, èç (4.9) è (4.54) èìååì âëîæåíèÿ

A[M ](F ) ⊂ A[Mj](Fj) ∀ j ∈ N.

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

A[M ](F ) ⊂
⋂

i∈N

A[Mi](Fi). (4.57)

Îñòàëîñü óñòàíîâèòü ñâîéñòâî ⋂

i∈N

A[Mi](Fi) ⊂ A[M ](F ). (4.58)
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Èòàê, ïóñòü âûáðàíà ïðîèçâîëüíàÿ ïîçèöèÿ

(t∗, x∗) ∈
⋂

i∈N

A[Mi](Fi).

Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, èìååì ñ î÷åâèäíîñòüþ âêëþ÷åíèå

(t∗, x∗) ∈
⋂

i∈N

Fi

(ñì. (4.8)), à ïîòîìó, ñîãëàñíî (4.54),

(t∗, x∗) ∈ F. (4.59)

Äàëåå, ïî âûáîðó (t∗, x∗) èìååì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

(t∗, x∗) ∈ A[Mj ](Fj) ∀ j ∈ N.

Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (4.8) ïîëó÷àåì, ÷òî ∀ j ∈ N ∀ v ∈ Q ∃µ ∈ Rt∗ ∃ϑ ∈ [t∗, ϑ0]:

((ϑ,ϕ(ϑ, t∗, x∗, µ⊗ v)) ∈ Mj) & ((t, ϕ(t, t∗, x∗, µ ⊗ v)) ∈ Fj ∀ t ∈ [t∗, ϑ[). (4.60)

Ôèêñèðóåì v ∈ Q. Òîãäà ñîãëàñíî (4.60)

Λ̃j
△
= {(µ, ϑ) ∈ Rt∗ × [t∗, ϑ0]|((ϑ,ϕ(ϑ, t∗, x∗, µ⊗ v)) ∈ Mj) & ((t, ϕ(t, t∗, x∗, µ⊗ v))

∈ Fj ∀ t ∈ [t∗, ϑ[)} 6= ∅ ∀ j ∈ N.

Ñ ó÷åòîì (ñ÷åòíîé) àêñèîìû âûáîðà èìååì ñâîéñòâî

∏

i∈N

Λ̃i 6= ∅.

Ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

(µi)i∈N : N −→ Rt∗ , (ϑi)i∈N : N −→ [t∗, ϑ0] (4.61)

èìååò ìåñòî ñâîéñòâî (µj , ϑj) ∈ Λ̃j ∀ j ∈ N. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ∀ j ∈ N

((ϑj , ϕ(ϑj , t∗, x∗, µj ⊗ v)) ∈ Mj) & ((t, ϕ(t, t∗, x∗, µj ⊗ v)) ∈ Fj ∀ t ∈ [t∗, ϑj [). (4.62)

Ñ ó÷åòîì êîìïàêòíîñòè R∗ è [t∗, ϑ0] ïîëàãàåì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè (4.61) ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ: äëÿ íåêîòîðûõ

(µ0 ∈ Rt∗) & (ϑ0 ∈ [t∗, ϑ0]) (4.63)

èìåþò ìåñòî ñâîéñòâà

((µi)i∈N ⇀ µ0) & ((ϑi)i∈N −→ ϑ0). (4.64)

Òîãäà, â ñèëó (3.14) è (4.64), ïîëó÷àåì ñâîéñòâî ñõîäèìîñòè

(ϕ(·, t∗, x∗, µi ⊗ v))i∈N ⇒ ϕ(·, t∗, x∗, µ
0 ⊗ v). (4.65)

Â ÷àñòíîñòè, èç (4.1), (4.64) è (4.65) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñõîäèìîñòè:

ρ((ϑi, ϕ(ϑi, t∗, x∗, µi ⊗ v)), (ϑ0, ϕ(ϑ0, t∗, x∗, µ
0 ⊗ v)))i∈N −→ 0. (4.66)

Ïóñòü m ∈ N. Òîãäà â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè èìååì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî

Mj ⊂ Mm ∀ j ∈ −−−→m,∞. (4.67)
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Ñ ó÷åòîì (4.62) è (4.67) ïîëó÷àåì ñâîéñòâî

(ϑj, ϕ(ϑj , t∗, x∗, µj ⊗ v)) ∈ Mm ∀ j ∈ −−−→m,∞. (4.68)

Ïðè ýòîì ñîãëàñíî (4.53) Mm ∈ F . Ïîýòîìó (ñì. (4.66), (4.68)) (ϑ0, ϕ(ϑ0, t∗, x∗, µ
0 ⊗ v)) ∈ Mm.

Ïîñêîëüêó âûáîð m áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî

(ϑ0, ϕ(ϑ0, t∗, x∗, µ
0 ⊗ v)) ∈ Mj ∀ j ∈ N.

Òîãäà, êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì ñâîéñòâî

(ϑ0, ϕ(ϑ0, t∗, x∗, µ
0 ⊗ v)) ∈

⋂

i∈N

Mi. (4.69)

Èç (4.54) è (4.69) ïîëó÷àåì î÷åâèäíîå âêëþ÷åíèå

(ϑ0, ϕ(ϑ0, t∗, x∗, µ
0 ⊗ v)) ∈ M. (4.70)

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî t∗ ∈ [t∗, ϑ
0[. Òîãäà â ñèëó (4.64) ìîæíî óêàçàòü k ∈ N òàêîå, ÷òî

t∗ ∈ [t∗, ϑj [ ∀ j ∈
−−→
k,∞. (4.71)

Òîãäà, ñîãëàñíî (4.62) è (4.71), èìååì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

(t∗, ϕ(t∗, t∗, x∗, µj ⊗ v)) ∈ Fj ∀ j ∈
−−→
k,∞. (4.72)

Ïóñòü r ∈ N. Òîãäà 
 ó÷åòîì ïðåäïîëîæåíèÿ î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè ìíîæåñòâ ïîëó÷àåì

Fj ⊂ Fr ∀ j ∈ −−→r,∞. (4.73)

Ïðè ýòîì ÷èñëî r
△
= sup({k; r}) ∈ N òàêîâî, ÷òî

(−−→r,∞ ⊂
−−→
k,∞)&(−−→r,∞ ⊂ −−→r,∞). (4.74)

Ñîãëàñíî (4.72) è (4.74) ïîëó÷àåì ñâîéñòâî

(t∗, ϕ(t∗, t∗, x∗, µj ⊗ v)) ∈ Fj ∀ j ∈ −−→r,∞. (4.75)

Èç (4.73) è (4.74) âûòåêàåò, îäíàêî, ÷òî

Fj ⊂ Fr ∀ j ∈ −−→r,∞. (4.76)

Ïîýòîìó (ñì. (4.75), (4.76)) èìååì ñâîéñòâî

ϕ(t∗, t∗, x∗, µj ⊗ v) ∈ Fr〈t
∗〉 ∀ j ∈ −−→r,∞. (4.77)

Íàïîìíèì, ÷òî (ñì. (4.53)) Fr ∈ F, à ïîòîìó, ñîãëàñíî (4.3),

Fr〈t
∗〉 ∈ F.

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ñîãëàñíî (4.65) èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

(ϕ(t∗, t∗, x∗, µi ⊗ v))i∈N −→ ϕ(t∗, t∗, x∗, µ
0 ⊗ v). (4.78)

Òîãäà â 
èëó (4.77)�(4.78) ïîëó÷àåì ïî îïðåäåëåíèþ F, ÷òî ϕ(t∗, t∗, x∗, µ
0 ⊗v) ∈ Fr〈t

∗〉. Èíûìè
ñëîâàìè, (t∗, ϕ(t∗, t∗, x∗, µ

0⊗v)) ∈ Fr. Ïîñêîëüêó âûáîð r áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî

(t∗, ϕ(t∗, t∗, x∗, µ
0 ⊗ v)) ∈ Fj ∀ j ∈ N.
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Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì î÷åâèäíîå âêëþ÷åíèå

(t∗, ϕ(t∗, t∗, x∗, µ
0 ⊗ v)) ∈

⋂

i∈N

Fi.

Ñ ó÷åòîì (4.54) ïîëó÷àåì, ÷òî (t∗, ϕ(t∗, t∗, x∗, µ
0⊗v)) ∈ F . Îäíàêî âûáîð t∗ áûë ïðîèçâîëüíûì,

à ïîòîìó óñòàíîâëåíî ñâîéñòâî

(t, ϕ(t, t∗, x∗, µ
0 ⊗ v)) ∈ F ∀ t ∈ [t∗, ϑ

0[. (4.79)

Òàêèì îáðàçîì (ñì. (4.63), (4.70), (4.79)), óñòàíîâëåíî, ÷òî ∃µ ∈ Rt∗ ∃ϑ ∈ [t∗, ϑ0]:

((ϑ,ϕ(ϑ, t∗, x∗, µ⊗ v)) ∈ M) & ((t, ϕ(t, t∗, x∗, µ⊗ v)) ∈ F ∀ t ∈ [t∗, ϑ[).

Ïîñêîëüêó âûáîð v áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî ∀ v ∈ Q ∃µ ∈ Rt∗ ∃ϑ ∈ [t∗, ϑ0]:

((ϑ,ϕ(ϑ, t∗, x∗, µ⊗ v)) ∈ M) & ((t, ϕ(t, t∗, x∗, µ⊗ v)) ∈ F ∀ t ∈ [t∗, ϑ[).

Ñ ó÷åòîì (4.8) è (4.59) ïîëó÷àåì òåïåðü âêëþ÷åíèå

(t∗, x∗) ∈ A[M ](F ).

Ïîñêîëüêó âûáîð (t∗, x∗) áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî (4.58). Ñ ó÷åòîì (4.57) ïîëó÷àåì

òðåáóåìîå ðàâåíñòâî:

A[M ](F ) =
⋂

i∈N

A[Mi](Fi). (4.80)

Èç (4.56) è (4.80) âûòåêàåò ñâîéñòâî ñõîäèìîñòè

(
A[Mi](Fi)

)
i∈N

↓ A[M ](F ).

Ñ ó÷åòîì (4.55) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. �

Ñ ë å ä ñ ò â è å 4.1. Åñëè M ∈ F , à (Fi)i∈N ∈ FN
è F ∈ P(T × R

n) òàêîâû, ÷òî

(Fi)i∈N ↓ F,

òî F ∈ F è, êðîìå òîãî, (
A[M ](Fi)

)
i∈N

↓ A[M ](F ).

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ.

� 5. Èòåðàöèè ñòàáèëüíîñòè

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å èçëàãàåòñÿ (ñ íåñóùåñòâåííûìè èçìåíåíèÿìè) èòåðàöèîííàÿ ïðî-

öåäóðà ( [8, � 11℄; ñì. òàêæå [9, ãë. V, � 4℄). Äàííàÿ ïðîöåäóðà, ïðèâîäèìàÿ çäåñü â îáîáùåííîì

âàðèàíòå, ðåàëèçóåòñÿ â P(T × R
n) è (ïðè åñòåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ òîïîëîãè÷åñêîãî õà-

ðàêòåðà) äîñòàâëÿåò â ïðåäåëå ÌÏÏ. Íàðÿäó ñî ñâîéñòâàìè ÌÏÏ ìû îòìåòèì è íåêîòîðûå

ñâîéñòâà ìíîæåñòâ, ðåàëèçóþùèõñÿ ïî ìåðå âûïîëíåíèÿ èòåðàöèé. Èíûìè ñëîâàìè, ìû áóäåì

ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà.

Åñëè α ∈ P(T ×R
n)P(T×Rn)

(òî åñòü α � îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â P(T ×R
n)), òî ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü

(αk)k∈No
: No −→ P(T ×R

n)P(T×Rn)

ñòåïåíåé α îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè òðàäèöèîííûìè óñëîâèÿìè:

(
αo(H)

△
= H ∀H ∈ P(T × R

n)
)
&(αk+1 = α ◦ αk ∀ k ∈ No), (5.1)
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ãäå ◦ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé. Ñ ó÷åòîì (5.1) ïîëó÷àåì, ÷òî

ïðè M ∈ P(T ×R
n) è k ∈ No îïðåäåëåí îïåðàòîð A[M ]k, äåéñòâóþùèé â P(T ×R

n). Ïðè ýòîì

A[M ]0 � òîæäåñòâåíûé îïåðàòîð. Ïîëàãàåì, ÷òî

Wk(M,N)
△
= A[M ]k(N) ∀M ∈ P(T × R

n) ∀N ∈ P(T × R
n) ∀ k ∈ No. (5.2)

Èç (5.1) è (5.2) ïîëó÷àåì, ÷òî ∀M ∈ P(T × R
n) ∀N ∈ P(T × R

n)

(
Wo(M,N) = N

)
&
(
Ws+1(M,N) = A[M ]

(
Ws(M,N)

)
⊂ Ws(M,N) ∀ s ∈ No

)
. (5.3)

Íàêîíåö, èìååì òàêæå ∀M ∈ P(T × R
n) ∀N ∈ P(T × R

n)

W(M,N)
△
=

⋂

k∈No

Wk(M,N) =
⋂

k∈N

Wk(M,N) ∈ P(T × R
n). (5.4)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî (ñì. (5.3), (5.4)) â ýòèõ êîíñòðóêöèÿõ ðåàëèçóåòñÿ ìîíîòîííàÿ ñõîäèìîñòü:

(
Wk(M,N)

)
k∈N

↓ W(M,N) ∀M ∈ P(T × R
n) ∀N ∈ P(T × R

n). (5.5)

Ï ð å ä ë î æ å í è å 5.1. Åñëè M ∈ F è N ∈ F, òî Ws(M,N) ∈ F ∀ s ∈ No.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç (5.3) è ïðåäëîæåíèÿ 4.2. Èñïîëüçóÿ (5.4) è ñâîéñòâà çàìêíóòûõ

ìíîæåñòâ â ÒÏ, ïîëó÷àåì

Ñ ë å ä ñ ò â è å 5.1. Åñëè M ∈ F è N ∈ F, òî W(M,N) ∈ F.

Èç ïðåäëîæåíèé 4.3, 5.1 è (5.5) âûòåêàåò ñëåäóþùåå âàæíîå

Ï ð å ä ë î æ å í è å 5.2. Åñëè M ∈ F è N ∈ F, òî W(M,N) = A[M ]
(
W(M,N)

)
.

Îòìåòèì äâà î÷åâèäíûõ, íî ïîëåçíûõ ñâîéñòâà:

1) åñëè M ∈ P(T × R
n), N ∈ P(T × R

n) è H ∈ P(N), òî
(
H = A[M ](H)

)
=⇒

(
H ⊂ W(M,N)

)
;

2) åñëè M ∈ F , N ∈ F è L ∈ P(N), òî
(
W(M,N) ⊂ L

)
=⇒

(
W(M,N) = W(M,L)

)
.

Â ñâÿçè ñ ïåðâûì ñâîéñòâîì îòìåòèì ñëåäñòâèå: åñëè M ∈ F è N ∈ F, òî W(M,N) åñòü
íàèáîëüøàÿ (â óïîðÿäî÷åííîñòè ïî âêëþ÷åíèþ) íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îïåðàòîðà (4.7) íà ñåìåé-

ñòâå âñåõ ï/ì N . Èíûìè ñëîâàìè, â äàííîì ñëó÷àå W(M,N) � íàèáîëüøèé ñòàáèëüíûé ìîñò

Í.Í. Êðàñîâñêîãî â èãðå ñáëèæåíèÿ-óêëîíåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè M, N.
Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ñëåäñòâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 4.3 îòìåòèì òàêæå

Ï ð å ä ë î æ å í è å 5.3. Åñëè (Mi)i∈N ∈ FN, (Ni)i∈N ∈ FN, M ∈ P(T ×R
n) è N ∈ P(T ×R

n),
òî ((

(Mi)i∈N ↓ M
)
&
(
(Ni)i∈N ↓ N

))
=⇒

((
Ws(Mi, Ni)

)
i∈N

↓ Ws(M,N) ∀ s ∈ No

)
.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 5.2. Åñëè (Mi)i∈N ∈ FN, (Ni)i∈N ∈ FN, M ∈ P(T ×R
n) è N ∈ P(T ×R

n), òî
((

(Mi)i∈N ↓ M
)
&
(
(Ni)i∈N ↓ N

))
=⇒

((
W(Mi, Ni)

)
i∈N

↓ W(M,N)
)
.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåì íåïîñðåäñòâåííîé êîìáèíàöèåé (5.4) è ïðåäëîæåíèÿ 5.3. Èç îïðå-

äåëåíèé ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ïðè M1 ∈ P(T × R
n), N1 ∈ P(T × R

n), M2 ∈ P(T × R
n)

è N2 ∈ P(T × R
n)

(
(M1 ⊂ M2

)
&(N1 ⊂ N2)

)
=⇒

(
Ws(M1, N1) ⊂ Ws(M2, N2) ∀ s ∈ No

)
;

êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì èìïëèêàöèþ

(
(M1 ⊂ M2

)
&(N1 ⊂ N2)

)
=⇒

(
W(M1, N1) ⊂ W(M2, N2)

)
.

Óïîìÿíóòûå ïðîñòûå ñâîéñòâà èñïîëüçóåì íèæå áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïîÿñíåíèé. Èç ïðåäëîæå-

íèÿ 5.3 âûòåêàåò
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Ï ð å ä ë î æ å í è å 5.4. Åñëè M ∈ F \ {∅}, N ∈ F, s ∈ N è (t∗, x∗) ∈ N \Ws(M,N), òî

∃ ε ∈]0,∞[: (t∗, x∗) /∈ Ws

(
So(M,ε),S(N, ε)

)
.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè M ∈ F è N ∈ F â âèäå W(M,N) èìååì ÌÏÏ, êîòîðîå èñ÷åðïûâàåò

âîçìîæíîñòè óñïåøíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íàâåäåíèÿ íàM ïðè ÔÎ, îïðåäåëÿåìûõ ñå÷åíèÿìè N,
â êëàññå êâàçèñòðàòåãèé. Â ýòîé ñâÿçè ñì. [8, òåîðåìà 11.1; 23, òåîðåìà 10.1℄; â óêàçàííîì ñëó÷àå

W(M,N) åñòü ìíîæåñòâî óñïåøíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ñáëèæåíèÿ â êëàññå (îáîáùåííûõ

ìíîãîçíà÷íûõ) êâàçèñòðàòåãèé.

� 6. Ñëîè ïðîñòðàíñòâà ïîçèöèé

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å îáùàÿ ñõåìà ÌÏÈ (èòåðàöèé ñòàáèëüíîñòè) êîíêðåòèçèðóåòñÿ â èí-

òåðåñàõ ïîñëåäóþùåãî èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ óêëîíåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèåì íà ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé

�îðìèðóåìîãî óïðàâëåíèÿ. Âñþäó â äàëüíåéøåì �èêñèðóåì ìíîæåñòâà

(M ∈ F \ {∅})&(N ∈ F) (6.1)

(íàðÿäó ñ ìíîæåñòâàìè (6.1) áóäåì ðàññìàòðèâàòü èõ îêðåñòíîñòè); M èãðàåò ðîëü öåëåâîãî

ìíîæåñòâà çàäà÷è ñáëèæåíèÿ, à ñå÷åíèÿN îïðåäåëÿþò ÔÎ óïîìÿíóòîé çàäà÷è. Ïîëàãàåì äàëåå

äëÿ êðàòêîñòè, ÷òî (
Ws

△
= Ws(M,N) ∀ s ∈ No

)
&
(
W

△
= W(M,N)

)
. (6.2)

Â ñâÿçè ñ (6.2) îòìåòèì, ÷òî Ws ∈ F ïðè s ∈ No; êðîìå òîãî, W ∈ F. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî

â ñèëó (5.4) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

N \W =
⋃

s∈N

(N \Ws).

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ε ∈]0,∞[ ðåàëèçóþòñÿ ìíîæåñòâà So(M, ε) ∈ F \ {∅} è S(N, ε) ∈ F. Â ýòîé

ñâÿçè ïîëàãàåì äëÿ êðàòêîñòè, ÷òî ∀ ε ∈]0,∞[

(
W (ε)

s

△
= Ws

(
So(M, ε),S(N, ε)

)
∀ s ∈ No

)
&
(
W (ε) △

= W
(
So(M, ε),S(N, ε)

))
. (6.3)

ßñíî, ÷òî ïðè ε ∈]0,∞[ ðåàëèçóþòñÿ ñâîéñòâà (W
(ε)
s ∈ F ∀ s ∈ No)&(W (ε) ∈ F). Ñ ó÷åòîì

ïðåäëîæåíèÿ 5.4 èìååì, ÷òî

∀ s ∈ N ∀ (t, x) ∈ N \Ws ∃ ε ∈]0,∞[: (t, x) /∈ W (ε)
s . (6.4)

Åñëè ε ∈]0,∞[, òî ïîëàãàåì, ÷òî

(
F
(ε)
o

△
=

(
(T × R

n) \ S(N, ε)
)
∪W (ε)

)
&
(
F
(ε)
s

△
= W

(ε)
s−1 \W

(ε)
s ∀ s ∈ N

)
. (6.5)

Ìíîæåñòâà (6.5) íàçûâàåì ñëîÿìè ïðîñòðàíñòâà ïîçèöèé. Îòìåòèì ëåãêî ïðîâåðÿåìûå ñâîéñòâà

ñëîåâ (äîêàçàòåëüñòâà î÷åâèäíûì îáðàçîì èçâëåêàþòñÿ èç (6.5)).

Ï ð å ä ë î æ å í è å 6.1. Åñëè ε ∈]0,∞[ è s ∈ N, òî

S(N, ε) \W (ε)
s =

s⋃

k=1

F
(ε)
k .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 6.2. Åñëè ε ∈]0,∞[, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (F
(ε)
k )k∈N îáðàçóåò ðàçáèå-

íèå ìíîæåñòâà S(N, ε) \W (ε)
:

(
S(N, ε) \W (ε) =

⋃

k∈N

F
(ε)
k )&(F

(ε)
k1

∩ F
(ε)
k2

= ∅ ∀ k1 ∈ N ∀ k2 ∈ N \ {k1}).
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Ñ ë å ä ñ ò â è å 6.1. Åñëè ε ∈]0,∞[, òî {F
(ε)
k : k ∈ No} åñòü ðàçáèåíèå T × R

n
:

(T × R
n =

⋃

k∈No

F
(ε)
k )& (F

(ε)
k1

∩ F
(ε)
k2

= ∅ ∀ k1 ∈ No ∀ k2 ∈ No \ {k1}).

Ñ ë å ä ñ ò â è å 6.2. Åñëè ε ∈]0,∞[ è t ∈ T, òî {F
(ε)
k 〈t〉 : k ∈ No} åñòü ðàçáèåíèå R

n
:

(Rn =
⋃

k∈No

F
(ε)
k 〈t〉)&(F

(ε)
k1

〈t〉 ∩ F
(ε)
k2

〈t〉 = ∅ ∀ k1 ∈ No ∀ k2 ∈ No \ {k1}).

Èòàê, â âèäå ñèñòåìû ñëîåâ ïîëó÷àåì ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà ïîçèöèé, à ñå÷åíèÿ ñëîåâ

îáðàçóþò (ïðè �èêñàöèè îäíîãî è òîãî æå ìîìåíòà âðåìåíè) ðàçáèåíèå �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Çàìåòèì, ÷òî â ïîñëåäóþùèõ ïîñòðîåíèÿõ ïåðåõîä îò (6.2) ê (6.3) ñâÿçûâàåòñÿ ñ (6.4), òî åñòü

ñ ïðåäëîæåíèåì 5.4. Ñàìî ñâîéñòâî (6.4) èãðàåò â ïîñëåäóþùèõ ïîñòðîåíèÿõ âåñüìà âàæíóþ

ðîëü.

� 7. Ïðîöåäóðû óêëîíåíèÿ, 1

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å óòî÷íÿþòñÿ ïîñòðîåíèÿ � 1, êàñàþùèåñÿ çàäà÷ óêëîíåíèÿ ñ îãðà-

íè÷åíèåì íà ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé. Ïðåæäå âñåãî ýòî êàñàåòñÿ ñòðàòåãèé-òðîåê (òðèïëåòîâ).

�àññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ.

×åðåç V îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé èç T ×R
n
â P ′(Q); èòàê, V

△
= P ′(Q)T×Rn

.

Ñòàëî áûòü, ýëåìåíòû V (ïîçèöèîííûå ñòðàòåãèè) ñóòü íåïóñòîçíà÷íûå ìóëüòè�óíêöèè èç

T × R
n
â Q, ÷òî èäåéíî ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèþ ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé â [2, 3℄.

Åñëè t ∈ T, òî ÷åðåç G∗(t) îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé

g∗ : Cn([t, ϑo]) −→ P ′([t, ϑo]),

îáëàäàþùèõ êàæäîå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì íåóïðåæäàåìîñòè:

∀ g1 ∈ Cn([t, ϑo]) ∀ g2 ∈ Cn([t, ϑo]) ∀ θ ∈ [t, ϑo](
(g1| [t, θ]) = (g2| [t, θ])

)
=⇒

(
g∗(g1) ∩ [t, θ] = g∗(g2) ∩ [t, θ]

)
(7.1)

(ñì. [11, 12℄). Èòàê, ýëåìåíòû G∗(t) ñóòü íåóïðåæäàþùèå (ñì. (7.1)) ìóëüòè�óíêöèîíàëû

íà Cn([t, ϑo]); ÿñíî, ÷òî îòîáðàæåíèÿ-êîíñòàíòû ñî çíà÷åíèÿìè â P ′([t, ϑo]) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòà-

ìè G∗(t). ×åðåç G∗
o(t) îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé èç Rn

â G∗(t): G∗
o(t)

△
= G∗(t)R

n
.

Íàêîíåö, ïîëàãàåì ïðè θ ∈ T, ÷òî

G
∗
θ

△
=

∏

t∈[θ,ϑo]

G
∗
o(t) (7.2)

(G
∗
θ åñòü (îáîáùåííîå) äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ G

∗
o(t), t ∈ [θ, ϑo]). Ýëåìåíòû (7.2)

íàçûâàåì ñòðàòåãèÿìè êîððåêöèè íà [t, ϑo] (ñì. [11, 
. 8℄). Êàæäàÿ ñòðàòåãèÿ êîððåêöèè èç ìíî-
æåñòâà (7.2) ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì íà [θ, ϑo], çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ïðè t ∈ [θ, ϑo] ñîäåðæàò-
ñÿ â G

∗
o(t) è ÿâëÿþòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêèé ðàç îòîáðàæåíèåì èç R

n
â G∗(t). Èòàê, ïðè

θ ∈ T, γ ∈ G
∗
θ, t ∈ [θ, ϑo] è x ∈ R

n
â âèäå γ(t)(x) èìååì (íåóïðåæäàþùèé) ìóëüòè�óíêöèîíàë

èç ìíîæåñòâà G∗(t). Â ÷àñòíîñòè,

γ(t)(x) : Cn([t, ϑo]) −→ P ′([t, ϑo])

(çíà÷åíèÿìè îòîáðàæåíèÿ γ(t)(x) ÿâëÿþòñÿ âñÿêèé ðàç íåïóñòûå ï/ì [t, ϑo]). Îòìåòèì â ñâÿçè

ñ (7.2) î÷åâèäíîå ñâîéñòâî: åñëè t ∈ T, γ ∈ G
∗
t è τ ∈ [t, ϑo], òî îïðåäåëåíî ñóæåíèå

(γ| [τ, ϑo]) ∈ G
∗
τ (7.3)

èñõîäíîãî îòîáðàæåíèÿ γ íà îòðåçîê [τ, ϑo]. Íàêîíåö, ðàñïîëàãàÿ ïîçèöèåé (t, x) ∈ T×R
n
è çíà-

÷åíèåì s ∈ N, ìû îïðåäåëÿåì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïðîöåäóð óêëîíåíèÿ èç äàííîé ïîçèöèè
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â âèäå V × G
∗
t × 1, s. Çäåñü s îïðåäåëÿåò îãðàíè÷åíèå íà ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé �îðìèðóåìîãî

óïðàâëåíèÿ.

�àññìîòðèì âîïðîñ î òðàåêòîðèÿõ, ïîðîæäàåìûõ ñòðàòåãèÿìè-òðîéêàìè èç ìíîæåñòâà V×
×G

∗
t × N. Ñíà÷àëà ââåäåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ îïðåäåëåíèé. Åñëè t ∈ T è m ∈ N, òî

∆m[t]
△
= {(τi)i∈1,m+1 ∈ [t, ϑo]

m+1| (τ1 = t)&(τm+1 = ϑo)&(τj 6 τj+1 ∀ j ∈ 1,m)}; (7.4)

êàæäûé êîðòåæ èç ìíîæåñòâà (7.4) ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå [t, ϑo] â ñóììó m ïðîìåæóòêîâ (íåêî-

òîðûå èç íèõ ìîãóò áûòü âûðîæäåííûìè). Åñëè k ∈ N è l ∈ N, òî ïîëàãàåì, ÷òî

−→
k, l

△
= {j ∈ N| (k 6 j)&(j < l)}; (7.5)

ïðè ýòîì, êîíå÷íî,

−→
k, l = k, l − 1, ãäå l−1 ∈ No, íî ìû ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèå (7.5) â öåëÿõ áîëåå

ïîëíîãî ñîãëàñîâàíèÿ ñ êîíñòðóêöèÿìè [12℄.

Åñëè (t, x) ∈ T × R
n
, v ∈ Q è θ ∈ [t, ϑo], òî ïîëàãàåì, ÷òî

X
(θ)
Π (t, x, v)

△
= {(x| [t, θ]) : x ∈ XΠ(t, x, v)},

ïîëó÷àÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî n-âåêòîð-�óíêöèé íà [t, θ]. Åñëè V ∈ V, t ∈ T ,m ∈ N, (τi)i∈1,m+1 ∈
∈ ∆m[t] è x ∈ Cn([t, ϑo]), òî

MQ[V ; t;m; (τi)i∈1,m+1;x]
△
=

{
(vi)i∈1,m ∈

m∏

i=1

V
(
τi,x(τi)

)
| (x|[τk, τk+1]) ∈

∈ X
(τk+1)
Π

(
τk,x(τk), vk

)
∀ k ∈ 1,m

}
(7.6)

(äîïóñêàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî (7.6) ìîæåò áûòü ïóñòûì). �àçóìååòñÿ, (7.6) ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ

ïðè óñëîâèè, ÷òî x = x(·) � òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû. Äàëåå, åñëè V ∈ V, t ∈ T , γ ∈ G
∗
t , x ∈

∈ Cn([t, ϑo]) è m ∈ N, òî ïîëàãàåì

∆pos[V ; t; γ;x;m]
△
=

{
(τi)i∈1,m+1 ∈ ∆m[t]|

(
MQ[V ; t;m; (τi)i∈1,m+1;x] 6= ∅

)
&

&
(
τk+1 ∈ γ(τk)

(
x(τk)

)(
(x| [τk, ϑo])

)
∀ k ∈

−−→
1,m

)}
.

(7.7)

Â (7.7) óêàçàíû âîçìîæíûå ¾âðåìåííûå ñöåíàðèè¿ îðãàíèçàöèè êîððåêöèé, ñîãëàñîâàííûõ

ñ (V, γ,m) è ¾ïðèâÿçàííûõ¿ ê âåêòîð-�óíêöèè x (ïîñëåäíÿÿ, êñòàòè, â ñèëó (7.6) íåïðå-

ìåííî ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé, à òî÷íåå, êîíå÷íîé ñêëåéêîé v-òðàåêòîðèé; ñì. (3.5), (3.6)).

Íàêîíåö, ñîïîñòàâèì ñòðàòåãèè-òðîéêå ìíîæåñòâî íå ïðîòèâîðå÷àùèõ åé òðàåêòîðèé: åñëè

(t, x) ∈ T × R
n, V ∈ V, γ ∈ G

∗
t è m ∈ N, òî

X[t;x;V ; γ;m]
△
= {x ∈ Cn([t, ϑo])|

(
x(t) = x

)
&(∆pos[V ; t; γ;x;m] 6= ∅)}. (7.8)

Ýëåìåíòû (7.8) � òðàåêòîðèè ñèñòåìû, êîòîðûå ñòàðòóþò èç ïîçèöèè (t, x) è íå ïðîòèâîðå÷àò

ñòðàòåãèè-òðîéêå (V, γ,m). Ýòè òðàåêòîðèè íàçûâàåì äàëåå ïîðîæäåííûìè äàííîé ñòðàòåãèåé-

òðîéêîé èç ïîçèöèè (t, x).
Ç à ì å ÷ à í è å 7.1. Â (7.8) äîïóñêàåòñÿ, ÷òî �îðìèðóåìîå íà îñíîâå (V, γ,m) îáû÷íîå

êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå, íåïðåðûâíîå ñïðàâà è íåïðåðûâíîå ñëåâà â òî÷êå ϑo óïðàâëåíèå v(·) ñî çíà-
÷åíèÿìè âQ âîçäåéñòâóåò íà ñèñòåìó âìåñòå ñ íåêîòîðîé îáîáùåííîé ïîìåõîé µ ∈ Rt; ñì. â ýòîé
ñâÿçè (3.5), (3.6). Èòàê, ìû ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåì âîçìîæíîñòè èãðîêà I â ÷àñòè �îðìèðî-

âàíèÿ ïîìåõîâûõ âîçäåéñòâèé. Îòìåòèì çäåñü æå âàðèàíò [11℄ èçëàãàåìîé íèæå êîíñòðóêöèè,

â ðàìêàõ êîòîðîãî äîïóñêàëîñü èñïîëüçîâàíèå èãðîêîì I òîëüêî îáû÷íûõ ïîìåõîâûõ óïðàâëå-

íèé. �

Èç (7.6)�(7.8) ëåãêî ñëåäóåò ñâîéñòâî: åñëè (t∗, x∗) ∈ T × R
n, V ∈ V è γ ∈ G

∗
t∗ , òî

X[t∗;x∗;V ; γ; 1] =
⋃

v∈V (t∗,x∗)

XΠ(t∗, x∗, v) ∈ P ′
(
Cn([t∗, ϑo])

)
. (7.9)
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Ï ð å ä ë î æ å í è å 7.1. Åñëè t∗ ∈ T , V ∈ V, γ ∈ G
∗
t∗ , m ∈ N, x ∈ Cn([t∗, ϑo]) è (τi)i∈1,m+2 ∈

∈ ∆pos[V ; t∗; γ;x; m+ 1], òî

(τi+1)i∈1,m+1 ∈ ∆pos[V ; τ2; (γ| [τ2, ϑo]); (x| [τ2, ϑo]);m].

Äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé. Èç (7.8) è ïðåäëîæåíèÿ 7.1 âûòåêàåò

Ï ð å ä ë î æ å í è å 7.2. Åñëè (t∗, x∗) ∈ T × R
n
, V ∈ V, γ ∈ G

∗
t∗ , m ∈ N,

x ∈ X[t∗;x∗;V ; γ;m+ 1]

è (τi)i∈1,m+2 ∈ ∆pos[V ; t∗; γ;x; m+ 1], òî

(x| [τ2, ϑo]) ∈ X
[
τ2;x(τ2);V ; (γ| [τ2, ϑo]);m

]
.

Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ ¾îáû÷íàÿ¿ îïåðàöèÿ ñêëåèâàíèÿ n-âåêòîð-�óíêöèé: åñëè

t ∈ T, θ ∈ [t, ϑo], g1 : [t, ϑo] → R
n, g2 : [θ, ϑo] → R

n,

òî ñêëååííàÿ n-âåêòîð-�óíêöèÿ
g1� g2 : [t, ϑo] → R

n

îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè

(
(g1� g2)(ξ)

△
= g1(ξ) ∀ ξ ∈ [t, θ[

)
&
(
(g1� g2)(ξ)

△
= g2(ξ) ∀ ξ ∈ [θ, ϑo]

)
. (7.10)

ßñíî, ÷òî ïðè g1 ∈ Cn([t, ϑo]) è g2 ∈ Cn([θ, ϑo])

(
g1(θ) = g2(θ)

)
=⇒

(
g1� g2 ∈ Cn([t, ϑo])

)
. (7.11)

Ï ð å ä ë î æ å í è å 7.3. Åñëè (t, x) ∈ T × R
n, V ∈ V, γ ∈ G

∗
t è m ∈ N, òî

X[t;x;V ; γ;m] 6= ∅.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóåì ìàòåìàòè÷åñêóþ èíäóêöèþ. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå

ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:

N
△
= {m ∈ N|X[t;x;V ; γ;m] 6= ∅ ∀ (t, x) ∈ T × R

n ∀V ∈ V ∀ γ ∈ G
∗
t}.

Èç (7.9) ñëåäóåò, ÷òî 1 ∈ N. Ïóñòü r ∈ N. Âûáåðåì è çà�èêñèðóåì (t∗, x∗) ∈ T × R
n
, V ∈ V

è κ ∈ G
∗
t∗ . Ïî âûáîðó r èìååì, ÷òî

X[t∗;x∗;V : κ; r] 6= ∅.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âûáåðåì x ∈ X[t∗;x∗;V;κ; r]. Òîãäà x ∈ Cn([t∗, ϑo]), x(t∗) = x∗ è

∆pos[V; t∗;κ;x; r] 6= ∅.

Ïóñòü

(θi)i∈1,r+1 ∈ ∆pos[V; t∗;κ;x; r]. (7.12)

Â ÷àñòíîñòè, (θi)i∈1,r+1 ∈ ∆r[t∗]. Ñ ó÷åòîì (7.7) è (7.12) èìååì ñâîéñòâî

MQ[V; t∗; r; (θi)i∈1,r+1;x] 6= ∅;

êðîìå òîãî,

θk+1 ∈ κ(θk)
(
x(θk)

)(
(x| [θk, ϑo])

)
∀ k ∈

−→
1, r.

Âûáåðåì è çà�èêñèðóåì (v
(i)
∗ )i∈1,r ∈ MQ[V; t∗; r; (θi)i∈1,r+1;κ]; òîãäà v

(j)
∗ ∈ V

(
θj ,x(θj)

)
∀ j ∈ 1, r.

Êðîìå òîãî,

(x| [θk, θk+1]) ∈ X
(θk+1)
Π

(
θk,x(θk), v

(k)
∗

)
∀ k ∈ 1, r.
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Çàìåòèì, ÷òî κ(θr)
(
x(θr)

)
∈ G∗(θr). Äàííûé íåóïðåæäàþùèé �óíêöèîíàë íå èñïîëüçîâàëñÿ

ïðè ïîñòðîåíèè x. Ñåé÷àñ ìû åãî ïðèìåíèì ïî îòíîøåíèþ ê x
△
= (x| [θr, ϑo]):

κ(θr)
(
x(θr)

)
(x) ∈ P ′([θr, ϑo]).

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âûáåðåì θ ∈ κ(θr)
(
x(θr)

)
(x). Ïóñòü (ζi)i∈1,r+2 ∈ [t∗, ϑo]

r+2
èìååò âèä

(ζj
△
= θj ∀ j ∈ 1, r)&(ζr+1

△
= θ)&(ζr+2

△
= ϑo).

Òîãäà (ζi)i∈1,r+2 ∈ ∆r+1[t∗]. Ïðè ýòîì
(
θ,x(θ)

)
=

(
ζr+1,x(ζr+1)

)
∈ T×R

n
. Âûáåðåì v ∈ V

(
θ,x(θ)

)

è µ ∈ Rθ, ïîëó÷àÿ µ⊗ v ∈ Hθ. Ñ ó÷åòîì (7.10), (7.11) ïîëó÷àåì, ÷òî

h
△
= x�ϕ

(
·, θ,x(θ), µ ⊗ v

)
= x�ϕ

(
·, ζr+1,x(ζr+1), µ ⊗ v

)
∈ Cn([t∗, ϑo]). (7.13)

Áîëåå òîãî, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, h ∈ X[t∗;x∗;V;κ; r + 1] (èñïîëüçóåì íåóïðåæäàåìîñòü

ìóëüòè�óíêöèîíàëîâ κ(ζs)
(
h(ζs)

)
= κ(ζs)

(
x(ζs)

)
∀ s ∈ 1, r, à òàêæå (7.13)). Ïîñêîëüêó âûáîð

(t∗, x∗), V è κ áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî r + 1 ∈ N. Ïîýòîìó (1 ∈ N)&(k + 1 ∈ N

∀ k ∈ N). Òîãäà N = N, ÷åì è çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî. �

Èòàê, êàæäîé ñòðàòåãèè-òðîéêå ñîïîñòàâëÿåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî � ïó÷îê òðàåêòîðèé,

ïîðîæäåííûõ äàííîé ñòðàòåãèåé.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 7.4. Åñëè (t∗, x∗) ∈ W1, òî ∀V ∈ V ∀ γ ∈ G
∗
t∗ ∃x ∈ X[t∗;x∗;V ; γ; 1]

∃ϑ ∈ [t∗, ϑo]: ((
ϑ,x(ϑ)

)
∈ M

)
&
((

t,x(t)
)
∈ N ∀ t ∈ [t∗, ϑ[

)
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî âûáîðó (t∗, x∗) èìååì âêëþ÷åíèå

(t∗, x∗) ∈ A[M](N). (7.14)

Ôèêñèðóÿ V ∈ V è κ ∈ G
∗
t∗ , ïîëó÷àåì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî V(t∗, x∗) ∈ P ′(Q), ïðè÷åì ñîãëàñíî (7.9)

X[t∗;x∗;V;κ; 1] åñòü îáúåäèíåíèå âñåõ ìíîæåñòâ XΠ(t∗, x∗, v), v ∈ V(t∗, x∗).Èñïîëüçóÿ íåïóñòîòó
ìíîæåñòâà V(t∗, x∗), âûáåðåì v∗ ∈ V(t∗, x∗), à òîãäà èç (7.14) èìååì äëÿ íåêîòîðûõ µ∗ ∈ Rt∗

è ϑ∗ ∈ [t∗, ϑo] ñâîéñòâà

((
ϑ∗,x

∗(ϑ∗)
)
∈ M

)
&
((

t,x∗(t)
)
∈ N ∀ t ∈ [t∗, ϑ∗[

)
,

ãäå x∗ △
= ϕ(·, t∗, x∗, µ∗ ⊗ v∗) ∈ X [t∗;x∗;V;κ; 1]. Ïîñêîëüêó V è κ âûáèðàëèñü ïðîèçâîëüíî, ïðåä-

ëîæåíèå äîêàçàíî. �

Ï ð å ä ë î æ å í è å 7.5. Åñëè s ∈ N, (t, x) ∈ Ws, V ∈ V, γ ∈ G
∗
t è k ∈ 1, s, òî

∃x ∈ X[t;x;V ; γ; k] ∃ϑ ∈ [t, ϑo] :
((

ϑ,x(ϑ)
)
∈ M

)
&
((

ξ,x(ξ)
)
∈ N ∀ ξ ∈ [t, ϑ[

)
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî

N
△
=

{
s ∈ N| ∀ (t, x) ∈ Ws ∀V ∈ V ∀ γ ∈ G

∗
t ∀ k ∈ 1, s ∃x ∈ X[t;x;V ; γ; k] ∃ϑ ∈ [t, ϑo] :

((
ϑ,x(ϑ)

)
∈ M

)
&
((

ξ,x(ξ)
)
∈ N ∀ ξ ∈ [t, ϑ[

)}
.

(7.15)

Èç ïðåäëîæåíèÿ 7.4 âûòåêàåò, ÷òî 1 ∈ N. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî m ∈ N. Ïóñòü, êðîìå òîãî,

(t∗, x∗) ∈ Wm+1, V ∈ V è κ ∈ G
∗
t∗ . Òîãäà V(t∗, x∗) ∈ P ′(Q) è, â ÷àñòíîñòè, V(t∗, x∗) 6= ∅.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî v∗ ∈ V(t∗, x∗). Òîãäà, ïîñêîëüêó Wm+1 = A[M](Wm), äëÿ íåêîòîðûõ

µ∗ ∈ Rt∗ è ϑ∗ ∈ [t∗, ϑo]

((
ϑ∗,x

∗(ϑ∗)
)
∈ M

)
&
((

t,x∗(t)
)
∈ Wm ∀ t ∈ [t∗, ϑ∗[

)
, (7.16)
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ãäå x∗ △
= ϕ(·, t∗, x∗, µ∗ ⊗ v∗). Ïðè ýòîì κ(t∗)(x∗)(x

∗) ∈ P ′([t∗, ϑo]). Ñ ó÷åòîì ýòîãî âûáåðåì

ïðîèçâîëüíî

t∗ ∈ κ(t∗)(x∗)(x
∗). (7.17)

�àññìîòðèì ïîçèöèþ

(
t∗,x∗(t∗)

)
∈ T × R

n. Ôèêñèðóÿ r ∈ 1,m, ïîëó÷àåì ñòðàòåãèþ-òðîéêó

(V, κ, r), ãäå κ
△
= (κ| [t∗, ϑo]) ∈ G

∗
t∗ (ñì. (7.3)). Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 7.3 X[t∗;x∗(t∗);V;κ; r] ∈

∈ P ′
(
Cn([t

∗, ϑo])
)
. Ñ ó÷åòîì (7.17) íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

x∗�y ∈ X[t∗;x∗;V;κ; r + 1] ∀y ∈ X[t∗;x∗(t∗);V;κ; r]. (7.18)

Ïðè ýòîì (ϑ∗ 6 t∗) ∨ (t∗ < ϑ∗). Îáà óïîìÿíóòûõ ñëó÷àÿ ðàññìîòðèì îòäåëüíî.

1. Ïóñòü ϑ∗ 6 t∗. Òîãäà ñ ó÷åòîì íåïóñòîòû X[t∗;x∗(t∗);V;κ; r] âûáåðåì ïðîèçâîëüíî x ∈
X[t∗;x∗(t∗);V;κ; r], ïîëó÷àÿ (ñì. (7.18))

z
△
= x∗�x ∈ X[t∗;x∗;V;κ; r + 1]

ñî ñâîéñòâîì z(t) = x∗(t) ∀ t ∈ [t∗, t
∗]. Ñ ó÷åòîì (7.16) ïîëó÷àåì, ÷òî

((
ϑ∗, z(ϑ∗)

)
∈ M

)
&
((

t, z(t)
)
∈ Wm ∀ t ∈ [t∗, ϑ∗[

)
.

Èòàê, óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ èìïëèêàöèÿ:

(ϑ∗ 6 t∗) ⇒

(
∃x ∈ X[t∗;x∗;V;κ; r + 1]∃ϑ ∈ [t∗, ϑo] :

((
ϑ,x(ϑ)

)
∈ M

)
&
((

t,x(t)
)
∈ Wm ∀ t ∈ [t∗, ϑ[

))
.

(7.19)

2. Ïóñòü t∗ < ϑ∗. Òîãäà t∗ ∈ [t∗, ϑ∗[ è ñ ó÷åòîì (7.16)

(
t∗,x∗(t∗)

)
∈ Wm, r ∈ 1,m, V ∈ V, κ ∈ G

∗
t∗ .

Òîãäà ïî âûáîðó m èìååì, ÷òî (ñì. (7.15)) äëÿ íåêîòîðûõ x♮ ∈ X[t∗,x∗(t∗);V;κ; r] è ϑ♮ ∈ [t∗, ϑo]

((
ϑ♮,x♮(ϑ♮)

)
∈ M

)
&
((

t,x♮(t)
)
∈ N ∀ t ∈ [t∗, ϑ♮[

)
. (7.20)

Ñ ó÷åòîì (7.18) ïîëó÷àåì ñâîéñòâî

x♮
∗

△
= x∗

�x♮ ∈ X[t∗, x∗;V;κ; r + 1], (7.21)

ïðè÷åì x
♮
∗(t) = x∗(t) ∀ t ∈ [t∗, t

∗]. Òîãäà èç (7.16) ïîëó÷àåì, ÷òî

(
t,x♮

∗(t)
)
=

(
t,x∗(t)

)
∈ N ∀ t ∈ [t∗, t

∗]

(ó÷ëè âëîæåíèå Wm ⊂ N), îòêóäà ñ ó÷åòîì (7.20) è (7.21) ïîëó÷àåì, ÷òî

((
ϑ♮,x♮

∗(ϑ
♮)
)
∈ M

)
&
((

t,x♮
∗(t)

)
∈ N ∀ t ∈ [t∗, ϑ

♮[
)
. (7.22)

Èç (7.21) è (7.22) âûòåêàåò, ÷òî

(t∗ < ϑ∗) ⇒

(
∃x ∈ X[t∗;x∗;V;κ; r + 1] ∃ϑ ∈ [t∗, ϑo] :

((
ϑ,x(ϑ)

)
∈ M

)
&
((

t,x(t)
)
∈ N ∀ t ∈ [t∗, ϑ[

))
. (7.23)
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Ïîñêîëüêó âûáîð r ∈ 1,m áûë ïðîèçâîëüíûì, èç (7.19) è (7.23) âûòåêàåò, ÷òî

∀ s ∈ 2,m+ 1 ∃x ∈ X[t∗;x∗;V;κ; s] ∃ϑ ∈ [t∗, ϑo] :
((

ϑ,x(ϑ)
)
∈ M

)
&
((

t,x(t)
)
∈ N ∀ t ∈ [t∗, ϑ[

)
.

(7.24)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Wm+1 ⊂ W1, à ïîòîìó (t∗, x∗) ∈ W1, è ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 7.4 è (7.24)

∀ s ∈ 1,m+ 1 ∃x ∈ X[t∗;x∗;V;κ; s] ∃ϑ ∈ [t∗, ϑo] :
((

ϑ,x(ϑ)
)
∈ M

)
&
((

t,x(t)
)
∈ N ∀ t ∈ [t∗, ϑ[

)
.

Ïîñêîëüêó âûáîð (t∗, x∗), V è κ áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî m + 1 ∈ N. Ïîëó÷èëè
èìïëèêàöèþ (m ∈ N) ⇒ (m+ 1 ∈ N). Ñëåäîâàòåëüíî, (1 ∈ N)&(k + 1 ∈ N ∀ k ∈ N), à ïîòîìó
N = N, è ñ ó÷åòîì (7.15) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. �

Èòàê, óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè s ∈ N è (t, x) ∈ Ws ãàðàíòèðîâàííîå (M,N)-óêëîíåíèå â êëàññå
ñòðàòåãèé-òðîåê (V, γ, k), V ∈ V, γ ∈ G

∗
t , k ∈ 1, s, íåâîçìîæíî. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å ðàñ-

ñìîòðèì âîïðîñ îá îñóùåñòâèìîñòè òàêîãî óêëîíåíèÿ äëÿ ïîçèöèé èç ìíîæåñòâ N \Ws. Áîëåå
òîãî, áóäåì èññëåäîâàòü äëÿ âûøåóïîìÿíóòûõ ïîçèöèé âîïðîñ îá îñóùåñòâèìîñòè ñòðîãîãî

óêëîíåíèÿ.

� 8. Ïðîöåäóðû óêëîíåíèÿ, 2

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ïðîöåäóðàõ, ãàðàíòèðóþùèõ ïðè ñîîò-

âåòñòâóþùåì âûáîðå íà÷àëüíîé ïîçèöèè ñòðîãîå óêëîíåíèå ïðè òîì èëè èíîì îãðàíè÷åíèè íà

÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé (ñì. â ýòîé ñâÿçè [11, 12℄). Íàïîìíèì â ýòîé ñâÿçè, ÷òî ñîãëàñíî (6.4)

Ξs(t, x)
△
= {ε ∈]0,∞[ | (t, x) /∈ W (ε)

s } ∈ P ′(]0,∞[) ∀ s ∈ N ∀ (t, x) ∈ N \Ws. (8.1)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå àíàëîã ïîçèöèîííîé ñòðàòåãèè [12, (5.5), (5.6)℄, äëÿ ÷åãî îòìåòèì ñíà-

÷àëà, ÷òî ∀ ε ∈]0,∞[ ∀ s ∈ N ∀ (t, x) ∈ F
(ε)
s ∃ v ∈ Q ∀x ∈ XΠ(t, x, v) ∀ϑ ∈ [t, ϑo]

((
ϑ,x(ϑ)

)
∈ So(M, ε)

)
=⇒

(
∃ ξ ∈ [t, ϑ[:

(
ξ,x(ξ)

)
/∈ W

(ε)
s−1

)
. (8.2)

Ñ ó÷åòîì (8.2) è ñëåäñòâèÿ 6.1 ïîëàãàåì, ÷òî ïðè ε ∈]0,∞[ ïîçèöèîííàÿ ñòðàòåãèÿ Vε ∈ V

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

(
Vε(t, x)

△
= Q ∀ (t, x) ∈ F

(ε)
o

)
&
(
Vε(t, x)

△
=

{
v ∈ Q| ∀x ∈ XΠ(t, x, v) ∀ϑ ∈ [t, ϑo]

((
ϑ,x(ϑ)

)
∈ So(M, ε)

)
=⇒

(
∃ ξ ∈ [t, ϑ[:

(
ξ,x(ξ)

)
/∈ W

(ε)
s−1

)}
∀ s ∈ N ∀ (t, x) ∈ F

(ε)
s

)
.

(8.3)

Ïðè t ∈ T ïîëàãàåì, ÷òî Θo
t ∈ G∗(t) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì Θo

t (g)
△
= {ϑo} ∀ g ∈ Cn([t, ϑo]). Äëÿ

ïîñòðîåíèÿ ðàáîòîñïîñîáíûõ ñòðàòåãèé êîððåêöèè ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå

îïðåäåëåíèÿ. Åñëè t ∈ T, Γ ∈ P(T × R
n) è Λ ∈ P(T × R

n), òî ïîëàãàåì, ÷òî

Ct[Γ; Λ]
△
=

{
g ∈ Cn([t, ϑo])| ∃ϑ ∈ [t, ϑo] :

((
ϑ, g(ϑ)

)
∈ Λ

)
&
((

ξ, g(ξ)
)
/∈ Γ ∀ ξ ∈ [t, ϑ]

)}
. (8.4)

Î ï ð å ä å ë å í è å 8.1. Åñëè Γ ∈ P(T ×R
n),Λ ∈ P(T ×R

n) è t ∈ T, òî ìóëüòè�óíêöèîíàë

θo[Γ; Λ; t] : Cn([t, ϑo]) −→ P ′([t, ϑo])

îïðåäåëÿåì ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

(
θo[Γ; Λ; t](g)

△
=

{
ϑ ∈ [t, ϑo]

∣∣
((

ϑ, g(ϑ)
)
∈ Λ

)
&
((

ξ, g(ξ)
)
/∈ Γ ∀ ξ ∈ [t, ϑ]

)}
∀ g ∈ Ct[Γ; Λ]

)
&

&

(
θo[Γ; Λ; t](g)

△
= {ϑo} ∀ g ∈ Cn([t, ϑo]) \ Ct[Γ; Λ]

)
.

(8.5)

Ï ð å ä ë î æ å í è å 8.1. Åñëè Γ ∈ P(T × R
n), Λ ∈ P(T × R

n) è t ∈ T, òî θo[Γ; Λ; t] ∈ G∗(t).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôèêñèðóåì Γ, Λ è t â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè. Ïóñòü

g1 ∈ Cn([t, ϑo]), g2 ∈ Cn([t, ϑo]) è θ ∈ [t, ϑo] òàêîâû, ÷òî

(g1| [t, θ]) = (g2| [t, θ]).

Ââåäåì T1
△
= θo[Γ; Λ; t](g1) è T2

△
= θo[Γ; Λ; t](g2).

1. Ïóñòü g1∈Ct[Γ; Λ]. Òîãäà T1 îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûì ïîëîæåíèåì â (8.5). Ïóñòü ϑ1∈T1∩[t, θ].
Òîãäà ((

ϑ1, g1(ϑ1)
)
∈ Λ

)
&
((

ξ, g1(ξ)
)
/∈ Γ ∀ ξ ∈ [t, ϑ1]

)
. (8.6)

Ïîñêîëüêó ϑ1 6 θ, èç (8.6) ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ϑ1 ∈ T2 ∩ [t, θ]. Èòàê, T1 ∩ [t, θ] ⊂ T2 ∩ [t, θ].
Ïîëó÷èëè èìïëèêàöèþ

(g1 ∈ Ct[Γ; Λ]) =⇒ (T1 ∩ [t, θ] ⊂ T2 ∩ [t, θ]). (8.7)

2. Ïóñòü òåïåðü g1 ∈ Cn([t, ϑo])\Ct[Γ; Λ]. Èç îïðåäåëåíèÿ 8.1 ñëåäóåò, ÷òî T1 = {ϑo}, à èç (8.4)
è ñîâïàäåíèÿ g1(t) è g2(t) íà [t, θ] âûòåêàåò, ÷òî ∀ϑ ∈ [t, θ]

((
ϑ, g2(ϑ)

)
∈ Λ

)
=⇒

(
∃ ξ ∈ [t, ϑ] :

(
ξ, g2(ξ)

)
∈ Γ

)
.

Äîïóñòèì, ÷òî (T1 ∩ [t, θ]) \ (T2 ∩ [t, θ]) 6= ∅. Ïóñòü

ϑ ∈ (T1 ∩ [t, θ]) \ (T2 ∩ [t, θ]).

Òîãäà ϑ /∈ T2 è, âìåñòå ñ òåì, ϑ = ϑo. Ïîëó÷èëè, ÷òî ϑo /∈ T2, ÷òî îçíà÷àåò â ñèëó îïðåäåëå-

íèÿ 8.1 ñïðàâåäëèâîñòü âêëþ÷åíèÿ g2 ∈ Ct[Γ; Λ]. Ïðè ýòîì

T2 =
{
ϑ ∈ [t, ϑo]

∣∣
((

ϑ, g2(ϑ)
)
∈ Λ

)
&
((

ξ, g2(ξ)
)
/∈ Γ ∀ ξ ∈ [t, ϑ]

)}
⊂ [t, ϑo[. (8.8)

Òîãäà T2 ∩ [t, θ] = ∅ (äåéñòâèòåëüíî, ïðè ϑ̂ ∈ T2 ∩ [t, θ] èìååì ϑ̂ < ϑo, è âìåñòå ñ òåì, ñ ó÷å-

òîì (8.8), ((
ϑ̂, g1(ϑ̂)

)
∈ Λ

)
&
((

ξ, g1(ξ)
)
/∈ Γ ∀ ξ ∈ [t, ϑ̂]

)
;

ïîýòîìó ïðè T2∩ [t, θ] 6= ∅ èìååì â ñèëó (8.4), ÷òî g1 ∈ Ct[Γ; Λ], à ýòî íåâîçìîæíî). Êðîìå òîãî,
ïðè θ = ϑo èìååì ðàâåíñòâî g1 = g2, à òîãäà T1 = T2 è T2 = {ϑo}, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó (8.8).
Ñòàëî áûòü, θ < ϑo, à ïîòîìó

T1 ∩ [t, θ] = {ϑo} ∩ [t, θ] = ∅,

è íàøå ïðåäïîëîæåíèå î íåïóñòîòå ìíîæåñòâà

(T1 ∩ [t, θ]) \ (T2 ∩ [t, θ])

íåâåðíî. Òàêèì îáðàçîì,

T1 ∩ [t, θ] ⊂ T2 ∩ [t, θ]

è â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå 2. Ñ ó÷åòîì (8.7) ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî èìïëèêàöèþ

(
(g1| [t, θ]) = (g2| [t, θ])

)
=⇒ (T1 ∩ [t, θ] ⊂ T2 ∩ [t, θ]).

Ïîñêîëüêó g1, g2 è θ âûáèðàëèñü ïðîèçâîëüíî, óñòàíîâëåíî òðåáóåìîå ñâîéñòâî íåóïðåæäàåìî-
ñòè. �

Ñ ó÷åòîì ñëåäñòâèÿ 6.2 êîððåêòíî ñëåäóþùåå

Î ï ð å ä å ë å í è å 8.2. Åñëè ε ∈]0,∞[ è t ∈ T, òî ïîëàãàåì, ÷òî îòîáðàæåíèå θ̃
(ε)
t ∈ G

∗
o(t)

èìååò ñëåäóþùèé âèä:

(
θ̃
(ε)
t (x)

△
= Θo

t ∀x ∈ F
(ε)
o 〈t〉

)
&
(
θ̃
(ε)
t (x)

△
= θo[So(M, ε); (T × R

n) \W
(ε)
s−1; t] ∀ s ∈ N ∀x ∈ F

(ε)
s 〈t〉

)
.
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Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ 8.2 èìååì òåïåðü, ÷òî

θ̃(ε)[t]
△
= (θ̃

(ε)
ξ )ξ∈[t,ϑo] ∈ G

∗
t ∀ ε ∈]0,∞[ ∀ t ∈ T. (8.9)

Òàêèì îáðàçîì (ñì. (8.3), (8.9)), ïðè ε ∈]0,∞[, t ∈ T è s ∈ N (Vε, θ̃
(ε)[t], s) ∈ V × G

∗
t × N

(ïîñòðîåíà ¾âûòàëêèâàþùàÿ¿ ñòðàòåãèÿ-òðîéêà).

Ï ð å ä ë î æ å í è å 8.2. Åñëè ε ∈]0,∞[, s ∈ N, s > 2, (t, x) ∈ S(N, ε) \W
(ε)
s è v ∈ Vε(t, x), òî

XΠ(t, x, v) ⊂ Ct[So(M, ε); (T ×R
n) \W

(ε)
s−1].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôèêñèðóåì ε, s, (t, x) è v â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè. Â ñèëó

ïðåäëîæåíèÿ 6.1 (t, x) ∈ F
(ε)
k , ãäå k ∈ 1, s. Ñ ó÷åòîì (8.2) ∀x ∈ XΠ(t, x, v) ∀ϑ ∈ [t, ϑo]

((
ϑ,x(ϑ)

)
∈ So(M, ε)

)
=⇒

(
∃ ξ ∈ [t, ϑ[:

(
ξ,x(ξ)

)
/∈ W

(ε)
s−1

)

(ó÷ëè íåðàâåíñòâî k 6 s). Çàìåòèì, ÷òî

Ct[So(M, ε); (T × R
n) \W

(ε)
s−1] =

{
g ∈ Cn([t, ϑo])| ∃ϑ ∈ [t, ϑo] :

((
ϑ, g(ϑ)

)
∈ (T × R

n) \W
(ε)
s−1

)
&
((

ξ, g(ξ)
)
/∈ So(M, ε) ∀ ξ ∈ [t, ϑ]

)}
.

(8.10)

Ïóñòü xo ∈ XΠ(t, x, v). Ïîëó÷èëè xo ∈ Cn([t, ϑo]). Äîïóñòèì ñíà÷àëà, ÷òî

∃ϑ ∈ [t, ϑo] :
(
ϑ,xo(ϑ)

)
∈ So(M, ε). (8.11)

Â ñèëó (8.11) èìååì, êîíå÷íî,

Θ
△
=

{
ϑ ∈ [t, ϑo]|

(
ϑ,xo(ϑ)

)
∈ So(M, ε)

}
∈ P ′([t, ϑo]),

è îïðåäåëåíî ϑ∗

△
= inf(Θ) ∈ [t, ϑo], ïðè÷åì ϑ∗ ∈ Θ, ïîñêîëüêó So(M, ε) ∈ F . Òîãäà

(
ϑ∗,x

o(ϑ∗)
)
∈ So(M, ε)

è ïî âûáîðó v (ñì. (8.3)) äëÿ íåêîòîðîãî t∗ ∈ [t, ϑ∗[

(
t∗,xo(t∗)

)
∈ (T × R

n) \W
(ε)
s−1, (8.12)

ïðè÷åì

(
ξ,xo(ξ)

)
/∈ So(M, ε) ∀ ξ ∈ [t, t∗] (â ñàìîì äåëå, t∗ < ϑ∗). Ñ ó÷åòîì (8.10) è (8.12)

ïîëó÷èëè, ÷òî

xo ∈ Ct[So(M, ε); (T × R
n) \W

(ε)
s−1] (8.13)

ïðè óñëîâèè (8.11). Èòàê,

(
∃ϑ ∈ [t, ϑo] :

(
ϑ,xo(ϑ)

)
∈ So(M, ε)

)
=⇒

(
xo ∈ Ct[So(M, ε); (T × R

n) \W
(ε)
s−1]

)
. (8.14)

Ïóñòü òåïåðü

(
ϑ,xo(ϑ)

)
/∈ So(M, ε) ∀ϑ ∈ [t, ϑo]. Ïðè ýòîì

(
ϑo,x

o(ϑo)
)
∈ T × R

n
è

(
ϑo, ϕ

(
ϑo, ϑo,x

o(ϑo), µ⊗ v
))

=
(
ϑo,x

o(ϑo)
)
/∈ So(M, ε) ∀µ ∈ Rϑo

. (8.15)

Ïîñêîëüêó [ϑo, ϑo] = {ϑo}, èç (8.15) ñëåäóåò, ÷òî

(
ϑo,x

o(ϑo)
)
/∈ A[So(M, ε)]

(
S(N, ε)

)
.

Èíûìè ñëîâàìè,

(
ϑo,x

o(ϑo)
)
/∈ W

(ε)
1 è, ïîñêîëüêó 1 6 s− 1, òî

(
ϑo,x

o(ϑo)
)
/∈ W

(ε)
s−1. Â èòîãå

((
ϑo,x

o(ϑo)
)
∈ (T × R

n) \W
(ε)
s−1

)
&
((

ξ,xo(ξ)
)
/∈ So(M, ε) ∀ ξ ∈ [t, ϑo]

)
. (8.16)
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Ñ ó÷åòîì (8.4) è (8.16) ïîëó÷àåì, ÷òî

((
ϑ,xo(ϑ)

)
/∈ So(M, ε) ∀ϑ ∈ [t, ϑo]

)
=⇒

(
xo ∈ Ct[So(M, ε); (T × R

n) \W
(ε)
s−1]

)
.

Ñ ó÷åòîì (8.14) ïîëó÷àåì, ÷òî (8.13) âûïîëíåíî âî âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àÿõ. Ïîñêîëüêó âû-

áîð xo
áûë ïðîèçâîëüíûì, ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Èç ïðåäëîæåíèÿ 8.2 âûòåêàåò (ñì. îïðåäåëåíèå 8.2), ÷òî ïðè ε ∈]0,∞[, s ∈ N, s > 2,

(t, x) ∈ F
(ε)
s , v ∈ Vε(t, x) è x ∈ XΠ(t, x, v)

θo[So(M, ε); (T × R
n) \W

(ε)
s−1; t](x) =

{
ϑ ∈ [t, ϑo]|

((
ϑ,x(ϑ)

)
∈ (T × R

n) \W
(ε)
s−1

)
&

&
((

ξ,x(ξ)
)
/∈ So(M, ε) ∀ ξ ∈ [t, ϑ]

)}
.

Ñ ó÷åòîì (7.9) ïîëó÷àåì âåñüìà î÷åâèäíîå ñâîéñòâî: ∀ ε ∈]0,∞[ ∀ (t, x) ∈ F
(ε)
1

∀x ∈ X
[
t;x;Vε; θ̃

(ε)[t]; 1
]
∀ϑ ∈ [t, ϑo]

((
ϑ,x(ϑ)

)
∈ So(M, ε)

)
=⇒

(
∃ ξ ∈ [t, ϑ[:

(
ξ,x(ξ)

)
/∈ S(N, ε)

)
. (8.17)

Ï ð å ä ë î æ å í è å 8.3. Åñëè ε ∈]0,∞[, s ∈ N, (t, x) ∈ S(N, ε) \W
(ε)
s , x ∈ X

[
t;x;Vε; θ̃

(ε)[t]; s
]

è ϑ ∈ [t, ϑo], òî èñòèííà èìïëèêàöèÿ

((
ϑ,x(ϑ)

)
∈ So(M, ε)

)
=⇒

(
∃ ξ ∈ [t, ϑ[:

(
ξ,x(ξ)

)
/∈ S(N, ε)

)
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôèêñèðóåì ε ∈]0,∞[ è ââåäåì ìíîæåñòâî

N
△
=

{
s ∈ N| ∀ (t, x) ∈ S(N, ε) \W (ε)

s ∀x ∈ X
[
t;x;Vε; θ̃

(ε)[t]; s
]

∀ϑ ∈ [t, ϑo]
((

ϑ,x(ϑ)
)
∈ So(M, ε)

)
=⇒

(
∃ ξ ∈ [t, ϑ[:

(
ξ,x(ξ)

)
/∈ S(N, ε)

)}
.

(8.18)

Èç (8.17), (8.18) èìååì âêëþ÷åíèå 1 ∈ N. Ïóñòü m ∈ N. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî

(t∗, x∗) ∈ S(N, ε) \W
(ε)
m+1, h ∈ X

[
t∗;x∗;Vε; θ̃

(ε)[t∗];m+ 1
]
, ϑ∗ ∈ [t∗, ϑo]. (8.19)

Òîãäà h ∈ Cn([t∗, ϑo]) è h(t∗) = x∗; ∆pos

[
Vε; t∗; θ̃

(ε)[t∗];h;m + 1
]
6= ∅. Ñ ó÷åòîì ýòîãî âûáåðåì

è çà�èêñèðóåì

(θi)i∈1,m+2 ∈ ∆pos

[
Vε; t∗; θ̃

(ε)[t∗];h;m+ 1
]
,

ïîëó÷àÿ, â ÷àñòíîñòè, ÷òî (θi)i∈1,m+2 ∈ ∆m+1[t∗] è θ2 ∈ [t∗, ϑo]. Ñ ó÷åòîì (7.3) è ïðåäëîæåíèÿ 7.2

èìååì, ÷òî

(h| [θ2, θo]) ∈ X
[
θ2;h(θ2);Vε; θ̃

(ε)[θ2];m
]
. (8.20)

Çàìåòèì, ÷òî θ2 ∈ θ̃
(ε)
t∗

(x∗)(h), ãäå θ̃
(ε)
t∗

(x∗) ∈ G∗(t∗). Çàìåòèì çäåñü æå, ÷òî

MQ[Vε; t∗;m+ 1; (θi)i∈1,m+2;h] 6= ∅.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âûáåðåì (v∗i )i∈1,m+1 ∈ MQ[Vε; t∗;m + 1; (θi)i∈1,m+2;h]. Òîãäà, â ÷àñòíîñòè,

v∗1 ∈ Vε(t∗, x∗) è ñîãëàñíî (7.5) äëÿ íåêîòîðîé òðàåêòîðèè h1 ∈ XΠ(t∗, x∗, v1)

(h| [t∗, θ2]) = (h1| [t∗, θ2]),

îòêóäà â ñèëó íåóïðåæäàåìîñòè θ̃t∗(x∗) ïîëó÷àåì, ÷òî

θ2 ∈ θ̃t∗(x∗)(h1). (8.21)

Ñ ó÷åòîì (8.19) è ïðåäëîæåíèÿ 8.2

h1 ∈ Ct∗ [So(M, ε); (T × R
n) \W (ε)

m ].
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Äàííîå ñâîéñòâî äîïóñêàåò óòî÷íåíèå: ïî âûáîðó (t∗, x∗) èìååì â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 6.1, ÷òî

äëÿ íåêîòîðîãî r ∈ 1,m+ 1 âûïîëíåíî (t∗, x∗) ∈ F
(ε)
r , à ïîòîìó x∗ ∈ F

(ε)
r 〈t∗〉. Êàê ñëåäñòâèå (ñì.

îïðåäåëåíèå 8.2),

θ̃
(ε)
t∗

(x∗) = θo[So(M, ε); (T × R
n) \W

(ε)
r−1; t∗]. (8.22)

Ñ ó÷åòîì (8.21) è (8.22) ïîëó÷àåì, ÷òî

((
θ2, h(θ2)

)
=

(
θ2, h1(θ2)

)
∈ (T × R

n) \W
(ε)
r−1

)
&
((

t, h(t)
)
/∈ So(M, ε) ∀ t ∈ [t∗, θ2]

)
. (8.23)

Èç (8.23) èìååì, â ÷àñòíîñòè, èìïëèêàöèþ

((
ϑ∗, h(ϑ∗)

)
∈ So(M, ε)

)
=⇒ (θ2 < ϑ∗). (8.24)

Îòäåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àè r = 1 è r ∈ 2,m+ 1.

1. Ïðè r = 1 èìååì, ÷òî
(
θ2, h(θ2)

)
/∈ S(N, ε), è ñ ó÷åòîì (8.24) ïîëó÷àåì â ðàññìàòðèâàåìîì

ñëó÷àå r = 1 èìïëèêàöèþ

((
ϑ∗, h(ϑ∗)

)
∈ So(M, ε)

)
=⇒

(
∃ t ∈ [t∗, ϑ∗[:

(
t, h(t)

)
/∈ S(N, ε)

)
. (8.25)

2. Ïóñòü r ∈ 2,m+ 1. Òîãäà â ñèëó (8.23)

((
θ2, h(θ2)

)
/∈ S(N, ε)

)
∨
((

θ2, h(θ2)
)
∈ S(N, ε) \W

(ε)
r−1

)
. (8.26)

Â ïåðâîì, èç óêàçàííûõ â (8.26), ñëó÷àå èìååì ñðàçó (ñì. (8.24)) èìïëèêàöèþ (8.25). Ïóñòü

(
θ2, h(θ2)

)
∈ S(N, ε) \W

(ε)
r−1. (8.27)

Òîãäà, ïîñêîëüêó W
(ε)
m ⊂ W

(ε)
r−1, ïîëó÷àåì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî

(
θ2, h(θ2)

)
∈ S(N, ε) \W (ε)

m .

Ïîýòîìó ïî âûáîðó m èìååì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: ∀x ∈ X
[
θ2;h(θ2);Vε; θ̃

(ε)[θ2];m
]
∀ϑ ∈ [θ2, ϑo]

((
ϑ,x(ϑ)

)
∈ So(M, ε)

)
=⇒

(
∃ ξ ∈ [θ2, ϑ[:

(
ξ,x(ξ)

)
/∈ S(N, ε)

)
. (8.28)

Èç (8.20), (8.24) è (8.28) ñëåäóåò ñðàçó, ÷òî

((
ϑ∗, h(ϑ∗)

)
∈ So(M, ε)

)
=⇒

(
∃ ξ ∈ [θ2, ϑ∗[:

(
ξ, h(ξ)

)
/∈ S(N, ε)

)
.

Ïîñêîëüêó [θ2, ϑ∗[⊂ [t∗, ϑ∗[, èìååì ñ ó÷åòîì (8.24), ÷òî (8.25) èñòèííî è ïðè óñëîâèè (8.27).

Òàêèì îáðàçîì, (8.25) èñòèííî ïðè r ∈ 2,m+ 1. Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî (8.25) èñòèííî âî âñåõ

âîçìîæíûõ ñëó÷àÿõ. Ïîñêîëüêó âûáîð (t∗, x∗), h è ϑ∗ (ñì. (8.19)) áûë ïðîèçâîëüíûì, ïîëó÷àåì,

÷òî m+1 ∈ N (ñì. (8.18)). Èòàê, (1 ∈ N)&(k+1 ∈ N ∀ k ∈ N). Ïîëó÷èëè (ñì. (8.18)) òðåáóåìîå
óòâåðæäåíèå. �

Ñ ó÷åòîì (8.1) è ïðåäëîæåíèÿ 8.3 èìååì, ÷òî ∀ s ∈ N ∀ (t, x) ∈ N \ Ws ∀ ε ∈ Ξs(t, x)
∀x ∈ X

[
t;x;Vε; θ̃

(ε)[t]; s
]
∀ϑ ∈ [t, ϑo]

((
ϑ,x(ϑ)

)
∈ So(M, ε)

)
=⇒

(
∃ ξ ∈ [t, ϑ[:

(
ξ,x(ξ)

)
/∈ S(N, ε)

)
. (8.29)

Ìû ïîëó÷àåì â (8.29) êîíêðåòíûå âàðèàíòû ïðîöåäóð, ãàðàíòèðóþùèõ ñòðîãîå óêëîíåíèå.

43



� 9. Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ óêëîíåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèåì íà ÷èñëî ïåðå-

êëþ÷åíèé

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å óêàçûâàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþ-

ùèå âîçìîæíîñòü óñïåøíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ óêëîíåíèÿ ñ òåì èëè èíûì îãðàíè÷åíèåì íà ÷èñëî

ïåðåêëþ÷åíèé �îðìèðóåìîãî óïðàâëåíèÿ. Ýòè óñëîâèÿ îïðåäåëÿþòñÿ âñÿêèé ðàç ñîîòâåòñòâó-

þùåé èòåðàöèåé íà îñíîâå îïåðàòîðà ñòàáèëüíîñòè.

Ò å î ð å ì à 9.1. Åñëè s ∈ N, òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

N \Ws =
{
(t, x) ∈ N| ∃ ε ∈]0,∞[ ∃V ∈ V ∃ γ ∈ G

∗
t ∃ k ∈ 1, s ∀x ∈ X[t;x;V ; γ; k]

∀ϑ ∈ [t, ϑo]
((

ϑ,x(ϑ)
)
∈ So(M, ε)

)
=⇒

(
∃ ξ ∈ [t, ϑ[:

(
ξ,x(ξ)

)
/∈ S(N, ε)

)}
.

(9.1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôèêñèðóÿ s ∈ N, îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ìíîæåñòâî â ïðàâîé ÷àñòè (9.1);

èòàê, òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî N \Ws = Ω.
Ïóñòü (t∗, x∗) ∈ N \Ws. Ñ ó÷åòîì (8.1) èìååì, ÷òî Ξs(t∗, x∗) ∈ P ′(]0,∞[). Âûáåðåì ïðîèç-

âîëüíî ζ ∈ Ξs(t∗, x∗), ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì, ÷òî

(t∗, x∗) ∈ N \W (ζ)
s .

Ñîãëàñíî (8.29) èìååì ïî âûáîðó (t∗, x∗) è ζ ñëåäóþùåå ïîëîæåíèå: Vζ ∈ V, θ̃(ζ)[t∗] ∈ G
∗
t∗

è s ∈ 1, s îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ∀x ∈ X
[
t∗;x∗;Vζ ; θ̃

(ζ)[t∗]; s
]

∀ϑ ∈ [t∗, ϑo]
((

ϑ,x(ϑ)
)
∈ So(M, ζ)

)
=⇒

(
∃ ξ ∈ [t∗, ϑ[:

(
ξ,x(ξ)

)
/∈ S(N, ζ)

)
.

Ïîëó÷èëè âêëþ÷åíèå (t∗, x∗) ∈ Ω, ÷åì çàâåðøàåòñÿ îáîñíîâàíèå âëîæåíèÿ N \Ws ⊂ Ω.
Ïóñòü (t∗, x∗) ∈ Ω. Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, (t∗, x∗) ∈ N. Ïðè ýòîì äëÿ íåêîòîðûõ κ ∈]0,∞[,

V ∈ V, χ ∈ G
∗
t∗ è r ∈ 1, s èìååì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: ∀x ∈ X[t∗;x∗;V;χ; r] ∀ϑ ∈ [t∗, ϑo]

((
ϑ,x(ϑ)

)
∈ So(M, κ)

)
=⇒

(
∃ ξ ∈ [t∗, ϑ[:

(
ξ,x(ξ)

)
/∈ S(N, κ)

)
. (9.2)

Îòìåòèì, ÷òî

(
(t∗, x∗) ∈ Ws

)
∨
(
(t∗, x∗) ∈ N \ Ws

)
. Äîïóñòèì, ÷òî (t∗, x∗) ∈ Ws. Òîãäà â ñèëó

ïðåäëîæåíèÿ 7.5 ∃x ∈ X[t∗;x∗;V;χ; r] ∃ϑ ∈ [t∗, ϑo]:
((

ϑ,x(ϑ)
)
∈ M

)
&
((

ξ,x(ξ)
)
∈ N ∀ ξ ∈ [t∗, ϑ[

)
.

Ïîñëåäíåå, îäíàêî, ïðîòèâîðå÷èò (9.2). Ñòàëî áûòü, âêëþ÷åíèå (t∗, x∗) ∈ Ws íåâîçìîæíî, è íà

ñàìîì äåëå (t∗, x∗) ∈ N\Ws, ÷åì çàâåðøàåòñÿ ïðîâåðêà âëîæåíèÿ Ω ⊂ N\Ws, à ñëåäîâàòåëüíî,

è ðàâåíñòâà N \Ws = Ω. �

Òå î ð å ì à 9.2. Åñëè s ∈ N, òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

N \Ws =
{
(t, x) ∈ N| ∃V ∈ V ∃ γ ∈ G

∗
t ∃ k ∈ 1, s ∀x ∈ X[t;x;V ; γ; k]

∀ϑ ∈ [t, ϑo]
((

ϑ,x(ϑ)
)
∈ M

)
=⇒

(
∃ ξ ∈ [t, ϑ[:

(
ξ,x(ξ)

)
/∈ N

)}
.

(9.3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ ìíîæåñòâî â ïðàâîé ÷àñòè (9.3) (çäåñü s ∈ N

�èêñèðîâàíî). Èç òåîðåìû 9.1 ëåãêî ñëåäóåò âëîæåíèå

N \Ws ⊂ Γ. (9.4)

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî (t∗, x∗) ∈ Γ, ïîëó÷àÿ, â ÷àñòíîñòè, ÷òî (t∗, x∗) ∈ N. Ïî îïðåäåëåíèþ

Γ èìååì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ Ṽ ∈ V, γ̃ ∈ G∗
t∗ è l ∈ 1, s ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

∀x ∈ X[t∗;x∗; Ṽ ; γ̃; l] ∀ϑ ∈ [t∗, ϑo]
((

ϑ,x(ϑ)
)
∈ M

)
=⇒

(
∃ ξ ∈ [t∗, ϑ[:

(
ξ,x(ξ)

)
/∈ N

)
. (9.5)

Åñëè (t∗, x∗) ∈ Ws, òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 7.5 âûøåóïîìÿíóòîå ñâîéñòâî, ñâÿçàííîå ñ (9.5),

íåâîçìîæíî. Ñòàëî áûòü, (t∗, x∗) ∈ N \ Ws, ÷åì çàâåðøàåòñÿ ïðîâåðêà âëîæåíèÿ Γ ⊂ N \ Ws

è, ñëåäîâàòåëüíî (ñì. (9.4)), òðåáóåìîãî ðàâåíñòâà N \Ws = Γ. �
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Ñ ë å ä ñ ò â è å 9.1. Åñëè s ∈ N è (t∗, x∗) ∈ N, òî

(
∃V ∈ V ∃ γ ∈ G

∗
t∗ ∃ k ∈ 1, s ∀x ∈ X[t∗;x∗;V ; γ; k] ∀ϑ ∈ [t∗, ϑo]

((
ϑ,x(ϑ)

)
∈ M

)
=⇒

=⇒
(
∃ξ ∈ [t∗, ϑ[:

(
ξ,x(ξ)

)
/∈ N

))
⇐⇒

(
∃ ε ∈]0,∞[∃V ∈ V ∃ γ ∈ G

∗
t∗ ∃ k ∈ 1, s

∀x ∈ X[t∗;x∗;V ; γ; k] ∀ϑ ∈ [t∗, ϑo]
((

ϑ,x(ϑ)
)
∈ So(M, ε)

)
=⇒

(
∃ ξ ∈ [t∗, ϑ[:

(
ξ,x(ξ)

)
/∈ S(N, ε)

))
.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê íåïîñðåäñòâåííîé êîìáèíàöèè òåîðåì 9.1 è 9.2. Ñëåäñòâèå 9.1

ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè çàäàííûõ s ∈ N è (t∗, x∗) ∈ N çàäà÷à ¾îáû÷íîãî¿ (M,N)-óêëîíåíèÿ ðàç-

ðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçðåøèìà çàäà÷à ñòðîãîãî óêëîíåíèÿ (òî åñòü óêëîíåíèÿ

ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðûì îêðåñòíîñòÿì M è N).

� 10. Íåêîòîðûå òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà è âîïðîñû ïîòåíöèàëüíîé ðåàëè-

çóåìîñòè ñòðàòåãèé êîððåêöèè

�àññìîòðèì íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ ïîñòðîåíèé [12, òåîðåìà 10.2℄, ñâÿçàííûå ñ âîïðîñîì î ïî-

òåíöèàëüíîé ðåàëèçóåìîñòè ïðîöåäóð óêëîíåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìûõ â � 8. Â ñâÿçè ñ îïðåäåëåíè-

ÿìè � 7 îòìåòèì âàæíóþ ðîëü (7.7), ãäå, â ÷àñòíîñòè, îãîâàðèâàåòñÿ ïðàâèëî âûáîðà ìîìåíòîâ

êîððåêöèè óïðàâëåíèé èãðîêà II (ñì. òàêæå (7.5) è (7.8)). �å÷ü èäåò î ñåëåêöèè óïîìÿíóòûõ ìî-
ìåíòîâ èç ìíîæåñòâ � çíà÷åíèé íåóïðåæäàþùèõ ìóëüòè�óíêöèîíàëîâ. �åàëüíî òàêàÿ ñåëåê-

öèÿ ïðåäóñìàòðèâàåò äîñòàòî÷íóþ îïåðàòèâíîñòü âûáîðà ìîìåíòîâ êîððåêöèè, à ñàì æå êîí-

ñòðóêòèâíûé âàðèàíò âûáîðà ïðè ýòîì íå îãîâàðèâàåòñÿ. Â ïîñòðîåíèÿõ � 8 óêàçàí (ñì. (8.9))

áîëåå ïîíÿòíûé òèï ïðîöåäóðû: êîððåêöèþ ïðåäëàãàåòñÿ îñóùåñòâëÿòü (ñì. îïðåäåëåíèå 8.2)

ïî ìåðå íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ, ñâÿçàííîãî ñ âûòàëêèâàíèåì òðàåêòîðèè èç ìíîæåñòâà, îïðåäå-

ëÿåìîãî íóæíîé èòåðàöèåé íà îñíîâå îïåðàòîðà ñòàáèëüíîñòè. Ñàìî æå âûòàëêèâàíèå îáåñïå-

÷èâàåòñÿ (ñì. (8.3)) ïîçèöèîííîé ñòðàòåãèåé Vε, ãäå ε > 0, íî ìîìåíò åãî íàñòóïëåíèÿ çàâèñèò

îò ðåàëèçàöèè ïîìåõè è â îáùåì ñëó÷àå íå ìîæåò áûòü óêàçàí çàðàíåå (â ìîìåíò ïðåäûäóùåé

êîððåêöèè). Âîçìîæíîñòü êîíêðåòíîãî ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèè êîððåêöèè (8.9) ìîæíî íà ãèïî-

òåòè÷åñêîì óðîâíå ñâÿçàòü ñ íåíóëåâîé âðåìåííîé ïðîòÿæåííîñòüþ ñîáûòèÿ, ñâÿçàííîãî ñ âû-

òàëêèâàíèåì. Íàäî îòìåòèòü çäåñü, ÷òî ðåàëèçàöèÿ (ñòðîãîãî) óêëîíåíèÿ ìîæåò, âîîáùå ãîâî-

ðÿ, îñóùåñòâëÿòüñÿ è ¾ðàíüøå¿, ÷åì áóäóò âûïîëíåíû âñå ñóùåñòâåííûå â óïîìÿíóòîì ñìûñëå

êîððåêöèè. Òîãäà ¾ïðàâèëüíàÿ¿ ðåàëèçàöèÿ îñòàâøèõñÿ ïîñëå �àêòè÷åñêîãî îñóùåñòâëåíèÿ

óêëîíåíèÿ êîððåêöèé óæå íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà, òàê êàê öåëü èãðîêà II óæå äîñòèãíóòà.
Òàêîé âçãëÿä íà âåùè èçëàãàåòñÿ íèæå. Ïðåæäå âñåãî íàïîìíèì (ñì. (2.1)), ÷òî ïðè N ∈ F

â âèäå

t|N = {N ∩ G : G ∈ t}

èìååì òîïîëîãèþ íà ìíîæåñòâå N, à â âèäå F|N � ñåìåéñòâî âñåõ ï/ì N, çàìêíóòûõ â ÒÏ

(N, t|N ); ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ÒÏ (T × R
n, t). Åñëè N ∈ F , òî F|N ⊂ F .

Ñ ó÷åòîì [12, ëåììà 10.1℄ èìååì, ÷òî

A[M ](F ) ∈ F|N ∀M ∈ F ∀N ∈ F ∀F ∈ F|N (10.1)

((10.1) óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîäîáíî [23, ïðåäëîæåíèå 7.1℄). Íà îñíîâå (10.1) ðàññóæäåíèåì ïî èí-

äóêöèè óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî

Wk(M,N) ∈ F|N ∀M ∈ F ∀N ∈ F ∀ k ∈ No. (10.2)

Â ñâîþ î÷åðåäü, èç (10.2) ïî ñâîéñòâàì çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ èìååì, ÷òî

W(M,N) ∈ F|N ∀M ∈ F ∀N ∈ F.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 10.1. Åñëè N ∈ F, F ∈ F|N è (t∗, x∗) ∈ (T × R
n) \ F, òî

(
(t∗, x∗) /∈ N

)
∨
(
∃ δ ∈]0,∞[:

{
(t, x) ∈ T ×R

n| ρ
(
(t, x), (t∗, x∗)

)
< δ

}
∩F = ∅

)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî (ñì. (2.1) è îïðåäåëåíèå F). Òàêæå î÷åâèäíî

Ñ ë å ä ñ ò â è å 10.1. Åñëè N ∈ F, F ∈ F|N , t∗ ∈ T , x ∈ Cn([t∗, ϑo]), t∗ ∈ [t∗, ϑo]
è

(
t∗,x(t∗)

)
∈ N \ F , òî

∃κ ∈]0,∞[:
(
t,x(t)

)
/∈ F ∀ t ∈]t∗ − κ, t∗ + κ[∩ [t∗, ϑo].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 10.2. Åñëè t ∈ [to, ϑo[,Γ ∈ F , N ∈ F,Λ ∈ t|N è x ∈ Ct[Γ; Λ], òî

∃ a ∈ [t, ϑo] ∃ b ∈]a, ϑo] : ]a, b[⊂ θo[Γ; (T × R
n) \ (N \ Λ); t](x) \ {ϑo}. (10.3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôèêñèðóåì t, Γ, N , Λ è x â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè ïðåäëîæåíèÿ.

Èç (8.4) ñëåäóåò ïî âûáîðó x, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ϑo ∈ [t, ϑo]

((
ϑo,x(ϑo)

)
∈ Λ

)
&
((

ξ,x(ξ)
)
/∈ Γ ∀ ξ ∈ [t, ϑo]

)
. (10.4)

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ïåðâîãî ïîëîæåíèÿ â (10.4)

(
ϑo,x(ϑo)

)
∈ N

(äåéñòâèòåëüíî, Λ ⊂ N). Êðîìå òîãî,

Λ ⊂ (T × R
n) \ (N \ Λ). (10.5)

Çàìåòèì, ÷òî èç (10.4) è (10.5) âûòåêàåò âêëþ÷åíèå

(
ϑo,x(ϑo)

)
∈ (T × R

n) \ (N \ Λ). (10.6)

Ïîýòîìó (ñì. (8.4), (10.4), (10.6)) èìååì âêëþ÷åíèå x ∈ Ct[Γ; (T ×R
n) \ (N \Λ)]. Êàê ñëåäñòâèå

(ñì. (8.5)),

θo[Γ; (T × R
n) \ (N \ Λ); t](x) =

{
ϑ ∈ [t, ϑo]|

((
ϑ,x(ϑ)

)
∈ (T × R

n) \ (N \ Λ)
)
&

&
((

ξ,x(ξ)
)
/∈ Γ ∀ ξ ∈ [t, ϑ]

)}
. (10.7)

Èç (10.4) è (10.6) ñëåäóåò, ÷òî ϑo ∈ [t, ϑo] òàêîâî, ÷òî

((
ϑo,x(ϑo)

)
∈ (T ×R

n) \ (N \ Λ)
)
&
((

ξ,x(ξ)
)
/∈ Γ ∀ ξ ∈ [t, ϑo]

)
. (10.8)

Ïîýòîìó (ñì. (10.7), (10.8)) èìååì âêëþ÷åíèå

ϑo ∈ θo[Γ; (T × R
n) \ (N \ Λ); t](x).

Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (10.4)

(
ϑo,x(ϑo)

)
∈ N \ (N \ Λ), ãäå N \ Λ ∈ F|N . Ïîýòîìó, ñîãëàñíî

ñëåäñòâèþ 10.1, äëÿ íåêîòîðîãî κ ∈]0,∞[

(
ξ,x(ξ)

)
/∈ N \ Λ ∀ ξ ∈]ϑo − κ, ϑo + κ[∩ [t, ϑo]. (10.9)

Êðîìå òîãî, â ñèëó (10.8)

(
ϑo,x(ϑo)

)
/∈ Γ, à, ïîñêîëüêó Γ ∈ F , äëÿ íåêîòîðîãî κ ∈]0,∞[

(
ξ,x(ξ)

)
/∈ Γ ∀ ξ ∈]ϑo − κ, ϑo + κ[∩ [t, ϑo] (10.10)

(ó÷ëè ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè x). Ïðè κ̂
△
= inf({κ, κ}) ∈]0,∞[ èìååì â ñèëó (10.9), (10.10), ÷òî

∀ ξ ∈]ϑo − κ̂, ϑo + κ̂[∩ [t, ϑo]

((
ξ,x(ξ)

)
∈ (T × R

n) \ (N \ Λ)
)
&
((

ξ,x(ξ)
)
/∈ Γ

)
. (10.11)
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Ïóñòü α
△
= sup({t;ϑo− κ̂}) è β

△
= inf({ϑo+ κ̂;ϑo}). Òîãäà α ∈ [t, ϑo] è β ∈]α, ϑo]; èç (10.8) è (10.11)

ñëåäóåò, ÷òî

((
ϑ,x(ϑ)

)
∈ (T × R

n) \ (N \ Λ) ∀ϑ ∈]α, β[
)
&
((

ξ,x(ξ)
)
/∈ Γ ∀ ξ ∈ [t, β[

)
.

Ñ ó÷åòîì (10.7) è íåðàâåíñòâà β 6 ϑo ïîëó÷àåì, ÷òî

]α, β[⊂ θo[Γ; (T × R
n) \ (N \ Λ); t](x) \ {ϑ0}.

Èòàê, ïîëó÷èëè (10.3) (ó÷ëè, ÷òî ïðè ϑ ∈]α, β[ íåïðåìåííî [t, ϑ] ⊂ [t, β[).

Ñ ë å ä ñ ò â è å 10.2. Åñëè ε ∈]0,∞[, t ∈ [to, ϑo[, s ∈ N, s > 2, x ∈ F
(ε)
s 〈t〉, v ∈ Vε(t, x)

è x ∈ XΠ(t, x, v), òî

(
∃ϑ ∈ [t, ϑo] :

((
ϑ,x(ϑ)

)
/∈ S(N, ε)

)
&
((

ξ,x(ξ)
)
/∈ So(M, ε) ∀ ξ ∈ [t, ϑ]

))
∨

∨
(
∃ a ∈ [t, ϑo] ∃ b ∈]a, ϑo] : ]a, b[⊂ θo[So(M, ε); (T ×R

n) \W
(ε)
s−1; t](x) \ {ϑo}

)
.

(10.12)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ε, t, s, x, v è x óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäëîæåíèåì 10.2 ïðè ñëåäóþùåé êîíêðåòèçàöèè åãî ïàðàìåòðîâ:

N = S(N, ε), Γ = So(M, ε), Λ = S(N, ε) \W
(ε)
s−1; (10.13)

êðîìå òîãî, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 8.2

x ∈ Ct[So(M, ε); (T × R
n) \W

(ε)
s−1]

(ìû ó÷ëè ïðåäëîæåíèå 6.1). Òîãäà â òåðìèíàõ (10.13)

(
x ∈ Ct[Γ; (T × R

n) \N ]
)
∨ (x ∈ Ct[Γ; Λ]) (10.14)

(ó÷ëè (8.4)). Ïåðâàÿ âîçìîæíîñòü â (10.14) îçíà÷àåò, â ñèëó (8.4) è (10.13), ðåàëèçàöèþ ïåðâîãî

ïîëîæåíèÿ â (10.12). Ïóñòü x ∈ Ct[Γ; Λ]. Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì (10.3), îòêóäà ñ ó÷åòîì (10.13)

è òîãî, ÷òî

(T × R
n) \W

(ε)
s−1 = (T × R

n) \ (N \ Λ),

ïîëó÷àåì âòîðîå ïîëîæåíèå â (10.12). Èòàê, (10.12) âåðíî âî âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àÿõ. �

Ñ ë å ä ñ ò â è å 10.3. Åñëè ε ∈]0,∞[, t ∈ [to, ϑo[, s ∈ N, s > 2, x ∈ F
(ε)
s 〈t〉, v ∈ Vε(t, x)

è x ∈ XΠ(t, x, v), òî

(
∃ϑ ∈ [t, ϑo] : ((ϑ,x(ϑ)) /∈ S(N, ε))&((ξ,x(ξ)) /∈ S0(M, ε) ∀ ξ ∈ [t, ϑ]))∨

∨ (∃a ∈ [t, ϑo[ ∃b ∈]a, ϑo] : ]a, b[⊂ θ̃
(ε)
t (x)(x) \ {ϑo}

)
.

(10.15)

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê íåïîñðåäñòâåííîé êîìáèíàöèè ñëåäñòâèÿ 10.2 è îïðåäåëåíèÿ 8.2.

Â (10.15) ðå÷ü èäåò �àêòè÷åñêè î ïðèíöèïèàëüíîé âîçìîæíîñòè îñóùåñòâëåíèÿ íóæíîãî âû-

òàëêèâàíèÿ, åñëè òîëüêî äî ýòîãî íå îñóùåñòâèëîñü òðåáóåìîå óêëîíåíèå.

Íàïîìíèì òåïåðü îïðåäåëåíèÿ �� 7, 8, �èêñèðóÿ ε ∈]0,∞[. �àññìîòðèì íà ñîäåðæàòåëüíîì

óðîâíå ñïîñîá ðåàëèçàöèè ñîâîêóïíîãî âîçäåéñòâèÿ ïîçèöèîííîé ñòðàòåãèè Vε è ñòðàòåãèè

êîððåêöèè θ̃(ε)[t∗] íà îäíîì îòäåëüíî âçÿòîì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèè ïðîöåññà; çäåñü t∗
îòâå÷àåò ¾íà÷àëó¿ �îðìèðóåìîé òðàåêòîðèè. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî óïîìÿíóòîå âîçäåéñòâèå îò-

âå÷àåò óæå ñ�îðìèðîâàâøåìóñÿ ìîìåíòó t∗ ∈ [t∗, ϑo[ (ñëó÷àé t∗ = ϑo íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà,

òàê êàê îòâå÷àåò çàâåðøåíèþ ïðîöåññà) íà òðàåêòîðèè x, ðàçâèâàþùåéñÿ èç ïîçèöèè (t∗, x∗),
ãäå x∗ ∈ R

n
. Òîãäà ðåàëèçóåòñÿ óïðàâëåíèå v∗ ∈ Vε(t

∗,x(t∗)), êîòîðîå âìåñòå ñ ïîìåõîâûì

âîçäåéñòâèåì îïðåäåëÿåò åñòåñòâåííîå ïðîäîëæåíèå x : [t∗, ϑo] −→ R
n
ïîëó÷èâøåéñÿ ê äàí-

íîìó ìîìåíòó òðàåêòîðèè. Ñòðàòåãèÿ êîððåêöèè ðåàãèðóåò íà ýòî ïðîäîëæåíèå ìíîæåñòâîì
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θ̃
(ε)
t∗ (x(t∗))(x). Äëÿ íàñ èíòåðåñåí ñëó÷àé x(t∗) ∈ F

(ε)
r 〈t∗〉, ãäå r ∈ 1, s (s îïðåäåëÿåò îãðàíè÷åíèå

íà ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé). Â ýòèõ óñëîâèÿõ äåéñòâèå v∗ íà ñèñòåìó ñâîäèòñÿ ê âûòàëêèâàíèþ

âñåõ òðàåêòîðèé ïó÷êà XΠ(t
∗,x(t∗), v∗) èç ìíîæåñòâà W

(ε)
r−1 äî âñòðå÷è ñ S0(M, ε). Ìîìåíòû

âðåìåíè èç θ̃
(ε)
t∗ (x(t∗))(x) ñîîòâåòñòâóþò â ñèëó ñâîéñòâà, ïîäîáíîãî (7.1), óïîìÿíóòîìó âûòàë-

êèâàíèþ ðåàëèçóþùåéñÿ òðàåêòîðèè èç ïó÷êà (ñì. îïðåäåëåíèå 8.2). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 10.3,

åñëè íå ïðîèñõîäèò âûõîäà èç S(N, ε) äî ïîïàäàíèÿ íà ìíîæåñòâî S0(M, ε), òî ìíîæåñòâî

θ̃
(ε)
t∗ (x(t∗))(x) ñîäåðæèò èíòåðâàë íåíóëåâîé äëèíû.

�àçóìååòñÿ, âñå ýòî êàñàåòñÿ v-òðàåêòîðèé, ãäå v = v∗, íî ñâîéñòâî íåóïðåæäàåìîñòè ìóëü-

òè�óíêöèîíàëà θ̃
(ε)
t∗ (x(t∗)) ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü óïîìÿíóòîå îáñòîÿòåëüñòâî ê àíàëèçó òðàåê-

òîðèè, ïîðîæäåííîé ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðàòåãèåé-òðîéêîé (äàííàÿ òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ñêëåé-

êîé v-òðàåêòîðèé). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ïðèíöèïèàëüíî çà�èêñèðîâàòü îñóùåñòâëå-

íèå âûòàëêèâàíèÿ (íà ïðîìåæóòêå íåíóëåâîé äëèòåëüíîñòè) è îñóùåñòâèòü íîâóþ êîððåêöèþ

óïðàâëåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî â [13℄ óêàçàíû êëàññû çàäà÷, â êîòîðûõ î÷åðåäíîé ìîìåíò êîððåêöèè ìîæåò

(áåç ïîòåðè êà÷åñòâà) íàçíà÷àòüñÿ íà îñíîâàíèè èí�îðìàöèè î ïîçèöèè, îòâå÷àþùåé ïðåäûäó-

ùåìó ìîìåíòó êîððåêöèè. Äëÿ òàêèõ çàäà÷ ïîñòðîåíèå òðàåêòîðèé, ïîðîæäåííûõ ñòðàòåãèåé

âûòàëêèâàíèÿ, ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ.

� 11. Äîáàâëåíèå, 1

Îòìåòèì íåêîòîðûå ïðîñòûå ñëåäñòâèÿ îáùèõ ïîëîæåíèé, êàñàþùèåñÿ âîïðîñîâ ñõîäèìîñòè

ìíîæåñòâ-èòåðàöèé ê ÌÏÏ. Áóäåì ïîëàãàòü â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å, ÷òî

(M ∈ F \ {∅}) & (N ∈ F \ {∅})

(èòàê, ïîëàãàåì ñåé÷àñ, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ (6.1) íåïóñòî è çàìêíóòî â ¾îáû÷íîé¿ òîïî-

ëîãèè t). Îáîçíà÷åíèÿ Ws, s ∈ N0, è W ïîíèìàåì â ñîîòâåòñòâèè ñ � 6 (ñì. (6.2)). Íàïîìíèì,

÷òî ïðè ýòîì (ñì. � 5) íåïðåìåííî

(Wk)k∈N ↓ W (11.1)

(ñì. (5.5)). ×åðåç K îáîçíà÷àåì ñåìåéñòâî âñåõ êîìïàêòíûõ [24, ñ. 196℄ â ÒÏ (T×R
n, t) ìíîæåñòâ

K ∈ P(T × R
n), äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ K ∩ W 6= ∅ (ïðè M ∩ N 6= ∅ íåïðåìåííî K 6= ∅).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè K ∈ K èìååì ñâîéñòâî

K ∩W ∈ P ′(T × R
n),

à ïîòîìó îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî S0(K ∩W, ε) ∈ F \ {∅} ïðè ε ∈]0,∞[.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 11.1. Åñëè K ∈ K, òî ∀ ε ∈]0,∞[ ∃m ∈ N :

Wj ∩K ⊂ S0(W ∩K, ε) ∀ j ∈ −−−→m,∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü âûáðàíî è çà�èêñèðîâàíî K ∈ K. Äîïóñòèì, ÷òî äîêàçû-
âàåìîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî, ò. å. äëÿ íåêîòîðîãî ζ ∈]0,∞[

∀m ∈ N ∃j ∈ −−−→m,∞ : (Wj ∩K) \ S0(W ∩K, ζ) 6= ∅. (11.2)

Â ýòîì ñëó÷àå èìååì ñ î÷åâèäíîñòüþ (ñì. (11.2)), ÷òî

Jm
△
= {j ∈ −−−→m,∞|(Wj ∩K) \ S0(W ∩K, ζ) 6= ∅} ∈ P ′(N) ∀m ∈ N.

Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, èìååì, êàê ñëåäñòâèå, ñâîéñòâî

jm
△
= inf(Jm) ∈ Jm ∀m ∈ N.

Òîãäà (Wjm ∩K) \S0(W ∩K, ζ) 6= ∅ ∀m ∈ N. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì ñ èñïîëüçîâàíèåì (ñ÷åòíîé)

àêñèîìû âûáîðà, ÷òî ∏

m∈N

((Wjm ∩K) \ S0(W ∩K, ζ)) 6= ∅.
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Ñ ó÷åòîì ýòîãî âûáåðåì ïðîèçâîëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

((tm, xm))m∈N ∈
∏

m∈N

((Wjm ∩K) \ S0(W ∩K, ζ)).

Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, èìååì, ÷òî m 7−→ (tm, xm) : N −→ K. Ñ ó÷åòîì êîìïàêòíîñòè K ìîæíî

ïîëàãàòü äàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùåéñÿ: äëÿ íåêîòîðîé ïîçèöèè (t∗, x∗) ∈ K èìååò

ìåñòî

ρ((tm, xm), (t∗, x∗))m∈N −→ 0. (11.3)

Â ñâÿçè ñ (11.2) îòìåòèì ñëåäóþùèå îáñòîÿòåëüñòâà. Ïðè m ∈ N íåïðåìåííî Jm+1 ⊂ Jm. Ïîýòî-
ìó Jk ⊂ Jm ïðè m ∈ N è k ∈ −−−→m,∞. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî r ∈ N è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Wr.

Òîãäà Jk ⊂ Jr ∀ k ∈ −−→r,∞. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî jr 6 jk ∀ k ∈ −−→r,∞. Òîãäà

Wjk ⊂ Wjr ⊂ Wr ∀ k ∈ −−→r,∞.

Ïî âûáîðó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååì, ÷òî (tk, xk) ∈ Wr ïðè k ∈ −−→r,∞. Ïîñêîëüêó Wr ∈ F ,
èìååì èç (11.3) î÷åâèäíîå âêëþ÷åíèå

(t∗, x∗) ∈ Wr. (11.4)

Îäíàêî âûáîð r áûë ïðîèçâîëüíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, óñòàíîâëåíî (ñì. (11.4)), ÷òî (t∗, x∗) ∈ Wm

∀m ∈ N. C ó÷åòîì (11.1) ïîëó÷àåì òîãäà, ÷òî

(t∗, x∗) ∈ W ∩K. (11.5)

Âìåñòå ñ òåì (tm, xm) /∈ S0(W ∩K, ζ) ∀m ∈ N. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ζ < ρ((tm, xm);W ∩K) ∀m ∈ N.
Ñ ó÷åòîì ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè ρ(·,W ∩K) è (11.3) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

ζ 6 ρ((t∗, x∗),W ∩K),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò âêëþ÷åíèþ (11.5). Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. �

Îòìåòèì îäíî ïðîñòîå, íî ïîëåçíîå ñëåäñòâèå, ïîëàãàÿ äî êîíöà íàñòîÿùåãî ïàðàãðà�à,

÷òî M ∩ N 6= ∅. Òîãäà W 6= ∅, òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå M ∩ N ⊂ W. Ïðè ýòîì,

êàê ëåãêî âèäåòü, ïðè s ∈ N0 ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 1) Ws ∈ K; 2) ìíîæåñòâî Ws

îãðàíè÷åíî â (T ×R
n, ρ). Ìû ó÷ëè çäåñü ïðîñòîå ñëåäñòâèå (10.2): â ñèëó çàìêíóòîñòè N èìååò

ìåñòî F|N ⊂ F .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 11.2. Ïóñòü ∃s ∈ N0 : Ws ∈ K. Òîãäà ∀ ε ∈]0,∞[ ∃m ∈ N :

Wj ⊂ S0(W, ε) ∀ j ∈ −−−→m,∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Ws ∈ K, ãäå s ∈ N0. Ïîëàãàåì, ÷òî â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåãî

ïðåäëîæåíèÿ K
△
= Ws. Òîãäà K ∩ W 6= ∅, òàê êàê K ∩ W = W. Ïîñêîëüêó â íàøåì ñëó÷àå

K ∈ K, èìååì ïðè ε ∈]0,∞[ èç ïðåäëîæåíèÿ 11.1, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî r ∈ N

Wj ∩K ⊂ S0(W, ε) ∀ j ∈ −−→r,∞.

Ïîëàãàåì m
△
= sup({s; r}), ïîëó÷àÿ, ÷òî −−−→m,∞ ⊂ −−→s,∞ è, êàê ñëåäñòâèå, ñâîéñòâî

Wj ⊂ K ∀ j ∈ −−−→m,∞.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

−−−→m,∞ ⊂ −−→r,∞, à òîãäà

Wj = Wj ∩K ⊂ S0(W, ε) ∀ j ∈ −−−→m,∞.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Îòìåòèì, ÷òî â ïðåäëîæåíèÿõ 11.1 è 11.2 ðåàëèçóåòñÿ ñõîäèìîñòü ìíîæåñòâ-èòåðàöèé

ê ÌÏÏ â ìåòðèêå Õàóñäîð�à, ÷òî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé � 5 (è óòâåðæäåíèé óïîìÿíóòûõ ïðåä-

ëîæåíèé). Â ïåðâîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �ðàãìåíòîâ ìíîæåñòâ-

èòåðàöèé, à âî âòîðîì � î ñõîäèìîñòè (ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ñàìèõ ìíîæåñòâ-èòåðàöèé.

49



� 12. Äîáàâëåíèå, 2

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé â ñðàâíåíèè ñ ïðåäûäóùèì ïàðàãðà-

�îì ñëó÷àé: ïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâà M è N óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (6.1), è �èêñèðóåì

t∗ ∈ Supp(W ), ãäå W ñîîòâåòñòâóåò (6.2). Òîãäà (ñì. (4.4)) W 〈t∗〉 6= ∅. ×åðåç K îáîçíà÷àåì

ñåìåéñòâî âñåõ ìíîæåñòâ K ∈ F, êîìïàêòíûõ â (Rn, τ
(n)
R

) è îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì

K ∩W 〈t∗〉 6= ∅.

Ñëåäóÿ îáîçíà÷åíèÿì (6.2), îòìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî (5.5) è, êàê ñëåäñòâèå,

(Wk〈t∗〉)k∈N ↓ W 〈t∗〉.

Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíû ìíîæåñòâà Bo
n(K ∩W 〈t∗〉, ε) ∈ F \ {∅} ∀K ∈ K ∀ ε ∈]0,∞[.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 12.1. Åñëè K ∈ K è ε ∈]0,∞[, òî

∃m ∈ N : K ∩Wk〈t∗〉 ⊂ Bo
n(K ∩W 〈t∗〉, ε) ∀ k ∈ −−−→m,∞. (12.1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôèêñèðóåì K ∈ K è ε ∈]0,∞[. Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíî (12.1).

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå:

∀m ∈ N ∃k ∈ −−−→m,∞ : (K ∩Wk〈t∗〉) \B
o
n(K ∩W 〈t∗〉, ε) 6= ∅.

Èíûìè ñëîâàìè, Sm
△
= {k ∈ −−−→m,∞| (K ∩Wk〈t∗〉) \ B

o
n(K ∩W 〈t∗〉, ε) 6= ∅} 6= ∅ ∀m ∈ N. Òîãäà,

êàê ëåãêî âèäåòü,

sm
△
= inf(Sm) ∈ Sm ∀m ∈ N.

Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, sj 6 sj+1 ∀ j ∈ N. Îòìåòèì, ÷òî

(K ∩Wsm〈t∗〉) \B
o
n(K ∩W 〈t∗〉, ε) 6= ∅ ∀m ∈ N.

Ñ ó÷åòîì (ñ÷åòíîé) àêñèîìû âûáîðà ïîëó÷àåì, êîíå÷íî, ÷òî

∏

m∈N

((K ∩Wsm〈t∗〉) \B
o
n(K ∩W 〈t∗〉, ε)) 6= ∅. (12.2)

Âûáåðåì è çà�èêñèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xm)m∈N èç ìíîæåñòâà-ïðîèçâåäåíèÿ â ëåâîé ÷à-

ñòè (12.2). Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, (xm)m∈N : N −→ K. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè K ìîæíî, íå îãðàíè-

÷èâàÿ îáùíîñòè, ïîëàãàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xm)m∈N ñõîäèòñÿ: äëÿ íåêîòîðîãî x∗ ∈ K

(‖xk − x∗‖)m∈N −→ 0 (12.3)

(ìû ó÷èòûâàåì çäåñü, ÷òî Wsj+1
〈t∗〉 ⊂ Wsj 〈t∗〉 ïðè j ∈ N). Îòìåòèì, ÷òî ïî âûáîðó (xm)m∈N

èìååì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî xj ∈ Wsj 〈t∗〉 ∀ j ∈ N.
Ïóñòü r ∈ N. Òîãäà r 6 sr è, êðîìå òîãî, sr 6 sj ∀ j ∈ −−→r,∞. Â èòîãå r 6 sj ∀ j ∈ −−→r,∞. Ñëå-

äîâàòåëüíî, xj ∈ Wr〈t∗〉 ∀ j ∈ −−→r,∞. Íî Wr〈t∗〉 ∈ F. Ñ ó÷åòîì (12.3) ïîëó÷àåì, ÷òî x∗ ∈ Wr〈t∗〉.
Ïîñêîëüêó r âûáèðàëîñü ïðîèçâîëüíî, óñòàíîâëåíî ñâîéñòâî

x∗ ∈ Wm〈t∗〉 ∀m ∈ N.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x∗ åñòü ýëåìåíò ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ ìíîæåñòâ Wm〈t∗〉, m ∈ N. Ëåãêî âèäåòü,

îäíàêî, ÷òî ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà ðàâåíñòâ

W 〈t∗〉 = (
⋂

m∈N

Wm)〈t∗〉 =
⋂

m∈N

Wm〈t∗〉.

Â èòîãå x∗ ∈ K ∩W 〈t∗〉. Íàïîìíèì, îäíàêî, ÷òî (ïî âûáîðó (xm)m∈N) èìååì

xj /∈ Bo
n(K ∩W 〈t∗〉, ε) ∀ j ∈ N.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ε < (‖ · ‖ − inf)[xj ;K ∩W 〈t∗〉] ∀ j ∈ N.

Òîãäà ε 6 (‖ · ‖ − inf)[x∗;K ∩ W 〈t∗〉]. Ïîëó÷èëè î÷åâèäíîå ïðîòèâîðå÷èå 
 ðàíåå óñòàíîâëåí-

íûì ñâîéñòâîì x∗ (â ñàìîì äåëå, 0 < ε è, êàê îòìå÷àëîñü, x∗ ∈ K ∩ W 〈t∗〉). Ñâîéñòâî (12.1)

óñòàíîâëåíî. �

Îòìåòèì ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå ñâîéñòâî: ïðè s ∈ N0 ýêâèâàëåíòíû (ïîñêîëüêó Ws〈t∗〉 ∈
F è W 〈t∗〉 ⊂ Ws〈t∗〉) óñëîâèÿ 1′) Ws〈t∗〉 ∈ K è 2′) Ws〈t∗〉 îãðàíè÷åíî â (Rn, ‖ · ‖). Çäåñü
ó÷èòûâàåòñÿ è òî, ÷òî ïî âûáîðó t∗ íåïðåìåííî W 〈t∗〉 6= ∅.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 12.2. Ïóñòü ∃s ∈ N0 : Ws〈t∗〉 ∈ K. Òîãäà

∀ ε ∈]0,∞[ ∃m ∈ N : Wj〈t∗〉 ⊂ Bo
n(W 〈t∗〉, ε) ∀ j ∈

−−−→m,∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôèêñèðóåì s ∈ N0, äëÿ êîòîðîãî Ws〈t∗〉 ∈ K. Ïîëàãàåì K
△
= Ws〈t∗〉,

ïîëó÷àÿ ðàâåíñòâî

K ∩W 〈t∗〉 = W 〈t∗〉.

Êðîìå òîãî, Wj〈t∗〉 ⊂ K ∀ j ∈ −−→s,∞. Ïóñòü ε ∈]0,∞[. Òîãäà ñ ó÷åòîì ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ

ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì m ∈ −−→s,∞ èìååò ìåñòî ñâîéñòâî

Wj〈t∗〉 ⊂ Bo
n(W 〈t∗〉, ε) ∀ j ∈

−−−→m,∞.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Èòàê, è â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðèáëèæåíèÿ �èêñèðîâàííîãî ñå÷åíèÿ ÌÏÏ ðåàëèçóåòñÿ

(ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà íà êàêîì-ëèáî ýòàïå èòåðàöèîííîé

ïðîöåäóðû) ñõîäèìîñòü â ìåòðèêå Õàóñäîð�à.

� 13. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå óêàçàí ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è óêëîíåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèåì íà ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé

�îðìèðóåìîãî óïðàâëåíèÿ, ñâÿçàííûé ñ îäíèì èç âàðèàíòîâ ÌÏÈ, à èìåííî ñ èòåðàöèÿìè

ñòàáèëüíîñòè (èìååòñÿ â âèäó îñíîâîïîëàãàþùåå ñâîéñòâî, ââåäåííîå Í.Í. Êðàñîâñêèì). Îò-

ìåòèì â ýòîé ñâÿçè ñëåäóþùèé âåñüìà îáùèé ïîëåçíûé �àêò: êîíñòðóêöèè íà îñíîâå ÌÏÈ

åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèâîäÿò ê ðàññìîòðåíèþ ÌÏÏ êàê íåïîäâèæíîé òî÷êè îïåðàòîðà,

à òî÷íåå ÎÏÏ. Ïðè ýòîì ÌÏÏ îêàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåé â óïîðÿäî÷åííîñòè ïî âêëþ÷åíèþ

íåïîäâèæíîé òî÷êîé ÎÏÏ (ó íàñ � îïåðàòîðà ñòàáèëüíîñòè). Ïðè ýòîì ÌÏÏ ÿâëÿåòñÿ ïðå-

äåëîì èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû, ïîðîæäàåìîé ÎÏÏ (â ýòîé ñâÿçè îòìåòèì òàêæå ïîëîæåíèÿ

äâóõ ïîñëåäíèõ ïàðàãðà�îâ).

Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè ìû íå îãðàíè÷èâàåìñÿ, îäíàêî, ïîñòðîåíèåì ïðåäåëà èòåðàöè-

îííîé ïðîöåäóðû è ðàññìàòðèâàåì ñâîéñòâà ñàìèõ ìíîæåñòâ-èòåðàöèé, òî åñòü ïðåäïîëàãàåì

âûïîëíåííûìè íå âñå èòåðàöèè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ âñÿêèé ðàç ìíîæåñòâî

óñïåøíîé ðàçðåøèìîñòè âûøåóïîìÿíóòîé çàäà÷è óêëîíåíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì îãðàíè÷åíèåì

íà ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé. Äàííàÿ çàäà÷à ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü â ðÿäå ñëó÷àåâ íå òîëüêî òåîðå-

òè÷åñêèé, íî è îïðåäåëåííûé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ.

Âàæíûì îáñòîÿòåëüñòâîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííàÿ íåîáõîäèìîñòü â óïðàâëåíèè ìîìåí-

òàìè êîððåêöèè ðåàëèçóþùåãîñÿ óïðàâëåíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå

íåóïðåæäàþùèõ ïðîöåäóð ñëåæåíèÿ çà òðàåêòîðèåé, õîòÿ èçâåñòíû [13℄ êëàññû çàäà÷, â êîòî-

ðûõ ðåàëèçàöèþ ýòèõ ìîìåíòîâ ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ïîçèöèîííî: î÷åðåäíîé ìîìåíò êîððåêöèè

ìîæíî íàçíà÷àòü ïî ïîçèöèè, ñ�îðìèðîâàâøåéñÿ â ïðåäûäóùèé ìîìåíò êîððåêöèè. Èçó÷åíèå

òàêèõ êëàññîâ çàäà÷ ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà âàæíûì è òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé.

Â òî æå âðåìÿ âàðèàíòû çàäà÷, ðàññìîòðåííûõ â [13℄ è äîâåäåííûõ òàì äî êîíêðåòíûõ ðåøå-

íèé, ìîãóò ñëóæèòü ñâîåîáðàçíûì îðèåíòèðîì (çàìåòèì â ýòîé ñâÿçè, ÷òî ìåòîäèêà [13℄ ìîæåò

áûòü èñïîëüçîâàíà, êàê ïðåäñòàâëÿåòñÿ, äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ î íàâåäåíèè íà îòêðû-

òîå ìíîæåñòâî â �èêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè; ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðå�îðìóëèðîâêà çàäà÷è

íå ïðåäñòàâëÿåò çàòðóäíåíèé).
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This paper is 
on
erned with one variant of the programmed iterations method used for solving the di�erential game

of guidan
e-evasion. The proposed pro
edure is 
onne
ted with iterations on the basis of the property of stability

of sets introdu
ed by N.N. Krasovskii. A relationship is established between the resulting iteration pro
edure and

the solution to the evasion problem under a 
onstraint on the swit
hing number of the formed 
ontrol: the stability

iterations de�ne the set of su

essful solvability of the above-mentioned problem. It is proved that the guaranteed

realization of evasion is possible if and only if (guaranteed) strong evasion (namely, the evasion with respe
t to

neighborhoods of sets de�ning the guidan
e-evasion game) is realizable. A representation of strategies guaranteeing

the evasion with 
onstraints on the swit
hing number is presented. The 
on
rete operation of every su
h strategy


onsists in the formation of 
onstant 
ontrol extruding the traje
tory from the set 
orresponding to the next iteration

on the basis of the stability operator. The duration of operation of the above-mentioned 
ontrol is de�ned in terms

of the result of the multifun
tional employment de�ned on the traje
tory spa
e; the values of this multifun
tional are

nonempty subsets of the remaining time interval. Attention is given to problems involved in the 
onvergen
e, in the

sense of Hausdor� metri
, of fragments of sets whi
h are realized by the iteration pro
edure. On this basis, 
onditions

for 
onvergen
e (in the Hausdor� metri
) for the sets-iterations themselves are obtained.
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