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àöèÿ (Ê�Ñ) â êîí�ëèêòå ÷åòûðåõ ëèö ïðè íåîïðåäåëåííîñòè. Óñòàíàâëèâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâî-

âàíèÿ Ê�Ñ, ñâîäÿùèåñÿ ê ïîñòðîåíèþ ñåäëîâîé òî÷êè ãåðìåéåðîâñêîé ñâåðòêè ãàðàíòèé �óíêöèé âûèãðûøà.

Íàêîíåö, ñîãëàñíî ïîäõîäó Ýìèëÿ Áîðåëÿ, Äæîíà �îí Íåéìàíà è Äæîíà Íýøà, äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå

Ê�Ñ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ ïðè ¾ïðèâû÷íûõ¿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èãð îãðàíè÷åíèÿõ (êîìïàêòíîñòü

ìíîæåñòâ íåîïðåäåëåííîñòåé è ñòðàòåãèé èãðîêîâ è íåïðåðûâíîñòü �óíêöèé âûèãðûøà). Â çàêëþ÷åíèè ñòàòüè

ïðåäëàãàþòñÿ âîçìîæíûå íàïðàâëåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîîïåðàòèâíàÿ èãðà áåç ïîáî÷íûõ ïëàòåæåé, íåîïðåäåëåííîñòü, ãàðàíòèÿ, ñìåøàííûå ñòðàòå-

ãèè, ãåðìåéåðîâñêàÿ ñâåðòêà, ñåäëîâàÿ òî÷êà, ðàâíîâåñèå ïî Íýøó è ïî Áåðæó.

DOI: 10.20537/2226-3594-2017-50-04

Ââåäåíèå

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîîïåðàöèè â êîí�ëèêòå äëÿ äàííîé ñòàòüè ïðåäñòàâëåíà êîîïå-

ðàòèâíîé èãðîé ÷åòûðåõ ëèö â íîðìàëüíîé �îðìå, áåç ïîáî÷íûõ ïëàòåæåé è ïðè ó÷åòå íåîïðå-

äåëåííûõ �àêòîðîâ (èíòåðâàëüíûõ íåîïðåäåëåííîñòåé). Ñ÷èòàåì, ÷òî î íåîïðåäåëåííîñòÿõ

ó÷àñòíèêàì êîí�ëèêòà èçâåñòíû ëèøü ãðàíèöû èçìåíåíèÿ, à êàêèå-ëèáî âåðîÿòíîñòíûå õàðàê-

òåðèñòèêè îòñóòñòâóþò (ïî òåì èëè èíûì ïðè÷èíàì). Ó÷åò íåîïðåäåëåííîñòåé ïðè ìîäåëèðîâà-

íèè ðåàëüíûõ êîí�ëèêòîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü áîëåå àäåêâàòíûå ðåçóëüòàòû, ÷òî ïîäòâåðæäà-

åòñÿ, íàïðèìåð, áîëüøèì ÷èñëîì ïóáëèêàöèé (áîëåå 1 ìëí ðàáîò â Google Sh
olar ïî çàïðîñó

mathemati
al modelling under un
ertainty). Ñàìè íåîïðåäåëåííîñòè âîçíèêàþò çà ñ÷åò íåïîëíî-

òû (íåòî÷íîñòè) çíàíèé î ðåàëèçàöèÿõ âûáðàííûõ ó÷àñòíèêàìè êîí�ëèêòà ñâîèõ ñòðàòåãèé:

In these matters the only 
ertainty is there is nothing 
ertain (Pliny the Elder) (¾Â ýòîé æèçíè

îïðåäåë�åííî òîëüêî òî, ÷òî íåò íè÷åãî îïðåäåëåííîãî¿, Ïëèíèé Ñòàðøèé
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). Íàïðèìåð, ýêîíî-

ìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, êàê ïðàâèëî, ïîäâåðãàåòñÿ íåîæèäàííûì òðóäíî ïðîãíîçèðóåìûì âîçìóùå-

íèÿì êàê èçâíå (èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà è íîìåíêëàòóðû ïîñòàâîê, ñêà÷êè ñïðîñà íà òîâàðû,

âûïóñêàåìûå äàííûì ïðîèçâîäñòâîì), òàê è èçíóòðè (ïîÿâëåíèå íîâûõ òåõíîëîãèé, ïîëîìêà

è çàìåíà îáîðóäîâàíèÿ, íåñîâïàäåíèå ðåàëüíûõ ñðîêîâ ïóñêà íîâîãî îáîðóäîâàíèÿ ñ ïëàíèðóå-

ìûìè ñðîêàìè è òàê äàëåå); ïîÿâëåíèå íîâûõ òåõíîëîãèé ìîæåò ñëóæèòü ïðè÷èíîé âîçìóùåíèé

â ýêîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ; â ìåõàíè÷åñêèõ � òåìïåðàòóðíûå, à òàêæå ïîãîäíûå óñëîâèÿ. Âîç-

íèêàåò âîïðîñ: êàê ïðè âûáîðå ñòðàòåãèé îäíîâðåìåííî ó÷åñòü êàê êîîïåðàòèâíûé õàðàêòåð

êîí�ëèêòà, òàê è íàëè÷èå íåîïðåäåëåííîñòåé?

Îñîáåííîñòü êîîïåðàòèâíîãî õàðàêòåðà êîí�ëèêòà â òîì, ÷òî â íåì ó÷èòûâàþòñÿ èíòåðåñû

ëþáîé âîçìîæíîé êîàëèöèè � îáúåäèíåíèÿ èãðîêîâ (ó÷àñòíèêîâ êîí�ëèêòà), ïðèîáðåòàþùèõ

âîçìîæíîñòü ñîãëàñîâàííîãî âûáîðà ñâîèõ ñòðàòåãèé ñ öåëüþ äîñòèæåíèÿ âîçìîæíî ëó÷øèõ

ðåçóëüòàòîâ. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ ñëåäóþùåå:

âî-ïåðâûõ, åñëè èãðîêè êîàëèöèè äîãîâîðèëèñü â ðåçóëüòàòå ïåðåãîâîðîâ î ñîâìåñòíûõ äåé-

ñòâèÿõ, òî ýòîò äîãîâîð â òå÷åíèå èãðû äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ, òî åñòü ñîãëàøåíèÿ îáÿçàòåëüíû;

âî-âòîðûõ, èãðîêè ëèøåíû âîçìîæíîñòè ïåðåäàâàòü îñòàëüíûì ¾êîëëåãàì ïî êîí�ëèêòó¿

÷àñòü ñâîåãî ðåçóëüòàòà (âûèãðûøà), òî åñòü îãðàíè÷èâàåìñÿ èãðàìè áåç ïîáî÷íûõ ïëàòåæåé �

òàê íàçûâàåìûå èãðû ñ íåòðàíñ�åðàáåëüíûìè âûèãðûøàìè;

â-òðåòüèõ, âûïîëíåíî ñâîéñòâî ïåðñîíàëüíîñòè; à èìåííî, âûèãðûø ïóñòîé êîàëèöèè ðà-

âåí íóëþ; ñîãëàñíî ýòîìó ïðèíöèïó íåíóëåâûõ âûèãðûøåé ìîãóò äîñòè÷ü òîëüêî äåéñòâóþùèå

(¾æèâûå¿) èãðîêè.
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� 1. Èãðà ãàðàíòèé

�àññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîí�ëèêòà ñ ÷åòûðüìÿ ó÷àñòíèêàìè â âèäå íîð-

ìàëüíîé �îðìû êîîïåðàòèâíîé èãðû ÷åòûðåõ ëèö ïðè íåîïðåäåëåííîñòè:

Γ = 〈N = {1, 2, 3, 4}, {Xi}i∈N, Y
X , {fi(x, y)}i∈N〉.

Â Γ ìíîæåñòâî ó÷àñòíèêîâ (èãðîêîâ) N = {1, 2, 3, 4}, èãðîê i àññîöèèðóåòñÿ ñ ïîðÿäêîâûì

íîìåðîì i ∈ N; â Γ êàæäûé èç ÷åòûðåõ ó÷àñòíèêîâ âûáèðàåò è èñïîëüçóåò ñâîþ ñòðàòåãèþ

xi ∈ Xi ⊂ R
ni (i ∈ N), â ðåçóëüòàòå îáðàçóåòñÿ ñèòóàöèÿ x = (x1, x2, x3, x4) ∈ X =

4∏
i=1

Xi ⊂ R
n

(n =
∑
i∈N

ni); íåçàâèñèìî îò èõ äåéñòâèé â Γ ðåàëèçóåòñÿ (èíòåðâàëüíàÿ) íåîïðåäåëåííîñòü

y ∈ Y ⊂ R
m
; íà ìíîæåñòâå ïàð (x, y) ∈ X × Y îïðåäåëåíà �óíêöèÿ âûèãðûøà êàæäîãî i-ãî

èãðîêà fi(x, y), çíà÷åíèå êîòîðîé íàçûâàåòñÿ âûèãðûøåì ýòîãî èãðîêà i. Íà ñîäåðæàòåëüíîì

óðîâíå öåëü êàæäîãî èãðîêà â Γ �� âûáîð òàêîé ñâîåé ñòðàòåãèè x∗i (i ∈ N), ïðè êîòîðîé âûèã-

ðûø êàæäîãî ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíî áîëüøèì, ïðè ýòîì îíè äîëæíû ó÷èòûâàòü âîçìîæíîñòü

ñîçäàíèÿ ëþáîé êîàëèöèè è ðåàëèçàöèè ëþáîé, â òîì ÷èñëå è ñòðàòåãè÷åñêîé, íåîïðåäåëåííî-

ñòè âèäà y(x) : X → Y , y(·) ∈ Y X
.

Èçâåñòíàÿ �ðàíöóçñêàÿ ïîñëîâèöà ãëàñèò: Entre bou
he et 
uiller vient souvent grand en
om-

brier (¾Ïîêà íåñåøü ëîæêó â ðîò, íåðåäêî âîçíèêàåò ïîìåõà¿), íî ó÷åò íåîïðåäåëåííîñòè ïðè-

âîäèò ê ìíîãîçíà÷íîñòè �óíêöèè âûèãðûøà êàæäîãî èãðîêà fi(x, Y ) =
⋃
y∈Y

fi(x, y). Òàêàÿ

ìíîãîçíà÷íîñòü, íåñîìíåííî, çàòðóäíÿåò èññëåäîâàíèå êîîïåðàòèâíûõ èãð âèäà Γ, è ïîýòîìó

ïðåäëàãàåì îöåíèâàòü êà÷åñòâî �óíêöèîíèðîâàíèÿ êàæäîãî i-ãî èãðîêà â Γ íå çíà÷åíèåì åãî

�óíêöèè âûèãðûøà fi(x, y), à åå (íèæíåé) ãàðàíòèåé fi[x]. Ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé

ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ãàðàíòèé.

À èìåííî, â êà÷åñòâå ãàðàíòèè fi(x, y) ∀y ∈ Y âûáèðàåì

fi[x] = min
y∈Y

fi(x, y).

Äåéñòâèòåëüíî, îòñþäà ñëåäóåò fi[x] 6 fi(x, y) ∀y ∈ Y , è ïîýòîìó íèæíþþ ãðàíèöó êà÷åñòâà

�óíêöèîíèðîâàíèÿ i-ãî èãðîêà ïðè ðåàëèçàöèè â Γ ñèòóàöèè x ∈ X ìîæíî îöåíèòü ÷èñëîì fi[x]
(òî åñòü ïðè ëþáûõ íåîïðåäåëåííîñòÿõ y ∈ Y �óíêöèÿ fi(x, y) íå ìîæåò ñòàòü ìåíüøå fi[x]).
Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíîé íà X ñêàëÿðíîé �óíêöèè fi[x] áóäåò ñëåäîâàòü èç

êîìïàêòíîñòè (çàìêíóòîñòè è îãðàíè÷åííîñòè) ìíîæåñòâ Xi (i ∈ N), Y è íåïðåðûâíîñòè fi(x, y)
íà X × Y (ýòîò øèðîêî èçâåñòíûé �àêò óñòàíîâëåí â òåîðèè èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé).

� 2. Êîàëèöèîííàÿ ðàâíîâåñíîñòü

Â èãðå Γ ìîæåò ñëîæèòüñÿ ïÿòíàäöàòü êîàëèöèîííûõ ñòðóêòóð (ðàçáèåíèé âñåãî ìíîæå-

ñòâà èãðîêîâ N íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà (êîàëèöèè)): {{1}, {2}, {3}, {4}},
{1, 2, 3, 4}, K{i} = {{i}, {−i}| − i = N \ {i}}, K{i},{j} = {{i}, {j}, {−(i, j)}| − (i, j) = N \ {i, j}},
K{i,j} = {{i, j}, {−(i, j)}| − (i, j) = N \ {i, j}} (i, j ∈ N, i 6= j). Íàïîìíèì äâà ïîíÿòèÿ èç òåî-

ðèè êîîïåðàòèâíûõ èãð áåç ïîáî÷íûõ ïëàòåæåé [1℄: äëÿ ñèòóàöèè x∗ ∈ X â èãðå ãàðàíòèé

Γg = 〈N = {1, 2, 3, 4}, {Xi}i∈N, {fi[x] = min
y∈Y

fi(x, y)}i∈N〉 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(à) óñëîâèå èíäèâèäóàëüíîé ðàöèîíàëüíîñòè (ÓÈ�) (ïðè îáîçíà÷åíèÿõ x = (xi, x−i), X−i =
=

∏
j∈N\{i}

Xj), åñëè

fi[x
∗] > f0

i = max
xi∈Xi

min
x
−i∈X−i

fi[xi, x−i] = min
x
−i∈X−i

fi[x
0
i , x−i] (i ∈ N),

â ñèëó ÷åãî, åñëè èãðîê i ïðèìåíÿåò ìàêñèìèííóþ ñòðàòåãèþ x0i , åãî âûèãðûø fi[x
0
i , x−i] > f0

i

∀x−i ∈ X−i (i ∈ N);

(b) óñëîâèå êîëëåêòèâíîé ðàöèîíàëüíîñòè (ÓÊ�): x∗ ìàêñèìàëüíà ïî Ïàðåòî â ÷åòûðåõ-

êðèòåðèàëüíîé çàäà÷å Γg = 〈X, {fi[x]}i∈N〉, òî åñòü ïðè ∀x ∈ X íåñîâìåñòíà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ
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fi[x] > fi[x
∗] (i ∈ N), èç êîòîðûõ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî íåðàâåíñòâî ñòðîãîå; çàìåòèì, ÷òî åñëè

äëÿ ëþáûõ x ∈ X áóäåò

∑
i∈N

fi[x] 6
∑
i∈N

fi[x
∗], òî x∗ ìàêñèìàëüíà ïî Ïàðåòî â Γg

;

(
) íà îñíîâå êîíöåïöèé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó è ïî Áåðæó [2�4℄ ââåäåì óñëîâèå êîàëèöèîííîé

ðàöèîíàëüíîñòè (ïðè îáîçíà÷åíèÿõ x = (xi, x−i), x = (xi, xj , x−(i,j)), X−i =
∏

j∈N\{i}

Xj , X−(i,j) =

=
∏

k∈N\{i,j}

Xk):

fk[x
∗] > fk[x

∗
i , x−i] ∀x−i ∈ X−i;

fk[x
∗] > fk[x

∗
i , x

∗
j , x−(i,j)] ∀x−(i,j) ∈ X−(i,j);

fk[x
∗] > fk[xi, x

∗
−i] ∀xi ∈ Xi,

i, j, k ∈ N, i 6= j.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Ñèòóàöèþ x∗ ∈ X íàçîâåì êîàëèöèîííî-ðàâíîâåñíîé (Ê�) äëÿ èãðû Γ,
åñëè îíà îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿåò ÓÈ�, ÓÊ� è óñëîâèþ êîàëèöèîííîé ðàöèîíàëüíîñòè äëÿ

¾èãðû ãàðàíòèé¿ Γg
.

Ç à ì å ÷ à í è å 1. ÓÈ� îçíà÷àåò, ÷òî èãðîêó èìååò ñìûñë îáúåäèíÿòüñÿ ñ äðóãèì â êîà-

ëèöèþ, åñëè ïðè ýòîì îí ïîëó÷èò âûèãðûø íå ìåíüøèé, ÷åì îí ñàì ñåáå ìîæåò îáåñïå÷èòü,

ïðèìåíÿÿ ñâîþ ìàêñèìèííóþ ñòðàòåãèþ. ÓÊ� ïðèâîäèò èãðîêà ê ñàìîìó áîëüøîìó (â âåêòîð-

íîì ñìûñëå!) âûèãðûøó. Íàêîíåö óñëîâèå êîàëèöèîííîé ðàöèîíàëüíîñòè äåëàåò åãî âûèãðûø

óñòîé÷èâûì ê îòêëîíåíèþ îò x∗ îòäåëüíûõ èãðîêîâ èëè ëþáûõ âîçìîæíûõ êîàëèöèé.

� 3. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 1 Ê�-ñèòóàöèÿ x∗ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ýêñòðåìàëüíûì

îãðàíè÷åíèÿì, ¾äèêòóåìûì¿ ÓÈ�, ÓÊ� è óñëîâèåì êîàëèöèîííîé ðàöèîíàëüíîñòè. Îäíàêî

âñå ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ñåìíàäöàòè èç íèõ:

fi[x
∗
1, x2, x3, x4] 6 fi[x

∗] ∀xk ∈ Xk (k = 2, 3, 4),

fi[x1, x
∗
2, x3, x4] 6 fi[x

∗] ∀xl ∈ Xl (l = 1, 3, 4),

fi[x1, x2, x
∗
3, x4] 6 fi[x

∗] ∀xr ∈ Xr (r = 1, 2, 4), (1)

fi[x1, x2, x3, x
∗
4] 6 fi[x

∗] ∀xq ∈ Xq (q = 1, 2, 3),
∑

i∈N

fi[x] 6
∑

i∈N

fi[x
∗] ∀x ∈ X,

ãäå x∗ = (x∗1, x
∗
2, x

∗
3, x

∗
4).

Ïðè �îðìóëèðîâêå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ Ê�-ñèòóàöèè âîñïîëüçóåìñÿ ïîäõî-

äîì, ïðåäëîæåííûì â [5℄. Äëÿ ýòîãî ââåäåì n-âåêòîð z∗ = (z∗1 , z
∗
2 , z

∗
3 , z

∗
4) ∈ X è ãåðìåéåðîâñêóþ

ñâåðòêó [6℄:

ϕ1(x, z) = max
i∈N

{fi[z1, x2, x3, x4]− fi[z]},

ϕ2(x, z) = max
i∈N

{fi[x1, z2, x3, x4]− fi[z]},

ϕ3(x, z) = max
i∈N

{fi[x1, x2, z3, x4]− fi[z]}, (2)

ϕ4(x, z) = max
i∈N

{fi[x1, x2, x3, z4]− fi[z]},

ϕ5(x, z) =
∑

i∈N

fi[x]−
∑

i∈N

fi[z],

ϕ(x, z) = max
j=1,...,5

ϕj(x, z),

ãäå z = (z1, z2, z3, z4) ∈ X =
4∏

i=1
Xi.
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Ñåäëîâàÿ òî÷êà (x0, z∗) ∈ X × Y ñêàëÿðíîé �óíêöèè ϕ(x, z) èç (2) îïðåäåëÿåòñÿ öåïî÷êîé

íåðàâåíñòâ

ϕ(x, z∗) 6 ϕ(x0, z∗) 6 ϕ(x0, z) ∀ x, z ∈ X. (3)

Ò å î ð å ì à 1. Åñëè óäàëîñü íàéòè ñåäëîâóþ òî÷êó (x0, z∗) ∈ X × Y �óíêöèè ϕ(x, y), òî

ìèíèìàêñíàÿ ñòðàòåãèÿ z∗ ÿâëÿåòñÿ Ê� èãðû Γ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè z = x0 èç (2) ñëåäóåò ϕ(x0, x0) = 0. Òîãäà ïî

òðàíçèòèâíîñòè èç (3) ïîëó÷àåì [ϕ(x0, z∗) 6 0] ⇒ [ϕ(x, z∗) 6 0 ∀x ∈ X], ÷òî è îçíà÷àåò,

â ñèëó (2), ñïðàâåäëèâîñòü (1). �

Ç à ì å ÷ à í è å 2. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ïîñòðîåíèå Ê� ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ñåäëîâîé òî÷-

êè (x0, z∗) ãåðìåéåðîâñêîé ñâåðòêè ϕ(x, z) èç (2). À èìåííî, ïîëó÷èëè ñëåäóþùèé êîíñòðóê-

òèâíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ Ê�-ðåøåíèÿ èãðû Γ:

âî-ïåðâûõ, ïîñòðîèòü ïî �îðìóëå (2) ñêàëÿðíóþ �óíêöèþ ϕ(x, z);

âî-âòîðûõ, íàéòè ñåäëîâóþ òî÷êó (x0, z∗) �óíêöèè ϕ(x, z), óäîâëåòâîðÿþùóþ öåïî÷êå íåðà-

âåíñòâ èç (3);

â-òðåòüèõ, íàéòè çíà÷åíèÿ ÷åòûðåõ �óíêöèé fi[x
∗] (i ∈ N).

Òîãäà ïàðà (z∗, f [z∗] = (f1[z
∗], f2[z

∗], f3[z
∗], f4[z

∗])) ∈ X × R
4
îáðàçóåò êîàëèöèîííîå ðàâíî-

âåñèå èãðû Γ: èãðîêàì ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñâîè ñòðàòåãèè èç ñèòóàöèè z∗, îáåñïå÷èâàÿ òåì

ñàìûì ñåáå ãàðàíòèè fi[z
∗].

� 4. Ñóùåñòâîâàíèå Ê� â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ

Êàê óïîìèíàëîñü â àííîòàöèè, âïåðâûå ñóùåñòâîâàíèå ñåäëîâîé òî÷êè â ñìåøàííûõ ñòðà-

òåãèÿõ óñòàíîâëåíî â [7℄ Ýìèëåì Áîðåëåì â 1921 ã.; íå çíàÿ îá ýòîì ðåçóëüòàòå, åãî ïîâòîðèë

Äæîí �îí Íåéìàí â 1928 ã. [8℄. Íàêîíåö Äæîíîì Íýøåì äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå â ñìåøàííûõ

ñòðàòåãèÿõ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó [2, 3℄.

Çäåñü è äàëåå îáîçíà÷àåì ÷åðåç compRni
ìíîæåñòâî âñåõ êîìïàêòîâ (çàìêíóòûõ è îãðà-

íè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ åâêëèäîâà ni-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà R
ni
), à íåïðåðûâíîñòü íà X × Y

ñêàëÿðíîé �óíêöèè fi(x, y) îáîçíà÷àåì êàê fi(·) ∈ C(X × Y ).

�àññìàòðèâàåì ñíîâà êîîïåðàòèâíóþ èãðó áåç ïîáî÷íûõ ïëàòåæåé Γ. Íå îãîâàðèâàÿ îñîáî,

ïðåäïîëàãàåì äëÿ ýëåìåíòîâ óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà Γ âûïîëíåíèå ïåðå÷èñëåííûõ íèæå

òðåáîâàíèé:

Ó ñ ë î â è å 1.

Xi ∈ compRni (i ∈ N), Y ∈ compRm, fi(·) ∈ C(X × Y ). (4)

Çäåñü áóäåò ïðèâåäåíî ïîíÿòèå ñìåøàííîãî ðàñøèðåíèÿ èãðû Γ, âêëþ÷àþùåå ñìåøàííûå

ñòðàòåãèè, ñèòóàöèè, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå �óíêöèé âûèãðûøà.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ èãðû Γ âûïîëíåíû îãðàíè÷åíèÿ (4), òîãäà fi(x, y) íåïðåðûâ-
íà íà ïðîèçâåäåíèè êîìïàêòîâ X × Y , ãäå X =

∏
i∈N

Xi. Íà êàæäîì êîìïàêòå Xi ⊂ R
ni (i ∈ N)

ïîñòðîèì áîðåëåâñêóþ σ-àëãåáðó B(Xi) � ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ Xi òàêèõ, ÷òî Xi ∈ B(Xi),
ïðè÷åì B(Xi) çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé äîïîëíåíèÿ è îáúåäèíåíèÿ ñ÷åòíîãî ÷èñëà

ìíîæåñòâ èç B(Xi); êðîìå òîãî, B(Xi) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé σ-àëãåáðîé, êîòîðàÿ ñîäåðæèò

âñå çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà êîìïàêòà Xi. Ñîãëàñíî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èãð ñìåøàííóþ

ñòðàòåãèþ i-ãî èãðîêà νi(·) áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé íà êîìïàêòå Xi. Âå-

ðîÿòíîñòíàÿ ìåðà åñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ νi(·), îïðåäåëåííàÿ íà áîðåëåâñêîé
σ-àëãåáðå B(Xi) ïîäìíîæåñòâ êîìïàêòà Xi ⊂ R

ni
è óäîâëåòâîðÿþùàÿ äâóì óñëîâèÿì:

(1) νi

(⋃
k

Q
(i)
k

)
=

⋃
k

νi

(
Q

(i)
k

)
äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Q

(i)
k }∞k=1 ïîïàðíî íå ïåðåñåêà-

þùèõñÿ ýëåìåíòîâ èç B(Xi) (ñâîéñòâî ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè �óíêöèè νi(·));

(2) νi(Xi) = 1 (ñâîéñòâî íîðìèðîâàííîñòè), è ïîýòîìó νi
(
Q(i)

)
6 1 äëÿ âñåõ Q(i) ∈ B(Xi).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç {νi} ìíîæåñòâî ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé i-ãî èãðîêà (i ∈ N). Ïîñòðîèì ñèòó-

àöèþ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ â âèäå ìåðû-ïðîèçâåäåíèÿ

ν(dx) = ν1(dx1)ν2(dx2)ν3(dx3)ν4(dx4),

ìíîæåñòâî êîòîðûõ îáîçíà÷èì ÷åðåç {ν}, à òàêæå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

fi[ν] =

∫

X

fi[x]ν(dx).

Ïîëó÷èì ñìåøàííîå ðàñøèðåíèå èãðû ãàðàíòèé Γg
, îáîçíà÷èì êîòîðîå ÷åðåç

Γ̃g = 〈N = {1, 2, 3, 4}, {νi}i∈N, {fi[ν]}i∈N〉. (5)

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ 1 ââåäåì

Î ï ð å ä å ë å í è å 2. Ñèòóàöèþ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ ν∗(·) ∈ {ν} íàçîâåì êîàëèöèîííî

ðàâíîâåñíîé (Ê�) â ñìåøàííîì ðàñøèðåíèè (5) (èëè êîàëèöèîííî-ðàâíîâåñíîé (Ê�) ñèòóàöèåé

â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ äëÿ èãðû Γ̃g
), åñëè

âî-ïåðâûõ, ñèòóàöèÿ ν∗(·) êîàëèöèîííî-ðàöèîíàëüíà äëÿ èãðû (5), òî åñòü:

fi[ν
∗
1 , ν2, ν3, ν4] 6 fi[ν

∗] ∀νk(·) ∈ {νk} (k = 2, 3, 4),

fi[ν1, ν
∗
2 , ν3, ν4] 6 fi[ν

∗] ∀νl(·) ∈ {νl} (l = 1, 3, 4),

fi[ν1, ν2, ν
∗
3 , ν4] 6 fi[ν

∗] ∀νr(·) ∈ {νr} (r = 1, 2, 4),

fi[ν1, ν2, ν3, ν
∗
4 ] 6 fi[ν

∗] ∀νq(·) ∈ {νq} (q = 1, 2, 3)

(ìíîæåñòâî êîàëèöèîííî-ðàöèîíàëüíûõ ñèòóàöèé èãðû (5) îáîçíà÷èì êàê {ν∗});
âî-âòîðûõ, ν∗(·) ìàêñèìàëüíà ïî Ïàðåòî â ÷åòûðåõêðèòåðàëüíîé çàäà÷å

〈{ν}, {fi[ν]}i∈N〉,

òî åñòü ïðè âñåõ ν(·) ∈ {ν∗} íåñîâìåñòíà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

fi[ν] > fi[ν
∗] (i ∈ N),

èç êîòîðûõ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ñòðîãîå.

Àíàëîãè÷íî [5, ñ. 236�238℄ äîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ò å î ð å ì à 2. Åñëè fi(·) ∈ C(X × Y ), Xi ∈ compRni (i ∈ N), Y ∈ compRm
, òî â èãðå Γ

ñóùåñòâóåò Ê� â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.

Çàêëþ÷åíèå

Â ïåðâóþ î÷åðåäü çäåñü îòìåòèì íîâûå â òåîðèè êîîïåðàòèâíûõ èãð ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-

íûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå.

Âî-ïåðâûõ, �îðìàëèçîâàíî ïîíÿòèå êîàëèöèîííîãî ðàâíîâåñèÿ (Ê�), ó÷èòûâàþùåå èíòåðå-

ñû ëþáîé êîàëèöèè â èãðå ÷åòûðåõ ëèö.

Âî-âòîðûõ, óñòàíîâëåí êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ Ê�, ñâîäÿùèéñÿ ê îòûñêàíèþ

ìèíèìàêñíîé ñòðàòåãèè äëÿ ñïåöèàëüíîé ãåðìåéåðîâñêîé ñâåðòêè, ý��åêòèâíî ñòðîÿùåéñÿ ïî

ãàðàíòèÿì �óíêöèé âûèãðûøà èãðîêîâ.

Â-òðåòüèõ, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå Ê� â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ ïðè ¾ïðèâû÷íûõ¿ äëÿ

ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ óñëîâèÿõ (íåïðåðûâíîñòü �óíêöèé âûèãðûøà è êîìïàêò-

íîñòü ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé èãðîêîâ è íåîïðåäåëåííîñòåé).

Íà íàø âçãëÿä, íåìàëîâàæíûì ÿâëÿþòñÿ è íîâûå êà÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû, ñëåäóþùèå èç

íàñòîÿùåé ñòàòüè:

1) ðåçóëüòàòû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà êîîïåðàòèâíûå èãðû áåç ïîáî÷íûõ ïëàòåæåé ñ ëþáûì

êîíå÷íûì ÷èñëîì ó÷àñòíèêîâ (áîëüøå ÷åòûðåõ);
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2) Ê� x∗ ∈ X óñòîé÷èâà ê îòêëîíåíèþ îò íåå ëþáûõ âîçìîæíûõ êîàëèöèé; èãðîêè îò-

êëîíèâøåéñÿ êîàëèöèè ëèáî ¾óõóäøàò¿ (óìåíüøàò) ñâîè ãàðàíòèðîâàííûå âûèãðûøè, ëèáî

îñòàâÿò èõ ïðåæíèìè;

3) Ê� ïðèìåíèì, äàæå åñëè â òå÷åíèå èãðû ìåíÿþòñÿ êîàëèöîííûå ñòðóêòóðû èëè åñëè

âñå êîàëèöèè îñòàþòñÿ â íàëè÷èè;

4) Ê� ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ñîçäàíèè óñòîé÷èâûõ ñîþçîâ (àëüÿíñîâ) èãðîêîâ. È ýòî

äàëåêî íå âñå äîñòîèíñòâà Ê�!

Íî åñòü åùå îäíî äîñòîèíñòâî, êîòîðîå ñ÷èòàåì íóæíûì îòìåòèòü.

Äî ñèõ ïîð â òåîðèè êîîïåðàòèâíûõ èãð îñîáî àêöåíòèðîâàëèñü óñëîâèÿ èíäèâèäóàëüíîé

è êîëëåêòèâíîé ðàöèîíàëüíîñòè. Íî èíäèâèäóàëüíûì èíòåðåñàì èãðîêîâ îòâå÷àåò êîíöåïöèÿ

ðàâíîâåñíîñòè ïî Íýøó ñ åå ¾ýãîèñòè÷åñêèì¿ õàðàêòåðîì (¾êàæäîìó ñâîå¿); êîëëåêòèâíîé

áîëåå ñîîòâåòñòâóåò êîíöåïöèÿ ðàâíîâåñíîñòè ïî Áåðæó ñ åå ¾àëüòðóèçìîì¿ (¾ïîìîãàòü âñåì,

çàáûâàÿ ïîðîé î ñâîèõ èíòåðåñàõ¿). Îäíàêî òàêàÿ ¾çàáûâ÷èâîñòü¿ íå ñâîéñòâåííà ÷åëîâå÷åñêîé

ñóùíîñòè èãðîêîâ. Ýòîò íåãàòèâ îáåèõ êîíöåïöèé ¾ñíèìàåò¿ êîàëèöèîííàÿ ðàöèîíàëüíîñòü.

Â ñàìîì äåëå, â óñëîâèÿõ êîàëèöèîííîé ðàöèîíàëüíîñòè ïåðâûé èãðîê, íå çàáûâàÿ î ñå-

áå è ÿâëÿÿñü ó÷àñòíèêîì êîàëèöèè {1, 2, 3} ñòðóêòóðû K{4}, ïîìîãàåò âòîðîìó è òðåòüåìó

(ñâîéñòâî êîíöåïöèè ðàâíîâåñíîñòè ïî Áåðæó), à òàêæå, ÿâëÿÿñü ó÷àñòíèêîì êîàëèöèè {1, 3, 4}
ñòðóêòóðû K{2}, ïîääåðæèâàåò òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî, íî, íàïîìèíàåì, ¾íå çàáûâàÿ î ñåáå¿.

Àíàëîãè÷íî îñòàëüíûå èãðîêè. Òàêèì îáðàçîì, ââåäåííàÿ â ñòàòüå êîàëèöèîííàÿ ðàöèîíàëü-

íîñòü çàïîëíÿåò ïðîáåë ìåæäó ðàâíîâåñèÿìè ïî Íýøó è ïî Áåðæó, ïðèáàâëÿÿ ê ðàâíîâåñèþ

ïî Íýøó ¾çàáîòó î äðóãèõ¿, à ê ðàâíîâåñèþ ïî Áåðæó � ¾çàáîòó î ñåáå¿.
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This paper introdu
es the 
on
ept of 
oalition rationality. The 
oalition equilibrium situation (CES) in the 
on�i
t

of four persons under un
ertainty is formalized by unifying the notions of individual and 
olle
tive rationality (from

the theory of 
ooperative games without side payments) and the de�nition of 
oalition rationality given in this paper.

Then su�
ient 
onditions for the existen
e of CES, whi
h redu
e to 
onstru
tion of the saddle point of Germeier


onvolution of payo� fun
tion guarantee, are established. Next, a

ording to approa
h of E. Borel, J. von Neumann,

and J. Nash, the existen
e of CES in mixed strategies is proved under �usual� restri
tions for mathemati
al games

theory su
h as 
ompa
tness of sets of un
ertainties and strategies of players and 
ontinuity of payo� fun
tions. In


on
lusion, the arti
le suggests possible dire
tions for further resear
h.
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