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ОЦЕНКА СРЕДНЕЙ ВРЕМЕННОЙ ВЫГОДЫ ДЛЯ СТОХАСТИЧЕСКОЙ
СТРУКТУРИРОВАННОЙ ПОПУЛЯЦИИ

Исследуются модели динамики эксплуатируемой популяции, заданные системой с импульсными

воздействиями, зависящей от случайных параметров. Рассматривается структурированная популя-

ция, состоящая из отдельных видов x1, . . . , xn, либо разделенная на n возрастных групп. В част-

ности, можно исследовать популяцию n различных видов рыб, между которыми существуют отно-

шения конкуренции за пищу или места обитания. Предполагаем, что при отсутствии эксплуатации

развитие популяции задается системой дифференциальных уравнений ẋ = f(x), а в моменты вре-

мени kd, d > 0 извлекается некоторая случайная доля ресурса ω(k), k = 1, 2, . . . , что приводит

к резкому (импульсному) уменьшению его количества. Процесс сбора можно контролировать таким

образом, чтобы не добывать больше, чем необходимо, если доли извлеченного ресурса для одно-

го или нескольких видов окажутся достаточно большими; это нужно для того, чтобы определенная

часть ресурса сохранилась с целью увеличения размера следующего сбора. Для данной структуриро-

ванной популяции в случае n > 1 получены оценки средней временной выгоды от добычи ресурса,

выполненные с вероятностью единица. Описан способ добычи ресурса для режима сбора в долго-

срочной перспективе, при котором постоянно сохраняется некоторая часть популяции, необходимая

для ее дальнейшего восстановления.
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Введение

Вопросам оптимального сбора ресурса в вероятностных моделях посвящено множество

работ, первые из которых относятся к семидесятым годам прошлого века (см. [1–3]). Дан-

ную тематику продолжают исследования оптимальной эксплуатации популяций, заданных

различными стохастическими моделями, в которых случайным воздействиям подвержены

размер популяции, коэффициент рождаемости или цена продукции [4–7]. Отметим, что бо-

лее подробный обзор литературы приведен в [8, 9].

Данное исследование является продолжением работ [10, 11], в которых описываются

вопросы оптимального сбора ресурса из стохастической популяции, заданной дифференци-

альным уравнением с импульсными воздействиями (случай n = 1). Здесь мы рассматриваем

модели динамики структурированной популяции, заданные системой уравнений, зависящей

от случайных параметров (случай n > 1). Предполагаем, что при отсутствии эксплуатации

развитие популяции описывается системой

ẋ = f(x), где x ∈ R
n
+

.
= {x ∈ R

n : x1 > 0, . . . , xn > 0},

а в моменты времени τ(k) = kd, d > 0, из популяции извлекается некоторая случайная доля

ресурса

ω(k) = (ω1(k), . . . , ωn(k)) ∈ Ω ⊆ [0, 1]n, k ∈ N,

что приводит к резкому (импульсному) уменьшению его количества. Ресурс x ∈ R
n
+ яв-

ляется неоднородным, то есть либо состоит из отдельных видов x1, . . . , xn, либо разделен
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на n возрастных групп. В частности, можно предполагать, что мы рассматриваем добычу

n различных видов рыб, между которыми существуют отношения конкуренции за пищу или

места обитания, или среди этих видов могут быть хищные. Отметим, что в данной работе

в скобках мы обозначаем временные, а нижними индексами — пространственные парамет-

ры; например, через ωi(k) обозначается доля ресурса i-го вида, извлеченного из популяции

в момент kd.

Пусть имеется возможность контролировать процесс сбора так, чтобы не добывать

больше, чем необходимо, если доли извлеченного ресурса для одного или нескольких

видов окажутся достаточно большими (не меньше, чем значения (u1(k), . . . , un(k)) =
= u(k) ∈ [0, 1]n в момент kd). В этом случае определенная часть ресурса сохраняется

с целью увеличения размера следующего сбора и доля добываемого ресурса будет равна

ℓ(k) = (ℓ1(k), . . . , ℓn(k)) ∈ [0, 1]n, где

ℓi(k) =

{
ωi(k), если ωi(k) < ui(k),

ui(k), если ωi(k) > ui(k)

для любого i = 1, . . . , n. Таким образом, мы рассматриваем эксплуатируемую популяцию,

динамика которой задана управляемой системой с импульсным воздействием

ẋi = fi(x), t 6= kd,

xi(kd) =
(
1− ℓi(k)

)
· xi(kd− 0),

(0.1)

где xi(kd − 0) и xi(kd) — количество ресурса i-го вида до и после сбора в момент kd

соответственно, i = 1, . . . , n, k = 1, 2, . . . . Предполагаем, что решения данной системы

непрерывны справа, функции f1(x), . . . , fn(x) определены и непрерывны для всех x ∈ R
n
+.

Введем следующие обозначения:

Σ
.
= {σ : σ .

= (ω(1), . . . , ω(k), . . . )}, ω(k) ∈ Ω;

U
.
= {ū : ū = (u(1), . . . , u(k), . . . )}, u(k) ∈ [0, 1]n.

Пусть Xi(k) = xi(kd − 0) — количество ресурса i-го вида до сбора в момент kd, k ∈ N,

зависящее от долей ресурса ℓ(1), . . . , ℓ(k− 1), собранного в предыдущие моменты времени

и начального количества x(0); Ci > 0 — стоимость ресурса i-го вида. Тогда общая стоимость

собранного ресурса равна

Y (k) =
n∑

i=1

CiXi(k)ℓi(k).

Для любого x(0) ∈ R
n
+ введем в рассмотрение функцию

H∗

(
σ, ū, x(0)

) .
= lim

k→∞

1

k

k∑

j=1

Y (j) = lim
k→∞

1

k

k∑

j=1

n∑

i=1

CiXi(j)ℓi(j) , (0.2)

которую назовем средней временной выгодой от извлечения ресурса. Аналогично, с заме-

ной нижнего предела на верхний, определим функцию H∗

(
σ, ū, x(0)

)
и, если выполнено

равенство H∗

(
σ, ū, x(0)

)
= H∗

(
σ, ū, x(0)

)
, то определим предел

H
(
σ, ū, x(0)

) .
= lim

k→∞

1

k

k∑

j=1

Y (j) = lim
k→∞

1

k

k∑

j=1

n∑

i=1

CiXi(j)ℓi(j) .

В данной работе получены оценки оценки функции (0.2), выполненные с вероятностью

единица, для структурированной популяции в случае n > 1. Описан способ добычи ре-

сурса для режима сбора в долгосрочной перспективе, при котором постоянно сохраняется

некоторая часть популяции, необходимая для ее дальнейшего восстановления.
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§ 1. Оценка средней временной выгоды в случае n = 1

Сформулируем результаты, полученные в [10] для оценки функции H∗

(
σ, ū, x(0)

)
в слу-

чае n = 1. Здесь полагаем C1 = 1, тогда

H∗

(
σ, ū, x(0)

) .
= lim

k→∞

1

k

k∑

j=1

X(j)ℓ(j),

где X(j) — количество ресурса до сбора в момент jd, j = 1, 2, . . . .
Приведем описание вероятностной модели, заданной управляемой системой (0.1).

Пусть задано вероятностное пространство (Ω, Ã, µ̃), где Ω ⊆ [0, 1], Ã — сигма-алгебра

подмножеств Ω, на которой определена вероятностная мера µ̃. Рассмотрим множество по-

следовательностей Σ
.
= {σ : σ = (ω(1), . . . , ω(k), . . . )}, где ω(k) ∈ Ω. Обозначим через A

наименьшую сигма-алгебру, порожденную цилиндрическими множествами

Ek
.
=

{
σ ∈ Σ: ω(1) ∈ A(1), . . . , ω(k) ∈ A(k)

}
, где A(j) ∈ Ã, j = 1, 2, . . . , k,

и определим меру µ̃(Ek) = µ̃(A(1)) · . . . · µ̃(A(k)). Тогда в силу теоремы А. Н. Колмогорова

на измеримом пространстве (Σ,A) существует единственная вероятностная мера µ, которая

является продолжением меры µ̃ на сигма-алгебру A.

Пусть ϕ(t, x) является решением дифференциального уравнения ẋ = f(x), удовлетворя-

ющим начальному условию ϕ(0, x) = x, где t > 0, x > 0. Рассмотрим функцию

ℓ(ω, u) =

{
ω, если ω < u,

u, если ω > u,

которая является случайной величиной на множестве Ω. Здесь и далее буквой M будем

обозначать математическое ожидание случайной величины.

Т е о р е м а 1.1. Пусть µ(0) < 1. Предположим, что уравнение ẋ = f(x) имеет

асимптотически устойчивое решение ϕ(t) ≡ K, областью притяжения которого явля-

ется интервал (K1, K2), где 0 6 K1 < K < K2 6 +∞. Тогда для любых x ∈ (K1, K)
и x(0) ∈ (K1, K2) существует управление ū ∈ U такое, что неравенства

ϕ(d, x)Mℓ 6 H∗

(
σ, ū, x(0)

)
6 KMℓ

выполнены для почти всех σ ∈ Σ.

§ 2. Построение управления и оценка средней временной выгоды в мно-
гомерном случае

Вернемся к популяции, заданной управляемой системой (0.1). Вероятностное простран-

ство в случае n > 1 определяем аналогично одномерному случаю, учитывая, что

ω(k) = (ω1(k), . . . , ωn(k)) ∈ Ω ⊆ [0, 1]n, k ∈ N.

Обозначим через ϕ(t, x) =
(
ϕ1(t, x), . . . , ϕn(t, x)

)
решение системы дифференциальных

уравнений ẋ = f(x), удовлетворяющее начальному условию ϕ(0, x) = x, где t > 0, x ∈ R
n
+.

Положим

u(x, ϕ(d, x)) =
(
u1(x, ϕ(d, x)), . . . , un(x, ϕ(d, x))

)
=

(
1− x1

ϕ1(d, x)
, . . . , 1− xn

ϕn(d, x)

)
. (2.1)
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Рассмотрим функции

ℓi(k) =

{
ωi(k), если ωi(k) < ui(x, ϕ(d, x)) ,

ui(x, ϕ(d, x)), если ωi(k) > ui(x, ϕ(d, x)) ,

i = 1, . . . , n, k ∈ N. Обозначим R̃
n
+

.
= {x ∈ R

n : x1 > 0, . . . , xn > 0}.
В отличие от одномерного случая, для оценки средней временной выгоды нужны до-

полнительные условия на решения системы ẋ = f(x); эти условия приведены в следующей

теореме.

Т е о р е м а 2.1. Предположим, что для некоторого x ∈ R̃
n
+ решение ϕ(t, x) системы

ẋ = f(x) обладает следующими свойствами:

(1) ϕi(d, x) > xi, i = 1, . . . , n;
(2) если xi(0) > xi, то ϕi(d, x(0)) > ϕi(d, x), i = 1, . . . , n.
Тогда существует управление ū ∈ U такое, что для почти всех σ ∈ Σ справедливо

неравенство

H∗

(
σ, ū, x(0)

)
>

n∑

i=1

Ciϕi(d, x)Mℓi. (2.2)

Здесь Mℓi = Mℓi(k) — математическое ожидание случайных величин ℓi(k), k ∈ N.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Напомним, что Xi(k) и xi(k) — количество ресурса i-го вида до

сбора и после сбора в момент kd; тогда xi(k) = (1 − ℓi(k))Xi(k), k ∈ N. Покажем, что

для любого k ∈ N управления u(k) = u(x, ϕ(d, x)), при которых выполнено (2.2), можно

определить равенствами (2.1) для всех x(0), таких, что xi(0) > xi, i = 1, . . . , n.
Из условий теоремы следует, что если xi(0) > xi, то Xi(1) = ϕi(d, x(0)) > ϕi(d, x) > xi,

i = 1, . . . , n. Согласно (2.1), ui(k) = 1 − xi

ϕi(d, x)
для всех k ∈ N, тогда из неравенств

ℓi(k) 6 ui(x, ϕ(d, x)) следует, что

xi(1) = (1− ℓi(1))Xi(1) > (1− ui(x, ϕ(d, x)))Xi(1) =
xiXi(1)

ϕi(d, x)
> xi, i = 1, . . . , n.

Далее, из второго условия теоремы, Xi(2) = ϕi(d, x(1)) > ϕi(d, x). Аналогично получаем,

что Xi(k) > ϕi(d, x) для всех k ∈ N, i = 1, . . . , n. Поэтому

H∗

(
σ, ū, x(0)

) .
= lim

k→∞

1

k

k∑

j=1

n∑

i=1

CiXi(j)ℓi(j) > lim
k→∞

1

k

k∑

j=1

n∑

i=1

Ciϕi(d, x)ℓi(j). (2.3)

Случайные величины ℓi(1), ℓi(2), . . . независимы, имеют одинаковое распределение, и,

так как 0 6 ℓi(k) 6 1 для всех k ∈ N, то M
∣∣ℓi(k)

∣∣ 6 1 < ∞. Поэтому из усиленного закона

больших чисел Колмогорова следует, что для почти всех σ ∈ Σ и каждого i = 1, . . . , n
выполнено равенство

lim
k→∞

1

k

k∑

j=1

ℓi(j) = Mℓi.

Таким образом, нижний предел в правой части (2.3) равен пределу

lim
k→∞

1

k

k∑

j=1

n∑

i=1

Ciϕi(d, x)ℓi(j) =
n∑

i=1

Ciϕi(d, x)Mℓi. (2.4)

Неравенство (2.2) теперь следует из (2.3) и (2.4). �

В следующем утверждении показано, как проверить выполнение второго условия тео-

ремы 2.1.
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У т в е р ж д е н и е 2.1. Пусть решения ϕ(t, x(0)), ϕ(t, y(0)) системы ẋ = f(x) суще-

ствуют при t ∈ [0, d] и содержатся в некотором компактном множестве D ⊂ R
n. Пусть

для всех x ∈ D, y ∈ D, таких, что xi 6 yi, выполнены неравенства fi(x) 6 fi(y),
i = 1, . . . , n. Если, кроме того, xi(0) 6 yi(0) для любых i = 1, . . . , n, то

ϕi(t, x(0)) 6 ϕi(t, y(0)) для всех i = 1, . . . , n, t ∈ [0, d].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Перейдем от системы дифференциальных уравнений ẋ = f(x)
к интегральным уравнениям

ϕi(t, x(0)) = xi(0) +

∫ t

0

fi
(
ϕ(s, x(0))

)
ds, i = 1, . . . , n. (2.5)

Сначала рассмотрим случай, когда xi(0) < yi(0) для всех i = 1, . . . , n. Тогда

∆
.
= min

(y1(0)− x1(0)

2
, . . . ,

yn(0)− xn(0)

2

)
> 0.

Покажем, что найдется δ > 0 такое, что для любой начальной точки x(0) ∈ D и всех

t ∈ [0, δ] выполнено неравенство

‖ϕ(t, x(0))− x(0)‖ 6 ∆.

Действительно, непрерывные функции f1(x), . . . , fn(x) ограничены на множестве D; пусть

|fi(x)| 6 B для всех i = 1, . . . , n, x ∈ D и некоторого B > 0. Далее,

∣∣ϕi(t, x(0))− xi(0)
∣∣ =

∣∣∣
∫ t

0

fi
(
ϕ(s, x(0))

)
ds
∣∣∣ 6

∫ t

0

∣∣fi
(
ϕ(s, x(0))

)∣∣ds 6 Bδ

для всех i = 1, . . . , n, t ∈ [0, δ]. Отсюда получаем, что

∥∥ϕ(t, x(0))− x(0)
∥∥ =

√√√√
n∑

i=1

(
ϕi(t, x(0))− xi(0)

)2
6 Bδ

√
n = ∆ (2.6)

при всех t ∈ [0, δ]; поэтому δ =
∆

B
√
n
. Обозначим через O∆(x(0)) замкнутый шар в R

n

радиусом ∆ с центром в x(0). Неравенство (2.6) означает, что ϕ(t, x(0)) ∈ O∆(x(0)) при

t ∈ [0, δ]. Аналогично получаем, что ϕ(t, y(0)) ∈ O∆(y(0)) при t ∈ [0, δ].
Далее, в силу выбора ∆, для любого фиксированного t ∈ [0, δ] для пары точек

ϕ(t, x(0)) ∈ O∆(x(0)) и ϕ(t, y(0)) ∈ O∆(y(0)) имеют место неравенства

ϕi(t, x(0)) 6 xi(0) + ∆ 6 yi(0)−∆ 6 ϕi(t, y(0)), i = 1, . . . , n;

поэтому из условия утверждения при любом t ∈ [0, δ] для этих точек выполнено

fi(ϕ(t, x(0))) 6 fi(ϕ(t, y(0))), i = 1, . . . , n.

Из последнего неравенства следует, что

∫ t

0

fi
(
ϕ(s, x(0))

)
ds 6

∫ t

0

fi
(
ϕ(s, y(0))

)
ds, i = 1, . . . , n, t ∈ [0, δ].

Поэтому, так как xi(0) < yi(0), то для любого t ∈ [0, δ] имеем

ϕi(t, y(0))−ϕi(t, x(0)) = yi(0)−xi(0)+

∫ t

0

fi
(
ϕ(s, y(0))

)
ds−

∫ t

0

fi
(
ϕ(s, x(0))

)
ds > yi(0)−xi(0).
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Повторяя подобные рассуждения для промежутков (δ, 2δ], (2δ, 3δ], . . . , получаем, что

ϕi(t, y(0))− ϕi(t, x(0)) > yi(0)− xi(0) > 0 для всех i = 1, . . . , n, t ∈ [0, d].

Пусть теперь xi(0) = yi(0) при i ∈ I , где I — некоторое непустое подмноже-

ство {1, . . . , n} и xi(0) < yi(0) для всех i ∈ {1, . . . , n} \ I . Введем последовательность

{xk(0)}∞k=1 таким образом, что xk
i (0) монотонно возрастает и стремится к xi(0) при i ∈ I ,

а xk
i (0) = xi(0) при i ∈ {1, . . . , n}\I . Тогда для каждого k = 1, 2, . . . выполнено xk

i (0) < yi(0)
и из доказанного выше следует

ϕi(t, x
k(0)) < ϕi(t, y(0)) для всех i = 1, . . . , n, t ∈ [0, d]. (2.7)

Переходя к пределу в (2.7) и учитывая непрерывность решений по начальному условию,

получаем

ϕi(t, x(0)) = lim
k→∞

ϕi(t, x
k(0)) 6 ϕi(t, y(0)), i = 1, . . . , n, t ∈ [0, d].

Утверждение доказано. �

Далее показано, как проверить выполнение первого условия теоремы 2.1. Доказатель-

ство следует сразу из равенства (2.5).

У т в е р ж д е н и е 2.2. Предположим, что решение ϕ(t, x(0)) системы ẋ = f(x) су-

ществует при t ∈ [0, d] и содержится в некотором множестве D ⊂ R
n. Пусть для всех

x ∈ D выполнены неравенства fi(x) > 0, i = 1, . . . , n. Тогда ϕi(t, x(0)) > xi(0) для всех

t ∈ [0, d], i = 1, . . . , n.

Все исследования этой и предыдущих работ стали возможны благодаря той огромной

поддержке, которую оказывал нам наш дорогой учитель Евгений Леонидович Тонков.

Финансирование. Исследования второго автора выполнены при финансовой поддержке

РФФИ в рамках научного проекта 20–01–00293.
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We investigate models of dynamics of the exploited population, given by the system with impulse

influences, depending on random parametres. The considered population is structured, that is either

consists of separate kinds x1, . . . , xn, or is divided on n age groups. In particular, it is possible to

investigate the population of n various kinds of fishes between which there are competition relations

for food or dwelling places. We assume, that in the absence of harvesting the population development

is described by system of differential equations ẋ = f(x), and in time moments kd, d > 0 are taken

some random share of a resource ω(k), k = 1, 2, . . . , that leads to sharp (impulse) reduction of its

quantity. It is possible to control gathering process so that not to extract more than it is necessary,

if shares of an extracted resource for one or several kinds appear big enough; it is necessary that the

certain part of a resource has remained for the purpose of increase in the size of following gathering.

We received the estimation of average time profit from the resource extraction, executed with probability

one, for the structured population in a case n > 1. We described the way of extraction of a resource

for a gathering mode in long-term prospect at which some part of population necessary for its further

restoration constantly remains.
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