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С ОПЕРАТОРНЫМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ

Рассматривается регуляризация классических условий оптимальности — принципа Лагранжа и прин-

ципа максимума Понтрягина — в выпуклой задаче оптимального управления с операторным огра-

ничением-равенством и функциональными ограничениями-неравенствами. Управляемая система за-

дается линейным функционально-операторным уравнением II рода общего вида в пространстве Lm
2 ,

основной оператор правой части уравнения предполагается квазинильпотентным. Целевой мини-

мизируемый функционал задачи является сильно выпуклым. Получение регуляризованных условий

оптимальности основано на использовании метода двойственной регуляризации. Основное предна-

значение регуляризованных принципа Лагранжа и принципа максимума Понтрягина — устойчивое

генерирование в рассматриваемой задаче обобщенных минимизирующих последовательностей —

минимизирующих приближенных решений в смысле Дж. Варги. В качестве приложения резуль-

татов для задачи оптимального управления линейным функционально-операторным уравнением II

рода общего вида рассматриваются два примера конкретных задач оптимального управления, свя-

занных с системой уравнений с запаздыванием и с интегродифференциальным уравнением типа

уравнения переноса.
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Введение

Статья посвящена регуляризации классических условий оптимальности (КУО) — прин-

ципа Лагранжа (ПЛ) и принципа максимума Понтрягина (ПМП) — в выпуклой задаче оп-

тимального управления распределенными системами, описываемыми линейным функцио-

нально-операторным (функциональным) уравнением II рода общего вида в Lm
2 , основной

оператор правой части которого квазинильпотентен. При этом задача оптимального управ-

ления имеет сильно выпуклый целевой функционал, операторное (т. е. задаваемое опера-

тором с бесконечномерным образом) ограничение-равенство и конечное число функцио-

нальных ограничений-неравенств. Главное назначение регуляризованных КУО — устойчи-

вое генерирование обобщенных минимизирующих последовательностей (ОМП), состоящих

из минималей функционала Лагранжа рассматриваемой задачи оптимизации, взятого при

значениях двойственных переменных, вырабатываемых в соответствии с процедурой двой-

ственной регуляризации.

История развития теории оптимизации распределенных систем насчитывает более ше-

сти десятков лет (см., например, книги [1, 2] и библиографию в них). Ее основу, как из-

вестно, составляет изучение различных вопросов, связанных с КУО в рассматриваемых

в рамках этой теории оптимизационных задачах. Многообразие этих вопросов очень ве-

лико, их сложность и актуальность постоянно на протяжении десятков лет привлекают

внимание исследователей, о чем можно судить, бросив даже беглый взгляд на публикации,
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посвященные связанным с КУО вопросам, в целом ряде ведущих математических журна-

лов [3–12]. Отличительная черта настоящей статьи — исследование вопросов регуляриза-

ции КУО. Идея регуляризации КУО в задачах условной оптимизации на основе методов

двойственной регуляризации [13] была относительно недавно предложена в [14], см. так-

же [15] и библиографию там же. Данная статья продолжает линию исследований по регуля-

ризации КУО в задачах оптимального управления линейными распределенными системами

работ [16, 17], в которых рассматривались оптимизационные задачи с функциональными

ограничениями.

Естественная потребность в регуляризации КУО объясняется свойствами их некор-

ректности, под которыми понимаются их возможные невыполнимость и неустойчивость

по возмущению исходных данных, заложенные в самой природе задач условной оптимиза-

ции [14,15]. Заметим, что о невыполнимости КУО естественно говорить как в случае когда

этот факт строго доказывается (см. пример на с. 260 в [18], а также соответствующие при-

меры в [14, 15]), так и в случае, когда мы не знаем так это или нет (см. ниже обсуждение

задачи (P )). Проверка же на корректность конкретных задач условной оптимизации и опти-

мального управления, их систем оптимальности представляет собою, как правило, сложную

самостоятельную математическую задачу. Поэтому, если мы хотим «привлекать» КУО к ре-

шению сложных оптимизационных задач, то и «относиться» к ним необходимо как к мате-

матическим объектам с выраженными свойствами некорректности [19,20]. Наконец, говоря

о целесообразности регуляризации КУО, представляется естественным указать здесь на ра-

боты самого последнего времени [4, 5] (см. также библиографию этих работ) по обоснова-

нию так называемого SQH-метода (Sequential Quadratic Hamiltonian Method) для решения

задач оптимального управления, представляющего собою основанную на ПМП итераци-

онную схему, предполагающую использование числовых регуляризирующих добавок к га-

мильтониану задачи. Подчеркнем, в то же время, что SQH-метод [4, 5] предназначен для

решения лишь задач оптимального управления с геометрическими ограничениями.

С общей точки зрения рассматриваемая в данной статье задача оптимального управле-

ния представляет собою каноническую задачу выпуклого программирования [18, п. 3.3.1]

в гильбертовом пространстве с операторным ограничением-равенством и функциональны-

ми ограничениями-неравенствами (см. задачу (1.3) ниже). Главную трудность при работе

с такими ограничениями представляет, как известно, операторное равенство. Для поясне-

ния содержательного смысла результатов данной статьи вкратце рассмотрим классическую

некорректную задачу поиска нормального решения операторного уравнения I рода [19, 20],

частным случаем которой становится наша базовая задача (1.3), если в ней отбросить функ-

циональные ограничения и упростить целевой функционал. Речь идет о задаче на условный

экстремум

(P ) ‖u‖2 → inf, G[u] = h, u ∈ D ⊆ Z,

где G : Z → H — линейный ограниченный оператор, Z, H — гильбертовы пространства,

h ∈ H — заданный элемент, D — выпуклое замкнутое множество в Z.

Прежде чем говорить о регуляризации принципа Лагранжа для более специальных за-

дач типа базовой задачи (1.3) данной статьи, естественно сначала выяснить как этот прин-

цип может быть записан в задаче (P ). Случай конечномерного ограничения-равенства,

как известно, не вызывает затруднений. В общем случае на пути вывода для задачи (P )

принципа Лагранжа встают существенные трудности, связанные как раз с операторным

ограничением-равенством. Так, например, известные подходы к выводу принципа Лагран-

жа [18] требуют замкнутости образа оператора G1. Это требование не выполняется, напри-

1Как отмечено в [18, п. 3.2.4, с. 260], невыполнение этого условия замкнутости может приводить к тому,

что ПЛ вовсе не выполняется, см. также соответствующие примеры в [14, 15].
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мер, в случае вполне непрерывного оператора G (см. [21, с. 225, теорема 1]), часто встреча-

ющемся в распределенных задачах оптимизации. Подход к выводу для задачи (P ) принци-

па Лагранжа с помощью метода возмущений (см., например, [18, п. 3.3.2]), использующий

включение этой задачи в семейство аналогичных задач, зависящих от параметра p ∈ H ,

вида

(Pp) ‖u‖2 → inf, G[u] = h+ p, u ∈ D ⊆ Z,

предполагает жесткую связь соотношений принципа Лагранжа с субдиффференциальны-

ми свойствами функции значений задачи (Pp). Именно, как показано в [14, теорема 2.1],

этот подход позволяет формально получить невырожденный (регулярный или нерегуляр-

ный) принцип Лагранжа в задаче (P ) = (P0) тогда и только тогда, когда имеет место хотя

бы одно из двух соотношений, ∂β(0) 6= ∅ или ∂∞β(0) 6= {0}, где ∂β(0) и ∂∞β(0) — субдиф-

ференциал и асимптотический субдифференциал (в смысле выпуклого анализа) выпуклой

полунепрерывной снизу функции значений β(p) ≡ min
u∈D, G[u]=h+p

‖u‖2, p ∈ H , в нуле. Одна-

ко, к сожалению, проверка выполнимости нужных субдифференциальных свойств функции

значений представляет собою трудную самостоятельную математическую задачу.

Наконец, если задача (P ) такова, что в ней все же «можно записать» принцип Лагранжа,

то его «практическое» использование (например, при нахождении приближений к решению

задачи) неизбежно наталкивается на проблему его неустойчивости [14, 15].

Сказанное выше означает, что регуляризация КУО в задачах условной оптимизации

с операторными ограничениями, в известном смысле, гораздо более актуальна по сравне-

нию с регуляризацией в случае функциональных ограничений. Заметим попутно, что задачи

с операторными ограничениями-равенствами, например, в форме задачи (P ), естественным

образом возникают при рассмотрении широкого класса представляющих большой интерес

обратных задач для распределенных систем (например, обратных задач наблюдения [15]).

В то же время, как показано в данной статье, схема регуляризации КУО при операторных

ограничениях аналогична схеме регуляризации при функциональных ограничениях.

Как и в [16, 17] основной целью данной статьи является естественная трансформация-

регуляризация КУО в генерирующие ОМП регуляризирующие алгоритмы для решения рас-

сматриваемых задач оптимального управления. При этом, как и в [16, 17], центральным

в работе является понятие регуляризирующего алгоритма для задачи условной оптимиза-

ции, введенное ранее в [22]. Оно неразрывно связано с понятием ОМП — минимизирующtго

приближенного решения (МПР) в смысле Дж. Варги [23, гл. III]. Используемое в статье по-

нятие регуляризирующего алгоритма (см. определение 3) можно квалифицировать как за-

нимающее промежуточное положение между применяемыми в [20, гл. 9] понятиями регуля-

ризирующих алгоритмов первого типа (сходимость нижних граней, см. определение 1 [20,

гл. 9, § 2, с. 802]) и второго типа (сходимость по аргументу, см. определение 1 [20, гл. 9, § 6,

с. 837, 838]). Это понятие регуляризирующего алгоритма, как и производное от него понятие

МПР-образующего алгоритма (см. определения 1, 4) нацелено прежде всего на устойчивое

построение МПР в задаче и «жестко привязано» именно к понятию МПР, органично учи-

тывающему, как запросы математической оптимизационной теории [23, гл. IV–VIII], так

и потребности инженерной практики [23, гл. III], предполагающей неизбежное наличие

у приближенных решений ненулевых «зазоров» как по выполнению ограничений задачи,

так и по близости к значению (нижней грани) задачи. Понятие МПР-образующего алгорит-

ма в совокупности с двойственным подходом позволяет получать регуляризованные КУО

при весьма общих предположениях об исходных данных задачи. Одновременно оно есте-

ственным образом «встраивается» в формулировки КУО.

В завершение вводной части статьи выделим основные свойства, характеризующие по-

лучаемые в ней результаты. Регуляризованные КУО: 1) формулируются как теоремы суще-
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ствования МПР в исходной задаче, состоящих из минималей функционала Лагранжа, двой-

ственная переменная для которого генерируется в соответствии с процедурой тихоновской

регуляризации в двойственной задаче, с одновременным конструктивным представлением

конкретных МПР; 2) формулируются для любой задачи рассматриваемого в статье класса

задач вне зависимости от свойств задающих ограничения операторов с бесконечномерными

образами и субдифферекнциальных свойств функций значений; 3) могут трактоваться как

условия обычной оптимальности, но выраженные в секвенциальной форме; 4) выражают-

ся в терминах регулярных классических функций Лагранжа и Гамильтона–Понтрягина; 5)

являются секвенциальными обобщениями классических аналогов — своих предельных ва-

риантов, сохраняя общую структуру последних; 6) «преодолевают» свойства некорректно-

сти КУО и представляют собою универсальные регуляризирующие алгоритмы для решения

оптимизационных задач.

Рассматриваемая в данной статье регуляризация КУО нацелена на преодоление свойств

некорректности КУО в задачах оптимизации распределенных систем, описываемых линей-

ными функциональными (иначе, функционально-операторными) уравнениями второго рода

общего вида в пространствах типа L2. Отличительная черта рассматриваемых уравнений —

квазинильпотентность основного линейного оператора правой части. Подобным свойством

обладают, прежде всего, различного рода вольтерровы операторы2. Поэтому рассматрива-

емые уравнения можно назвать функциональными уравнениями вольтеррова типа. К та-

ким уравнениям естественным образом (обращением главной части) сводятся самые раз-

нообразные начально-краевые задачи для различных уравнений с частными производными

(гиперболических, параболических, интегро-дифференциальных, систем таких уравнений,

уравнений с запаздываниями разного рода и др., см., например, разнообразные конкретные

примеры в [24, глава 2], обзоры в [24, 28]). Это позволило в настоящей статье получить

регуляризованные ПЛ и ПМП единообразно для широкого класса распределенных оптими-

зационных задач. В работе существенным образом используется предложенное нами ранее

понятие равностепенной квазинильпотентности семейства операторов, (историю вопроса

см. в [28]). В качестве конкретных иллюстрирующих примеров нами рассматриваются за-

дачи оптимального управления, связанные с системой уравнений с запаздыванием и с ин-

тегродифференциальным уравнением типа уравнения переноса. Частным случаем задачи,

связанной с интегродифференциальным уравнением, является некоторая обратная задача

финального наблюдения.

Примем следующие обозначения и соглашения: Rn — пространство n-вектор-столбцов;

〈·, ·〉n и |·|n — евклидовы скалярное произведение и норма в R
n; 0n — нуль в R

n; векторы,

если не оговорено противное, считаются столбцами; col {a, . . . , b} — вектор-столбец с по-

следовательными частями a, . . . , b; ∗ — знак сопряжения и транспонирования; Π ⊂ R
n —

ограниченное и измеримое по Лебегу множество изменения независимых переменных, эле-

менты которого обозначаем через t ≡ {t1, . . . , tn}; Lp(Π) — лебегово пространство со стан-

дартной нормой (1 6 p 6 ∞); Lm
p ≡ Lm

p (Π) ≡ (Lp(Π))
m (1 6 p 6 ∞); ‖·‖p,m — стандартная

норма прямого произведения в Lm
p ; 〈·, ·〉2,m — стандартное скалярное произведение в Lm

2 ;

Lm×l
p ≡ Lm×l

p (Π) — пространство (m×l)-матриц-функций с элементами из Lp(Π); ‖·‖p,m×l —

2Начиная с известных работ L. Tonelli (1929) и А. Н. Тихонова (1938) название «вольтерровы операторы»

(операторы типа Вольтерра) присваивалось разными авторами различным классам операторов со сходными

свойствами (используются также названия: причинные операторы, наследственные операторы и др.); см., на-

пример, краткий обзор определений вольтерровых операторов [24, Дополнение], а также [25]. В случае ли-

нейных операторов эти определения так или иначе связаны со свойством квазинильпотентности: либо это

свойство включено в само определение вольтеррова оператора (см., например, [26, с. 10]), либо при есте-

ственных условиях следует из этого определения (см., например, определение [27] функционального операто-

ра, «вольтеррова на системе множеств», являющееся многомерным обобщением определения А. Н. Тихонова,

и опирающийся на определение [27] цепочечный признак квазинильпотентности [25, теорема 2]).
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стандартная норма прямого произведения в Lm×l
p ; H — некоторое гильбертово пространство

со скалярным произведением 〈·, ·〉H и нормой ‖·‖H ; χ[α,β](ξ) ≡ {1, ξ ∈ [α, β]; 0, ξ /∈ [α, β]},
ξ ∈ R, — характеристическая функция отрезка [α, β] действительной прямой.

§ 1. Постановка задачи оптимального управления

Базовая оптимизационная задача. Пусть заданы: натуральные числа m, s; функ-

ция c(·) ∈ Lm
2 ; A : Lm

2 → Lm
2 — линейный ограниченный оператор (ЛОО) с нулевым спек-

тральным радиусом; ЛОО B : Ls
2 → Lm

2 . Рассмотрим уравнение

z(t) = A[z](t) +B[u](t) + c(t), t ∈ Π, z ∈ Lm
2 , u ∈ Ls

2, (1.1)

считая u(·) ∈ Ls
2 управлением. Ввиду квазинильпотентности A, уравнение (1.1) имеет для

каждого u(·) ∈ Ls
2 единственное в Lm

2 решение z(t), t ∈ Π, и справедлива формула

z(t) = S[B[u] + c](t), t ∈ Π, u ∈ Ls
2, (1.2)

в которой S[y] ≡
∞∑
i=0

Ai[y], y ∈ Lm
2 . Отвечающее управлению u(·) ∈ Ls

2 и задаваемое форму-

лой (1.2) решение z(·) уравнения (1.1) обозначаем zu(·).
Пусть имеются ЛОО A : Lm

2 → H , ЛОО B : Ls
2 → H , элемент C ∈ H , выпуклые

функционалы Ji[z, u], {z, u} ∈ Lm
2 × Ls

2, i = 0, 1, . . . , k, причем J0[z, u] ≡ K[z] + M [u],
z ∈ Lm

2 , u ∈ Ls
2, где K : Lm

2 → R — выпуклый функционал, а M : Ls
2 → R — силь-

но выпуклый функционал с постоянной сильной выпуклости κ. Зададим на Ls
2 функ-

ционалы J0[u] ≡ J0[zu, u] ≡ K[zu] + M [u], Ji[u] ≡ Ji[zu, u], i = 1, . . . , k, и опера-

тор G[u] ≡ A [zu] + B[u], u ∈ Ls
2. Функционал J0[·] — сильно выпуклый, функционалы Ji[·],

i = 1, . . . , k, — выпуклые. Пусть D — выпуклое ограниченное и замкнутое множество про-

странства Ls
2. Мы будем рассматривать задачи оптимизации системы (1.1) вида

J0[u] → min, G[u] = C, J1[u] 6 0, . . . , Jk[u] 6 0, u ∈ D, (1.3)

c операторным ограничением-равенством G[u] = C, функциональными ограничениями-

неравенствами Ji[u] 6 0, i = 1, . . . , k, минимизируемым целевым функционалом J0[u]
и множеством допустимых управлений D.

Точная и приближенные оптимизационные задачи. Задача (1.3) полностью опреде-

ляется набором исходных данных f ≡ {A,B, c,A,B, C, K,M,Ji (i = 1, . . . , k)}. Предполо-

жим, что точные исходные данные f
0 ≡ {A0, B0, c0,A0,B0, C0, K0,M0,J 0

i (i = 1, . . . , k)}
нам не известны, но мы можем оперировать с приближенными исходными данными

f
δ ≡

{
Aδ, Bδ, cδ,Aδ,Bδ, Cδ, Kδ,M δ,J δ

i (i = 1, . . . , k)
}
, где δ ∈ (0, δ0] — числовой параметр

(δ0 — фиксированное число), характеризующий близость приближенных данных f
δ к точ-

ным данным f
0 в указанном ниже условиями Б и В смысле. Таким образом, при каждом

δ ∈ [0, δ0] существуют: квазинильпотентный ЛОО Aδ : Lm
2 → Lm

2 ; ЛОО Bδ : Ls
2 → Lm

2 ;

cδ(·) ∈ Lm
2 ; ЛОО Aδ : Lm

2 → H , ЛОО Bδ : Ls
2 → H , Cδ ∈ H; выпуклый функционал

Kδ[z] : Lm
2 → R; сильно выпуклый функционал M δ[u] : Ls

2 → R с постоянной сильной

выпуклости κ; выпуклые функционалы J δ
i [z, u] : L

m
2 × Ls

2 → R (i = 0, 1, . . . , k), причем

J δ
0 [z, u] ≡ Kδ[z] +M δ[u]. Предполагаем, что выполняется следующее условие.

Ус л о в и е 1.1. Функционалы Kδ, M δ и J δ
i (i = 1, . . . , k), δ ∈ [0, δ0], липшицевы

на каждом ограниченном множестве пространств Lm
2 , Ls

2 и Lm
2 ×Ls

2 соответственно, причем

липшицевость равномерна по параметру δ ∈ [0, δ0], то есть соответствующие постоянные

Липшица не зависят от δ ∈ [0, δ0].

Считаем также, что приближенные исходные данные f
δ, δ ∈ (0, δ0], связаны с точными

данными f
0 приведенными ниже условиями 1.2, 1.3, 1.4.
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Ус л о в и е 1.2. Существует постоянная C > 0 такая, что при любом δ ∈ (0, δ0] имеем

∥∥Aδ − A0
∥∥ 6 Cδ,

∥∥Bδ −B0
∥∥ 6 Cδ,

∥∥cδ − c0
∥∥
2,m

6 Cδ,
∥∥Aδ −A0

∥∥ 6 Cδ,
∥∥Bδ − B0

∥∥ 6 Cδ,
∥∥Cδ − C0

∥∥
H
6 Cδ,

∣∣M δ[u]−M0[u]
∣∣ 6 Cδ (u ∈ D).

Ус л о в и е 1.3. Существует неубывающая функция N1(·) : R+ → R+ такая, что для

каждого l > 0 и любого δ ∈ (0, δ0] при ‖z‖2,m 6 l, u ∈ D выполняются неравенства

∣∣Kδ[z] −K0[z]
∣∣ 6 N1(l)δ,

∣∣J δ
i [z, u]−J 0

i [z, u]
∣∣ 6 N1(l)δ (i = 1, . . . , k).

Чтобы сформулировать условие 1.4 воспользуемся следующим введенным нами ра-

нее понятием равностепенной квазинильпотентности (историю вопроса см. в [28]). Пусть

B — банахово пространство, Ξ — некоторое множество, {G(ξ)[·] : B → B}ξ∈Ξ — семей-

ство зависящих от параметра ξ ∈ Ξ квазинильпотентных ЛОО (квазинильпотентность ЛОО

G(ξ)[·] : B → B означает, что k

√∥∥∥{G(ξ)}k
∥∥∥ → 0 при k → ∞). Семейство {G(ξ)}ξ∈Ξ назы-

ваем равностепенно квазинильпотентным, если sup
ξ∈Ξ

k

√∥∥∥{G(ξ)}k
∥∥∥ → 0 при k → ∞.

Ус л о в и е 1.4. Семейство
{
Aδ : Lm

2 → Lm
2

}
δ∈[0,δ0]

равностепенно квазинильпотентно.

При любом δ ∈ [0, δ0] управляемое функциональное уравнение

z(t) = Aδ[z](t) +Bδ[u](t) + cδ(t), t ∈ Π, z ∈ Lm
2 , u ∈ Ls

2, (1.4)

имеет для каждого u ∈ Ls
2 единственное в Lm

2 решение z(t), t ∈ Π, причем

z(t) = Sδ[Bδ[u] + cδ](t), t ∈ Π, u ∈ Ls
2, (1.5)

где Sδ[y] ≡
∞∑
i=0

(Aδ)i[y], y ∈ Lm
2 . Отвечающее управлению u ∈ Ls

2 и задаваемое форму-

лой (1.5) решение z(·) уравнения (1.4) обозначаем zδu(·), δ ∈ [0, δ0]. При любом δ ∈ [0, δ0]
имеется задача оптимизации системы (1.4)

Jδ
0 [u] → min, Gδ[u] = Cδ, Jδ

1 [u] 6 0, . . . , Jδ
k [u] 6 0, u ∈ D, (OCδ)

где

Gδ[u] ≡ Aδ
[
zδu
]
+ Bδ[u], Jδ

i [u] ≡ J δ
i [z

δ
u, u] (i = 0, 1, . . . , k), u ∈ Ls

2. (1.6)

Задачу (OC0) (то есть задачу (OCδ) при δ = 0) называем точной задачей, а задачи (OCδ),

δ ∈ (0, δ0], — приближенными задачами оптимального управления.

МПР и МПР-образующий оператор. Для компактности записи введем обозначение

Jδ[u] ≡
{
Jδ
1 [u], . . . , J

δ
k [u]

}
. Положим

Dδ,ǫ ≡
{
u ∈ D :

∥∥Gδ[u]− Cδ
∥∥
H
6 ǫ, Jδ

i [u] 6 ǫ (i = 1, . . . , k)
}
, где δ ∈ [0, δ0], ǫ > 0,

и пусть D0 ≡ D0,0. Определим обобщенную нижнюю грань β задачи (OC0) как предел

β ≡ β+0 ≡ lim
ǫ→+0

βǫ, где βǫ ≡ inf
u∈D0,ǫ

J0
0 [u], если D0,ǫ 6= ∅, и βǫ ≡ +∞, если D0,ǫ = ∅. Очевидно,

что β 6 β0, где β0 ≡ inf
u∈D0

J0
0 [u] — классическая нижняя грань задачи (OC0). Так как (OC0)

выпуклая задача с сильно выпуклым функционалом цели, то она может иметь не более

одного оптимального элемента, а β = β0. Если задача (OC0) имеет оптимальный элемент

(будем обозначать его u0), то на нем и достигаются грани β и β0.
Напомним, что последовательность uk ∈ D, k = 1, 2, . . . , называется МПР задачи (OC0),

если J0
0 [u

k] → β при k → ∞, причем uk ∈ D0,ǫk для некоторой сходящейся к нулю после-

довательности положительных чисел ǫk, k = 1, 2, . . . .
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О п р е д е л е н и е 1 (см. [22]). Пусть δk ∈ (0, δ0), k = 1, 2, . . . , — сходящаяся к нулю по-

следовательность. Зависящий от δk, k = 1, 2, . . . , оператор R(·, δk), ставящий в соответствие

набору исходных данных f
δk элемент R(fδ

k

, δk) ≡ uδ
k ∈ D, называем МПР-образующим

в задаче (OC0), если последовательность uδ
k

, k = 1, 2, . . . , есть МПР в этой задаче.

§ 2. Эквивалентная задача выпуклого программирования и регуляри-
зация принципа Лагранжа

Задача выпуклого программирования. Задача (OCδ) при любом δ ∈ [0, δ0] — это за-

дача выпуклого программирования в Ls
2. Перепишем ее в виде, позволяющем напрямую

воспользоваться результатами [14, 22] о регуляризации КУО в задачах выпуклого про-

граммирования в гильбертовом пространстве. Определим ЛОО G
δ[·] : Ls

2 → H формулой

G
δ[u] ≡ Aδ

[
SδBδ[u]

]
+ Bδ[u], u ∈ Ls

2, δ ∈ [0, δ0]. Для единообразия записи положим:

J
δ
0[u] ≡ Jδ

0 [u], J
δ
i [u] ≡ Jδ

i [u] (i = 1, . . . , k), u ∈ Ls
2. Пусть eδ ≡ Cδ −AδSδ[cδ], δ ∈ [0, δ0]. При

каждом δ ∈ [0, δ0] задача выпуклого программирования в Ls
2

J
δ
0[u] → min, G

δ[u] = eδ, J
δ
i [u] 6 0 (i = 1, . . . , k), u ∈ D, (P δ)

эквивалентна задаче (OCδ): совпадают множества решений и значения задач. Задачи (P δ),
δ ∈ [0, δ0], принадлежат классу задач выпуклого программирования в гильбертовом про-

странстве с сильно выпуклыми функционалами цели, изучавшемуся в [14, 22].

Следствием условия 1.1 является следующее свойство липшицевости функционалов J
δ
i

(i = 0, 1, . . . , k): существует неубывающая функция N2(·) : R+ → R+ такая, что при каждом

δ ∈ [0, δ0] для любого l > 0

∣∣Jδ
i [u1]− J

δ
i [u2]

∣∣ 6 N2(l) ‖u1 − u2‖2,s , u1, u2 ∈ Ls
2, ‖u1‖2,s , ‖u2‖2,s 6 l (i = 0, 1, . . . , k).

Условия 1.2 и 1.4 влекут за собой такое свойство семейства операторов
{
Aδ

}
06δ6δ0

.

Л е м м а 1. Существует число K такое, что
∥∥Sδ − S0

∥∥ 6 K
∥∥Aδ −A0

∥∥ при 0 < δ 6 δ0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия 1.2 следует существование постоянной C1 такой,

что
∥∥Aδ

∥∥ 6 C1, 0 6 δ 6 δ0. Фиксируем любое ǫ ∈ (0, 1). В силу условия 1.4 найдется

натуральное N(ǫ) такое, что

∥∥∥
(
Aδ

)i∥∥∥ 6 ǫi при i > N(ǫ), 0 6 δ 6 δ0. То есть при любом

δ ∈ (0, δ0] имеем
∥∥Sδ

∥∥ 6
∑N(ǫ)−1

i=0 (C1)
i+

∑∞
i=N(ǫ) ǫ

i. Зависящее от ǫ число, стоящее в правой

части последнего неравенства, обозначим через C2. Произвольно выберем z ∈ Lm
2 . Так как

Sδ[z] = Aδ
[
Sδ[z]

]
+ z, δ ∈ (0, δ0], то S0[z] − Sδ[z] = A0

[
S0[z] − Sδ[z]

]
+

(
A0 − Aδ

) [
Sδ[z]

]

и поэтому S0[z] − Sδ[z] = S0
[(
A0 −Aδ

) [
Sδ[z]

]]
. Следовательно, при любом δ ∈ (0, δ0]

имеем
∥∥Sδ − S0

∥∥ 6 C2 ‖S0‖
∥∥Aδ − A0

∥∥ и можно взять K = C2 ‖S0‖. �

Используя лемму 1, простыми выкладками получаем из условий 1.2, 1.3, 1.4 следующую

связь входных данных задачи (P 0) с входными данными задач (P δ) при δ ∈ (0, δ0].

Л е м м а 2. Существует постоянная Γ, зависящая лишь от операторов A0, B0, A0, B0,

функционалов K0, J 0
i (i = 1, . . . , k), функций c0, N1, чисел C, K, δ0 и множества D, такая,

что для каждого δ ∈ (0, δ0] выполняются неравенства

∥∥Gδ −G
0
∥∥ 6 Γδ,

∥∥eδ − e0
∥∥
H
6 Γδ;

∣∣Jδ
i [u]− J

0
i [u]

∣∣ 6 Γδ, u ∈ D (i = 0, 1, . . . , k).

МПР и МПР-образующий оператор в задаче выпуклого программирования. Имеем:

Dδ,ǫ =
{
u ∈ D :

∥∥Gδ[u]− eδ
∥∥
H
6 ǫ, J

δ
i [u] 6 ǫ (i = 1, . . . , k)

}
, δ ∈ [0, δ0], ǫ > 0. Так как

обобщенная нижняя грань задачи (P 0) определяется фактически той же самой формулой,

что и обобщенная нижняя грань задачи (OC0), и эти грани совпадают, то мы сохраним
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за ней то же обозначение β. Имеем β ≡ β+0 ≡ lim
ǫ→+0

βǫ, βǫ ≡ inf
u∈D0,ǫ

J
0
0[u], если D0,ǫ 6= ∅;

βǫ ≡ +∞, если D0,ǫ = ∅. Как уже отмечалось, очевидно неравенство β 6 β0, где β0 ≡
≡ inf

u∈D0
J
0
0[u] — классическая нижняя грань задачи (P 0). Так как (P 0) — выпуклая задача

с сильно выпуклым функционалом цели, то она может иметь не более одного оптимального

элемента, а β = β0. Если задача (P 0) имеет оптимальный элемент (будем обозначать его u0),
то на нем и достигаются грани β и β0.

О п р е д е л е н и е 2. Последовательность {uj}∞j=1 ⊂ D называется минимизирующим

приближенным решением (МПР) задачи (P 0), если существует такая стремящаяся к нулю

последовательность положительных чисел {ǫj}∞j=1, что uj ∈ D0,ǫj (j = 1, 2, . . .) и J
0
0 [u

j ] → β

при j → ∞, β = inf
u∈D0

J
0
0[u].

Л е м м а 3. В силу ограниченности D существование МПР в задаче (P 0) равносильно

неравенству β < +∞. Если β < +∞ и сильно выпуклый функционал J
0
0 является суб-

дифференцируемым (в смысле выпуклого анализа) в точках D, то для любого МПР uk,
k = 1, 2, . . . , в разрешимой единственным образом в этом случае задаче (P 0) справедливо

предельное соотношение uk → u0, k → ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть β < +∞. Так как J
0
0 — непрерывный и сильно выпук-

лый, то упомянутая последовательность uk, k = 1, 2, . . . , ограничена. Благодаря единствен-

ности решения задачи (P 0), слабой полунепрерывности снизу функционалов J
0
0[u], J

0
i [u]

(i = 1, . . . , k), u ∈ D, а также свойствам ЛОО G
0, элементы uk при k → ∞ сходятся сла-

бо к решению u0. Так как J
0
0[u

k] → J
0
0[u

0], k → ∞, то при субдифференцируемости J
0
0

в точках D имеем сильную сходимость uk к u0 при k → ∞. �

Положим: Jδ[u] ≡ col
{
J
δ
1[u], . . . ,J

δ
k[u]

}
. Введем для задачи (P 0) согласованное с по-

нятием МПР понятие регуляризирующего оператора [22]. Набором исходных данных зада-

чи (P δ) является набор f̂δ ≡ {Jδ
0,J

δ,Gδ, eδ}.

О п р е д е л е н и е 3. Зависящий от δ ∈ (0, δ0) оператор R(·, ·, ·, ·, δ), ставящий в соот-

ветствие каждому набору исходных данных {Jδ
0,J

δ,Gδ, eδ} элемент R(Jδ
0,J

δ,Gδ, eδ, δ) =
= uδ ∈ D, называется регуляризирующим в задаче (P 0), если uδ ∈ D0,ǫ(δ) при δ ∈ (0, δ0)
и J

0
0[u

δ] → β, ǫ(δ) → 0 при δ → 0.

Введем понятие МПР-образующего оператора в задаче (P 0) как задаче выпуклого про-

граммирования.

О п р е д е л е н и е 4. Пусть δk ∈ (0, δ0), k = 1, 2, . . . , — сходящаяся к нулю после-

довательность. Зависящий от δk, k = 1, 2, . . . , оператор R(·, ·, ·, ·, δk), ставящий в со-

ответствие каждому набору исходных данных {Jδk

0 ,J
δk ,Gδk , eδ

k} задачи (P δk) элемент

R(Jδk

0 ,J
δk ,Gδk , eδ

k

, δk) = uδ
k ∈ D, называется МПР-образующим в задаче (P 0), если по-

следовательность uδ
k

, k = 1, 2, . . . , есть МПР в этой задаче.

Двойственная задача. Регулярная функция Лагранжа задачи (P δ)

Lδ(u, λ, µ) ≡ J
δ
0[u] +

〈
λ,Gδ[u]− eδ

〉
H
+
〈
µ,Jδ[u]

〉
k
, u ∈ Ls

2, λ ∈ H, µ ∈ R
k
+, (2.1)

при любых λ ∈ H , µ ∈ R
k
+, δ ∈ (0, δ0] сильно выпукла и непрерывна как функция перемен-

ной u в Ls
2, а следовательно, достигает минимума на ограниченном выпуклом и замкнутом

в Ls
2 множестве D, причем в единственной точке; обозначим ее uδ[λ, µ] (см., например, [20,

гл. 8, § 2, теорема 10]). Двойственной к задаче выпуклого программирования (P δ) является

задача

V δ(λ, µ) ≡ min
u∈D

Lδ(u, λ, µ) → sup, λ ∈ H, µ ∈ R
k
+. (2.2)

Следующая лемма доказывается так же, как и оценка (2.32) в [22].
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Л е м м а 4. Справедлива оценка

|V δ(λ, µ)− V 0(λ, µ)| 6 Kδ(1 + ‖λ‖H + ‖µ‖k), λ ∈ H, µ ∈ R
k
+, δ ∈ (0, δ0], (2.3)

в которой постоянная K > 0 зависит от sup
u∈D

‖u‖2,s.

Двойственная регуляризация. При любых α ∈ R+, δ ∈ (0, δ0] функционал

Rδ,α(λ, µ) ≡ V δ(λ, µ)− α‖λ‖2H − α‖µ‖2k, λ ∈ H, µ ∈ R
k
+,

сильно вогнут и достигает на множестве H × R
k
+ максимума в некоторой единственной

точке
{
λδ,α, µδ,α

}
. Пусть α(δ), δ ∈ (0, δ0], — положительная функция и выполняется условие

согласования
δ

α(δ)
→ 0, α(δ) → 0 при δ → 0. (2.4)

В задаче (P δ) выполняются все условия, при которых к ней может быть применена

теорема сходимости метода двойственной регуляризации работ [14,22] (см., например, тео-

рему 1 в [22]), опирающиеся на предложенный ранее в [13] и основанный на теории двой-

ственности подход к регуляризации в задачах условной оптимизации. Задача (P δ) является

частным случаем задачи (P δ) этих работ: набор исходных данных {Jδ
0,J

δ,Gδ, eδ} данной

работы соответствует набору исходных данных {f δ, gδ, Aδ, hδ} в [14, 22].

Применяя теорему 3.1 из [14] или, что одно и то же, теорему 1 раздела 2.1 из [22],

сформулируем для задачи (P δ) теорему сходимости метода двойственной регуляризации.

Пусть задача (P 0) имеет решение u0. Положим

ψ(δ) ≡ δ · Γ ·
{(

1 +
∥∥u0

∥∥2

2,s

)
+
∥∥λδ,α(δ)

∥∥
H

(
2 +

∥∥u0
∥∥
2,s

)
+
∥∥µδ,α(δ)

∥∥
k

(
1 +

∥∥u0
∥∥2

2,s

)}
,

K(δ) ≡ J
δ
0

[
uδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]

]
− J

0
0

[
u0
]
− δ · Γ ·

(
1 + ‖u0‖22,s

)
,

C1 ≡ (3/2) Γ, C2 ≡
√
2C1 ·

(
1 + ‖u0‖22,s

)
,

φ(δ, α) ≡ C2δ +
√

C2
2δ

2 − 8αK(δ), δ ∈ (0, δ0].

Т е о р е м а 1. Пусть задача (P 0) имеет решение u0. Если выполняется условие согласо-

вания (2.4), то (вне зависимости от того, разрешима или нет двойственная к (P 0) задача

(задача (2.2) при δ = 0)), имеют место предельные соотношения

α(δ)
∥∥λδ,α(δ)

∥∥
H
→ 0, α(δ)

∥∥µδ,α(δ)
∥∥
k
→ 0, δ → 0, (2.5)

〈
λδ,α(δ),Gδ

[
uδ

[
λδ,α(δ), µδ,α(δ)

]]
− eδ

〉
H
+
〈
µδ,α(δ),Jδ

[
uδ

[
λδ,α(δ), µδ,α(δ)

]]〉
k
→ 0, δ → 0,

(2.6)

и на полуинтервале (0, δ0] существуют неотрицательные функции Ψ1(δ), Ψ2(δ), Ψ3(δ),
стремящиеся к нулю при δ → 0, такие, что выполняются неравенства

J
0
0

[
uδ

[
λδ,α(δ), µδ,α(δ)

]]
6 J

0
0

[
u0
]
+Ψ1(δ), δ ∈ (0, δ0], (2.7)

∥∥G0
[
uδ

[
λδ,α(δ), µδ,α(δ)

]]
− e0

∥∥
H
6 Ψ2(δ), δ ∈ (0, δ0], (2.8)

J
0
i

[
uδ

[
λδ,α(δ), µδ,α(δ)

]]
6 Ψ3(δ) (i = 1, . . . , k), δ ∈ (0, δ0]. (2.9)

Если же сильно выпуклый функционал J
0
0 субдифференцируем (в смысле выпуклого ана-

лиза) в точках множества D, то

∥∥uδ
[
λδ,α(δ), µδ,α(δ)

]
− u0

∥∥
2,s

→ 0 при δ → 0. (2.10)
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В любом случае, uδ
[
λδ,α(δ), µδ,α(δ)

]
слабо сходится к u0 в пространстве Ls

2 при δ → 0.
То есть вне зависимости от того, разрешима или нет двойственная к (P 0) задача, ал-

горитм R(·, δ), задаваемый равенством R(Jδ
0,J

δ,Gδ, eδ, δ) = uδ
[
λδ,α(δ), µδ,α(δ)

]
для набора

исходных данных
{
J
δ
0,J

δ,Gδ, eδ
}
, является регуляризирующим, причем, в случае субдиф-

ференцируемости J
0
0 в точках D, имеет место и сильная сходимость (2.10). Если же

такой субдифференцируемости нет, то можно гарантировать лишь слабую сходимость

uδ
[
λδ,α(δ), µδ,α(δ)

]
к u0 при δ → 0.

З а м е ч а н и е 1. Предельные соотношения (2.5) являются следствием первого предельного

соотношения теоремы 3.1 из [14], а также и следствием оценки (2.14) из [22]. В обозначениях

данной работы эта оценка имеет вид

α(δ)
√

‖λδ,α(δ)‖2H + ‖µδ,α(δ)‖2k 6 C2δ +
√

C2
2δ

2 − 8α(δ)(K − J0
0(u

0)− Γδ(1 + ‖u0‖2)), (2.11)

где K — величина, ограничивающая снизу значения J
δ
0(u) для всех u ∈ D, δ ∈ [0, δ0]. В качестве

Ψ1(δ), Ψ2(δ), Ψ3(δ) в (2.7)–(2.9) подходят, например, величины (см. [14, 22])

Ψ1(δ) ≡ ψ(δ) + δ · Γ ·
(
1 + Θ2

)
, Ψ2(δ) ≡ φ(δ, α(δ)) + δ · Γ · (2 + Θ),

Ψ3(δ) ≡ φ(δ, α(δ)) + δ · Γ ·
(
1 + Θ2

)
,

где Θ = sup
u∈D

‖u‖2,s (см. раздел 2 в [22]). Оценки (2.7)–(2.9) в совокупности с оценкой (2.11) дают

явные оценки отклонения приближенных решений, о которых идет речь в теореме 1, от точного

решения u0 по функции и «по ограничениям».

Регуляризованный принцип Лагранжа. Следующую теорему можно назвать регуля-

ризованным принципом Лагранжа для задачи (P 0).

Т е о р е м а 2. МПР в задаче (P 0) существует тогда и только тогда, когда суще-

ствуют стремящиеся к нулю последовательности положительных чисел {δj}∞j=1, {γj}
∞
j=1

и последовательность пар двойственных переменных {λj, µj}∞j=1 ⊂ H ×R
k
+ такие, что

δj
{∥∥λj

∥∥
H
+
∥∥µj

∥∥
k

}
→ 0 при j → ∞, (2.12)

и выполняются включения

uδ
j [
λj, µj

]
∈ Dδj ,γj

(j = 1, 2, . . .), (2.13)

а также предельное соотношение

〈
λj ,Gδj

[
uδ

j [
λj, µj

]]
− eδ

j
〉

H
+
〈
µj,Jδj

[
uδ

j [
λj, µj

]]〉

k
→ 0 при j → ∞. (2.14)

Если указанные последовательности {δj}∞j=1, {γj}
∞
j=1 и {λj , µj}∞j=1 существуют, то

J
0
0

[
uδ

j [
λj , µj

]]
→ J

0
0

[
u0
]

при j → ∞, (2.15)

то есть последовательность uδ
j

[λj, µj], j = 1, 2, . . . , является МПР задачи (P 0).
Как следствие соотношений (2.12)–(2.14) выполняется и предельное соотношение

V 0(λj, µj) → sup
{λ,µ}∈H×Rk

+

V 0(λ, µ) = J
0
0

[
u0
]

при j → ∞. (2.16)

В случае субдифференцируемости J
0
0 на D имеет место и предельное соотношение

∥∥∥uδj
[
λj , µj

]
− u0

∥∥∥
2,s

→ 0 при j → ∞. (2.17)
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Другими словами, вне зависимости от того, разрешима или нет двойственная к (P 0)
задача, алгоритм R(·, δj), задаваемый равенством R(Jδj

0 ,J
δj ,Gδj , eδ

j

, δj) = uδ
j

[λj , µj] для

каждого набора исходных данных
{
J
δj

0 ,J
δj ,Gδj , eδ

j
}

, является МПР-образующим, причем

в случае субдифференцируемости J
0
0 в точках D имеет место и сильная сходимость (2.17).

Если же такой субдифференцируемости нет, то, строго говоря, можно гарантировать

лишь слабую сходимость uδ
j

[λj , µj] к u0 при δj → 0, j → ∞. В качестве конкретной

последовательности {λj , µj}, j = 1, 2, . . . , можно взять, например, последовательность{
λδ

j ,α(δj ), µδj ,α(δj)
}

, j = 1, 2, . . . , если δ/α(δ) → 0, α(δ) → 0 при δ → 0, т. е., если вы-

полняется условие согласования (2.4) (здесь
{
λδ,α(δ), µδ,α(δ)

}
— точка, о которой идет речь

в теореме 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства необходимости, прежде всего, заметим, что

выпуклая задача (P 0), все функционалы которой непрерывны, разрешима благодаря огра-

ниченности D и существованию МПР. По этой причине мы можем воспользоваться тео-

ремой 1. Включение (2.13) и предельное соотношение (2.14), а также предельное соот-

ношение (2.14) доказываемой теоремы вытекают из (2.8), (2.9), (2.6), с учетом ограни-

ченности D, и (2.5), если в качестве точек {λj, µj}, uδ
j

[λj, µj] взять соответственно точ-

ки
{
λδ

j ,α(δj ), µδj ,α(δj )
}

, uδ
j

[λδ
j ,α(δj ), µδj ,α(δj )], j = 1, 2, . . . , с δj → 0, j → ∞. Следстви-

ем (2.7), (2.8) и (2.9) является (2.15). То есть последовательность uδ
j

[λj, µj], j = 1, 2, . . . ,
есть МПР. Тот факт, что предельное соотношение (и одновременно равенство) (2.16) есть

следствие (2.12), (2.13), (2.14), будет доказан в процессе доказательства достаточности усло-

вий теоремы 2 для существования МПР.

Для доказательства достаточности заметим, прежде всего, что выпуклая задача (P 0),
все функционалы которой непрерывны, разрешима ввиду включений (2.13) и ограниченно-

сти D. Так как uδ
j

[λj, µj] минимизирует функционал Lδj (·, λj, µj), то

J
δj

0 [uδ
j [
λj, µj

]
] +

〈
λj,Gδj [uδ

j [
λj, µj

]
]− eδ

j
〉
H
+
〈
µj,Jδj [uδ

j [
λj , µj

]
]
〉
k
6

6 J
δj

0 [u] +
〈
λ,Gδ[u]− eδ

〉
H
+
〈
µ,Jδ[u]

〉
k
, u ∈ D.

В силу условий теоремы отсюда следует, с учетом ограниченности D, что

J
δj

0 [uδ
j [
λj, µj

]
] 6 J

δj

0 [u]+
〈
λ,Gδ[u]− eδ

〉
H
+
〈
µ,Jδ[u]

〉
k
+ψj (u ∈ D), где ψj → 0, j → ∞.

Положив здесь u = u0, из (2.12) получаем J
0
0[u

δj [λj , µj]] 6 J
0
0[u

0] + ψ̃j , где ψ̃j → 0, j → ∞.

Так как одновременно uδ
j

[λj , µj] ∈ Dδj ,γj

, то используя свойства слабой компактно-

сти ограниченного выпуклого замкнутого множества и слабой полунепрерывности сни-

зу непрерывного выпуклого функционала в гильбертовом пространстве, получаем, что

J
0
0[u

δj [λj , µj]] → J
0
0[u

0], j → ∞, то есть последовательность uδ
j

[λj , µj], j = 1, 2, . . . , яв-

ляется МПР в задаче (P 0). Последнее предельное соотношение в совокупности с (2.14)

дает: V δj (λj, µj) → J
0
0[u

0], j → ∞. Так как благодаря оценке (2.3) и соотношению (2.14)

справедливо предельное соотношение V δj (λj , µj) − V 0(λj, µj) → 0, j → ∞, то получаем

предельное соотношение (и одновременно равенство) (2.16). �

§ 3. Регуляризация классических условий оптимальности в задачах оп-
тимального управления распределенными системами

Переформулировка теорем 1, 2 в терминах исходной задачи оптимального управле-
ния. Функция Лагранжа задачи оптимального управления (OCδ), совпадающая с функцией

Лагранжа задачи выпуклого программирования (P δ), имеет вид

Lδ(u, λ, µ) ≡ Jδ
0 [u] +

〈
λ,Gδ[u]− Cδ

〉
H
+
〈
µ, Jδ[u]

〉
k
, u ∈ Ls

2, λ ∈ H, µ ∈ R
k
+,
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где Jδ[u] ≡ col
{
J
[
1u], . . . , J

δ
k [u]

}
. Соответственно задача

V δ(λ, µ) ≡ min
u∈D

Lδ(u, λ, µ) → sup, {λ, µ} ∈ H ×R
k
+,

является двойственной к задаче (OCδ). Пусть
{
λδ,α(δ), µδ,α(δ)

}
∈ H ×R

k
+ — решение регу-

ляризованной двойственной задачи

V δ(λ, µ)− α(δ)‖λ‖2H − α(δ)‖µ‖2k → max, {λ, µ} ∈ H ×R
k
+, δ ∈ (0, δ0],

считаем выполненным условие согласования (2.4). «Расшифровка» теорем 1, 2 в терминах

исходной задачи оптимального управления приводит соответственно к регуляризирующему

двойственному алгоритму (теорема 3) и регуляризованному принципу Лагранжа (теорема 4)

в задаче оптимального управления (OC0). Как и выше, uδ[λ, µ] — точка минимума (она су-

ществует и единственна) сильно выпуклой функции Lδ(·, λ, µ) на множестве D при данных

λ ∈ H , µ ∈ R
k
+.

Т е о р е м а 3. Пусть выполняется условие (2.4). Тогда оператор R(·, δj), ставящий

в соответствие набору исходных данных f
δj управление R(fδ

j

, δj) ≡ uδ
j

[λδ
j ,α(δj ), µδj ,α(δj )],

является МПР-образующим в задаче (OC0). Более того, имеют место следующие оценки

отклонения приближенных решений от точного по функции и ограничениям

J0
0

[
uδ

j
[
λδ

j ,α(δj), µδj ,α(δj )
]]

6 J0
0

[
u0
]
+Ψ1(δ

j),

∥∥∥G0
[
uδ

j
[
λδ

j ,α(δj), µδj ,α(δj)
]]

− C0
∥∥∥
H
6 Ψ2(δ

j),

J0
i

[
uδ

j
[
λδ

j ,α(δj), µδj ,α(δj )
]]

6 Ψ3(δ
j), (i = 1, . . . , k),

где можно взять, например (см. замечание 1),

Ψ1(δ) ≡ ψ(δ) + δ · Γ ·
(
1 + Θ2

)
,

Ψ2(δ) ≡ φ(δ, α(δ))δ · Γ · (2 + Θ),

Ψ3(δ) ≡ φ(δ, α(δ)) + δ · Γ ·
(
1 + Θ2

)
, с Θ = sup

u∈D
‖u‖2,s,

ψ(δ) ≡ δ · Γ ·
{(

1 +
∥∥u0

∥∥2

2,s

)
+
∥∥λδ,α(δ)

∥∥
H

(
2 +

∥∥u0
∥∥
2,s

)
+
∥∥µδ,α(δ)

∥∥
k

(
1 +

∥∥u0
∥∥2

2,s

)}
,

φ(δ, α(δ)) ≡ C2δ +
√

C2
2δ

2 − 8α(δ)K(δ) 6 C2δ +
√

C2
2δ

2 − 8α(δ)K,

K(δ) ≡ Jδ
0

[
uδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]

]
− J0

0

[
u0
]
− δ · Γ ·

(
1 + ‖u0‖22,s

)
, δ ∈ (0, δ0];

C1 ≡ (3/2) Γ, C2 ≡
√
2C1 ·

(
1 + ‖u0‖22,s

)
,

K > 0 — величина, ограничивающая снизу значения Jδ
0 [u] для всех u ∈ D, δ ∈ [0, δ0].

Справедлива оценка:

δ
√

‖λδ,α(δ)‖2H + ‖µδ,α(δ)‖2k =
δ

α(δ)
α(δ)

√
‖λδ,α(δ)‖2H + ‖µδ,α(δ)‖2k 6

6
δ

α(δ)

(
C2δ +

√
C2

2δ
2 − 8α(δ) {K − J0

0 [u
0]− Γδ(1 + ‖u0‖2)}

)
.

Т е о р е м а 4. МПР в задаче (OC0) существует тогда и только тогда, когда суще-

ствуют стремящиеся к нулю последовательности положительных чисел {δj}∞j=1, {γj}
∞
j=1

и последовательность пар двойственных переменных {λj, µj}∞j=1 ⊂ H ×R
k
+ такие, что

δj
{∥∥λj

∥∥
H
+
∥∥µj

∥∥
k

}
→ 0 при j → ∞, (3.1)
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uδ
j [
λj , µj

]
∈ Dδj ,γj

(j = 1, 2, . . .) , (3.2)

〈
λj,Gδj

[
uδ

j [
λj, µj

]]
− Cδj

〉

H
+
〈
µj , Jδj

[
uδ

j [
λj , µj

]]〉

k
→ 0 при j → ∞. (3.3)

Если указанные последовательности {δj}∞j=1, {γj}
∞
j=1 и {λj, µj}∞j=1 существуют, то

J0
0

[
uδ

j [
λj, µj

]]
→ J0

0

[
u0
]

при j → ∞,

и последовательность uδ
j

[λj, µj], j = 1, 2, . . . , является МПР задачи (OC0).

Как следствие соотношений (3.1)–(3.3) выполняется и предельное соотношение

V 0(λj , µj) → sup
{λ,µ}∈H×Rk

+

V 0(λ, µ) = J0
0

[
u0
]

при j → ∞.

В случае субдифференцируемости J0
0 на D имеет место и предельное соотношение

∥∥∥uδj
[
λj, µj

]
− u0

∥∥∥
2,s

→ 0 при j → ∞. (3.4)

Другими словами, вне зависимости от того, разрешима или нет двойственная к (OC0)
задача, алгоритм R(·, δj), задаваемый для наборов исходных данных f

δj равенством

R(fδ
j

, δj) = uδ
j [
λj, µj

]
,

является МПР-образующим, причем в случае субдифференцируемости J0
0 в точках D име-

ет место и сильная сходимость (3.4). Если же такой субдифференцируемости нет, то

можно гарантировать лишь слабую сходимость uδ
j

[λj , µj] к u0 при δj → 0, j → ∞.

В качестве конкретной последовательности {λj , µj}, j = 1, 2, . . . , например, можно взять

последовательность
{
λδ

j ,α(δj ), µδj ,α(δj )
}

, j = 1, 2, . . . , о которой идет речь в теореме 3.

Заметим, что в силу ограниченности D условие (3.2) со стремящимися к нулю последо-

вательностями положительных чисел {δj}∞j=1, {γj}
∞
j=1 имеет место тогда и только тогда,

когда uδ
j

[λj, µj] ∈ D0,γ̃j

(j = 1, 2, . . .) для некоторой сходящейся к нулю последовательно-

сти положительных чисел {γ̃j}∞j=1.

О минимизации функции Лагранжа. Ключевой задачей процедуры двойственной ре-

гуляризации процесса приближенного решения задачи (OC0), а также возможного при-

менения регуляризованных КУО для практического решения задач оптимального управле-

ния является задача минимизации функции (функционала) Лагранжа Lδ(u, λ, µ), {λ, µ} ∈
∈ H ×R

k
+, задачи (OCδ)

Lδ(u, λ, µ) → min, u ∈ D, (3.5)

решение которой мы обозначили через uδ[λ, µ]. От «качества» решения этой «простейшей»

задачи напрямую зависит и «качество» решения исходной задачи (OC0) на основе регу-

ляризованных КУО. Для упрощения изложения предположим, что при каждом δ ∈ (0, δ0]
функционалы Kδ[z] : Lm

2 → R, M δ[u] : Ls
2 → R, J δ

i [z, u] : L
m
2 × Ls

2 → R (i = 1, . . . , k)
дифференцируемы по Фреше. Тогда при каждом δ ∈ (0, δ0] дифференцируемы по Фреше

функционалы J
δ
i [u] : L

s
2 → R (i = 0, 1, . . . , k) и функционал Лагранжа Lδ(u, λ, µ). В этом

случае решение uδ[λ, µ] задачи (3.5) удовлетворяет критерию минимума

Lδ/

u

(
uδ[λ, µ], λ, µ

) [
u− uδ[λ, µ]

]
> 0, u ∈ D, (3.6)
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где Lδ/
u (ū, λ, µ) [·] — производная Фреше функционала Lδ(u, λ, µ) по переменной u в точке

ū ∈ Ls
2 при фиксированных λ, µ. Пусть Ψδ[ū, λ, µ](·) ∈ Ls

2 — функция Рисса функционала

Lδ/
u (ū, λ, µ) [·] ∈ (Ls

2)
∗
. Критерий (3.6) можно записать в виде

〈
Ψδ[uδ[λ, µ], λ, µ], u− uδ[λ, µ]

〉
2,s

> 0, u ∈ D. (3.7)

Найдем представление функции Ψδ[ū, λ, µ](t), t ∈ Π, в терминах приближения (OCδ), δ > 0,
к точной задаче оптимального управления (OC0), а точнее — в терминах уравнения (1.4),

операторов Aδ, Bδ и функционалов Kδ, M δ , J δ
i (i = 1, . . . , k), δ > 0. Непосредственно

из (1.5), (1.6) и (2.1) следует, что

Lδ/

u (ū, λ, µ) [v] = Kδ/

z

(
SδBδū+ Sδcδ

)
SδBδ [v] +M δ/

u (ū) [v] +

+

k∑

i=1

µiJ δ
i

/

z

(
SδBδū+ Sδcδ, ū

)
SδBδ [v] +

k∑

i=1

µiJ δ
i

/

u

(
SδBδū+ Sδcδ, ū

)
[v] +

+
〈(

Aδ
)∗

[λ], SδBδ[v]
〉

2,m
+
〈(

Bδ
)∗

[λ], v
〉

2,s
, v ∈ Ls

2, ū ∈ Ls
2. (3.8)

Пусть Γδ[ū](·) ∈ Lm
2 , Υδ[ū](·) ∈ Ls

2, Θ
δ
i [ū](·) ∈ Lm

2 , Ξδ
i [ū](·) ∈ Ls

2, Λ
δ[λ](·) ∈ Lm

2 — функ-

ции Рисса для Kδ/
z

(
SδBδū+ Sδcδ

)
Sδ ∈ (Lm

2 )
∗
, M δ/

u (ū) ∈ (Ls
2)

∗
, J δ

i
/

z

(
SδBδū+ Sδcδ, ū

)
Sδ ∈

∈ (Lm
2 )

∗
, J δ

i
/

u

(
SδBδū+ Sδcδ, ū

)
∈ (Ls

2)
∗
,
〈(
Aδ

)∗
[λ], Sδ[·]

〉
2,m

∈ (Lm
2 )

∗ (i = 1, . . . , k) соответ-

ственно. Формулу (3.8) перепишем следующим образом:

Lδ/

u (ū, λ, µ) [v] = −
〈
ψδ[ū, λ, µ], Bδ [v]

〉
2,m

+
〈
φδ[ū, λ, µ], v

〉
2,s
, v ∈ Ls

2, (3.9)

ψδ[ū, λ, µ] ≡ −Γδ[ū]−
k∑

i=1

µiΘ
δ
i [ū]− Λδ[λ], (3.10)

φδ[ū, λ, µ] ≡ Υδ[ū] +

k∑

i=1

µiΞ
δ
i [ū] +

(
Bδ

)∗
[λ]. (3.11)

Пусть Φδ[ū](·) ∈ Lm
2 и Ωδ

i [ū](·) ∈ Lm
2 — функции Рисса для Kδ/

z

(
SδBδū+ Sδcδ

)
∈ (Lm

2 )
∗

и J δ
i
/

z

(
SδBδū+ Sδcδ, ū

)
∈ (Lm

2 )
∗ (i = 1, . . . , k) соответственно. По определению сопря-

женного оператора имеем: Γδ[ū] =
(
Sδ

)∗
Φδ[ū], Θδ

i [ū] =
(
Sδ

)∗
Ωδ

i [ū] (i = 1, . . . , k), Λδ[λ] =

=
(
Sδ

)∗ [(Aδ
)∗

[λ]
]
. Так как

(
Sδ

)∗ ≡
((
E −Aδ

)−1
)∗

=
((
E − Aδ

)∗)−1
=

(
E −

(
Aδ

)∗)−1
,

где E — единичный оператор в Lm
2 , то определяемая формулой (3.10) функция ψδ[ū, λ, µ]

есть (единственное в Lm
2 ) решение уравнения

ψ(t)−
(
Aδ

)∗
[ψ](t) = −Φδ[ū](t)−

k∑

i=1

µiΩ
δ
i [ū](t)−

(
Aδ

)∗
[λ](t), t ∈ Π, ψ ∈ Lm

2 , (3.12)

правая часть которого записана в терминах задачи (OCδ). Таким образом, из (3.9) получаем

такое представление производной Lδ/
u (ū, λ, µ) в терминах этой задачи:

Lδ/

u (ū, λ, µ) [v] =
〈
−
(
Bδ

)∗ [
ψδ[ū, λ, µ]

]
+ φδ[ū, λ, µ], v

〉

2,s
, v ∈ Ls

2, (3.13)

что и дает искомое представление функции Ψδ[ū, λ, µ]:

Ψδ[ū, λ, µ](t) = −
(
Bδ

)∗ [
ψδ[ū, λ, µ]

]
(t) + φδ[ū, λ, µ](t), t ∈ Π, (3.14)
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где ψδ[ū, λ, µ] — единственное в Lm
2 решение (3.12), φδ[ū, λ, µ] задается формулой (3.11).

Случай ограниченных управлений. Рассмотрим задачу (OC0) в ситуации, когда до-

пустимые управления принимают значения из некоторого ограниченного замкнутого и вы-

пуклого множества U ⊂ R
s (D ≡ {u(·) ∈ Ls

∞ : u(t) ∈ U, t ∈ Π}). В этом случае получаем

из (3.7) критерий минимума функционала Лагранжа в виде следующего линеаризованного

поточечного принципа максимума.

Л е м м а 5. Функция ū(·) ∈ D есть решение задачи (3.5) тогда и только тогда, когда

〈
Ψδ[ū, λ, µ](t), ū(t)

〉
s
= max

w∈U

〈
Ψδ[ū, λ, µ](t), w

〉
s

при почти всех t ∈ Π, (3.15)

где Ψδ[ū, λ, µ] задается формулой (3.14), в которой ψδ[ū, λ, µ] — решение (3.12).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость для решения ū задачи (3.5) условия (3.15) дока-

зывается простейшим игольчатым варьированием, а достаточность получается стандартным

применением теоремы А. А. Ляпунова (см., например, [29, § 2.4, § 8.2]). �

Обозначим через U δ
m[λ, µ] множество всех управлений из D, удовлетворяющих (при

сформулированных выше дополнительных условиях дифференцируемости) принципу мак-

симума леммы 5. Очевидно, в нашем случае, благодаря сильной выпуклости целевого функ-

ционала, множество U δ
m[λ, µ] состоит из одного элемента, обозначим его через uδm[λ, µ],

и uδm[λ, µ] = uδ[λ, µ]. То есть непосредственно из теоремы 4 и леммы 5 получаем следую-

щий регуляризованный ПМП для задачи (OC0).

Т е о р е м а 5. При сформулированных выше дополнительных условиях дифференцируе-

мости все утверждения теоремы 4 останутся справедливыми, если в них uδ
j

[λj , µj] заме-

нить везде на uδ
j

m [λj, µj].

§ 4. Примеры регуляризации классических условий оптимальности
в конкретных задачах оптимизации распределенных систем

Естественный переход от начально-краевой задачи к эквивалентному ей функциональ-

ному уравнению II рода вольтеррова типа осуществляется с помощью обращения глав-

ной части задачи. Разнообразные конкретные примеры начально-краевых задач (для пара-

болических, гиперболических, интегро-дифференциальных уравнений с частными произ-

водными и систем таких уравнений, различных уравнений с запаздывающим аргументом

и др.), которые допускают эквивалентное описание с помощью функциональных уравне-

ний вольтеррова типа можно найти, например, в [24] (см. также обзор в [28]). Из огром-

ного множества самых различных подобных начально-краевых задач мы для иллюстрации

изложенной выше теории мы выбрали две: начальную задачу для системы с запаздыва-

нием и начально-краевую задачу для интегро-дифференциального уравнения типа уравне-

ния переноса. Частным случаем рассматриваемой нами оптимизационной задачи, связанной

с интегро-дифференциальным уравнением, является некоторая обратная задача финального

наблюдения. В конце каждого примера выписываются те основные конструкции, которые

и участвуют в формулировке регуляризованных КУО (формирующая критерий минимума

функционала Лагранжа функция, сопряженное уравнение, . . . ). Сформулировать с их по-

мощью соответствующие регуляризованные КУО — конкретные реализации теорем 3, 4, 5

читателю не составит большого труда.

П р и м е р 1 (Оптимизационная задача для системы с запаздыванием). Пусть n = 1,
Π = [0, 1]; ρ ∈ (0, 1) — фиксированное число; η ∈ R

m — фиксированный вектор; α(·),
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β(·) ∈ Lm×m
2 , γ(·) ∈ Lm×s

∞ , ξ(·) ∈ Lm
∞[−ρ, 0] — фиксированные функции. Рассмотрим на-

чальную задачу для линейной управляемой системы дифференциальных уравнений с за-

паздывающим аргументом (x(·) — это m-вектор-функция)

ẋ = α(t)x(t) + β(t)x(t− ρ) + γ(t)u(t), t ∈ [0, 1]; (4.1)

x(t) = ξ(t), t ∈ [−ρ, 0); x(0) = η, (4.2)

где u(·) ∈ Ls
2 — управление. Решение начальной задачи (4.1), (4.2) понимаем как решение

в смысле «почти всюду» из пространства (W 1
2 [0, 1])

m
абсолютно непрерывных функций,

рассматривая первое из условий (4.2) как требуемое в (4.1) условие доопределения x(t)
слева от t = 0: x(t−ρ) = ξ(t−ρ) при t−ρ < 0. Приведем задачу (4.1), (4.2) к эквивалентному

уравнению вида (1.1), показав тем самым, что каждому u(·) ∈ Ls
2 отвечает единственное

в классе W функций x(·) ∈ (W 1
2 [0, 1])

m
, удовлетворяющих второму условию (4.2), решение

этой задачи. Для этого сделаем в (4.1), (4.2) замену по формуле

x(t) = η +

∫ t

0

z(ζ)dζ, t ∈ [0, 1], (4.3)

устанавливающей взаимно однозначное соответствие между классом W функций x(·)
и пространством Lm

2 функций z(·) (такое преобразование задачи (4.1), (4.2) естественно

назвать обращением главной части этой задачи). «Подставляя» (4.3) в (4.1) (с учетом при

t ∈ [0, ρ) первого условия (4.2)), получаем

z(t) = α(t)η + α(t)

∫ t

0

z(ζ)dζ + β(t)η + β(t)

∫ t−ρ

0

z(ζ)dζ + γ(t)u(t), t ∈ [ρ, 1], (4.4)

z(t) = α(t)η + α(t)

∫ t

0

z(ζ)dζ + β(t)ξ(t− ρ) + γ(t)u(t), t ∈ [0, ρ). (4.5)

Положим ω(t) ≡ {ξ(t− ρ), t ∈ [0, ρ); η, t ∈ [ρ, 1]}, t ∈ [0, 1]; Σ1[z](t) ≡
∫ t

0
z(ζ)dζ , Σ2[z](t) ≡

≡
{
0m, t ∈ [0, ρ];

∫ t−ρ

0
z(ζ)dζ, t ∈ (ρ, 1]

}
, z(·) ∈ Lm

2 . Запишем (4.4), (4.5) в виде

z(t) = α(t) {η + Σ1[z](t)} + β(t) {ω(t) + Σ2[z](t)} + γ(t)u(t) ≡
≡ {α(t)Σ1[z](t) + β(t)Σ2[z](t)} + γ(t)u(t) + {α(t)η + β(t)ω(t)} , t ∈ Π. (4.6)

Уравнение (4.6) и есть уравнение вида (1.1), эквивалентное начальной задаче (4.1), (4.2).

Здесь Π ≡ [0, 1]; A[z](t) ≡ α(t)Σ1[z](t) + β(t)Σ2[z](t), z(·) ∈ Lm
2 , t ∈ Π (квазинильпо-

тентность оператора A[·] : Lm
2 → Lm

2 легко проверяется, например, с помощью цепочечного

признака [25, теорема 2], см. также [28, c. 269]); B[u](t) ≡ γ(t)u(t), u(·) ∈ Ls
2, t ∈ Π;

c(t) ≡ α(t)η + β(t)ω(t), t ∈ Π. Если x(·) ∈ W — решение задачи (4.1), (4.2) при неко-

тором u(·) ∈ Ls
2, то связанная с x(·) формулой (4.3) функция z(·) ∈ Lm

2 есть решение

уравнения (4.6) при том же u(·). И наоборот, если z(·) ∈ Lm
2 — решение уравнения (4.6)

при данном u(·) ∈ Ls
2, то функция x(·), связанная с z(·) формулой (4.3), есть решение

класса W задачи (4.1), (4.2) при этом u(·). Отвечающие управлению u(·) ∈ Ls
2 решения

задачи (4.1)–(4.2) и уравнения (4.6) обозначим через xu и zu соответственно.

Пусть задано следующее: выпуклые функции Gi(·) : Rm → R, i = 1, . . . , k; функ-

ции P (·, ·) ∈ Ll×m
2 (Π × Π), Q(·, ·) ∈ Ll×s

2 (Π × Π) π(·) ∈ Ll
2; выпуклое ограниченное

и замкнутое множество D пространства Ls
2. Формулами Fi[x] ≡ Gi(x(1)), i = 1, . . . , k,

для x(·) ∈ (W 1
2 [0, 1])

m
определены терминальные функционалы. Рассмотрим задачу оп-

тимального управления системой (4.1), (4.2) c минимизируемым целевым функционалом

F0[u] ≡ ‖u‖22,s, u ∈ Ls
2, при ограничениях

∫ 1

0

P (t, ξ)x(ξ)dξ +

∫ 1

0

Q(t, ξ)u(ξ)dξ = π(t) (t ∈ Π), F1[x] 6 0, . . . , Fk[x] 6 0, (4.7)
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и множестве допустимых управлений D. Эту задачу символически запишем в виде

F0[u] → min, (4.1), (4.2), (4.7), u ∈ D. (4.8)

Сделав в задаче (4.8) замену (4.3), получим следующую эквивалентную задачу оптими-

зации управляемой системы (4.6):

F0[u] → min, P [zu] (t) +Q [u] (t) = π(t)−
∫ 1

0

P (t, ξ)η dξ (t ∈ Π),

Wi[zu] 6 0 (i = 1, . . . , k), u ∈ D,

где

Wi[z] ≡ Gi

(
η +

∫ 1

0

z(ζ)dζ

)
(i = 1, . . . , k),

P [z] (t) ≡
∫ 1

0

(
P (t, ξ)

∫ ξ

0

z(ζ)dζ

)
dξ, z(·) ∈ Lm

2 ;

Q [u] (t) ≡
∫ 1

0

Q(t, ξ)u(ξ)dξ, u(·) ∈ Ls
2.

Это задача (1.3), здесь

J0[u] ≡ F0[u] (K[z] ≡ 0, M [u] ≡ F0[u]);

H ≡ Ll
2, C ≡ π(t)−

∫ 1

0

P (t, ξ)ηdξ (t ∈ Π),

операторы A : Lm
2 → H и B : Ls

2 → H задаются формулами

A[z](t) ≡ P[z](t) (t ∈ Π, z ∈ Lm
2 ) , B[u](t) ≡ Q[u](t) (t ∈ Π, u ∈ Ls

2) ;

Ji[u] ≡ Ji[zu, u] ≡Wi[zu] (Ji[z, u] ≡Wi[z]) (i = 1, . . . , k).

Пусть f ≡ {η, α, β, γ, ξ;P,Q, π;Gi (i = 1, . . . , k)} — набор данных задачи (4.8), ко-

торые подвергаются возмущению, и точный набор f
0 ≡ {η0, α0, β0, γ0, ξ0;P 0, Q0, π0;G0

i

(i = 1, . . . , k)} нам не известен, но можно оперировать с приближенными наборами f
δ ≡

≡ {ηδ, αδ, βδ, γδ, ξδ;P δ, Qδ, πδ;Gδ
i (i = 1, . . . , k)}, δ ∈ (0, δ0] (δ0 > 0 фиксировано), которые

связаны с набором f
0 следующими условиями 4.1–4.3.

Ус л о в и е 4.1. Функции Gδ
i (·) : Rm → R (i = 1, . . . , k) выпуклы при любом δ ∈ [0, δ0]

и равномерно по δ ∈ [0, δ0] липшицевы на любом ограниченном множестве.

Заметим, что условие 4.1 выполняется, в частности, если функции Gδ
i : R

m → R

(i = 1, . . . , k) выпуклы при любом δ ∈ [0, δ0] и равномерно по δ ∈ [0, δ0] ограничены на лю-

бом ограниченном множестве пространства R
m (см., например, [30, теорема 8.2]).

Ус л о в и е 4.2. Существует постоянная C > 0 такая, что при любом δ ∈ (0, δ0]
величины

∥∥ηδ − η0
∥∥
m

,
∥∥αδ − α0

∥∥
2,m×m

,
∥∥βδ − β0

∥∥
2,m×m

,
∥∥γδ − γ0

∥∥
2,m×s

,
∥∥ξδ − ξ0

∥∥
Lm
∞
[−ρ,0]

,∥∥P δ − P 0
∥∥
2,l×m

,
∥∥Qδ −Q0

∥∥
2,l×s

,
∥∥πδ − π0

∥∥
2,l

не превосходят величины Cδ.

Ус л о в и е 4.3. Существует неубывающая функция N1(·) : R+ → R+ такая, что для

каждого l > 0 и любого δ ∈ (0, δ0] величина
∣∣Gδ

i (y)−G0
i (y)

∣∣ при ‖y‖m 6 l не превосходит

величины N1(l)δ (i = 1, . . . , k).
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При любом δ ∈ [0, δ0] мы имеем управляемую начальную задачу

ẋ = αδ(t)x(t) + βδ(t)x (t− ρ) + γδ(t)u(t), t ∈ [0, 1]; (4.9)

x(t) = ξδ(t), t ∈ [−ρ, 0); x(0) = ηδ, (4.10)

набор ограничений

∫ 1

0

P δ(t, ξ)x(ξ)dξ +

∫ 1

0

Qδ(t, ξ)u(ξ)dξ = πδ(t) (t ∈ Π), F δ
1 [x] 6 0, . . . , F δ

k [x] 6 0, (4.11)

где F δ
i [x] ≡ Gδ

i (x(1)) (i = 1, . . . , k), и задачу оптимизации системы (4.9), (4.10) c мини-

мизируемым функционалом цели F0[u] при ограничениях (4.11) и множестве допустимых

управлений D. Эту задачу оптимального управления символически запишем в виде

F0[u] → min, (4.9), (4.10), (4.11), u ∈ D. (4.12)

Пусть xδu(·) — отвечающее управлению u(·) решение начальной задачи (4.9), (4.10).

Сделав в задаче (4.12) замену x(t) = ηδ +
∫ t

0
z(ζ)dζ , t ∈ [0, 1], соответствующую обра-

щению главной части начальной задачи (4.9), (4.10), получим эквивалентную задачу опти-

мизации управляемой системы

z(t) =
{
αδ(t)Σ1[z](t) + βδ(t)Σ2[z](t)

}
+ γδ(t)u(t) +

{
αδ(t)ηδ + βδ(t)ωδ(t)

}
, t ∈ Π, (4.13)

где ωδ(t) ≡
{
ξδ(t− ρ), t ∈ [0, ρ); ηδ, t ∈ [ρ, 1]

}
, t ∈ Π. Эту задачу запишем в виде

F0[u] → min, Pδ
[
zδu
]
(t) +Qδ [u] (t) = πδ(t)−

∫ 1

0

P δ(t, ξ)ηδdξ (t ∈ Π),

W δ
i [z

δ
u] 6 0 (i = 1, . . . , k), u ∈ D,

(4.14)

где Pδ [z] (t) ≡
∫ 1

0

(
P δ(t, ξ)

∫ ξ

0
z(ζ)dζ

)
dξ, zδu(·) — отвечающее u(·) решение уравнения (4.13),

Qδ [u] (t) ≡
∫ 1

0
Qδ(t, ξ)u(ξ)dξ, W δ

i [z] ≡ Gδ
i

(
ηδ +

∫ 1

0
z(ζ)dζ

)
(i = 1, . . . , k).

Положив

Aδ[z](t) ≡ αδ(t)Σ1[z](t) + βδ(t)Σ2[z](t), t ∈ Π, z ∈ Lm
2 ;

Bδ[u](t) ≡ γδ(t)u(t), t ∈ Π, u ∈ Ls
2;

cδ(t) ≡ αδ(t)ηδ + βδ(t)ωδ(t), t ∈ Π,

переписываем (4.13) в форме (1.4). Задача (4.14) имеет вид (OCδ), здесь

Jδ
0 [u] ≡ F0[u] (Kδ[z] ≡ 0, M δ[u] ≡ F0[u]);

Jδ
i [u] ≡ J δ

i [zu, u] ≡W δ
i [zu] (J δ

i [z, u] ≡W δ
i [z]) (i = 1, . . . , k);

H = Ll
2, Cδ ≡ πδ(t)−

∫ 1

0

P δ(t, ξ)ηδdξ (t ∈ Π),

Aδ[z](t) ≡ Pδ[z](t) (t ∈ Π, z ∈ Lm
2 ) , Bδ[u](t) ≡ Qδ[u](t) (t ∈ Π, u ∈ Ls

2) .

При сделанных относительно семейства задач (4.12), δ ∈ [0, δ0], предположениях се-

мейство задач (4.14), δ ∈ [0, δ0], удовлетворяет условиям 1.1–1.4. Действительно, усло-

вия 1.1 и 1.2 получаются элементарными выкладками из предположений в условиях 4.1–

4.3 и 4.2 соответственно. Чтобы доказать выполнение условия 1.3, оценим при произволь-

ных l > 0 и z ∈ Lm
2 таких, что ‖z‖2,m 6 l, для i ∈ {1, 2, . . . , k}, δ ∈ [0, δ0], величину
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∣∣W δ
i [z]−W 0

i [z]
∣∣ ≡

∣∣∣Gδ
i

(
ηδ +

∫ 1

0
z(ζ)dζ

)
−G0

i

(
η0 +

∫ 1

0
z(ζ)dζ

)∣∣∣. Имеем

∣∣W δ
i [z]−W 0

i [z]
∣∣ 6

∣∣∣∣G
δ
i

(
ηδ +

∫ 1

0

z(ζ)dζ

)
−G0

i

(
ηδ +

∫ 1

0

z(ζ)dζ

)∣∣∣∣ +

+

∣∣∣∣G
0
i

(
ηδ +

∫ 1

0

z(ζ)dζ

)
−G0

i

(
η0 +

∫ 1

0

z(ζ)dζ

)∣∣∣∣ . (4.15)

В силу условия 4.3 и неравенства
∥∥ηδ − η0

∥∥
m
6 Cδ из условия 4.2, первое слагаемое правой

части (4.15) не превосходит величины N1 (l + ‖η0‖m +Cδ0) δ. Функция G0
i : R

m → R лип-

шицева на любом ограниченном множестве пространства R
m. То есть существует неубы-

вающая функция µ(·) : R+ → R+ такая, что |G0
i (y1)−G0

i (y2)| 6 µ(l) ‖y1 − y2‖m, если

‖y1‖m 6 l, ‖y2‖m 6 l. А так как

∥∥∥∥η
δ +

∫ 1

0

z(ζ)dζ

∥∥∥∥
m

6

∥∥∥∥η
0 +

∫ 1

0

z(ζ)dζ

∥∥∥∥
m

+
∥∥ηδ − η0

∥∥
m
,

∥∥∥∥
∫ 1

0

z(ζ)dζ

∥∥∥∥
m

6 ‖z‖2,m 6 l,

то второе слагаемое правой части (4.15) не больше, чем µ (l +Cδ + ‖η0‖m)
∥∥ηδ − η0

∥∥
m

,

то есть не превосходит µ (l +Cδ0 + ‖η0‖m)Cδ. Таким образом, условие 1.3 выполняет-

ся с функцией N1(l) ≡ C · µ (l +Cδ0 + ‖η0‖m) + N1 (l +Cδ0 + ‖η0‖m), l > 0. Выполне-

ние условия 1.4 несложно доказывается с помощью цепочечного признака равностепенной

квазинильпотентности [28, теорема 2].

Предположив дополнительно, что функции Gδ
i , i = 1, . . . , k, δ ∈ (0, δ0], гладкие, можем

выписать для этого примера критерии (3.7) и (3.15) решения задачи (3.5). Прямые вычис-

ления дают:

Φδ[ū](t) ≡ 0, φδ[ū, λ, µ](t) ≡ 2ū(t) +

∫ 1

0

(
Qδ(ξ, t)

)∗
λ(ξ)dξ,

Ωδ
i [ū](t) ≡

(
G

δ/
i

(
xδū(1)

))∗

, i = 1, . . . , k,

Λδ[λ](t) ≡
∫ 1

0

(∫ 1

t

(
P δ(ν, ξ)

)∗
dξ

)
λ(ν)dν, t ∈ Π.

По определению сопряженного оператора

(Aδ)∗[ψ](t) ≡ Σ∗
1

[(
αδ

)∗
ψ
]
(t) + Σ∗

2

[(
βδ
)∗
ψ
]
(t), t ∈ Π, ψ ∈ Lm

2 ; Σ∗
1 [y] (t) ≡

∫ 1

t

y(ζ)dζ,

Σ∗
2 [y] (t) ≡

{∫ 1

t+ρ

y(ζ)dζ, 0 6 t 6 1− ρ; 0m, 1− ρ < t 6 1

}
, t ∈ Π, y ∈ Lm

2 .

То есть уравнение (3.12) можно записать в виде

ψ(t)−
∫ 1

t

(
αδ(ζ)

)∗
ψ(ζ)dζ = hδ[ū, λ, µ](t), 1− ρ 6 t 6 1;

ψ(t)−
∫ 1

t

(
αδ(ζ)

)∗
ψ(ζ)dζ −

∫ 1

t+ρ

(
βδ(ζ)

)∗
ψ(ζ)dζ = hδ[ū, λ, µ](t), 0 6 t 6 1− ρ, (4.16)

где hδ[ū, λ, µ](t) ≡ ∑k
i=1 µi

(
G

δ/
i

(
xδū(1)

))∗

+
∫ 1

0

(∫ 1

t

(
P δ(ν, ξ)

)∗
dξ
)
λ(ν)dν. Формирующая

критерии (3.7) и (3.15), которым удовлетворяет решение uδ[λ, µ] задачи (3.5), функция

Ψδ[ū, λ, µ] задается формулой

Ψδ[ū, λ, µ](t) ≡
(
γδ(t)

)∗
ψδ[ū, λ, µ](t) + 2ū(t) +

∫ 1

0

(
Qδ(ξ, t)

)∗
λ(ξ)dξ, t ∈ Π,
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где ψδ[ū, λ, µ] — решение сопряженного уравнения (4.16). Это уравнение вольтеррова ти-

па. Единственное в Lm
2 решение ψδ[ū, λ, µ] уравнения (4.16) абсолютно непрерывно на Π

и принадлежит классу (W 1
2 (Π))

m. Уравнение (4.16) эквивалентно системе уравнений

ψ̇ +
(
αδ(t)

)∗
ψ(t) = −

∫ 1

0

(
P δ(ν, t)

)∗
λ(ν)dν, 1− ρ 6 t 6 1;

ψ(1) =

k∑

i=1

µi

(
G

δ/
i

(
xδū(1)

))∗

;

(4.17)

ψ̇ +
(
αδ(t)

)∗
ψ(t) +

(
βδ(t + ρ)

)∗
ψ(t+ ρ) = −

∫ 1

0

(
P δ(ν, t)

)∗
λ(ν)dν, 0 6 t 6 1− ρ; (4.18)

ψ(1− ρ) =

∫ 1

1−ρ

(
αδ(ζ)

)∗
ψ(ζ)dζ +

k∑

i=1

µi

(
G

δ/
i

(
xδū(1)

))∗

+

+

∫ 1

0

(∫ 1

1−ρ

(
P δ(ν, ξ)

)∗
dξ

)
λ(ν)dν,

(4.19)

состоящей из задачи Коши (4.17) для обыкновенного дифференциального уравнения, рас-

сматриваемого на отрезке 1 − ρ 6 t 6 1, с условием Коши в точке t = 1, и начальной

задачи (4.18), (4.19) для рассматриваемого на отрезке 0 6 t 6 1 − ρ дифференциального

уравнения с опережением (4.18), в которой условие (4.19) играет роль условия Коши в точ-

ке t = 1−ρ; требуемое в (4.18) и (4.19) доопределение функции ψ справа от точки t = 1−ρ
обеспечивается задачей Коши (4.17).

П р и м е р 2 (Оптимизационная задача для интегро-дифференциального уравнения
типа уравнения переноса). Пусть n = 3, Π = [0, 1] × [0, 1] × [−1, 1]. Рассмотрим на Π
следующую краевую задачу для линейного интегро-дифференциального уравнения (крае-

вая задача (4.20) подобна смешанной задаче для простейшего линейного нестационарного

интегро-дифференциального уравнения переноса (см., например, [31])

∂x/∂t1 + t3 · ∂x/∂t2 = α(t)x(t) + β(t)

∫ 1

−1

Y (ζ ; t)x(t1, t2, ζ) dζ + γ(t)u(t), t ∈ Π;

x(0, t2, t3) = ϕ(t2, t3), 0 6 t2 6 1, −1 6 t3 6 1;

x(t1, 0, t3) = ψ1(t
1, t3), 0 6 t1 6 1, 0 6 t3 6 1;

x(t1, 1, t3) = ψ2(t
1, t3), 0 6 t1 6 1, −1 6 t3 6 0,

(4.20)

где α, β, γ, ϕ, ψ1, ψ2, Y — фиксированные измеримые по совокупности переменных и огра-

ниченные скалярные функции, u(·) ∈ L2 — управление. Левую часть уравнения (4.20)

понимаем как полную производную функции x(·) по переменной t1 вдоль характеристи-

ки дифференциального выражения, стоящего в левой части. Такую производную от x(·)
вдоль характеристики l будем обозначать ∂x(·)/∂l. Пусть W — класс всех функций x(·)
из L2, абсолютно непрерывных вдоль почти любой характеристики l и таких, что (пере-

бирая все характеристики l, имеем) ∂x(·)/∂l ∈ L2. Функцию x(·) из W назовем решением

задачи (4.20), отвечающим управлению u(·), если она почти везде (по линейной мере) на по-

чти каждой l в Π удовлетворяет уравнению (4.20) и почти всюду удовлетворяет краевым

условиям (4.20). Характеристика l = l(t), проходящая через точку t = {t1, t2, t3}, задается

уравнениями {t1 = ξ, t2 = t
2
+ t

3
(ξ − t

1
), t3 = t

3}, где ξ — параметр. Она обязательно пере-

секает границу Π в одной из тех ее частей, где или t1 = 0, или t2 = 0, t3 > 0, или t2 = 1,

104



t3 < 0; значение t1 в соответствующей точке пересечения обозначим через ν(t). Из краевых

условий (4.20) следует, что x
(
ν(t), t

2
+ t

3
(ν(t)− t

1
), t

3
)
= θ(t), где

θ(t) ≡





ϕ(t
2 − t

3
t
1
, t

3
), если ν(t) = 0;

ψ1(t
1 − t

2
/t

3
, t

3
), если ν(t) > 0, t

3
> 0; (t ∈ Π)

ψ2(t
1
+ (1− t

2
)/t

3
, t

3
), если ν(t) > 0, t

3
< 0.

(4.21)

Формула

x(t) = θ(t) + Σ1[z](t), t ∈ Π, (4.22)

где Σ1[z](t) ≡
t1∫

ν(t)

z(ξ, t2 + t3(ξ − t1), t3) dξ, t ∈ Π, устанавливает взаимно однозначное

соответствие между классом L2 функций z(·) и классом удовлетворяющих краевым усло-

виям (4.20) функций x(·) из W . Задача (4.20) заменой (4.22) сводится к эквивалентному

функциональному уравнению (1.1) (это и есть в данном случае процедура обращения глав-

ной части краевой задачи (4.20)), в котором n = 3, m = 1, s = 1, Π = [0, 1]× [0, 1]× [−1, 1];

B[u](t) ≡ γ(t)u(t), u(·) ∈ L2, t ∈ Π; A[z](t) ≡ α(t)Σ1[z](t) + β(t)Σ2[z](t),

Σ2[z](t) ≡
∫ 1

−1

Y (ζ ; t)

∫ t1

ν(t1,t2,ζ)

z(ξ, t2 + ζ(ξ − t1), ζ)dξdζ, z(·) ∈ L2, t ∈ Π;

c(t) ≡ α(t)θ(t) + β(t)

∫ 1

−1

Y (ζ ; t)θ(t1, t2, ζ)dζ, t ∈ Π.

Так как ЛОО A[·] : L2 → L2 квазинильпотентен (это простое следствие признака [25, тео-

рема 2]), то указанное уравнение (1.1), а вместе с ним и краевая задача (4.20), имеет един-

ственное решение для любого u ∈ L2. Отвечающее управлению u ∈ L2 решение xu зада-

чи (4.20) связано с соответствующим решением zu уравнения (1.1) формулой (4.22).

Положим O ≡ {{t2, t3} : 0 6 t2 6 1,−1 6 t3 6 1}. Пусть заданы: выпуклые функции

G0(y) : R → R, Gi(y, w) : R ×R → R, i = 1, . . . , k; функции P (·) ∈ L∞(O), π(·) ∈ L2(O).
Формулами F0[x, u] ≡ G0

(∫
Π
x(t)dt

)
+ ‖u‖22,1, Fi[x, u] ≡ Gi

(∫
Π
x(t)dt,

∫
Π
u(t)dt

)
(1 6 i 6 k)

для x(·) ∈ W , u(·) ∈ L2 определены функционалы. Пусть D — выпуклое ограниченное

и замкнутое множество в L2. Рассмотрим задачу оптимального управления системой (4.20)

c минимизируемым целевым функционалом F0[x, u] при ограничениях

P
(
t2, t3

)
x
(
1, t2, t3

)
= π

(
t2, t3

) (
{t2, t3} ∈ O

)
, F1[x, u] 6 0, . . . , Fk[x, u] 6 0, (4.23)

и множестве допустимых управлений D. Эту задачу символически запишем в виде

F0[x, u] → min, (4.20), (4.23), u ∈ D. (4.24)

Заметим, что при G0 ≡ 0 задача (4.24) является обратной задачей финального наблюдения

(см., например, [15]).

Сделав в задаче (4.24) замену (4.22), получим следующую эквивалентную задачу опти-

мизации соответствующей управляемой системы (1.1):

W0[zu, u] → min, P [zu] (t
2, t3) = π(t2, t3)− P (t2, t3)θ(1, t2, t3) ({t2, t3} ∈ O),

Wi[zu, u] 6 0 (i = 1, . . . , k), u ∈ D,

где

Wi[z, u] ≡ Fi[θ + Σ1[z], u], i = 0, 1, . . . , k,

P[z](t2, t3) ≡ P (t2, t3)Σ1[z](1, t
2, t3), {t2, t3} ∈ O.
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Это задача вида (1.3), здесь

Ji[u] ≡ Ji[zu, u] ≡Wi[zu, u] (i = 0, 1, . . . , k), K[z] ≡ G0

(∫

Π

(θ(t) + Σ1[z](t)) dt

)
,

M [u] ≡ ‖u‖22,1 , H = L2(O), A[z] ≡ P[z] (z ∈ L2(Π)),

C ≡ π(t2, t3)− P (t2, t3)θ(1, t2, t3) ({t2, t3} ∈ O), B[u] ≡ 0 (u ∈ L2(Π)).

Пусть f ≡ {α, β, γ, Y, ϕ, ψ1, ψ2;P, π;Gi (i = 0, 1, . . . , k)} — набор входных данных зада-

чи (4.24), которые могут подвергаться возмущению, и точный набор

f
0 ≡

{
α0, β0, γ0, Y 0, ϕ0, ψ0

1, ψ
0
2;P

0, π0;G0
i (i = 0, 1, . . . , k)

}

нам не известен, но можно оперировать с приближенными наборами

f
δ ≡

{
αδ, βδ, γδ, Y δ, ϕδ, ψδ

1, ψ
δ
2;P

δ, πδ;Gδ
i (i = 0, 1, . . . , k)

}
, δ ∈ (0, δ0]

(δ0 > 0 фиксировано), которые связаны с набором f
0 следующими условиями.

Ус л о в и е 4.4. Функции Gδ
0(·) : R → R и Gδ

i (·, ·) : R×R → R (i = 1, . . . , k) выпуклы

при любом δ ∈ [0, δ0] и равномерно по δ ∈ [0, δ0] липшицевы на любом ограниченном

множестве.

Ус л о в и е 4.5. Существует постоянная C > 0 такая, что величины
∥∥αδ − α0

∥∥
∞,1

,∥∥βδ − β0
∥∥
∞,1

,
∥∥γδ − γ0

∥∥
∞,1

,
∥∥Y δ − Y 0

∥∥
∞,1

,
∥∥ϕδ − ϕ0

∥∥
L∞([0,1]×[−1,1])

,
∥∥ψδ

1 − ψ0
1

∥∥
L∞([0,1]×[0,1])

,∥∥ψδ
2 − ψ0

2

∥∥
L∞([0,1]×[−1,0])

,
∥∥P δ − P 0

∥∥
L∞(O)

,
∥∥πδ − π0

∥∥
L2(O)

при любом δ ∈ (0, δ0] не превосхо-

дят величины Cδ.

Ус л о в и е 4.6. Существует неубывающая функция N1(·) : R+ → R+ такая, что для

каждого l > 0 и любого δ ∈ (0, δ0] величины
∣∣Gδ

0(y)−G0
0(y)

∣∣,
∣∣Gδ

i (y, w)−G0
i (y, w)

∣∣
(i = 1, . . . , k) при |y|, |w| 6 l не превосходят величины N1(l)δ.

При любом δ ∈ [0, δ0] имеем управляемую краевую задачу

∂x/∂t1 + t3 · ∂x/∂t2 = αδ(t)x(t) + βδ(t)

∫ 1

−1

Y δ(ζ ; t)x(t1, t2, ζ)dζ + γδ(t)u(t), t ∈ Π;

x(0, t2, t3) = ϕδ(t2, t3), 0 6 t2 6 1, −1 6 t3 6 1;

x(t1, 0, t3) = ψδ
1(t

1, t3), 0 6 t1 6 1, 0 6 t3 6 1;

x(t1, 1, t3) = ψδ
2(t

1, t3), 0 6 t1 6 1, −1 6 t3 6 0;
(4.25)

(ее решение, отвечающее управлению u ∈ L2, обозначаем через xδu), минимизируемый

функционал F δ
0 [x, u] ≡ Gδ

0(
∫
Π
x(t)dt) + ‖u‖22,1, набор ограничений

P δ
(
t2, t3

)
x
(
1, t2, t3

)
= πδ

(
t2, t3

)
, F δ

1 [x, u] 6 0, . . . , F δ
k [x, u] 6 0, (4.26)

где F δ
i [x, u] ≡ Gδ

i

(∫
Π
x(t)dt,

∫
Π
u(t)dt

)
(i = 1, . . . , k), и задачу оптимального управления

F δ
0 [x, u] → min, (4.25), (4.26), u ∈ D. (4.27)

Сделав в задаче (4.27) соответствующую обращению главной части краевой зада-

чи (4.25) подстановку x(t) = θδ(t) + Σ1[z](t), t ∈ Π, где θδ(·) определяется формулой
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(4.21) c заменой ϕ, ψ1, ψ2 на ϕδ, ψδ
1, ψ

δ
2 соответственно, получим эквивалентную задачу

оптимизации системы (1.4), в которой n = 3, m = 1, s = 1, Π = [0, 1]× [0, 1]× [−1, 1];

Bδ[u](t) ≡ γδ(t)u(t), u(·) ∈ L2, t ∈ Π; Aδ[z](t) ≡ αδ(t)Σ1[z](t) + βδ(t)Σδ
2[z](t),

Σδ
2[z](t) ≡

∫ 1

−1

Y δ(ζ ; t)

∫ t1

ν(t1,t2,ζ)

z(ξ, t2 + ζ(ξ − t1), ζ)d ξdζ, z(·) ∈ L2, t ∈ Π;

cδ(t) ≡ αδ(t)θδ(t) + βδ(t)

∫ 1

−1

Y δ(ζ ; t)θδ(t1, t2, ζ)dζ, t ∈ Π.

Эту задачу оптимизации запишем в виде

W δ
0 [z

δ
u, u] → min, Pδ

[
zδu
]
(t2, t3) = πδ(t2, t3)− P δ(t2, t3)θδ(1, t2, t3) ({t2, t3} ∈ O),

W δ
i [z

δ
u, u] 6 0 (i = 1, . . . , k), u ∈ D, (4.28)

где W δ
i [z, u] ≡ F δ

i [θ
δ + Σ1[z], u] (i = 0, 1, . . . , k), Pδ[z](t2, t3) ≡ P δ(t2, t3)Σ1[z](1, t

2, t3)
({t2, t3} ∈ O). Задача (4.28) имеет вид (OCδ), здесь

Jδ
i [u] ≡ J δ

i [z
δ
u, u] ≡W δ

i [z
δ
u, u], i = 0, 1, . . . , k, Kδ[z] ≡ Gδ

0

(∫

Π

(
θδ(t) + Σ1[z](t)

)
dt

)
,

M δ ≡M, H = L2(O), Aδ[z] ≡ Pδ[z] (z ∈ L2(Π)),

Cδ ≡ πδ(t2, t3)− P δ(t2, t3)θδ(1, t2, t3) ({t2, t3} ∈ O), Bδ[u] ≡ 0 (u ∈ L2(Π)).

При сделанных относительно семейства задач (4.27), δ ∈ [0, δ0], предположениях семей-

ство задач (4.28), δ ∈ [0, δ0], удовлетворяет условиям 1.1–1.4. Действительно, условия 1.1

и 1.2 получаются элементарными выкладками из предположений в условиях 4.4–4.6 и 4.5??

соответственно. Чтобы доказать выполнение условия 1.3 оценим величину
∣∣Jδ

i [z, u]− J0
i [z, u]

∣∣ ≡
∣∣W δ

i [z, u]−W 0
i [z, u]

∣∣

при произвольных u(·) ∈ D, l > 0 и z(·) ∈ L2 таких, что ‖z‖2,1 6 l, для i ∈ {1, 2, . . . , k},

δ ∈ [0, δ0]. Она не превосходит суммы
∣∣F δ

i [θ
δ + Σ1[z], u]− F 0

i [θ
δ + Σ1[z], u]

∣∣ +
∣∣F 0

i [θ
δ + Σ1[z], u]− F 0

i [θ
0 + Σ1[z], u]

∣∣. (4.29)

В силу условия 4.5 величина
∣∣∫

Π

(
θδ + Σ1[z]

)
dt
∣∣ не превосходит σ (ϕ0, ψ0

1, ψ
0
2,C, δ0, l) ≡

≡ max
{
‖ϕ0‖L∞([0,1]×[−1,0]) , ‖ψ0

1‖L∞([0,1]×[−1,1]) , ‖ψ0
2‖L∞([0,1]×[0,1])

}
+Cδ0+‖Σ1‖ l, ‖Σ1‖ — нор-

ма ЛОО Σ1 : L2 → L2. Из этой оценки и условия 4.6 следует, что первое слагаемое (4.29)

не больше δ ·N1

(
max

{
σ (ϕ0, ψ0

1, ψ
0
2,C, δ0, l) ,maxu∈D ‖u‖2,1

})
.

Функция G0
i : R × R → R липшицева на любом ограниченном множестве. То есть

существует неубывающая µ(·) : R+ → R+ такая, что
∣∣G0

i (y1, w1)−G0
i (y2, w2)

∣∣ 6 µ(l) (|y1 − y2|+ |w1 − w2|),

если |y1| 6 l, |y2| 6 l, |w1| 6 l, |w2| 6 l. Поэтому второе слагаемое в (4.29) не боль-

ше произведения µ
(
max

{
σ (ϕ0, ψ0

1, ψ
0
2,C, δ0, l) ,maxu∈D ‖u‖2,1

})
·
∣∣∫

Π

(
θδ − θ0

)
dt
∣∣, второй

сомножитель которого не превосходит числа Cδ. Таким образом, условие 1.3 для функцио-

налов J δ
1 , . . . ,J δ

k , 0 < δ 6 δ0, выполняется с функцией

N1(l) ≡ N1

(
max

{
σ
(
ϕ0, ψ0

1, ψ
0
2,C, δ0, l

)
,max
u∈D

‖u‖2,1
})

+

+C · µ
(
max

{
σ
(
ϕ0, ψ0

1, ψ
0
2,C, δ0, l

)
, l
})
, l > 0.
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Аналогичные выкладки можно провести и для функционалов Kδ, 0 < δ 6 δ0. Выполнение

условия 1.4 легко проверить, пользуясь цепочечным признаком равностепенной квазиниль-

потентности [28, теорема 2].

Предположив дополнительно, что функции Gδ
i , i = 0, 1, . . . , k, δ ∈ (0, δ0], гладкие, мо-

жем выписать для данного примера критерии (3.7) и (3.15). Сопряженные к Σ1 : L2 → L2

и Σδ
2 : L2 → L2 операторы имеют вид:

Σ∗
1[z](t) =

∫ ρ(t)

t1
z(ξ, t2 + t3(ξ − t1), t3) dξ,

(
Σδ

2

)∗
[z](t) =

∫ 1

−1

∫ ρ(t)

t1
Y δ(t3; ξ, t2 + t3(ξ − t1), ζ) z(ξ, t2 + t3(ξ − t1), ζ) dξ dζ, t ∈ Π,

ρ(t) — значение переменной t1 в точке пересечения характеристикой l(t) той части грани-

цы Π, где либо t1 = 1, либо t2 = 0, t3 < 0, либо t2 = 1, t3 > 0. Введем обозначения:

ηδ(ū) ≡
∫

Π

xδū(ζ)dζ, η(ū) ≡
∫

Π

ū(ζ)dζ.

Непосредственно вычисляя, находим:

Φδ[ū](t) ≡ Σ∗
1

[
G

δ/
0 (ηδ(ū))

]
(t), Υδ[ū](t) ≡ 2ū(t), Ωδ

i [ū](t) ≡ Σ∗
1

[
G

δ/
iy (ηδ(ū), η(ū))

]
(t),

Ξδ
i [ū](t) ≡ G

δ/
iw (ηδ(ū), η(ū)) (i = 1, . . . , k),

(
Aδ

)∗
[λ](t) = χ[σ(t2,t3),1](t

1)P δ
(
t2 + t3(t1 − 1), t3

)
λ
(
t2 + t3(t1 − 1), t3

)
, t ∈ Π,

где σ(t2, t3) = 0 при 0 6 t2 6 1 − t3, t3 > 0 и при −t3 6 t2 6 1, t3 6 0; σ(t2, t3) =
= 1 − (1 − t2)/t3 при 1 − t3 6 t2 6 1, t3 > 0; σ(t2, t3) = 1 + t2/t3 при 0 6 t2 6 −t3, t3 < 0.
То есть сопряженное уравнение (3.12) имеет вид

ψ(t)− Σ∗
1

[
αδψ

]
(t)−

(
Σδ

2

)∗ [
βδψ

]
(t) = −Σ∗

1

[
G

δ/
0 (ηδ(ū)) +

k∑

i=1

µiG
δ/
iy (ηδ(ū), η(ū))

]
(t)−

− χ[σ(t2,t3),1](t
1)P δ

(
t2 + t3(t1 − 1), t3

)
λ
(
t2 + t3(t1 − 1), t3

)
, t ∈ Π, (4.30)

и является функциональным уравнением вольтеррова типа. Функция Ψδ, формирующая

критерии (3.7) и (3.15), которым удовлетворяет решение uδ[λ, µ] задачи (3.5), задается

формулой Ψδ[ū, λ, µ](t) ≡ γδ(t)ψδ[ū, λ, µ](t) + 2ū(t) +
∑k

i=1 µiG
δ/
iw (ηδ(ū), η(ū)), t ∈ Π, где

ψδ[ū, λ, µ] — решение уравнения (4.30). Единственное в L2 решение этого уравнения при-

надлежит классу W . Уравнение (4.30) эквивалентно краевой задаче

∂ψ/∂t1 + t3 · ∂ψ/∂t2 = −αδ(t)ψ(t)−
∫ 1

−1

Y (t3; t1, t2, ζ) βδ(t1, t2, ζ)ψ(t1, t2, ζ) dζ +

+G
δ/
0 (ηδ(ū)) +

k∑

i=1

µiG
δ/
iy (ηδ(ū), η(ū)), t ∈ Π;

ψ(1, t2, t3) = P δ(t2, t3) λ(t2, t3), 0 6 t2 6 1, −1 6 t3 6 1;

ψ(t1, 1, t3) = 0, 0 6 t1 6 1, 0 6 t3 6 1;

ψ(t1, 0, t3) = 0, 0 6 t1 6 1, −1 6 t3 6 0;

интегро-дифференциальное уравнение которой получается из (4.30) дифференцированием

вдоль характеристик, а краевые условия — подстановками соответствующих значений неза-

висимых переменных.
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6. Casas E., Mateos M., Rösch A. Error estimates for semilinear parabolic control problems in the absence

of Tikhonov term // SIAM Journal on Control and Optimization. 2019. Vol. 57. Issue 4. P. 2515–2540.

https://doi.org/10.1137/18M117220X
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Regularization of the classical optimality conditions — the Lagrange principle and the Pontryagin max-

imum principle — in a convex optimal control problem subject to functional equality and inequality

constraints is considered. The controlled system is described by a linear functional-operator equation

of second kind of the general form in the space Lm
2 . The main operator on the right-hand side of the

equation is assumed to be quasi-nilpotent. The objective functional to be minimized is strongly convex.

The derivation of the regularized classical optimality conditions is based on the use of the dual regu-

larization method. The main purpose of the regularized Lagrange principle and regularized Pontryagin

maximum principle is to stably generate minimizing approximate solutions in the sense of J. Warga. As

an application of the results obtained for the general linear functional-operator equation of second kind,

two examples of concrete optimal control problems related to a system of delay equations and to an

integro-differential transport equation are discussed.
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