
Известия Института математики и информатики Удмуртского государственного университета

2022. Том 60. С. 16–33

УДК 517.977.55, 517.977.58

© И. В. Зыков

ПРИБЛИЖЕННОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ МНОЖЕСТВ ДОСТИЖИМОСТИ ЛИНЕЙНЫХ
УПРАВЛЯЕМЫХ СИСТЕМ ПРИ РАЗНОТИПНЫХ ОГРАНИЧЕНИЯХ
НА УПРАВЛЕНИЕ

В работе рассматривается задача приближенного построения множеств достижимости линейной

управляемой системы, когда управляющее воздействие стеснено одновременно геометрическим

и несколькими интегральными ограничениями. Предлагается вариант перехода от непрерывной

к дискретной системе путем равномерного разбиения временного отрезка и замене управлений

на шаге разбиения их средними значениями. Доказана сходимость множества достижимости ап-

проксимирующей системы к множеству достижимости исходной системы в хаусдорфовой метрике

при стремлении шага дискретизации к нулю, получена оценка скорости сходимости. Предложен

алгоритм построения границы множеств достижимости, основанный на решении семейства задач

конического программирования. Проведено численное моделирование.
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Введение

Важной характеристикой управляемого процесса является его множество достижимо-

сти. Вид последнего зависит, в частности, от ограничений на управление. Например,

геометрические (поточечные) ограничения на входные параметры управляемого процес-

са означают, что соответствующая величина почти в каждый момент должна находиться

в заранее заданном непустом множестве. С помощью них учитываются конструктивные

возможности управляемого устройства (нельзя отклонять рули более чем на определенный

угол, двигатель имеет ограниченную тягу и так далее). Интегральные же ограничения поз-

воляют в каждый момент времени выбирать произвольное управляющее воздействие при

условии, что интегральный функционал от управления не превысит заранее заданной ве-

личины, называемой ресурсом управления. В терминах интегральных ограничений часто

формулируются, например, условия ограниченности запаса энергии, ресурса топлива для

объекта управления. Однако на практике возникают ситуации, когда необходимо налагать

на управление одновременно несколько ограничений различных типов. Постановка зада-

чи с двойным (геометрическим и интегральным) ограничением на управление позволяет

учесть как конструктивные особенности системы, не позволяющие реализовать сколь угод-

но большие значения управления, так и конечный объем ресурсов, расходуемых системой.

Для линейных управляемых систем с геометрическими ограничениями на управление мно-

жество достижимости может быть построено с помощью вычисления значений опорной

функции (см., например, [1,4,5]) на равномерной сетке единичной сферы в R
n. Вычисление

опорной функции — достаточно простая задача для типичных геометрических ограничений

на управление. Сказанное относится и к задаче с интегральными ограничениями из L1. За-

дача с ограничениями в L2 даже проще, так как опорная функция множества достижимости

вычисляется в явном виде с помощью численного интегрирования линейного матричного

дифференциального уравнения Риккати. Одновременное наличие нескольких ограничений
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(двойных, тройных и так далее) делает задачу гораздо более трудоемкой. При наличии, на-

пример, геометрических и интегральных (в L1) ограничений вычисление одного значения

опорной функции эквивалентно решению полубесконечной задачи линейного программи-

рования [15]. Наличие квадратичных ограничений того или иного вида уже не позволяет

использовать алгоритмы линейного программирования, а требует привлечения процедур

квадратичного программирования. Квадратичными могут быть геометрические ограниче-

ния (ограничения на евклидову норму управления, эллипсоидальные ограничения) равно

как и интегральные ограничения в пространстве L2.

Далее приведем небольшой список цитирований, который отсылает к исследованиям,

посвященным методам построения и вычисления, а также топологическим свойствам мно-

жеств достижимости управляемых систем. Вопросам оценивания и приближенного по-

строения множеств достижимости посвящены монографии [12,21]. Внешние и внутренние

оценки рассматривались во многих работах (см., например, [3, 7, 20]). Задачи и методы ап-

проксимации множеств достижимости нелинейных управляемых систем с геометрически-

ми ограниченими исследуются в публикциях [8,10,14,22], а для систем с интегральными —

в [18, 23]. Численные методы построения множеств достижимости для линейных управ-

ляемых систем с геометрическими и фазовыми ограничениями приведены в статьях [6, 9].

В [2,11] рассмотрены задачи достижимости и управляемости в системах с линейной струк-

турой и двумя видами ограничений на управление: геометрическими и интегральными.

Свойства выпуклости и компактности множеств достижимости при интегральных ограни-

чениях изучались в работах [16, 19]. Построению и необходимым условиям достижимости

линейной по управлению системы с интегральными ограничениями на переменные состо-

яния и управления (изопериметрические ограничения) посвящена публикация [17].

В настоящей работе рассматривается задача приближенного построения множеств до-

стижимости линейной управляемой системы, когда управляющее воздействие стеснено од-

новременно геометрическим и несколькими интегральными квадратичными и неквадратич-

ными ограничениями. Предлагается вариант перехода от непрерывной к дискретной систе-

ме путем равномерного разбиения временного отрезка и замене управлений на шаге разби-

ения их средними значениями. Доказана сходимость множества достижимости аппрокси-

мирующей системы к множеству достижимости исходной системы в хаусдорфовой метрике

при стремлении шага дискретизации к нулю, получена оценка скорости сходимости. Пред-

ложен алгоритм построения границы множеств достижимости, основанный на решении

семейства задач конического программирования. Проведено численное моделирование.

Далее используются следующие обозначения. Знак := или
def
= — «по определению».

Для вещественной матрицы A через A⊤ мы обозначаем транспонированную матрицу, 0 обо-

значает нулевой вектор подходящей размерности. Для x, y ∈ R
n (x, y) — скалярное про-

изведение векторов, ‖x‖ = (x, x)
1

2 — евклидова норма, ‖x‖1 =
∑n

i=1 |xi| — норма в l1,
‖u‖∞ = max

16i6p
|ui| — чебышевская норма вектора u ∈ R

p (нижний индекс будем использовать

для нумерации компонент векторов, верхний — для нумерации векторов). Для веществен-

ной прямоугольной m× n матрицы A через ‖A‖ обозначаем норму матрицы, подчиненную

евклидовым нормам векторов. Для S ⊂ R
n символом ∂S обозначается граница S. Через L1

и L2 будем обозначать, соответственно, пространства суммируемых и суммируемых с квад-

ратом вектор-функций на заданном промежутке.

§ 1. Определения и постановка задачи

Рассматривается управляемая система

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), t ∈ T = [t0, θ], x(t0) = x0, (1.1)
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где x(t) ∈ R
n — вектор состояния, u(t) ∈ R

p — управляющий параметр; A(t), B(t) —

непрерывные на отрезке T матричные функции соответствующей размерности.

В качестве управлений рассматриваются измеримые по Лебегу функции u(t) на T , удо-

влетворяющие ограничениям u(·) ∈ Ui, i = 0, 1, 2 (совместно или по отдельности).

Здесь

U0 := {u(·) ∈ L∞ : ‖Q0u(t)‖∞ 6 µ0 при п. в. t ∈ T}, (1.2)

U1 :=

{
u(·) ∈ L1 :

∫ θ

t0

‖Q1u(t)‖1 dt 6 µ1

}
,

U2 :=

{
u(·) ∈ L2 :

∫ θ

t0

‖Q2u(t)‖2 dt 6 µ2
2

}
, (1.3)

где постоянные µi > 0, а Qi — заданные невырожденные квадратные матрицы соответству-

ющей размерности.

О п р е д е л е н и е 1.1. Множеством допустимых управлений назовем множество функ-

ций

u(·) ∈ U = U(λ0, λ1, λ2) :=

2⋂

i=0

[λi · Ui + (1− λi) · L1], λi ∈ {0, 1}, λ0 + λ1 + λ2 6= 0.

Значение λi = 1 отвечает за наличие ограничения Ui, а λi = 0 — за его отсутствие.

Пусть X(t, s) = Φ(t)Φ−1(s), где Φ(t) является фундаментальной матрицей, удовлетво-

ряющей уравнению (1.1) Φ̇(t) = A(t)Φ(t), Φ(t0) = I, t ∈ T . Тогда решение (1.1) в момент

времени t ∈ T имеет вид

x(t) = X(t, t0)x
0 +

∫ t

t0

X(t, s)B(s)u(s) ds. (1.4)

Применяя невырожденное линейное преобразование X−1(t, t0) к обеим частям равен-

ства (1.4), получим

X−1(t, t0)x(t) = X(t0, t)x(t) = x0 +

∫ t

t0

X−1(t, t0)X(t, s)B(s)u(s) ds =

= x0 +

∫ t

t0

X(t0, t)X(t, s)B(s)u(s) ds = x0 +

∫ t

t0

X(t0, s)B(s)u(s) ds,

что эквивалентно соотношению

y(t) = y(t0) +

∫ t

t0

D(s)u(s) ds, y(t) = Φ−1(t)x(t), D(t) = Φ−1(t)B(t).

Таким образом, не ограничивая общности, вместо системы вида (1.1) для упрощения

выкладок можно рассматривать равносильную систему

ẏ(t) = D(t)u(t), t ∈ T, y(t0) = x0, (1.5)

где D(·) также является непрерывной матричной функцией.

Каждому допустимому управлению u(·) ∈ U(λ0, λ1, λ2) и начальному условию y(t0)= x0

отвечает абсолютно непрерывное решение y(t, u(·), x0), t ∈ T , уравнения (1.5).
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О п р е д е л е н и е 1.2. Множеством достижимости G[θ, U ] системы (1.5) в момент

времени θ назовем множество всех точек из пространства состояний R
n, в которые можно

перевести систему (1.5) из начальной точки x0 при помощи управлений u(·) ∈ U(λ0, λ1, λ2):

G[θ, U ] = G[θ, t0, {x0}, U ] :=
⋃

u(·)∈U(λ0,λ1,λ2)

{
x0 +

∫ θ

t0

D(t)u(t) dt

}
. (1.6)

Допустимое управление всегда существует, так как 0 ∈ U(λ0, λ1, λ2), поэтому множе-

ство достижимости исходной системы непусто. Нетрудно заметить, что множество дости-

жимости G[θ, U ] исходной системы при ансамбле ограничений содержится в пересечении

множеств достижимости при отдельных ограничениях, а именно

G[θ, U ] ⊆
2⋂

i=0

G[θ, λiUi + (1− λi) · L1].

О п р е д е л е н и е 1.3. Хаусдорфовым расстоянием между ограниченными множества-

ми F и G из R
n будем называть величину h(F,G), которая определяется следующим обра-

зом

h(F,G) = min{r > 0: F ⊂ G+Br(0), G ⊂ F +Br(0)},

где Br(0) — шар радиуса r, с центром в 0. В пространстве непустых компактных множеств

h(·, ·) является метрикой.

Из выпуклости множества допустимых управлений U(λ0, λ1, λ2) и линейности систе-

мы (1.5) следует выпуклость множества достижимости G[θ, U ]. В случае множества U1 ком-

пактности G[θ, U1], вообще говоря, нет, но его замыкание является компактом. В остальных

случаях множеств допустимых управлений можно доказать, что множества достижимости

компактны. Это следует из слабой компактности множеств управлений в L2 и вложений

L∞ ⊂ L2 ⊂ L1.

В данной работе ставится задачей обоснование нового алгоритма приближенного по-

строения множеств достижимости линейных управляемых систем при нескольких ограни-

чениях различного типа, основанного на дискретных аппроксимациях и процедурах кони-

ческого программирования.

§ 2. Аппроксимация множества достижимости

В данном параграфе рассматривается метод аппроксимации множества достижимо-

сти непрерывной системы путем дискретизации ограничений на управляющее воздей-

ствие и перехода к некоторой дискретной схеме за счет приближенного выбора кусочно-

постоянных управлений, где постоянство сохраняется на каждом малом шаге разбиения

временного отрезка.

Разобьем отрезок T на N равных частей (N > 1) точками tk = t0 + ∆k, k = 0, . . . , N ,

∆ = (θ − t0)/N, tN = θ.
Проинтегрируем систему (1.5) на отрезке Tk = [tk, tk+1] ⊆ T :

y(tk+1)− y(tk) =

∫ tk+1

tk

D(t)u(t) dt.

Суммируем последнее равенство по k от 0 до N − 1:

y(θ)
def
= y(tN) = x0 +

N−1∑

k=0

∫ tk+1

tk

D(t)u(t) dt.
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Последнее равенство при малых ∆ можно заменить приближенным образом:

y(tN) ≈ ỹ(tN ) = x0 +

N−1∑

k=0

D(tk)

∫ tk+1

tk

u(t) dt = x0 +

N−1∑

k=0

Dkv
k, vk =

∫ tk+1

tk

u(t) dt. (2.1)

Перепишем геометрическое ограничение U0 (1.2) для vk:

‖Q0v
k‖∞ 6

∫ tk+1

tk

‖Q0u(t)‖∞ dt 6 ‖Q0u(·)‖∞∆ 6 µ0∆. (2.2)

Множество последовательностей {vk}N−1
k=0 , удовлетворяющих (2.2), обозначим через

V0,N =
{
{vk}N−1

k=0 : ‖Q0v
k‖∞ 6 µ0∆

}
.

По неравенству Коши–Буняковского перепишем интегральное ограничение U2 (1.3)

для vk:

‖Q2v
k‖ =

∥∥∥∥
∫ tk+1

tk

Q2u(t) dt

∥∥∥∥ 6

∫ tk+1

tk

‖Q2u(t)‖ dt 6 ∆1/2

(∫ tk+1

tk

‖Q2u(t)‖2 dt
)1/2

.

Возведем обе части неравенства в квадрат и просуммируем по k:

N−1∑

k=0

‖Q2v
k‖2 6 ∆

∫ tN

t0

‖Q2u(t)‖2 dt = ∆

∫ θ

t0

‖Q2u(t)‖2 dt 6 µ2
2∆. (2.3)

Множество последовательностей {vk}N−1
k=0 , удовлетворяющих (2.3), обозначим через

V2,N =

{
{vk}N−1

k=0 :

N−1∑

k=0

‖Q2v
k‖2 6 µ2

2∆

}
.

Аналогично поступаем для интегрального ограничения U1:

‖Q1v
k‖1 =

∥∥∥∥
∫ tk+1

tk

Q1u(t) dt

∥∥∥∥
1

6

∫ tk+1

tk

‖Q1u(t)‖1 dt.

Суммируем последнее по k от 0 до N − 1:

N−1∑

k=0

‖Q1v
k‖1 6

∫ tN

t0

‖Q1u(t)‖1 dt 6 µ1. (2.4)

Множество последовательностей {vk}N−1
k=0 , удовлетворяющих (2.4), обозначим через

V1,N =

{
{vk}N−1

k=0 :
N−1∑

k=0

‖Q1v
k‖1 6 µ1

}
.

О п р е д е л е н и е 2.1. Множеством допустимых управлений дискретной системы

(по аналогии с определением 1.1) назовем множество конечных последовательностей век-

торов {vk}N−1
k=0 ∈ VN = VN(λ0, λ1, λ2) :=

⋂2
i=0

[
λi · Vi,N + (1− λi) ·Rp × R

N
]
, λi ∈ {0, 1},

λ0 + λ1 + λ2 6= 0.

Допустимая последовательность управлений всегда существует, так как 0 ∈ VN , N > 1.
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О п р е д е л е н и е 2.2. Множеством достижимости G̃[tN , VN ] в момент времени tN
назовем множество всех точек из фазового пространства R

n, в которые можно перейти

из начальной точки x0 по решениям уравнения (2.1) при всех возможных допустимых

управлениях {vk}N−1
k=0 ∈ VN :

G̃[tN , VN ] = G̃[tN , t0, {x0}, VN ] :=
⋃

{vk}N−1

k=0
∈VN (λ0,λ1,λ2)

{
x0 +

N−1∑

k=0

Dkv
k

}
.

П р е д п о л о ж е н и е 2.1. Матрица D(·) из (1.5) удовлетворяет условию Липшица

с константой L:

‖D(s2)−D(s1)‖ 6 L|s2 − s1|, L > 0, s1, s2 ∈ T.

В следующей теореме будем считать Ci = +∞, если λi = 0, то есть соответствующее

ограничение задачи будет отсутствовать.

Т е о р е м а 2.1. При N → +∞ последовательность выпуклых множеств G̃[tN , VN ]
стремится к выпуклому множеству G[θ, U ] в смысле метрики Хаусдорфа. Для хаусдорфо-

ва расстояния справедлива оценка

h(G[θ, U ], G̃[tN , VN ]) 6
C

N
, N > 1,

где

C = L(θ − t0) ·min{C0, C1, C2},
C0 =

√
p(θ − t0) · µ0‖Q0

−1‖∞,
C1 = µ1‖Q1

−1‖1, C2 =
√
θ − t0 · µ2‖Q2

−1‖.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем произвольное допустимое управление u(·) ∈ U , ко-

торому в момент t = θ соответствует правый конец y(θ) ∈ G[θ, U ] траектории исходной

системы (1.5). Тогда, как было показано ранее, данным управлению и траектории будут

соответствовать последовательность допустимых управлений {vk}N−1
k=0 ∈ VN аппроксими-

рующей системы vk =

∫ tk+1

tk

u(t) dt, k = 0, 1, . . . , N − 1, и траектория ỹ(tN ) ∈ G̃[θ, VN ]

аппроксимирующей системы (2.1).

Оценим расстояние между данными траекториями в момент времени θ = tN :

‖y(θ)− ỹ(tN )‖ =

∥∥∥∥∥

∫ θ

t0

D(t)u(t) dt−
N−1∑

k=0

Dkv
k

∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥

N−1∑

k=0

∫ tk+1

tk

D(t)u(t) dt−
N−1∑

k=0

D(tk)

∫ tk+1

tk

u(t) dt

∥∥∥∥∥ 6

6

N−1∑

k=0

∫ tk+1

tk

‖D(t)−D(tk)‖ · ‖u(t)‖ dt.

В силу предположения 2.1

‖y(θ)− ỹ(tN )‖ 6 L∆

N−1∑

k=0

∫ tk+1

tk

‖u(t)‖ dt. (2.5)
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Для геометрического ограничения U0:

N−1∑

k=0

∫ tk+1

tk

‖u(t)‖ dt =
∫ θ

t0

‖Q0
−1Q0u(t)‖ dt 6

6 ‖Q0
−1‖∞

√
p

∫ θ

t0

‖Q0u(t)‖∞ dt 6
√
p(θ − t0)µ0‖Q0

−1‖∞.

По неравенству Коши–Буняковского для интегральных квадратичных ограничений U2:

∫ θ

t0

‖Q2
−1Q2u(t)‖ dt 6

√
θ − t0‖Q2

−1‖
(∫ θ

t0

‖Q2u(t)‖2 dt
)1/2

6
√
θ − t0 · µ2‖Q2

−1‖.

Наконец, для интегральных ограничений U1:

∫ θ

t0

‖Q1
−1Q1u(t)‖ dt 6 ‖Q1

−1‖1
∫ θ

t0

‖Q1u(t)‖1 dt 6 µ1‖Q1
−1‖1.

Здесь и далее

‖Q0
−1‖∞ = max

16i6p

p∑

j=1

|q0ij|, ‖Q1
−1‖1 = max

16j6p

p∑

i=1

|q1ij|, ‖Q2
−1‖ =

√
λmax(Q

⊤
2
−1
Q2

−1),

где λmax обозначает максимальное собственное число заданной матрицы. Отсюда и из (2.5)

можно заключить, что ‖y(θ) − ỹ(tN)‖ 6
C

N
, N > 1. Таким образом, выполняется включе-

ние множества достижимости исходной непрерывной системы во множество достижимости

аппроксимирующей системы с некоторой
C

N
-окрестностью: G[θ, U ] ⊂ G̃[tN , VN ] +BC

N

(0).

Обратно, возьмем, не ограничивая общности, произвольную последовательность допу-

стимых управлений {vk}N−1
k=0 ∈ VN , которой в момент t = tN соответствует траектория

ỹ(tN) ∈ G̃[θ, VN ] аппроксимирующей системы (2.1). Тогда данным последовательности

управлений и траектории можно поставить в соответствие последовательность кусочно-

постоянных управлений u(t) =
1

∆
vk, t ∈ Tk = [tk, tk+1], k = 0, 1, . . . , N − 1, и траекторию

y(θ) ∈ G[θ, U ] исходной системы (1.5). Проверим, принадлежит ли u(t) множеству U . Дей-

ствительно:

(1) из определения геометрического ограничения V0,N следует

‖Q0u‖∞ =
1

∆
‖Q0v

k‖∞ 6 µ0;

(2) для квадратичных ограничений V2,N имеем

∫ θ

t0

‖Q2u(t)‖2 dt =
1

∆2

N−1∑

k=0

∫ tk+1

tk

‖Q2v
k‖2 dt = 1

∆

N−1∑

k=0

‖Q2v
k‖2 6 µ2

2;

(3) наконец, для ограничений V1,N , имеем

∫ θ

t0

‖Q1u(t)‖1 dt =
1

∆

N−1∑

k=0

∫ tk+1

tk

‖Q1v
k‖1 dt =

N−1∑

k=0

‖Q1v
k‖1 6 µ1.
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Таким образом, множество допустимых управлений аппроксимирующей системы содер-

жится во множестве допустимых управлений исходной системы.

Оценим расстояние между данными траекториями в момент времени θ = tN :

‖ỹ(tN )− y(θ)‖ =

∥∥∥∥∥

N−1∑

k=0

Dkv
k −

∫ θ

t0

D(t)u(t) dt

∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥

N−1∑

k=0

Dkv
k −

N−1∑

k=0

∫ tk+1

tk

D(t)u(t) dt

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥

N−1∑

k=0

Dkv
k −

N−1∑

k=0

1

∆

∫ tk+1

tk

D(t)vk dt

∥∥∥∥∥ .

Так как vk постоянно для каждого k, то данную последовательность можно представить

в эквивалентной форме vk ≡ 1
∆

∫ tk+1

tk

vk dt, k = 0, 1, . . . , N − 1. Тогда

‖x̃(tN)− x(θ)‖ =

∥∥∥∥∥

N−1∑

k=0

1

∆

∫ tk+1

tk

[D(tk)−D(t)]vk dt

∥∥∥∥∥ 6

N−1∑

k=0

1

∆

∫ tk+1

tk

‖D(tk)−D(t)‖ · ‖vk‖ dt,

и в силу предположения 2.1

‖ỹ(tN )− y(θ)‖ 6 L∆
N−1∑

k=0

‖vk‖. (2.6)

Поэтому справедливы оценки:

(1) для геометрического ограничения V0,N :

N−1∑

k=0

‖Q0
−1Q0v

k‖ 6
√
p‖Q0

−1‖∞
N−1∑

k=0

‖Q0v
k‖∞ 6

√
p(θ − t0)]µ0‖Q0

−1‖∞;

(2) из неравенства для скалярного произведения векторов и соотношений для ограниче-

ния V2,N :

N−1∑

k=0

‖Q2
−1Q2v

k‖ 6
√
N‖Q2

−1‖
(
N−1∑

k=0

‖Q2v
k‖2
)1/2

6

6
√
N‖Q2

−1‖µ2

√
∆ 6

√
θ − t0 · µ2‖Q2

−1‖;

(3) для ограничений V1,N :

N−1∑

k=0

‖Q1
−1Q1v

k‖ 6 ‖Q1
−1‖1

N−1∑

k=0

‖Q1v
k‖1 6 µ1‖Q1

−1‖1.

Отсюда и из (2.6) можно заключить, что ‖ỹ(tN)− y(θ)‖ 6
C

N
.

Таким образом, выполняется включение множества достижимости аппроксимирую-

щей системы во множество достижимости исходной непрерывной системы с некоторой
C

N
-окрестностью: G̃[tN , VN ] ⊂ G[θ, U ] + BC

N

(0) и хаусдорфово расстояние (см. определе-

ние 1.3) между этими множествами оценивается как h(G, G̃) 6
C

N
. �

Множество достижимости системы (1.1) получается из множества достижимости систе-

мы (1.6) путем линейного преобразования множества G(t1, U) с помощью матрицы Φ(t1).
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§ 3. Описание алгоритма построения множеств достижимости

Хорошо известно, что выпуклая оболочка компакта представима в виде пересечения

конечного или бесконечного числа замкнутых опорных полупространств. Выпуклость мно-

жеств достижимости аппроксимирующей линейной управляемой системы позволяет ис-

пользовать аппарат опорных функций при вычислении множеств достижимости и одно-

значно определять последние.

О п р е д е л е н и е 3.1. Опорной функцией множества M ⊂ R
n называется скалярная

функция c(M,ψ) векторного аргумента, определяемая условием c(M,ψ) = maxf∈M ψ⊤f .

Если множество M компактно, то для каждого ψ ∈ S1(0) (единичная сфера), неравен-

ство ψ⊤f 6 c(M,ψ) задает замкнутное полупространство, ограниченное гиперплоскостью

H(ψ, c(M,ψ)) = {f ∈ R
n | ψ⊤f = c(M,ψ)}, опорной для множества M с внешней норма-

лью ψ.

Замкнутое выпуклое множество M ⊂ R
n полностью определяется своей опорной

функцией, так как оно может быть задано как множество решений системы неравенств

M =
⋂
ψ∈S1(0)

{
f ∈ R

n | ψ⊤f 6 c(M,ψ)
}
. В нашем случае M = G̃(tN , VN), а f = ỹ(tN ).

Опишем в краткой форме алгоритм построения множеств достижимости применитель-

но к ограничениям вида VN(λ0, λ1, λ2). Для вычисления опорных функций будем исполь-

зовать процедуру конического программирования второго порядка SOCP (second-order cone

program). Стандартная форма SOCP: minz l
⊤z при ограничениях

‖Asc(i) · z − bsc(i)‖ 6 d⊤sc(i) · z − γ(i), 1 6 i 6 m, (3.1)

A · z 6 b, Aeq · z = beq, lb 6 z 6 ub, (3.2)

где l, z, b, beq, lb и ub являются векторами, а A и Aeq являются матрицами линейных огра-

ничений (3.2). Для каждого i матрицы Asc(i), векторы bsc(i), dsc(i) и скаляры γ(i) задают

конические ограничения второго порядка (3.1). Другими словами, задача имеет линейную

целевую функцию и линейные ограничения, а также набор конических ограничений второ-

го порядка.

Поясним использование термина «коническое ограничение». По определению множе-

ство Kz0 ⊂ R
n называется конусом с вершиной в z0 ∈ Kz0 , когда оно обладает свойством:

если z ∈ Kz0 , то и все точки луча z0 + λ(z − z0) для любого λ > 0 принадлежат множе-

ству Kz0 . В частном случае ограничение (3.1) задает конус, в том числе усеченный, если

γ(i) 6= 0. Пусть

Kz0 = {z : ‖Asc · z − bsc‖ 6 d⊤sc · z − γ}, detAsc 6= 0.

Введем обозначения: z̄ =
[
z zn+1

]⊤∈ R
n+1, Āsc =

[
Asc 0

]
∈ R

n×(n+1), d̄⊤sc =
[
d⊤sc 0

]
∈

∈ R
n+1, g⊤ =

[
0 . . . 0 1

]
∈ R

n+1. Тогда

Kz0 = K̄z̄0 = {z̄ : ‖Āscz̄ − bsc‖ 6 g⊤z̄, (d̄⊤sc − g⊤) · z̄ = γ, g⊤z̄ > 0}.

Покажем, что из z̄ ∈ K̄z̄0 и z̄0 = 0, bsc = 0, γ = 0 следует z̄0 + λ(z̄ − z̄0) ∈ K̄z̄0 , λ > 0.
Действительно,

‖Āsc(λz̄)‖ 6 g⊤(λz̄), (d̄⊤sc − g⊤) · (λz̄) = 0, g⊤(λz̄) > 0.

Сокращая все неравенства на λ 6= 0 (при λ = 0 они очевидным образом выполняются),

видим, что λz̄ ∈ K̄0. При γ 6= 0 и Āsc(1− λ)z̄0 = bsc получаем при λ > 1 конус

‖Āsc(λz̄)‖ 6 (1− λ)g⊤z̄0 + g⊤(λz̄) 6 g⊤(λz̄),
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усеченный частью плоскости

(d̄⊤sc − g⊤) · z̄ = λ− 1

λ
(d̄⊤sc − g⊤)z̄0, g⊤z̄ >

λ− 1

λ
q⊤z̄0.

Подчеркнем, что конусов может быть несколько (m > 1).
Покажем, как можно преобразовать произвольное квадратичное ограничение x⊤Qx +

+ 2q⊤x + c 6 0 в коническую форму. Предполагаем симметричность и положительную

определенность матрицы Q. В этом случае существует матрица S такая, что Q = S · S =
= S⊤S и всегда разрешимо (в силу detS 6= 0) уравнение S⊤b = −q. Тогда x⊤Qx+2q⊤x+c =
= x⊤S⊤Sx−2(S⊤b)⊤x+c = (Sx−b)⊤(Sx−b)−b⊤b+c = ‖Sx−b‖2+c−b⊤b 6 0. При b⊤b > c
получаем ограничение ‖Sx − b‖ 6

√
b⊤b− c задачи конического программирования с под-

ходящими входными параметрами Asc = S, bsc = b, dsc = 0, γ = −
√
b⊤b− c.

В целях упрощения выкладок, рассмотрим нашу задачу для случая тройных ограни-

чений VN(1, 1, 1) (m = 1). Найти для каждого фиксированного ψ ∈ S1(0) набор векто-

ров {vk}N−1
k=0 , который минимизирует ψ⊤ỹ(tN):

min
ỹ(tN )

ψ⊤ỹ(tN) = min
{vk}N−1

k=0

ψ⊤

(
x0 +

N−1∑

k=0

Dkv
k

)
= ψ⊤x0 + min

{vk}N−1

k=0

ψ⊤
N−1∑

k=0

Dkv
k,

при ограничениях

‖Q0v
k‖∞ 6 µ0∆, k = 0, . . . , N − 1;

N−1∑

k=0

‖Q1v
k‖1 6 µ1,

N−1∑

k=0

‖Q2v
k‖2 6 µ2

2∆.

Пусть

{vk(ψ)}N−1
k=0 = arg min

{vk}N−1

k=0

ψ⊤

N−1∑

k=0

Dkv
k.

Тогда граница множества достижимости аппроксимирующей системы представима в виде

∂G̃(tN , VN) =
⋃

ψ∈S1(0)

{
x0 +

N−1∑

k=0

Dkv
k(ψ)

}
.

Для случая системы второго порядка в качестве ψ будем рассматривать равномер-

ное распределение точек на единичной окружности с помощью параметризации ψ(α) =

=
[
cosα sinα

]⊤
, где α(k0) =

2π

N0

· k0, N0 ∈ N, k0 = 0, . . . , N0 − 1.

В качестве альтернативы для размерности задачи два и более можно использовать метод,

который состоит из следующих действий:

(1) сфера вписывается в куб;

(2) генерируется множество точек в данном кубе, с использованием генератора случайно-

го числа (получается множество точек, равномерно распределенных в пространстве

куба);

(3) отбрасываются точки, отстоящие от центра сферы на расстояние большее, чем ее ра-

диус (получается множество точек, равномерно распределенное в пространстве, огра-

ниченном сферой);

25



(4) оставшиеся точки проецируются на поверхность сферы.

Данные методы являются достаточно простыми и интуитивно понятными. Конечно, это

лишь часть возможных способов построения распределений точек на поверхности шара.

Введем необходимые для дальнейшего изложения обозначения:

(1) z =
[
v w

]⊤∈ R
2·p·N , где v =

[
v0 . . . vN−1

]⊤∈ R
p·N , w =

[
w0 . . . wN−1

]⊤∈ R
p·N ;

дополнительный переменный вектор w возникает в результате перехода от интеграль-

ного неквадратичного ограничения к эквивалентным линейным ограничениям (по-

дробно это описано на примере в § 4.1);

(2) D =
[
D0 · · · DN−1

]
∈ R

n×(p·N);

(3) I — единичная, а O — нулевая квадратная матрица соответствующего порядка;

(4) Mj =



Qj 0

. . .

0 Qj


 ∈ R

(p·N)×(p·N), j = 0, 1, 2; M3 =

[
M2 O
O O

]
∈ R

(2·p·N)×(2·p·N).

В данных обозначениях исходную задачу можно переписать в следующем виде. Найти

для каждого фиксированного ψ ∈ S1(0) вектор z, который минимизирует ψ⊤ỹ(tN), т. е.

min
ỹ(tN )

ψ⊤ỹ(tN) = ψ⊤x0 + min
{vk}N−1

k=0

ψ⊤

N−1∑

k=0

Dkv
k = ψ⊤x0 +min

z
ψ⊤
[
D O

]
z

при ограничениях:

(а)
[
(−1)s ·M0 O

]
z 6

[
µ0∆ . . . µ0∆

]⊤ ∈ R
p·N , s = 1, 2, — геометрические;

(б)
[
(−1)s ·M1 −I

]
z 6

[
0 . . . 0

]⊤ ∈ R
p·N ,

[
O −I

]
z 6

[
0 . . . 0

]⊤ ∈ R
p·N ,

[
0 · · · 0p·N 1 · · · 1p·N

]
z 6 µ1] – неквадратичные;

(в) ‖M3z‖ 6 µ2

√
∆ — квадратичные.

Пусть z(l(ψ)) = argminz l(ψ)
⊤z = argminz ψ

⊤
[
D O

]
z. Тогда граница множества до-

стижимости аппроксимирующей системы представима в виде

∂G̃(tN , VN) =
⋃

ψ∈S1(0)

{
x0 +

[
D O

]
z(l(ψ))

}
.

Следуя приведенной выше форме SOCP, запишем входные параметры (3.1) и (3.2) нашей

задачи:

m = 1, Asc(1) =M3, bsc(1) = d⊤sc(1) =
[
0 . . . 0

]⊤ ∈ R
p·N , γ(1) = −µ2

√
∆,

A =




[
−M0 O

]
[
M0 O

]
[
−M1 −I

]
[
M1 −I

]
[
O −I

]
[
0 · · · 0p·N 1 · · · 1p·N

]




∈ R
(5·p·N+1)×2·p·N , b =




µ0

√
∆

...

µ0

√
∆2·p·N

0
...

03·p·N
µ1




∈ R
5·p·N+1,

26



Aeq = beq = lb = ub = [ ] — остаются пустыми.

Алгоритм вычисляет не только точки максимума (значения опорной функции), но и точ-

ки, в которых достигаются максимумы, так как именно эти точки дают аппроксимацию

множества достижимости. Наконец, чтобы получить аппроксимацию множества достижи-

мости изначальной системы, необходимо последним шагом произвести линейное преоб-

разование множества ∂G̃(tN , VN) с помощью матрицы Коши Φ(tN ). Заметим, что данную

схему нетрудно редуцировать на более простые случаи, либо перенести на случай произ-

вольного (в зависимости от вычислительных мощностей) числа комбинаций разного вида

ограничений.

§ 4. Численное моделирование

Для построения дальнейших примеров в качестве программного обеспечения была вы-

брана система математического моделирования MATLAB, внутри которой использовался ре-

шатель coneprog и параллельный цикл parfor. Решатель использует алгоритм, описан-

ный в работе [13]. Эксперименты проводились на 4-ядерном процессоре Intel(R) Core(TM)

i7-6700HQ CPU с тактовой частотой 2.60 GHz и NVIDIA GeForce GTX 960M.

§ 4.1. Случай ограничений U(1,1,0) для системы второго порядка

Рассмотрим управляемую линейную систему с постоянными коэффициентами:

ẋ1(t) = x2(t), ẋ2(t) = u(t), x ∈ R
2, u ∈ R, t ∈ T = [0, 2], x(0) = 0. (4.1)

Допустимыми управлениями будем считать измеримые скалярные функции времени u(t),

удовлетворяющие одновременно двум неравенствам: |u(t)| 6 1,

∫ 2

0

|u(t)| dt 6 1. Последние

два неравенства с физической точки зрения означают ограниченность величины и импуль-

са управляющей силы соответственно. Остановимся более подробно на преобразовании

данных ограничений к дискретному виду и сведению к форме SOCP. В данном случае ко-

ническое ограничение (3.1) отсутствует, а Q0 = Q1 = 1, µ0 = µ1 = 1, z =
[
v w

]⊤ ∈ R
2·N ,

v, w ∈ R
N . Матрицы D(t) =

[
−t 1

]⊤
, Dk =

[
−∆k 1

]⊤
, k = 0, . . . , N − 1. В этом случае

D =

[
0 −∆ . . . −∆(N − 1)
1 1 . . . 1

]
∈ R

n×N . Так как Q0 = 1, то M0 = I ∈ R
N×N . Геометриче-

ское ограничение |vk| 6 ∆, k = 0, . . . , N − 1, принимает вид:

[
(−1)s · I O

]
z 6

[
∆ . . . ∆

]⊤∈ R
N , s = 1, 2.

Ситуация с интегральным ограничением посложнее, так как возникает необходимость

избавиться от модуля под знаком суммы
N−1∑
k=0

|vk| 6 1. Это можно реализовать с помощью

введения дополнительного вектора w ∈ R
N . Действительно, если обозначить wk = |vk|,

k = 0, . . . , N − 1, то
N−1∑
k=0

wk 6 1 с дополнительными условиями: wk > 0 и −wk 6 vk 6 wk.

При M1 = I ∈ R
N×N это можно записать иначе:

[
(−1)s · I −I

]
z 6

[
0 . . . 0

]⊤∈ R
N , s = 1, 2,

[
O −I

]
z 6

[
0 . . . 0

]⊤∈ R
N ,

[
0 · · · 0N 1 · · · 1N

]
z 6 1.
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Рис. 1. Границы множеств достижимости системы (4.1) при двойных ограничениях (чер-

ным цветом), геометрическом (красным) и интегральном (синим) ограничениях

Запишем линейные входные параметры (3.2) нашей задачи:

A =




[
−I O

]
[
I O

]
[
−I −I

]
[
I −I

]
[
O −I

]
[
0 · · · 0N 1 · · · 1N

]




∈ R
(5·N+1)×2·N , b =




∆
...

∆2·N

0
...

03·N
1




∈ R
5·N+1,

Aeq = beq = lb = ub = [ ] — остаются пустыми. Тогда граница множества достижимости

аппроксимирующей системы представима в виде

∂G(2, U(1, 1, 0)) ≈ Φ(2) · ∂G̃(tN , VN(1, 1, 0)) =
(
1 2
0 1

)
·
⋃

ψ∈S1(0)

{[
D O

]
z(l(ψ))

}
.

Построим множество достижимости на основе изложенного алгоритма для данной си-

стемы при данных ограничениях (см. рис. 1, внутренний график черным цветом). Синим

обозначено множество достижимости только при интегральном неквадратичном ограни-

чении, а красным — только при геометрическом. При N = N0 = 200 время вычисления

и построения множества достижимости (черным цветом) составило примерно 2.5 секунды.

На данном рисунке можно заметить, что G[2, U(1, 1, 0)] ⊂ G[2, U0] ∩G[2, U1].

§ 4.2. Случай ограничений U(1,0,1) для системы третьего порядка

Рассмотрим тройной интегратор:

ẋ1(t) = x2(t), ẋ2(t) = x3(t), ẋ3(t) = u(t),

x ∈ R
3, u ∈ R, t ∈ T = [0, 3], x(0) = 0.

(4.2)
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Рис. 2. Сечения плоскостью x3 = 3(2α− 1) ∈ [−3, 3], α ∈ [0 : 0.05 : 1] границы множества

достижимости системы (4.2) при геометрическом и интегральном квадратичном (на нор-

ме L2) ограничениях

Допустимыми управлениями будем считать измеримые скалярные функции време-

ни u(t), удовлетворяющие одновременно геометрическому и интегральному ограничениям

|u(t)| 6 1,

∫ 2

0

|u(t)|2 dt 6 4. В данном случае присутствует коническое ограничение (3.1)

(m = 1). Построим сечения множества достижимости плоскостью x3 = 3(2α− 1) ∈ [−3, 3],
где α ∈ [0 : 0.05 : 1] для данной системы при данных ограничениях (см. рис. 2). Двумерные

сечения были выбраны, в частности, с целью избежать проблем визуализации при постро-

ении трехмерного массива точек. Отметим, что плоскость, задающая сечение, добавляет

ограничение к задаче в виде равенства Aeq·z = beq, где Aeq = n̄Φ(tN )
[
D O

]
, n̄ обозначает

вектор нормали к плоскости сечения, а beq = α−n̄Φ(tN)x0. В качестве ψ выбираем трехмер-

ные единичные векторы параллельные плоскости сечения (в данном примере n̄ = (0, 0, 1)),

то есть должны выполняться условия ψ =
e

‖e‖ и n̄ ⊥ e. Из перпендикулярности последних

n̄ · e = 0 или n̄1 · e1 + n̄2 · e2 + n̄3 · e3 = 0. Так как ‖n̄‖ 6= 0, то, не ограничивая общности, бу-

дем считать n̄3 6= 0. Тогда справедливо обозначить e =

[
e1 e2 − 1

n̄3
(n̄1 · e1 + n̄2 · e2)

]⊤
, где

e1 = cos β, e2 = sin β, β(k0) =
2π

N0

·N0, k0 = 0, . . . , N0−1. Всего было построено 21 сечение

по N0 точек на каждое. При N = 300 и N0 = 200 время вычисления и построения каждого

сечения множества достижимости составило не более 1.5 секунды, а общее время — около

29 секунд.

Финансирование. Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском ма-

тематическом центре при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образова-

ния Российской Федерации (номер соглашения 075–02–2022–874).
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The paper considers the problem of approximate construction of reachability sets for a linear control sys-

tem, when the control action is constrained simultaneously by geometric and several integral constraints.

A variant of the transition from a continuous to a discrete system is proposed by uniformly dividing the

time interval and replacing the controls at the step of dividing them with their mean values. The con-

vergence of the reachability set of the approximating system to the reachability set of the original system

in the Hausdorff metric is proved as the discretization step tends to zero, and an estimate is obtained for

the rate of convergence. An algorithm for constructing the boundary of reachable sets based on solving a

family of conic programming problems is proposed. Numerical simulation has been carried out.
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