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Введение

В работе представлены некоторые свойства овала Кассини и его ε-окрестностей. Выде-

лены некоторые характерные точки овала Кассини и вычислена его мера невыпуклости α.

Понятие α-множества введено в 2004 г. [1] для численного описания степени невыпук-

лости множеств достижимости управляемых систем в задачах оптимального управления

и дифференциальных играх. α-множества относятся к более широкому классу обобщенно

выпуклых множеств, среди которых могут быть выделены слабо и сильно выпуклые мно-

жества по Виалю и Ефимову–Стечкину [2], линейно выпуклые множества в пространстве

над полем комплексных чисел, а также α-паравыпуклые множества по Майклу [3]. Как

и α-множества, такие классы множеств обладают мерой невыпуклости. С тех пор большое

внимание уделяется исследованию особенностей α-множеств. Особый интерес представ-

ляет вопрос о справедливости применения положений выпуклого анализа на невыпуклые

множества на примере α-множеств.

Так, в работе [4] представлены доказательства теорем об отделимости α-множеств. В ра-

боте [5] введен ряд понятий и определений для конкретизации в описании α-множеств:

α-гиперплоскость, свойство мажорируемости α-множеств, регулярные и нерегулярные

α-множества в R
n. Получена оценка погрешности при подмене невыпуклого α-множества

с малым значением α на его выпуклую оболочку на плоскости [6, 7]. Эта оценка выражена

в зависимости хаусдорфова расстояния между α-множеством и его выпуклой оболочкой

от значения α.

В работе [8] представлены некоторые не очевидные примеры проявления свойств α-мно-

жеств, а именно, показано, что отдельно взятый односвязный участок несамопрересека-

ющейся кривой может иметь меру α меньше, чем вся кривая целиком. Другое свойство

означает, что существует кривая со сколь угодно малой мерой α, не представимая в виде

графика функций. В работе [9] изучается взаимосвязь меры невыпуклости α односвязного

пересечения двух α-множеств с мерой α исходного пересекаемого α-множества. Показано,

что мера невыпуклости α пересечения может быть больше, чем мера исходного множества.

Сформулирована и доказана теорема о соотношении меры невыпуклости α и коэффици-

ента вогнутости Мордала [10]. Установлена взаимосвязь α-множеств со слабо выпуклыми

множествами по Ефимову–Стечкину [11] и по Виалю [12]. Впервые получена оценка ро-

ста меры невыпуклости α-множеств достижимости с течением времени для управляемой

системы в двумерном фазовом пространстве.
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В настоящей работе вычислена аналитически мера невыпуклости α односвязного мно-

жества, границей которого является овал Кассини. В процессе рассуждений изучена и опи-

сана геометрия ε-слоев, окружающих овал Кассини. А именно, описана ситуация, в которой

возникает негладкость границы ε-окрестности овала Кассини, и получено также асимп-

тотическое поведение границ ε-окрестностей при ε → ∞. Исследована асимптотика при

ε → 0 площади ε-слоев, окружающих овал Кассини. Показано, что при достаточно малых

0 < ε 6 ε∗ формула площади ε-слоя такая же, как и формула площади ε-слоя, окружающего

выпуклый компакт на плоскости. Для числа ε∗ получено аналитическое представление.

Представлен более общий случай (включающий овал Кассини) гладких замкнутых кри-

вых на плоскости, ограничивающих односвязные области. Для широкого класса таких кри-

вых показано, что площади ε-слоев при достаточно малых 0 < ε 6 ε∗, окружающих сна-

ружи эти кривые, описываются той же формулой, что и в случае выпуклых компактов

на плоскости. Высказано предположение о том, что эта формула верна для более широкого

класса гладких кривых на плоскости.

§ 1. Основные аналитические выражения

Овал Кассини образует множество всех точек в плоскости R
2, произведение расстояний

от каждой из которых до двух фиксированных точек в плоскости (фокусов) есть постоянная

величина.

Форма овала Кассини определяется двумя параметрами: a — квадратный корень из про-

изведения расстояний от точки на овале Кассини до фокусов, c — расстояние от каждого

из фокусов до начала координат 0 = (0, 0) в R
2.

Так, например, при рассмотрении n точек ϕi = (x(i), y(i)), i = 1, n, на овале Кассини,

имеем

piqi = a2, i = 1, n,

где pi и qi — расстояния от точки ϕi овала Кассини до фокусов (см. рис. 2).

Овал Кассини представим в виде:

Φ = {ϕ = (x, y) ∈ R
2 : y = ±

√√
a4 + 4c2x2 − c2 − x2, −

√
a2 + c2 6 x 6

√
a2 + c2}. (1.1)

При условии c < a <
√
2c овал Φ представляет собой замкнутую кривую в плоско-

сти R
2, ограничивающую односвязную невыпуклую область, симметричную относительно

начала координат. Иначе, при a < c овал Φ имеет вид неодносвязной гладкой кривой, при

a = c овал Φ вырождается в лемнискату Бернулли, при a >
√
2c вырождается в выпуклый

овал. На рис. 1 представлены все случаи формы Φ.

Отметим, что форма Φ зависит от отношения параметров
a

c
, в то время как их абсолют-

ные значения определяют лишь размеры Φ.

Выделим следующие характерные точки (см. рис. 2).

1. Точки с максимальным и минимальным значением ординаты:

Ai = (xAi
, yAi

) =

(

±
√
4c4 − a4

2c
,±a2

2c

)

, i = 1, 4. (1.2)

2. Точки на оси y:

Bi = (xBi
, yBi

) = (0,±
√
a2 − c2), i = 1, 2.
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3. Точки на оси x:

Ci = (xCi
, yCi

) = (±
√
a2 + c2, 0), i = 1, 2.

4. Точки перегиба на Φ:

Di = (xDi
, yDi

) =

(

±

√

1

2

(

√

a4 − c4

3
− a4 − c4

3c2

)

, y(xDi
)

)

, i = 1, 4. (1.3)

5. Фокусы Φ:

Fi = (xFi
, yFi

) = (±c, 0), i = 1, 2.

x

y

0

Рис. 1. Различные геометрии овала Кассини

На рис. 2 изображен Φ с параметрами a = 5.5, c = 5 и характерными точками 1–5.

Здесь и далее будут представлены примеры именно для такого набора параметров, однако

все рассуждения и полученные выражения справедливы и для других наборов.

A1A2

A3 A4

B1

B2

C1C2

D1D2

D3 D4

F1F2

ϕ1

ϕ2

x

y

p1 q1

p2
q2

0

Рис. 2. Овал Кассини и его ключевые точки
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Для точек (x, y) ∈ Φ, отличных от Ci, i = 1, 2, справедливо равенство:

y′(x) = ∓
2x− 4c2x√

a4 + 4c2x2

2
√√

a4 + 4c2x2 − c2 − x2
, (1.4)

где знак производной y′(x) определяется положением точки (x, y) на Φ относительно оси x.

Приведем определения и представления некоторых множеств в плоскости R
2, связанных

с Φ :

Π(X(0)) = {(x, y) ∈ R
2 : (y − y(0)) = y′(x(0))(x − x(0))} — касательная к Φ в точке

X(0) = (x(0), y(0)) ∈ Φ.

N(X(0)) = {(x, y) ∈ R
2 : (y − y(0))y′(x(0)) = (x − x(0))} — нормаль к Φ в точке

X(0) = (x(0), y(0)) ∈ Φ.

Φ
0 = {(x, y) ∈ R

2 : (x, y) /∈ Φ, |y| <
√√

a4 + 4c2x2 − c2 − x2, −
√
a2 + c2 < x <

<
√
a2 + c2} — множество точек плоскости R

2, лежащих строго внутри Φ.

Hε = {h ∈ R
2 : h /∈ Φ

0, ρ(h,Φ) 6 ε}, где ρ(h,Φ) = min
ϕ∈Φ

||ϕ − h|| — множество

всех точек плоскости R
2, не принадлежащих Φ

0 и отстоящих от Φ на расстоянии,

не превосходящем числа ε > 0. Множество Hε будем называть ε-слоем, окружающим

множество Φ. Абсолютное значение ε, образующее ε-слой, будем называть величиной

Hε слоя.

∂+Hε = {hε ∈ R
2 : h /∈ Φ

0, ρ(h,Φ) = ε} — внешний участок границы ε-слоя

(см. рис. 3).

Φ
∂+Hε

Hε

Φ
0 x

y

0

Рис. 3. Различные множества точек

Нас интересует площадь слоя Hε. Для этого мы представим точки hε множества ∂+Hε(ε)
в аналитическом виде:

hε = ϕ(0) + ε · n(ϕ(0)),
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где hε = (xε, yε), n(ϕ(0)) =
(

nx(ϕ
(0)), ny(ϕ

(0))
)

— единичный вектор (||n(ϕ(0))|| = 1) внешней

нормали к Φ в точке ϕ(0) (см. рис. 4).

Справедливо равенство

hε − ϕ(0) = (xε − x(0), yε − y(0)) =
(

xε − x(0),− 1

y′(x(0))
(xε − x(0))

)

=

= (1,− 1

y′(x(0))
)(xε − x(0)).

(1.5)

Следовательно,

||hε − ϕ(0)|| = |xε − x(0)| ·
∥

∥

∥

(

1,− 1

y′(x(0))

)
∥

∥

∥
= |xε − x(0)| ·

√

1 +
1

y′(x(0))2
= ε. (1.6)

hε

ϕ(0)

ε · n(ϕ(0))

Φ

Π(ϕ(0))

∂+Hε

y

0

Рис. 4. К определению границы ε-слоя

Поскольку Φ является гладкой невыпуклой кривой, то ∂+Hε в зависимости от значе-

ния ε может быть как гладкой, так и негладкой кривой. По возможности мы должны по-

лучить такое универсальное выражение для hε, которое описывает одновременно гладкий

и негладкий случаи.

По мере увеличения значения ε от 0 до некоторого значения ε∗, кривая ∂+Hε является

гладкой. Если ε > ε∗, на границе ∂+Hε в двух точках, лежащих на оси y и симметричных

относительно оси x, возникает негладкость. Такие точки будем называть точками неглад-

кости Eε = (xEε , yEε). Ввиду симметрии овала Кассини относительно начала координат,

в дальнейших рассуждениях будем рассматривать только точку Eε, лежащую выше оси x.

Рассмотрим два ε-слоя, величины которых равны ε(1) и ε(2) соответственно. При этом

ε(2) > ε(1) > ε∗. Значениям ε(1) и ε(2) соответствуют точки негладкости Eε(1) и Eε(2) . Из точ-

ки Eε(1) восстановим нормаль к Φ и обозначим точку пересечения этой нормали с Φ сим-

волом Gε(1)

1 =
(

x
Gε(1)

1

, y(x
Gε(1)

1

)
)

. Отрезок Eε(1)Gε(1)

1 назовем отрезком негладкости и введем

соответствующее определение.

Отрезок негладкости Λε — отрезок длины ε некоторой нормали к Φ, один конец которого

есть точка негладкости Eε ∈ ∂+Hε, а другой конец есть точка Gε
1 =

(

xGε
1
, y(xGε

1
)
)

∈ Φ.

Ввиду симметрии овала Кассини относительно начала координат в дальнейшем также

будем приводить рассуждения для отрезков Λε, лежащих правее оси y.
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Выберем значение ε(2) таким, что конец Gε(2)

1 отрезка Λε(2) совпадает с точкой переги-

ба D1. Такое значение ε(2) обозначим εD. Границу ε-слоя, образованного величиной ε = εD,

обозначим ∂+HεD , а точку негладкости Eε(2) в данном случае обозначим EεD .

Слой Hε при ε = ε∗ является минимальным по величине ε слоем с негладкой внеш-

ней границей. Его внешнюю границу обозначим ∂+Hε∗, а точку негладкости при таком

значении — Eε∗ (см. рис. 5).

Eε∗

Eε(1)

Eε(2) = ED

∂+HεD

∂+Hε(1)

∂+Hε∗

y

x0

Gε(2)

1 = D1Gε(2)

2 = D2

Gε(1)

1Gε(1)

2

C1C2

B1

ΛεD

Λε(1)

Рис. 5. Различные геометрии границы ε-слоя

По мере уменьшения значения ε до значения ε∗, точка Gε
1 смещается к точке B1, коор-

дината x которой равна 0. Координата y точки Eε при этом также уменьшается до значе-

ния E∗. В связи с этим точные координаты точки Eε∗ = (xEε∗ , yEε∗) могут быть найдены

из следующих соотношений:

xEε∗ = 0,

yEε∗ = lim
xGε

1
→0

(

y(xEε∗)− 1

y′(xGε
1
)
(xEε∗ − xGε

1
)

)

=

= lim
xGε

1
→0

(

√

√

a4 + 4c2x2
Eε∗

− c2 − x2
Eε∗

−
xGε

1
· 2
√

√

a4 + 4c2x2
Gε

1
− c2 − x2

Gε
1

2xGε
1
−

4c2xGε
1

√

a4 + 4c2x2
Gε

1

)

=

=
√
a2 − c2 − 2

√
a2 − c2

2− 4c2

a2

=
√
a2 − c2

(

1− 1

1− 2c2

a2

)

=
√
a2 − c2

(

2c2

2c2 − a2

)

.

(1.7)
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Значение ε∗ равно

ε∗ = yE∗ − yB1 =
√
a2 − c2

(

2c2

2c2 − a2
− 1

)

.

Координаты упомянутой выше точки негладкости Eε = (xEε, yEε) для произвольного зна-

чения ε по аналогии с (1.7) определяются соотношениями:

xEε = 0,

yEε = y(xEε)− 1

y′(xGε
1
)
(xEε − xGε

1
).

(1.8)

В общем случае координаты точки Gε
1 =

(

xGε
1
, y(xGε

1
)
)

могут быть найдены из равенства,

выражающего длину отрезка Λε (см. с. 38)

√

(

xEε − xGε
1
)2 + (yEε − y(xGε

1
)
)2

= ε, (1.9)

откуда после подстановки известных значений

(

x2
Gε

1
+

(

√

√

a4 + 4c2x2
Gε

1
− c2 − x2

Gε
1
−

2xGε
1

√

√

a4 + 4c2x2
Gε

1
− c2 − x2

Gε
1

2xGε
1
−

4c2xGε
1

√

a4 + 4c2x2
Gε

1

−

−
√

√

a4 + 4c2x2
Gε

1
− c2 − x2

Gε
1

)2
)

1
2

= ε.

Приведем подобные, выполним доступные сокращения и возведем обе части уравнения

в квадрат

x2
Gε

1
+

(

−

√

√

a4 + 4c2x2
Gε

1
− c2 − x2

Gε
1

1− 2c2
√

a4 + 4c2x2
Gε

1

)2

= ε2.

Введем замену

t = x2
Gε

1
,

s =
√
a4 + 4c2t.

Тогда уравнение примет вид

t+

(√
s− c2 − t

1− 2c2

s

)2

= ε2.

Выполним преобразование

s− c2 − t =

(

1− 2c2

s

)2

· (ε2 − t).
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Избавимся от дроби в правой части уравнения и раскроем скобки

s3 − s2c2 − s2t = s2ε2 − s2t− 4c2sε2 + 4c2st + 4c4ε2 − 4c4t.

Приведем подобные, а также из замены s =
√
a4 + 4c2t выразим t =

s2 − a4

4c2
и подставим

в текущее уравнение

s3 − s2c2 = s2ε2 − 4c2sε2 + s3 − sa4 + 4c4ε2 − c2s2 + c2a4.

Приведем подобные и перенесем все слагаемые в левую часть:

ε2s2 − (4c2ε2 + a4)s+ (4c4ε2 + c2a4) = 0.

Мы получили обыкновенное квадратное уравнение. Его корень s равен

s =
4c2ε2 + a4 −

√

(4c2ε2 + a4)2 − 4ε2(4c4ε2 + c2a4)

2ε2
.

Выполнив обратную замену для s и t и раскрыв скобки в правой части равенства, имеем

√

a4 + 4c2x2
Gε

1
=

4c2ε2 + a4 −
√
4c2ε2a4 + a8

2ε2
.

Откуда искомое значение xGε
1

равно

xGε
1
=

√

√

√

√

(4c2ε2 + a4 − a2
√
4c2ε2 + a4

2ε2

)2

− a4

4c2
.

После окончательного упрощения итоговое значение xGε
1

равно

xGε
1
=

√

4c4ε4 + 3c2ε2a4 + 1
2
a2
(

a6 − (4c2ε2 + a4)
3
2

)

− ε4a4

2cε2
. (1.10)

Анализ выражения (1.10) показал, что при 0 < ε 6 ε∗ результат состоит только из мни-

мой части комплексного числа, в то время как для остальных случаев результат состоит

только из действительной части. Это означает, что, принимая во внимание только действи-

тельную часть результата выражения (1.10), мы получим выражение, справедливое как для

гладких, так и негладких случаев ∂+Hε.

На рис. 6 представлен график зависимости xGε
1
. Также нетрудно убедиться в справедли-

вости выражения

lim
ε→∞

xGε
1
= xA1 .

ε

xGε
1

0 ε∗

xA1

Рис. 6. Зависимость значения xGε
1

от ε
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З а м е ч а н и е 1. Изначально предполагалось, что ∂+HεD есть негладкая внешняя граница ми-

нимального по величине ε-слоя. Иными словами, предполагалось, что Eε∗ = EεD . Однако это ока-

залось неверно из-за того, что вогнутость овала Кассини превосходит вогнутость дуги окружности.

Это продемонстрировано на рис. 7, на котором содержится фрагмент вогнутой части Φ, а также

фрагмент окружности O с центром в точке EεD и радиусом εD.

x

y

0

O(EεD , εD)

ΦD1D2

Рис. 7. Степень вогнутости овала Кассини в сравнении с окружностью

Докажем это аналитически. Окружность O имеет место быть при ε < ∞. Как будет показано да-

лее, это справедливо тогда, когда радиус этой окружности пересекает Φ в точке Gε
1, координата xGε

1

которой содержится в полуинтервале 0 6 xGε
1
< xA1 .

Объединив (1.3) и (1.8), получим выражение для ординаты yEεD точки EεD :

yEεD =

√

√

a4 + 4c2x2 − x2 − c2 ·
( 2c2

2c2 −
√
a4 + 4c2x2

)

. (1.11)

Необходимо доказать, что значение этого выражения больше значения выражения (1.7) для ор-

динаты yEε∗ точки Eε∗ :

yEε∗ =
√

a2 − c2
(

2c2

2c2 − a2

)

.

Для этого отметим следующее.

1. Знаменатель дроби в правом множителе правой части выражения (1.11), равный 2c2 −
−
√
a4 + 4c2x2, меньше знаменателя дроби в правом множителе правой части выражения (1.7),

равного 2c2−a2, при x > 0. Это значит, что вся дробь в правой части выражения (1.11) больше

дроби в правой части выражения (1.7).

2. Первый множитель правой части выражения (1.11) больше первого множителя правой ча-

сти выражения (1.7), равного
√
a2 − c2 и являющегося ординатой точки B1 (рис. 2). Эта

точка является локальным минимумом выражения овала Φ (1.1) на указанном выше полу-

интервале 0 6 xGε
1
< xA1 . Предварительно отметим, что перед правой частью выражения

овала Φ (1.1) и правой частью производной этого выражения (1.4) стоят знаки ± и ∓ со-

ответственно. Это обусловлено тем, что каждой точке на оси x из отрезка xC2 6 x 6 xC1

соответствуют две симметричные относительно оси x точки на овале Φ, определяющиеся

выражением (1.1). В дальнейших рассуждениях будем учитывать только тот вариант правой

части выражения (1.1), перед которым стоит знак «плюс» и соответствующий ему вариант

правой части выражения (1.4), перед которым стоит знак «минус», то есть только ту часть

овала Φ, которая находится выше оси x. Тогда, приравняв выражение (1.4) к нулю и решив

полученное уравнение, окажется, что оно имеет три корня. Два корня являются координата-

ми xA1 и xA2 точек A1 и A2 овала Φ (рис. 2; (1.2)), и они не содержатся в рассматриваемом

полуинтервале 0 6 xGε
1
< xA1 . Третий корень, равный нулю, содержится в этом полуин-

тервале и является координатой xB1 точки B1. Это означает, что первый множитель правой
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части выражения (1.11)
√√

a4 + 4c2x2 − x2 − c2 больше первого множителя в правой части

выражения (1.7)
√
a2 − c2 на полуинтервале 0 6 x < xA1 .

Объединяя положения 1 и 2, заключаем, что оба множителя правой части выражения (1.11)

превосходят соответствующие множители правой части выражения (1.7). Это значит, что точка yEεD

расположена выше точки yEε∗ .

На рис. 8 показаны зависимости ординат yEε∗ и yEεD при различных значениях
a

c
, где c = 5,

a ∈ [c,
√
2c].

a

yEεD , yEε∗

0 c
√
2c

yEε∗

yEεD

Рис. 8. Взаимное расположения точек EεD и Eε∗ на оси y при различных соотношениях a и c

Каждой точке hε = (xε, yε) границы ∂+Hε соответствует своя точка на кривой Φ. При-

чем при ε 6 ε∗ каждой точке на кривой Φ соответствует единственная точка hε. Однако при

ε > ε∗ не для всех точек кривой Φ найдется в соответствие точка hε. Множество точек кри-

вой Φ, для которых нет соответствующих точек hε, есть все точки кривой Φ, заключенные

между Gε
1 и Gε

2.

Точки hε = (xε, yε) границы ∂+Hε задаются параметрически. Из (1.5) получаем

xε(x(0)) =















































x(0) − ε
√

1 +
1

y′(x(0))2

при x(0) < xA2 или xGε
1
6 x(0) < xA1 ,

ε
√

1 +
1

y′(x(0))2

+ x(0) при xA2 < x(0) 6 xGε
2

или x(0) > xA1 ,

x(0) при x(0) = xA1 или x(0) = xA2 .

(1.12)

Из (1.6) имеем

yε(x(0)) =











±
(

y(0) − 1

y′(x(0))
· (xε(x(0), ε)− x(0))

)

при x(0) 6= xA1 или x(0) 6= xA2 ,

±(y(0) + ε) при x(0) = xA1 или x(0) = xA2 .

(1.13)

Возможен и другой вариант аналитического представления точек hε. Обратимся к схеме

на рис. 9.
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x

y

0

ϑ

ε

hε =
(

xε(x(0)), yε(x(0))
)

ϕ(0) = (x(0), y(0))

Y = (xε(x(0)), y(0))

Π(ϕ(0))

Рис. 9. К определению первой координаты границы ε-слоя

На рисунке рассмотрим прямоугольный треугольник hεY ϕ(0). Гипотенуза данного тре-

угольника есть отрезок нормали к Φ в точке ϕ(0), длина этого отрезка равна ε. Нас интере-

сует первая координата точки hε. Заметим, что абсцисса точки Y равна искомой абсциссе.

В свою очередь, абсцисса точки Y равна сумме абсциссы точки ϕ(0) и длины катета ϕ(0)Y
рассматриваемого треугольника. Заметим также, что угловой коэффициент прямой, на ко-

торой лежит гипотенуза, в соответствии с определением N(ϕ(0)) равен − 1

y′(x0)
. Это значит,

что острый угол ϑ рассматриваемого треугольника равен

ϑ = arctg

(

− 1

y′(x(0))

)

.

Введем функцию l(x), где x — известный отрезок (для которого известны координаты

его концов), а l(x) — длина отрезка x. Косинус угла ϑ есть отношение искомой длины

к длине гипотенузы, откуда длина катета ϕ(0)Y равна

l(ϕ(0)Y ) = ε · cos
(

arctg

(

− 1

y′(x(0))

)

)

.

Тогда искомая абсцисса xε(x(0)) в данном случае равна

xε(x(0)) = x(0) + l(ϕ(0)Y ) = x(0) + ε · cos
(

arctg

(

− 1

y′(x(0))

)

)

.

Принимая во внимание значение угла наклона N(ϕ(0)) по отношению к оси x, получим

выражение для первой координаты ∂+Hε.

xε(x(0)) =











































x(0) − ε · cos
(

arctg

(

− 1

y′(x(0))

)

)

при x(0) < xA2 или

xGε
1
6 x(0) < xA1 ,

x(0) + ε · cos
(

arctg

(

− 1

y′(x(0))

)

)

при xA2 < x(0) 6 xGε
2

или x(0) > xA1 ,

x(0) при x(0) = xA1 или x(0) = xA2 .
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Аналогично получим выражение для ординаты границы ε-слоя.

yε(x(0)) =



















































±
(

y(0) − ε · sin
(

arctg
(

− 1

y′(x(0))

)

)

)

при x(0) < xA2 или

xGε
1
6 x(0) < xA1(ε),

±
(

y(0) + ε · sin
(

arctg
(

− 1

y′(x(0))

)

)

)

при x(0) > xA1 или

xA2 < x(0) 6 xGε
2
,

±(y(0) + ε) при x(0) = xA1 или x(0) = xA2 .

Окончательное общее выражение координат точек ∂+Hε имеет вид

∂+Hε = {hε ∈ R
2 : hε =

(

xε(x(0)), yε(x(0))
)

}.

Негладкость ε-окрестности может быть охарактеризована углом αε — углом между сим-

метричными относительно оси y отрезками негладкости. Для нахождения величины данно-

го угла дополним рис. 9 обозначением углов и точкой Gε
12 = (0, yGε

1
) (рис. 10).

Eε∗

Eε

EεD

y

x0

D1D2

αε

αε
D

βε

Gε
12 Gε

1Gε
2

Рис. 10. К определению угла αε

Величина данного угла может быть найдена из прямоугольного треугольника EεGε
12G

ε
1

через половинный угол βε =
αε

2
. Длина отрезка негладкости в этом примере равна

l(EεGε
1) =

√

(xEε − xGε
1
)2 +

(

yEε − yGε
1

)2
=
√

x2
Gε

1
+ (yEε − yGε

1
)2.

Длина катета Gε
12G

ε
1 равна

l(Gε
12G

ε
1) = xGε

1
.
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Тогда величина угла αε равна

αε = 2 arcsin

(

l(Gε
12G

ε
1)

l(EεGε
1)

)

= 2 arcsin

(

xGε
1

√

x2
Gε

1
+ (yEε − yGε

1
)2

)

. (1.14)

На рис. 11 представлена зависимость данного угла от величины ε при a = 5.5, c = 5.

ε

αε, рад

0 ε∗

αεD

εD

α4

α25

ε = 4
ε = 25

Рис. 11. Зависимость угла αε от ε

Из рис. 11 видно, что данная зависимость определена на [ε∗,∞), а максимальное значе-

ние угла αε достигается при ε = εD. Из выражения (1.14) нетрудно убедиться в справедли-

вости равенства

lim
ε→∞

αε = 0,

что значит, что геометрия границы ∂+Hε в пределе представляет собой гладкую выпуклую

кривую.

Предположим, что мера невыпуклости α множества Φ
0 с границей Φ достигается в точ-

ке EεD и равна, соответственно, αεD . Напомним, что точка EεD является такой точкой

негладкости, что восстановленная из нее нормаль к множеству Φ
0 пересекает его грани-

цу Φ в точке перегиба D1 (с. 38). Толщина слоя HεD и длина отрезка негладкости ΛεD в

этом случае равна εD. Сформулируем теорему.

Т е о р е м а 1.1. Для односвязного множества Φ
0, границей Φ которого является овал

Кассини с параметрами c < a < c
√
2, мера невыпуклости α достигается в точке неглад-

кости EεD , то есть

α = sup
z∈R2\(Φ0∪Φ)

αε = αεD .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что мера невыпуклости α достигается в отлич-

ной от EεD точке M1, не лежащей на оси y (см. рис. 12).
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replacements

x

y

0

βε
D

βε
D

γ

γ′

βε′

D

D1D2

EεD

Gε
1

Gε
2

M1

M2

E′

Рис. 12. К доказательству о мере невыпуклости α

Точка M1 образована пересечением отрезков негладкости, проведенных из точки пе-

региба овала Кассини D1 и некоторой точки Gε
2. Проведем отрезок M1M2, параллель-

ный оси y. Поскольку предполагается, что мера невыпуклости достигается в точке M1,

то в таком случае угол ∠Gε
2M1D1 должен быть больше по величине, чем угол ∠D2E

εDD1.

Угол ∠D2E
εDD1 равен βD + βD. Угол ∠Gε

2M1M2 обозначим γ. Угол ∠Gε
2M1D1 равен

β ′
D + γ, где β ′

D = βD как соответственные углы при параллельных отрезке M1M2 и оси y.

Угол γ равен углу γ′ так же как соответственные углы при параллельных отрезке M1M2

и оси y. Угол γ′ в свою очередь является угловой мерой невыпуклости ε-слоя величиной

ε < εD. Из выражения (1.14) и рис. 11 получим, что угол γ = γ′ содержится в интерва-

ле
αε∗

2
< γ <

αεD

2
, а это значит, что γ < β ′

D. Тогда β ′
D + γ < βD + βD. Это значит, что

угол ∠Gε
2M1D1 < ∠D2E

εDD1 и, следовательно, не является мерой невыпуклости α овала

Кассини.

Представленные рассуждения справедливы и для других аналогичных отрезку EεDD1

отрезков, лежащих внутри конуса D2E
εDD1, для которых точка D1 заменяется точкой Gε

1

с координатами (xGε
1
, yGε

1
), а точка EεD — некоторой точкой Eε с координатами

(

0, yEε(xGε
1
)
)

.

Это значит, что для любой точки внутри конуса D2E
εDD1, за исключением точки EεD

на оси y, кратчайшие отрезки от которой до Φ образуют острый угол, этот угол не является

мерой невыпуклости α овала Кассини.

Для всех точек, лежащих за пределами конуса D2E
εDD1, то есть над выпуклой частью

границы Φ, существует единственное кратчайшее расстояние до Φ. Это значит, что в таких

точках предполагаемая мера невыпуклости равна 0, что говорит о том, что для любой та-

кой точки острый угол между отрезками нормали к Φ не является мерой невыпуклости α
по определению. �

Значение εD (с. 39) с учетом (1.3) и (1.8) определяется выражением

εD =

√

x2
D +

(

yEεD − y(xD)
)2
.

Для параметров овала Кассини a = 5.5, c = 5 это значение равно εD = 6.254. Тогда мера

невыпуклости α = 0.56 радиан.
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D1D2

x

y

0

Eε∗

E4.4

E5.3

EεD

∂+H0.7

∂+H1.4

∂+H2.1

∂+H2.8

∂+Hε∗

∂+H4.4

∂+H5.3

∂+HεD

α4.4

α5.3

αεD

G4.4
1G4.4

2

G5.3
1G5.3

2

Φ

Рис. 13. Изменение геометрии ε-слоя

На рис. 13 представлен фрагмент Φ, множества различных ε-слоев, а также точки

негладкости и отрезки негладкости при различных значениях ε.
Особый интерес представляет форма ∂+Hε при ε → ∞. Обозначим границу нормиро-

ванного относительно ε слоя ∂+Hε символом ∂+Ĥε∞.

Напомним, что овал Φ описывается выражением (1.1) вида y = y(x(0)), а производ-

ная y′(x(0)) этого выражения в точке ϕ(0) = (x(0), y(0)) определяется выражением (1.4).

В связи с этим параметрические выражения для координат ∂+Ĥε∞ на основании (1.12)

и (1.13) имеют следующий вид:

xε∞(x(0)) = lim
ε→∞

xε(x(0))

xC1 + ε
=







































− 1
√

1 +
1

y′(x(0))2

при x(0) < 0,

1
√

1 +
1

y′(x(0))2

при x(0) > 0,

0 при x(0) = 0;

yε∞(x(0)) = lim
ε→∞

yε(x(0))

xC1 + ε
=















1

y′(x(0))

√

1 +
1

y′(x(0))2

при x(0) 6= 0,

1 при x(0) = 0.

Тогда аналитическое представление ∂+Ĥε∞ имеет вид

∂+Ĥε∞ = {hε∞ ∈ R
2 : hε∞ =

(

xε∞(x(0)), yε∞(x(0))
)

}.

Обозначим символом ∂+Ĥε границу нормированного ε-слоя величиной ε. ∂+Ĥε∞ пред-

ставляет собой единичную окружность (см. рис. 14).
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x

y

0

Φ̂

∂+Ĥ10

∂+Ĥ20
∂+Ĥ75

∂+Ĥε∞

Рис. 14. Геометрия нормированных ∂+Hε при больших значениях ε в сравнении с Φ̂ —

нормированным Φ

§ 2. Площадь Hε

Известно (см., например, [13, с. 176]), что любой выпуклый компакт Z (intZ 6= ∅)

в плоскости R
2 с длиной l(∂Z) границы ∂Z имеет ε-слой

Z(ε) = Zε\intZ, Zε = {z ∈ R
2 : ρ(z, Z) 6 ε} (ε > 0),

площадь S(ε) которого определяется равенством

S(ε) = l(∂Z) · ε+ π · ε2. (2.1)

Справедливость формулы (2.1) для выпуклых компактов рассмотрим на примерах

окружности радиуса r и квадрата со стороной m, а также их ε-слоев (см. рис. 15).

ε

m
r

Рис. 15. К доказательству справедливости формулы (2.1)
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Окружность и граница ее ε-слоя являются концентрическими окружностями. Радиус

второй равен R = r + ε. Тогда площадь Hε может быть найдена из выражения

s1 = πR2 − πr2 = π(r + ε)2 − πr2 = 2πrε+ πε2,

где 2πrε есть длина исходной окружности.

Для квадрата площадь ε-слоя есть сумма площадей четырех прямоугольников со сторо-

нами m и ε и четырех фрагментов окружности, которые при объединении образуют целую

окружность радиуса ε. Тогда площадь Hε квадрата равна

s2 = 4mε+ πε2,

где 4m есть периметр квадрата, то есть длина границы исходного множества.

Возникает естественный вопрос о том, какой формулой представлена площадь S(ε)
ε-слоя, окружающего произвольный (необязательно выпуклый) компакт Z (intZ 6= ∅) в R

2.

Такой вопрос, заданный в весьма общей формулировке, порождает трудную задачу.

Сузим его на невыпуклые компакты Z в R
2, имеющие гладкую замкнутую границу. Приме-

ром такого компакта является рассматриваемое в настоящей работе множество Φ
0 с грани-

цей Φ. Сформулируем теорему.

Т е о р е м а 2.1. Пусть Z — невыпуклый односвязный компакт в R
2 с intZ 6= ∅ и глад-

кой границей ∂Z, состоящей из конечного числа участков выпуклости и вогнутости. Тогда

существует такое ε∗ ∈ (0,∞), что площадь S(ε), 0 < ε 6 ε∗ слоя, окружающего Z, пред-

ставлена формулой (2.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Схему доказательства приведем для множества, близкого по гео-

метрии к множеству Φ
0 с границей Φ. Рассмотрим невыпуклое множество Φc, которое

представляет собой односвязное невыпуклое множество на плоскости. Граница ∂Φc этого

множества составлена из дуг трех больших окружностей радиуса R и дуг четырех малых

окружностей радиуса r = R(
√
2− 1) так, что эти дуги образуют гладкую замкнутую невы-

пуклую кривую, симметричную относительно начала координат. Вместе с этим рассмотрим

ε-слой вокруг множества Φc при условии 0 < ε 6 ε∗. Здесь ε∗ = r. Учитывая симметрию

множества Φc относительно начала координат, изобразим на рис. 16 только ту часть Φ∇ это-

го множества, которая содержится в первом квадранте. Центры окружностей, дуги которых

образуют границу ∂Φc и попадают в первый квадрант, обозначим O1, O2 и O3.

x

y

0

µ+
1

µ−
1

µ+
2 µ−

2

ν+
1 ν−

1

µ1

µ2

ν1
k1

k2

k3

n1

n2

O1

O2

O3

Φc

∂Φc

Рис. 16. Фрагмент Φ∇ множества Φc

В точках перегиба границы ∂Φc восстановим нормали n1 и n2 до их пересечений

с осью x и друг с другом. Обозначим через µ1 и µ2 углы, которые составляют n1 и n2
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с положительными направлениями осей y и x соответственно. Через ν1 обозначим острый

угол между n1 и n2.

Введем также прямые k1, k2 и k3, выходящие, соответственно, из центров O1, O2 и O3

окружностей, параллельные друг другу и лежащие внутри углов µ1, ν1 и µ2 (см. рис. 16).

Эти прямые разбивают углы µ1, ν1 и µ2 на некоторые пары углов µ+
1 , µ−

1 ; ν+
1 , ν−

1 ; µ+
2 , µ−

2

соответственно.

Рассмотрим дополнительно произвольный круг в R
2 радиуса R0 и сектор H ε-слоя

этого круга, заключенный между двумя лучами, выходящими из центра круга под углом ̟.

Площадь SH(ε) этого сектора слоя определяется равенством

SH(ε) = ̟R0 · ε+
̟

2
· ε2, (2.2)

при этом, как видно из (2.2), коэффициент при ε2 определяется только угловой мерой ̟.

На рис. 16 µ−
1 = ν+

1 и ν−
1 = µ+

2 как накрест лежащие углы при k1‖k2 и k2‖k3 соответственно.

Однако, поскольку угол ν1 является угловой мерой вогнутой дуги, то коэффициент при ε2

для этого фрагмента имеет отрицательный знак. Это значит, что угловые меры пар (µ−
1 , ν+

1 )

и (ν−
1 , µ+

2 ) компенсируют друг друга. В таком случае, остаются некомпенсированными толь-

ко фрагменты с угловыми мерами µ+
1 и µ−

2 . Сумма этих углов ввиду k1‖k3 равна
π

2
. Значит,

коэффициент в формуле площади ε-слоя при ε2 для множества Φ∇ равен
π

4
. Тогда для мно-

жества Φc этот коэффициент равен 4 · π
4
= π, так же как в формуле (2.1). Сведение ε-слоев,

окружающих Φc, к рассмотрению отдельных фрагментов ε-слоев в квадрантах обусловлено

их гладкой стыковкой.

Получено, что площадь интересующего ε-слоя вокруг множества Φ
0 с границей Φ мо-

жет быть также рассчитана с помощью формулы (2.1) при условии ε = (0, ε∗]. Длина гра-

ницы Φ определяется выражением

L = 4

∫ xC1

0

√

1 +
(y(x(0))

dx(0)

)2

dx(0).

§ 3. Анализ внутреннего слоя H−ε

Введем обозначения

H−ε = {h ∈ R
2 : h ∈ Φ

0, ρ(h,Φ) 6 ε} — множество всех точек плоскости R
2, принад-

лежащих Φ
0 и отстоящих от Φ на расстоянии, не превосходящем числа ε.

∂−H−ε = {hε ∈ R
2 : h ∈ Φ

0, ρ(h,Φ) = ε} — внутренний участок границы ε-слоя H−ε.

Получим аналитическое представление ∂−H−ε. Как и в случае с ∂+Hε форма ∂−H−ε

может быть как гладкой, так и негладкой в зависимости от значения ε (рис. 17).

Здесь величина ε∗, формирующая минимальную по величине негладкую границу ∂−H−ε∗,

равна

ε∗ = yB1 =
√
a2 − c2.

Координаты точки негладкости E−ε
1 = (xE−ε

1
, yE−ε

1
) по аналогии с (1.8) определяются

соотношениями

xE−ε

1
=

2c2xG−ε

1
√

a4 + 4c2x2
G−ε

1

,

yE−ε

1
= 0.
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x

y

ε = 2.5
ε = 1

G−1
1

G−2.5
1

E−1
1

E−2.5
1

∂−H−1

∂−H−2.5

Φ

0

Рис. 17. Различные геометрии ∂−H−ε

По аналогии с (1.9) координата xG−ε

1
точки G−ε

1 = (xG−ε

1
, yG−ε

1
) может быть найдена из

равенства

√

(

xE−ε

1
− xG−ε

1
)2 + (yE−ε

1
− y(xG−ε

1
)
)2

= ε.

Раскроем скобки и возведем в квадрат обе части

x2
G−ε

1
− 2xE−ε

1
xG−ε

1
+ x2

E−ε

1
+ y(xG−ε

1
)2 = ε2.

Подставим известные значения

x2
G−ε

1
−

4c2x2
G−ε

1
√

a4 + 4c2x2
G−ε

1

+
4c4x2

G−ε

1

a4 + 4c2x2
G−ε

1

+
√

a4 + 4c2x2
G−ε

1

− c2 − x2
G−ε

1
= ε2.

Приведем к общему знаменателю, а затем приведем подобные члены

(

a4 + 4c2x2
G−ε

1

)
3
2 − 4c2x2

G−ε

1

√

a4 + 4c2x2
G−ε

1

− c2a4

a4 + 4c2x2
G−ε

1

= ε2.

Сгруппируем слагаемые в числителе левой части равенства и получим выражение

a4
(

√

a4 + 4c2x2
G1

− c2
)

a4 + 4c2x2
G−ε

1

= ε2.

Выполним замену t =
√

a4 + 4c2x2
G1

и получим квадратное уравнение

ε2t2 − a4t + a4c2 = 0.

Решив это уравнение и выполнив обратную подстановку, получим окончательное выраже-

ние

xG−ε

1
=

a2

2cε2

√

a4 − 2ε2(ε2 + c2)− a2
√
a4 − 4c2ε2

2
. (3.1)

52



Анализ выражения (3.1) показал, что для слоев H−ε при 0 < ε 6 ε∗ результат состо-

ит только из мнимой части комплексного числа, в то время как для остальных случаев

результат состоит только из действительной части. Это означает, что, принимая во вни-

мание только действительную часть результата выражения (3.1), мы получим выражение,

справедливое как для гладких, так и негладких случаев ∂−H−ε.

Координаты точки негладкости Eε∗
1 = (xE

ε∗
1
, yEε∗

1
), соответствующие минимальной

по величине негладкой границе ∂−Hε∗, определяются соотношениями

xE
ε∗
1

= lim
x
G
−ε

1
→0

xE−ε

1
= lim

x
G
−ε

1
→0

2c2xG−ε

1
√

a4 + 4c2x2
G−ε

1

= 0,

yEε∗
1

= 0.

Заметим, что для слоев H−ε значение ε ограничено. Максимальное значение ε соот-

ветствует тому, что H−ε полностью заполняет внутренность овала Кассини. Это возникает

тогда, когда значение точки xG−ε

1
достигает xA1 . Другими словами, максимальное значение

ε = ε0 может быть найдено из равенства

xG
ε0
1

= xA1 ,

или проще

ε0 = yA1 =
a2

2c
.

Запишем универсальное представление xGε
1
:

xGε
1
=































Re

(

√

4c4ε4 + 3c2ε2a4 + 1
2
a2
(

a6 − (4c2ε2 + a4)
3
2

)

− ε4a4

2cε2

)

для Hε,

Re

(

a2

2cε2

√

a4 − 2ε2(ε2 + c2)− a2
√
a4 − 4c2ε2

2

)

для H−ε.

На рис. 18 представлен график зависимости xGε
1

от ε. Слева от оси y представлен график

зависимости координаты xGε
1

для слоев H−ε, а справа — для слоев Hε.

ε

xGε
1

ε∗ ε∗

xA1ε0

0

Рис. 18. Зависимость абсциссы xGε
1

от ε
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Площадь слоя H−ε также определяется формулой (2.1) при условии 0 < ε 6 ε∗. Однако

при этом знак перед коэффициентом при ε2 имеет противоположное поведение относитель-

но случаев для слоя Hε. То есть для слоя H−ε формула (2.1) принимает вид

S−(ε) = l(∂Z) · ε− π · ε2.

Так, например, при расчете площадей фрагментов слоя H−ε, расположенных под выпук-

лой частью границы Φc (см. рис. 16) и образованных углами µ1 и µ2, коэффициент при ε2

имеет отрицательный знак, а при расчете площади фрагмента, расположенного под вогну-

той частью и образованного углом ν1, коэффициент при ε2 имеет положительный знак.

В частности может быть рассчитана площадь слоя H−ε для множества Φ.

Заключение

В результате исследования получены формулы, описывающие ε-слои вокруг односвяз-

ного множества, границей которого является гладкая невыпуклая (в общем случае) кривая

с известным аналитическим представлением — овал Кассини.

Сформулирована и на примере схожего по геометрии невыпуклого односвязного мно-

жества с гладкой границей доказана теорема о справедливости применения формулы для

расчета площади ε-слоя, окружающего выпуклые множества, для случаев невыпуклых мно-

жеств.

Дальнейшее развитие представленной работы предполагает исследование более обще-

го случая односвязных невыпуклых множеств, граница которых состоит из бесконечного

числа участков выпуклости и вогнутости. Также вызывает интерес расширение получен-

ных результатов на частный случай овала Кассини с негладкой границей — лемнискату

Бернулли.
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The paper studies the geometry of a closed nonconvex smooth simply connected curve on a plane — of

the Cassini oval, as well as the geometry of the ε-layer around the set whose boundary is the Cassini oval.

Various analytical representations of the ε-layer boundary are formed, and special points of this boundary

are described. The measure of nonconvexity α of a simply connected set whose boundary is the Cassini

oval is determined, and the angular characteristic of nonconvexity of its ε-neighborhood is defined.
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