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Введение

Задачи о внешней (покрытие) и внутренней (упаковка) аппроксимации множества с по-

мощью набора однотипных элементов известна еще со времен Лагранжа и Гаусса. Для

случая, когда элементы являются кругами, показано, что плотнейшая упаковка и тончай-

шее покрытие имеют гексагональную структуру [1,2]. Однако для ограниченных множеств

такую структуру вблизи границ для упаковки соблюсти невозможно. Для покрытия же это

может привести к возрастанию избыточности, иначе говоря, площади покрытия, выходящей

за границы множества. Несмотря на долгую историю изучения, существует сравнитель-

но небольшое количество доказанных оптимальных покрытий и упаковок [3–5], причем

они найдены для простейших множеств: круга, квадрата, треугольника. Зачастую, авторы,

не предъявляя конкретных покрытий и упаковок, строят теоретические оценки их плотно-

сти [6, 7].

В случае более сложных множеств и с ростом количества аппроксимирующих эле-

ментов, исследователям приходится применять численные методы. Соответственно, здесь

речь идет о наилучших из известных (best-of-known), допустимых (feasible) или локально-

оптимальных аппроксимациях [8, 9].

Численному исследованию указанных задач и различных их модификаций посвящены,

без преувеличения, сотни работ. Поскольку подробный обзор не является целью данной

статьи, отметим лишь некоторые из них. В целом, можно выделить методы, основанные

либо на сведении к задачам математического программирования (линейного и нелиней-

ного, непрерывного и целочисленного), либо использующие эвристики различной приро-

ды (пространственный поиск, биоинспирированные, бильярдное моделирование, волновые

принципы и др.) [10–12].

В частности, в работах [13,14] авторы преобразуют задачу упаковки в задачу линейного

целочисленного программирования большой размерности. В работе [15] разработана мо-

дификация метода возможных направлений для нахождения локального минимума и пред-
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ставлены оптимальные покрытия до 100 кругов. В [16] авторы предлагают алгоритм ветвей

и границ, который позволяет найти оптимальное покрытие с произвольной точностью.

Из наиболее известных эвристических методов выделим поиск с чередующимися окрес-

тностями (Variable Neighborhoods Search) [17], FSS (Formulation Space Search) [18,19], жад-

ный поиск [20]. В работах [21,22] авторы используют силы отталкивания для «раздвигания»

кругов и максимизации их радиусов. Укажем особо работу [23], в которой авторы авторы

также предлагают алгоритм, позволяющий задать неевклидову метрику.

Отметим, что задачи построения покрытий и упаковок тесно связаны с приложениями.

Они возникают при изучении структуры минералов [24], при размещении логистических

объектов [16, 25, 26], при проектировании систем сенсоров [27, 28], в мониторинге загряз-

нения воды и воздуха [29], при организации систем видеонаблюдения [30–32].

Подход, развиваемый в данной статье, относится к эвристикам на основе физических

принципов: используется аналогия между распространением света в оптически неоднород-

ной среде и минимизацией интегрального функционала, задающего метрику [33]. В каче-

стве меры удаленности двух точек выступает наименьшее время, за которое можно попасть

из одной точки в другую. Иначе говоря, границей упаковываемого или покрывающего кру-

га является изохрона. Подобные задачи возникают в приложениях, в частности, в системах

гидролокации [34, 35] и подводного наблюдения [36], когда радиус обзора напрямую за-

висит от оптической проницаемости среды. Для решения задач покрытия такими кругами

и шарами ранее нами были предложены алгоритмы, основанные как на уже упоминавшейся

оптико-геометрической аналогии [37–40], так и на основе геометрических методов [41,42].

Целью настоящей статьи является построение покрытий в случае, когда характеристики

среды изменяются во времени.

§ 1. Постановка задачи

Пусть задано компактное множество M на плоскости R
2. Пусть на множестве D∗ ⊂

⊂ [0, ϑ]×D задана липшицева положительная функция f(t, x, y). Будем считать расстоянием

между точками a ∈ D и b ∈ D в вариационной динамической метрике

ρt0f (a,b) = min
Γ∈G(a,b)

∫

Γ

dΓ

f(t, x, y)
, (1.1)

где G(a,b) — множество всех спрямляемых кривых, вложенных в D, соединяющих точки a

и b. Параметр t при этом изменяется от t0 непрерывно при движении по кривой Γ на вели-

чину, равную времени распространения сигнала со скоростью f(t, x, y) вдоль кривой Γ.

Пусть заданы момент времени t0 и функция f(t, x, y). Требуется найти такую точку

x ∈ D, чтобы величина

H(M,x) = max
m∈M

ρt0f (x,m) (1.2)

была минимальной при всех x ∈ D. Множество точек

Ot0
f (x, r) = {y ∈ R

2 : ρt0f (y,x) 6 r}

будем называть «кругом» в динамической метрике. Величину r > 0 будем считать «радиу-

сом» этого «круга».

В более общей постановке требуется найти набор X = {xi}
n
i=1 из заданного числа

точек n такой, чтобы величина

H(M,X) = min
xi∈X

H(M,xi) (1.3)

была минимальной при всех X ⊂ D. Точки из массива X служат центрами «кругов» в дина-

мической метрике, которые образуют покрытие компакта M при их минимально возможном

«радиусе».

59



§ 2. Алгоритмы решения задачи

2.1. Случай покрытия из одного элемента

Рассмотрим вопрос о вычислении величины (1.1) для заданной точки (x0, y0) = x0

и об отыскании новой точки x̂0, которая должна стать центром «круга» меньшего ради-

уса в динамической метрике. Ограничимся случаем, когда множество M — выпуклый мно-

гоугольник P с набором упорядоченных вершин pi, i = 1, . . . , p. Зададим число точек

разбиения волнового фронта на отрезки N и шаг по времени ∆t. Затем строятся волновые

фронты Φ(j), ограничивающие «круги» U (j) радиуса j∆t в динамической метрике.

1. Вычисляется значение текущей величины v0 = f(t0, x0, y0). Выполняется построение

окружности ∂O(x0, v0)∆t и построение на ней N точек f
(1)
i , i = 1, . . . , N , в вершинах пра-

вильного N-угольника, вписанного в окружность (против часовой стрелки). Он считается

первым волновым фронтом Φ(1). Установка счетчика j = 1.

2. Для каждой точки f
(j)
i , i = 1, . . . , N , строится вектор, направленный по биссектрисе

угла, образованного отрезками, соединяющими ее с соседними. На внешнем направлении

от текущего фронта откладывается отрезок длины f(tj , x
(j)
i , y

(j)
i )∆t. Его конец принимается

в качестве точки f
(j+1)
i .

3. Выполняется анализ, вложен ли многоугольник P в область U (j), ограниченную фрон-

том Φ(j). Для этого проверяется, входит ли каждая вершина в многоугольную область U (j).

Затем для каждой стороны многоугольника проверяется, есть ли пересечение с той частью

фронта Φ(j), который ограничивает область U (j).

4. Если не выполняется условие P ⊂ U (j), то переход к пункту 2.

5. Записывается массив вершин, которые покрыты волновым фронтом только на послед-

нем шаге. Записывается массив сторон, которые были покрыты волновым фронтом только

на последнем шаге. Инкремент счетчика j := j + 1.

6. Строится аппроксимация волнового фронта, который строго покрывает множество P .

Для этого строится линейная аппроксимация волнового фронта

Φ̃(j)(α) = αΦ(j) + (1− α)Φ(j−1),

набор ломаных с вершинами f̃
(j)
i , i = 1, . . . , N .

7. Выделяется набор точек mk ∈ ∂P , которые лежат на аппроксимации фронта Φ̃(j)(α),
который первым строго покрывает многоугольник P . Строятся аппроксимации траекто-

рий Tk, которые в динамической метрике ведут от x0 к точкам mk, путем вычисления

номеров точек на концах того отрезка Φ̃(j)(α), который содержит каждую из точек mk,

а затем их линейной комбинации, которая совпадает с mk, т. е. находятся числа i∗ и β та-

кие, что mk = β f̃
(j)
i∗ + (1 − β)f̃

(j)
i∗+1. В качестве Tk принимается ломаная с вершинами x0,

f
(1)
i∗ + (1− β)f

(1)
i∗+1, f

(2)
i∗ + (1− β)f

(2)
i∗+1, . . . , βf

(j)
i∗ + (1− β)f

(j)
i∗+1, β f̃

(j)
i∗ + (1− β)f̃

(j)
i∗+1.

8. Для построения новой аппроксимации x̂0 строится набор векторов W = {wk}, равных

разности аппроксимаций начала траекторий Tk, лежащих на Φ(1). Затем координаты нового

центра вычисляются по формуле

x̂0 = x0 + γc(W ), (2.1)

где c(W ) — чебышёвский центр множества W , параметр γ ∈ (0, 1) выбирается в зависимо-

сти от настроек программного комплекса.

9. В качестве аппроксимации величины H(M,x0) берется (j + α− 1)∆t.

10. Вывод результатов и конец работы.
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2.2. Случай покрытия из нескольких элементов

Если разработан приемлемый алгоритм решения задачи для одной точки, то на его базе

можно перейти к случаю массива из нескольких точек. Пусть задан массив X = {xi}
n
i=1⊂D.

О п р е д е л е н и е 2.1. Обобщенной зоной Дирихле точки xi из массива X в компак-

те M назовем множество

Z(i)(M,X) ,

{
m ∈ M : ρt0f (m,xi) = min

j=1,n
ρt0f (m,xj)

}
. (2.2)

О п р е д е л е н и е 2.2. Множеством обобщенных центров компакта M назовем

C(M) ,

{
c ∈ D : H(M, c) = min

d∈D
H(M,d)

}
. (2.3)

Для текущего массива X следующая его итерация X̂ = {x̂i}
n
i=1 ⊂ D строится по следу-

ющему алгоритму. Для каждого i = 1, n вычисляется Z(i)(M,X). Если Z(i)(M,X) 6= ∅, то

x̂i := c, (2.4)

где c — произвольная точка из C(Z(i)(M,X)). Если Z(i)(M,X) = ∅, то

x̂i := m, (2.5)

где m — произвольная точка из M.

Т е о р е м а 2.1. Пусть задан массив центров «кругов» X ⊂ D из n элементов. Тогда

для массива X̂ ⊂ D, построенного по формулам (2.4), (2.5), справедлива оценка

H(M, X̂) 6 H(M,X). (2.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим I = {i ∈ 1, n : Z(i)(M,X) 6= ∅}. Согласно форму-

ле (2.3) имеет место

M =
⋃

i∈I

Z(i)(M,X). (2.7)

Согласно формуле (2.2), можно записать равенство

H(M,X) = max
i∈I

H(Z(i)(M,X),xi). (2.8)

Из определения (2.2) следует, что для i ∈ I полученная по формуле (2.4) точка x̂i удо-

влетворяет оценке

H(Z(i)(M,X), x̂i) 6 H
(
Z(i)(M,X),xi

)
. (2.9)

Из (2.7) и (2.9) вытекает

H(M, X̂) 6 max
i∈I

H(Z(i)(M,X), x̂i) 6 max
i∈I

H
(
Z(i)(M,X),xi

)
.

Из последнего неравенства и равенства (2.8) следует оценка (2.6). �
З а м е ч а н и е 1. Для каждой точки x̂i с номером i /∈ I обобщенная зона Дирихле Z(i)(M, X̂)

будет непустым множеством, поскольку в множестве, согласно (2.5), можно выделить сколь угодно

малую окрестность точки x̂i, которая пересекается с M . А значит, сигнал в эту часть M приходит

от x̂i быстрее, чем от любой несовпадающей с ней точки из X̂.
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§ 3. Примеры решения задач

На базе алгоритма, предложенного в § 2, модернизирован программный комплекс [45]

построения оптимального покрытия множества. Он находит аппроксимацию минимума

функции (1.2) на множестве D.

Рассмотрим задачу о построения оптимального покрытия квадрата

M = {(x, y) : |x| 6 1, |y| 6 1} (3.1)

в динамической среде с метрикой (1.1), в которой скорость распространения сигнала равна

f(t, x, y) = f0 + atx+ bty (3.2)

при различных f0, a, b и разных начальных моментах времени t0. Для «кругов» в динамиче-

ской метрике со скоростью распространения сигнала (3.2) являются кругами в евклидовой

метрике. Но координаты центра в динамической метрике и чебышёвского центра круга

в общем случае не совпадают.

П р и м е р 3.1. Рассмотрим задачу о покрытии при f0 = 2.5, a = 0.25, b = 0.125.
Моменты времени t0 берутся от 0 до 4 с шагом 0.4.
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Рис. 1. Центры «кругов» оптимального по-

крытия в примере 3.1
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Рис. 2. Радиусы «кругов» оптимального по-

крытия в примере 3.1

Точка, соответствующая последнему моменту времени, выделена фиолетовым цветом.

Угол наклона прямой, на которой находятся центры, примерно равен −0.5384.

П р и м е р 3.2. Рассмотрим задачу о покрытии при f0 = 3, a = 1/3, b = 1/9. Моменты

времени t0 берутся от 0 до 4 с шагом 0.4.
Угол наклона прямой, на которой находятся центры, примерно равен −0.3308.

П р и м е р 3.3. Рассмотрим задачу о покрытии при f0 = 3, a = 0.25, b = 0.25. Моменты

времени t0 берутся от 0 до 4 с шагом 0.4.
Угол наклона прямой, на которой находятся центры, примерно равен −0.9259.

В примерах 3.1–3.3 видно, что с увеличением начального момента времени t0 центр

«круга» оптимального покрытия в динамической метрике все дальше отходит от чебышёв-

ского центра компакта M . При этом «радиус» круга Ot0
f (c, r) увеличивается, что связано

с уменьшением скорости распространения сигнала при уменьшении абсциссы и ординаты

согласно формуле (3.2) при положительных a и b.
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Рис. 3. Центры «кругов» оптимального по-

крытия в примере 3.2
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Рис. 4. Радиусы «кругов» оптимального по-

крытия в примере 3.2
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Рис. 5. Центры «кругов» оптимального по-

крытия в примере 3.3
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Рис. 6. Радиусы «кругов» оптимального по-

крытия в примере 3.3

П р и м е р 3.4. Рассмотрим задачу о покрытии для множества (3.1) при скорости рас-

пространения сигнала в среде

f(t, x, y) =
2

(x− 2)2 + (y − 1)2 + 1
+ 0.25t+ 0.25 (3.3)

при начальном моменте времени t0 = 0. Координаты центра «круга» в динамической мет-

рике x0 = (−0.1285,−0.0444), его радиус R = 1.4514. В примере 3.4 форма «круга» в ди-

намической метрике существенно отличается от круга в евклидовой метрике.

Перейдём к более сложным задачам о покрытии в динамической метрике наборами

из нескольких элементов. Их построение выполняется на базе алгоритмов, реализующих

формулы (2.4), (2.5). Корректность их работы основывается на теореме 2.1. Они строят

аппроксимацию массива X ⊂ D, для которого минимально значение величины (1.3).

П р и м е р 3.5. Рассмотрим задачу о построения оптимального покрытия прямоуголь-

ника

M = {(x, y) : |x| 6 1.5, |y| 6 1} (3.4)
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Рис. 7. Покрытие множества (3.1) в динамической метрике со скоростью распространения

сигнала (3.3)

при скорости распространения сигнала в среде (3.3) набором из двух «кругов» при началь-

ном моменте времени t0 = 0 и t0 = 1.
При t0 = 0 координаты центров «кругов» x1 = (−1.130,−0.017) и x2 = (0.253,−0.122),

их «радиус» в вариационной метрике R = 1.7306. Покрытие показано на рис. 8.

При t0 = 1 координаты центров «кругов» x1 = (−1.076,−0.015) и x2 = (0.347,−0.106),
их «радиус» в вариационной метрике R = 1.3373. Покрытие показано на рис. 9.
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Рис. 8. Покрытие множества (3.4) в динами-

ческой метрике со скоростью распростране-

ния сигнала (3.3) двумя «кругами» при t0 = 0
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Рис. 9. Покрытие множества (3.4) в динами-

ческой метрике со скоростью распростране-

ния сигнала (3.3) двумя «кругами» при t0 = 1

П р и м е р 3.6. Рассмотрим задачу о построения оптимального покрытия прямоуголь-

ника (3.4) при скорости распространения сигнала в среде (3.3) набором из трёх «кругов»

при начальном моменте времени t0 = 0 и t0 = 1.
При t0 = 0 координаты центров «кругов» x1 = (−0.874,−0.480), x2 = (0.539,−0.240),

x3 = (−0.761, 0.529), их «радиус» в вариационной метрике R = 1.4175. Покрытие показано

на рис. 10.
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При t0 = 1 координаты центров «кругов» x1 = (0.458,−0.101), x2 = (−1.373,−0.012),
x3 = (−0.810,−0.026), их «радиус» в вариационной метрике R = 1.2675. Покрытие пока-

зано на рис. 11. Заметим, что при t0 = 0 все три «круга» Ot0
f (xi, R), i = 1, 3, имеют общую
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Рис. 10. Покрытие множества (3.4) в динами-

ческой метрике со скоростью распростране-

ния сигнала (3.3) тремя «кругами» при t0 = 0
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Рис. 11. Покрытие множества (3.4) в динами-

ческой метрике со скоростью распростране-

ния сигнала (3.3) тремя «кругами» при t0 = 1

область. При t0 = 1 «круги» Ot0
f (x1, R) и Ot0

f (x2, R) не пересекаются.

В примерах 3.4–3.6 форма «кругов» в динамической метрике существенно отличает-

ся от круга в евклидовой метрике. Это обусловлено тем, что среда является сферически-

слоистой, скорость распространения сигнала в фиксированный момент времени определя-

ется расстоянием от точки x̆ = (2, 1). При этом радиус «кругов» покрытия с увеличением

начального момента времени уменьшается, поскольку с ростом t увеличивается скорость

распространения сигнала согласно формуле (3.3). «Круги» с центром в точке x имеют ось

симметрии, проходящую через точки x и x̆. В случае x = x̆ «круги» в вариационной метри-

ке будут и кругами в евклидовой метрике, но их «радиусы» не будут совпадать с радиусами

в обычном понимании.

§ 4. Заключение

Основным итогом исследования является то, что полученные ранее результаты по по-

строению оптимальных покрытий ограниченных множеств в неевклидовой метрике частич-

но перенесены на динамический случай. Рассмотрение подобных задач актуально в связи

с приложениями, поскольку зачастую зона действия различных сенсоров зависит от по-

годы и иных природно-климатических факторов, которые обладают большой вариативно-

стью. При этом учет возможности изменения среды со временем приводит к существенному

усложнению постановки. Тем не менее, авторам удалось разработать и реализовать вычис-

лительный алгоритм для решения данной задачи, эффективность которого протестирована

на модельных примерах. Обосновать сходимость алгоритма пока не удалось (и не факт, что

это вообще возможно), однако было доказано утверждение о его свойствах.

В качестве перспективного приложения полученных результатов можно рассмотреть

проблему моделирования движения группировки подводных роботов, целью которой яв-

ляется сплошной мониторинг дна водоема. При этом радиус действия системы сенсоров

у аппаратов может быть различным и зависеть от состояния окружающей среды, кото-

рая, в свою очередь, может изменяться со временем. Помимо прикладных задач, возможно
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и сугубо математическое развитие проведенных исследований, в частности, в направлении

доказательства утверждений о свойствах вычислительных алгоритмов.
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The paper deals with the problem of constructing the thinnest covering for a convex set by a set of similar

elements. As a distance between two points, we use the shortest time it takes to achieve one point from

another, and the boundary of each covering circle is an isochron. Such problems arise in applications,

particularly in sonar and underwater surveillance systems. To solve the problems of covering with such

circles and balls, we previously proposed algorithms based both on variational principles and geometric

methods. The purpose of this article is to construct coverings when the characteristics of the medium

change over time. We propose a computational algorithm based on the theory of wave fronts and prove

the statement about its properties. Illustrative calculations are performed.

Funding. The study of A. A. Lempert was funded by the Ministry of Science and Education of the

Russian Federation in the framework of the basic part, project no. 121041300065-9.

REFERENCES
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