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О ЯВНОМ ВЫРАЖЕНИИ РЕШЕНИЯ РЕГУЛЯРИЗИРУЮЩЕЙ ПО ТИХОНОВУ
ЗАДАЧИ ОПТИМИЗАЦИИ ЧЕРЕЗ ПАРАМЕТР РЕГУЛЯРИЗАЦИИ
В КОНЕЧНОМЕРНОМ СЛУЧАЕ

Как известно, при использовании метода регуляризации Тихонова для решения операторных урав-

нений I рода приходится минимизировать регуляризованный функционал невязки. Точка минимума

определяется из так называемого уравнения Эйлера, которое в конечномерном случае, а также при

его дискретизации, записывается как зависящая от параметра регуляризации система линейных ал-

гебраических уравнений специального вида. При этом существуют различные способы выбора пара-

метра регуляризации. В частности, в рамках принципа обобщенной невязки приходится решать со-

ответствующее уравнение обобщенной невязки относительно параметра. А это (при его численном

решении) предполагает, в свою очередь, многократное решение параметризованной системы линей-

ных алгебраических уравнений. В данной статье получена явная простая и эффективная формула

решения однопараметрической системы для произвольного значения параметра. Приводятся пример

вычислений по указанной формуле, а также пример численного решения интегрального уравнения

Фредгольма I рода при использовании этой формулы, подтверждающий ее эффективность.
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Введение

Как указано в [1], линейные дискретные некорректные задачи вида

Az = b, (0.1)

то есть фактически системы линейных алгебраических уравнений с плохо обусловленной

матрицей A, возникают в различных постановках, включая дискретизацию интегральных

уравнений Фредгольма первого рода, задачи распознавания образов, алгоритмы машинного

обучения и т. д. (там же см. соответствующую библиографию). Далее будем считать, что

A — матрица размера m × n, а столбец b ∈ R
m. В рамках метода регуляризации Тихонова

исходная задача (0.1) заменяется задачей минимизации

(
‖Ax− b‖2 + λ2‖Lx‖2

)
→ min

x∈Rn

,

где матрица L может выбираться различными способами и называется матрицей регуляри-

зации. Классический способ L = E. Параметр α = λ2 > 0 называется параметром регуля-

ризации. Решение указанной задачи оптимизации определяется как решение системы:

(A∗A+ λ2L∗L)x = A∗b. (0.2)

В свою очередь, см., например, [2, с. 345–347], система (0.2) имеет единственное решение,

если rank

(
A

L

)
= n, или, равносильно, если нуль-пространства матриц A и L пересекаются

лишь тривиальным образом, то есть N(A) ∩ N(L) = {0}. Ясно, что при наличии обратной
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матрицы L−1 это условие будет выполнено. В соответствии с вышеизложенным, разработа-

ны различные подходы к практическому решению некорректных задач вида (0.1). Сделаем

краткий обзор на эту тему.

1. Метод QR-факторизации [2, с. 345–347]. Исходная задача заменяется на новую с мат-

рицей

(
A

λL

)
и правой частью

(
b

0

)
, а к ней уже применяется метод QR-факторизации.

Решение исходной системы сводится к решению некоторой системы с треугольной мат-

рицей.

2. Итерационные методы. Для определения оптимального значения параметра регуля-

ризации можно использовать различные методы, в частности, метод обобщенной невязки.

В рамках этого метода приходится решать так называемое уравнение обобщенной невязки.

Численное решение этого уравнения представляет собой итерационный процесс, в ходе ко-

торого систему (0.2) приходится решать многократно при различных значениях параметра.

С другой стороны, систему (0.2) тоже можно решать итерационными методами. Отсюда воз-

никает идея совместить эти два итерационных процесса в один. На этом пути получаются

итерационные методы регуляризации, в которых текущий вектор zk на очередной итерации

может рассматриваться как регуляризованное решение с номером итерации k, играющим

роль параметра регуляризации. Например, в [2, с. 709] для случая L = E итерационный

процесс описывается формулой [2, (4.5.67)]:

zk+1 = zk + (A∗A+ λ2E)−1A∗(b− Azk),

при фиксированном λ, z0 = 0 и z1, взятом как стандартное регуляризованное решение

Тихонова.

3. Методы бидиагонализации. Основная идея — свести решение исходной системы к ре-

шению системы с двухдиагональной матрицей, за счет некоторого разложения (в частности,

GSVD-разложения) матриц. GSVD (generalized singular value decomposition) матричной па-

ры {A,L} — это факторизации вида

A = UFXT , L = V GXT ,

где U ∈ R
m×m и V ∈ R

p×p ортогональные, X ∈ R
n×n — невырожденная, а F , G — диа-

гональные матрицы специального вида. В частности, в [2, 2.3.3, с. 263] описывается ме-

тод бидиагонализации Голуба–Кахана (Golub–Kahan bidiagonalization). Аналогичные мето-

ды, эффективные для матриц большой размерности, см. в [3–5].

4. Разработка упрощенных методов поиска параметра регуляризации, близкого к оп-

тимальному. Как указано в [1], разработаны различные методы поиска: generalized cross-

validation (GCV), L-curve, quasi-optimality, Stein’s unbiased risk estimate (SURE) и т. д. (там

же см. соответствующую библиографию). Собственно в [1] предлагается еще один такой

метод. В работе [6] задача поиска параметра регуляризации формулируется как многокри-

териальная задача оптимизации, при условии m > n. В [7, 8] предлагаются новые эвристи-

ческие методы поиска параметра регуляризации и производится сравнение с другими эври-

стическими методами. См. также обзор [9]. В [10] предлагается метод построения нижней

и верхней оценок оптимального значения параметра регуляризации, эффективный для ре-

шения задач большой размерности и родственный методу GCV. Его развитие см. в [11]. Дру-

гие подходы к выбору параметра регуляризации для задач большой размерности см. в [12].

5. Получение явной и простой формулы для выражения решения системы вида (0.2)

непосредственно через параметр. Из всех существующих на данный момент работ, реали-

зующих эту идею, автору удалось найти лишь работу [13]. Поскольку этот подход наиболее

близок к тематике нашей статьи, остановимся на ней подробнее. Получены явные фор-

мулы [13, (2.7), (2.16)]. Их использование предполагает QR-факторизацию матрицы

(
A

L

)
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(то есть представление в виде произведения QR, где Q — ортогональная матрица, R —

верхняя треугольная матрица). Затем Q представляется в виде

(
Q1

Q2

)
, Q1 : m×n, Q2 : p×n,

R : n × n. И требуется еще получить SVD (singular value decomposition)-разложение (син-

гулярное разложение) матрицы Q1. Формула [13, (2.16)] — трехсоставная, в зависимости

от характера значений сингулярных чисел матрицы Q1. На самом деле стыковка непре-

рывная, поэтому это неважно. Как указано в [13], вычисление QR-факторизации требует

порядка 3
1

3
n3 flops1; SVD — соответственно, от 12n3 до 22n3 flops. Однако в [13] предпо-

лагаются выполненными следующие ограничения: сингулярные числа матрицы Q1 должны

быть в пределах от 0 до 1 [13, (2.3)], а параметр λ ∈ (0, 1) (см. замечание после [13, (2.8)]).

Кроме того, предполагается, что точная система (0.1) совместна, замечание перед [13, (1.6)].

Мы в настоящей статье предлагаем алгоритм, более дешевый в вычислительном плане,

поскольку QR-факторизация не требуется, требуется лишь сингулярное разложение, и к то-

му же, для квадратной матрицы порядка n, плюс разложение Холецкого для квадратной

симметричной положительно определенной (во многих случаях, трехдиагональной) матри-

цы. И при этом не накладывается никаких специальных ограничений, совместность систе-

мы (0.1) не требуется, а формула имеет более простой вид.

Как видно из сказанного выше, см. также [14–18], при использовании метода регуляри-

зации Тихонова в сочетании с принципом обобщенной невязки для решения некорректных

задач возникает необходимость многократного (при различых значениях параметра) реше-

ния однопараметрической системы линейных алгебраических уравнений вида:

(M∗M + αC)z = f, (0.3)

где M — матрица размера m× n, C — симметричная, положительно определенная матрица

порядка n, α > 0 — числовой параметр.

Рассмотрим, например, задачу решения системы линейных алгебраических уравнений

с приближенно известными исходными данными:

Aεz = uε,

где Aε — известное приближение с точностью ε > 0 неизвестной матрицы A размера m×n,

uε — известное приближение с точностью ε неизвестного столбца правых частей u ∈ R
n.

В соответствии с принципом регуляризации Тихонова, в качестве приближенного решения

точной системы принимается zαε — точка минимума сглаживающего функционала невязки

Mε
α(z) = |Aεz − uε|2 + α|z|2

при том или ином специальном выборе параметра α. В частности, в рамках метода обоб-

щенной невязки, значение α ищется как решение так называемого уравнения обобщенной

невязки, в которое входит zαε . При этом можно заметить, что

Mε
α(z) = (Aεz, Aεz)− 2(Aεz, uε) + |uε|2 + α(Ez, z) = (Bz, z)− 2(v, z) + |uε|2 + α(Ez, z),

где B = A∗

εAε, v = A∗

εuε. Отсюда

1

2
∇Mε

α(z) = (B + αE)z − v.

1flops (а также: flop/s, флопс или флоп/с) — акроним от англ. FLoating-point Operations Per Second — вне-

системная единица, используемая для измерения производительности компьютеров, показывающая, сколько

операций с плавающей запятой в секунду выполняет данная вычислительная система. В соответствии с рус-

скоязычной терминологией, речь идет о количестве арифметических операций.
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Таким образом, zαε определяется как решение уравнения

(B + αE)z = v

вида (0.3). И при численном решении уравнения обобщенной невязки указанное матричное

уравнение приходится решать многократно при различных значениях параметра α > 0.
На самом деле уравнение вида (0.3) возникает также и при решении более сложных задач.

В частности, например, при решении интегральных уравнений Фредгольма I рода — далее

мы остановимся на этом подробнее.

При не слишком малых α > 0 (например, α > 0.001) для решения матричного уравне-

ния (0.3) можно использовать стандартные методы или соответствующие процедуры мате-

матических пакетов, в частности, оператор «обратный слэш» в системе MATLAB. Но при

малых α > 0 матрица системы будет уже плохо обусловленной. Поэтому решение стан-

дартными методами будет неаккуратным, и станет «блуждать» (не будет стремиться к нор-

мальному решению). Практика вычислений показывает, что если, скажем, применять метод

сопряженных градиентов для многократного решения системы (0.3) в процессе применения

метода регуляризации Тихонова в сочетании с принципом обобщенной невязки при реше-

нии той или иной некорректной задачи, то получаются плохие результаты за счет быстрого

накопления погрешности. Существенно улучшить результат можно, если каждый раз выби-

рать начальную точку в методе сопряженных градиентов случайным образом. Этот прием

снимает систематическую погрешность при вычислении вектора решения системы (0.3).

Тем не менее, результат все равно получается далекий от идеального. Поэтому возникает

потребность в другом, более устойчивом методе для решения системы (0.3). В этом каче-

стве, вообще говоря, можно использовать метод квадратных корней, см., например, [19,

§ 2.5, с. 72–74]. Вообще, при наличии специальных свойств матрицы системы применимы

эффективные алгоритмы, основанные на том или ином специальном разложении матриц,

входящих в систему (в частности, разложении Холецкого, сингулярном разложении и т. д.),

см., например, [19, 20] Так, при использовании метода квадратных корней в ходе вычисле-

ний наблюдается более высокая устойчивость численного решения, за счет чего результаты

для исходной (некорректной) задачи получаются достаточно хорошими. При использовании

оператора «обратный слэш» в системе MATLAB характер устойчивости и адекватности чис-

ленного решения оказывается примерно таким же, но при большей скорости вычислений

(хотя при малых значениях параметра α выдается предупреждение о плохой обусловлен-

ности матрицы). Однако, какие бы методы для решения систем линейных алгебраических

уравнений общего вида здесь ни использовались, система (0.3) будет решаться каждый раз

заново для очередного значения параметра α. Здесь возникает мысль каким-то образом по-

лучить единообразную и при этом простую формулу для решения системы (0.3), которая

не требовала бы проведения сложных вычислений для каждого нового значения парамет-

ра α и обеспечивала бы точность и устойчивость численного решения при сколь угодно

малых значениях этого параметра.

Что касается применения принципа регуляризации Тихонова для решения систем линей-

ных алгебраических уравнений с приближенно известными исходными данными, необхо-

димо отметить, что имеется ряд работ, посвященных разработке различных итерационных

методов с организацией процедуры выбора параметра α на каждой итерации, обеспечи-

вающей устойчивость и адекватность численного решения. При этом, разумеется, исполь-

зуется специальный характер матрицы левой части. Соответственно, построение подоб-

ных алгоритмов базируется на том или ином специальном разложении матриц, входящих

в систему (в частности, разложении Холецкого, сингулярном разложении и т. д.), см., на-

пример, [21–23] (там же см. дальнейшую библиографию). Аналогичный подход допускает

распространение даже на бесконечномерный случай [24].
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Однако можно обойтись и классическим методом обобщенной невязки, если иметь яв-

ную формулу, выражающую решение соответствующей системы вида (0.3) непосредствен-

но через параметр α > 0. Такая формула обеспечила бы также и существенное ускорение

процесса численного решения уравнения обобщенной невязки. Именно вывод такой фор-

мулы и является целью данной статьи.

В сообществе специалистов, занимающихся практическим решением обратных и некор-

ректных задач, обычно используется следующий прием [25]. Поскольку C — симметрич-

ная положительно определенная матрица, то методом квадратного корня она преобразуется

к виду C = S∗S, где S — треугольная невырожденная матрица, см. [19, § 2.6]. Следо-

вательно, существует S−1. В частности, если матрица C — трехдиагональная, матрица S

будет двухдиагональной, что существенно упрощает вычисления. Представление C = S∗S

называется разложением Холецкого. Конечно, эта процедура требует времени, но ее надо

проделать лишь один раз (а не при всех α). Сделаем замену: y = Sz, то есть z = S−1y.

В результате матричное уравнение (0.3) принимает вид:

(M∗M + αC)S−1y = f.

Домножая слева на (S−1)∗, получаем:

(D∗D + αE)y = (S−1)∗f,

где D = MS−1 — представляется в виде D = QPR с ортогональными матрицами R, Q

и правой двухдиагональной матрицей P .

Действительно, в [20, гл. 2, § 2, с. 117] описывается алгоритм, который позволяет для

любой квадратной матрицы D построить ортогональные матрицы R и Q такие, что матрица

Q∗DR = P будет иметь двухдиагональный вид (это так называемый обобщенный алгоритм

Ланцоша; его описание занимает три страницы). Отсюда и получаем: D = QPR∗.

Делая теперь замену x = Ry, то есть y = R−1x, получаем:

(R−1P ∗PR + αE)R−1x = (S−1)∗f,

то есть

(P ∗P + αE)x = R(S−1)∗f.

Поскольку здесь P ∗P — трехдиагональная матрица, последнее уравнение легко решается

методом прогонки.

Мы далее, используя в определенном смысле похожие идеи, получаем явное (и доста-

точно простое) выражение решения матричного уравнения (0.3) через параметр α и некото-

рые вспомогательные матрицы, которые строятся заранее лишь один раз. Отсюда вытекает

абсолютно устойчивый и при этом простой и эффективный метод многократного (при раз-

личных значениях параметра α) решения параметрической системы (0.3).

Выше было сказано, что система вида (0.3) возникает при использовании метода обоб-

щенной невязки не только для решения некорректных систем линейных алгебраических

уравнений, но и в более сложных случаях. Мы далее покажем практически, как возникает

система вида (0.3) при использовании метода регуляризации Тихонова в сочетании с прин-

ципом обобщенной невязки для численного решения интегрального уравнения Фредгольма

I рода. Примечательно, что матрица C здесь оказывается трехдиагональной. Кроме того, по-

скольку это представляет самостоятельный интерес, опишем пример численного решения

интегрального уравнения Фредгольма I рода при использовании предлагаемой схемы для

решения параметризованной системы вида (0.3). Применяя известный прием изложения

«от простого к сложному», мы для удобства читателя, сначала опишем вывод уравнения

вида (0.3) при использовании формулы прямоугольников для дискретизации интегралов,

а потом просто укажем изменения при замене ее на формулу трапеций.
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§ 1. Вывод исследуемой системы при численном решении интегрально-
го уравнения Фредгольма I рода

Следуя [18, п. 2.3.5], рассмотрим интегральное уравнение Фредгольма I рода

A0[z](x) = u0(x), x ∈ [c; d], (1.1)

с точно заданным оператором интегрального вида

A0[z](x) =

∫ b

a

K0(x, s)z(s) ds, x ∈ [c; d], z ∈ Z,

и правой частью u0 ∈ U . Будем предполагать, что ядро K0(x, s) — функция, непрерывная

на прямоугольнике Π = [c; d] × [a; b]; Z = L2[a; b], U = L2[c; d]. Ясно, что A0 : Z → U —

линейный ограниченный оператор (ЛОО); пространства Z и U гильбертовы.

Предположим теперь, что нам известна априорная информация о том, что уравне-

ние (1.1) имеет единственное решение z0 ∈ V 1
2 [a; b]. Поскольку пространство V 1

2 [a; b] тоже

является гильбертовым со скалярным произведением

(y, z) =

∫ b

a

{
y(x)z(x) + y′(x)z′(x)

}
dx,

а A0 действует из V 1
2 [a; b] в U как ЛОО, можем считать, что Z = V 1

2 [a; b].
Будем предполагать далее, что вместо точного уравнения (1.1) нам известно лишь его

приближение:

Ah[z](x) = uδ(x), x ∈ [c; d],

где

Ah[z](x) =

∫ b

a

Kh(x, s)z(s) ds, x ∈ [c; d], z ∈ Z,

‖Kh −K0‖L2(Π) 6 h, ‖uδ − u0‖L2[c;d] 6 δ, h ∈ [0; h0], δ ∈ [0; δ0].

Будем считать, кроме того, что функция uδ(x) является непрерывной. Поскольку всякую

функцию из L2[a; b] можно сколь угодно точно в метрике этого пространства приблизить

бесконечно дифференцируемой функцией, данное предположение не слишком ограничи-

тельно.

Можно использовать абстрактную теорему о сходимости метода регуляризации Тихоно-

ва с обобщенной невязкой. На этом пути нам понадобится выписать сглаживающий функ-

ционал невязки:

Mα
η (z) = ‖Ahz − uδ‖2L2[c;d]

+ α‖z‖2V 1

2
[a;b] =

=

∫ d

c

dx

{∫ b

a

Kh(x, s)z(s) ds− uδ(x)

}2

+ α

[∫ b

a

z2(s) ds+

∫ b

a

(
z′(s)

)2
ds

]
,

и найти точку минимума zαη ∈ Z этого функционала из условия равенства нулю его про-

изводной Фреше (то есть градиента). Соответствующее уравнение называется уравнением

Эйлера. Однако для того, чтобы это уравнение можно было решить численно, его придется

подвергнуть дискретизации. Но можно поступить и по-другому, как мы, собственно, даль-

ше и собираемся сделать. А именно, рассмотрим конечномерную аппроксимацию M
α

η (z)

функционала Mα
η (z); M

α

η (z) — это будет сильно выпуклая квадратичная функция конечного
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числа переменных z = (z1, . . . , zn)
∗. Точка минимума такой функции существует, един-

ственна и определяется из условия равенства нулю ее градиента, то есть всех частных

производных первого порядка. В итоге получим некоторую систему ЛАУ с симметричной

положительно определенной матрицей. Фактически, эту систему можно рассматривать как

дискретизацию уравнения Эйлера. А ее уже можно решать численно.

Итак, выберем равномерные сетки:

c = x1 < x2 < . . . < xm = d, a = s1 < s2 < . . . < sn = b,

где xi − xi−1 = hx, i = 2, m, sj − sj−1 = hs, j = 2, n, hx =
d− c

m− 1
, hs =

b− a

n− 1
.

Используя квадратурную формулу прямоугольников, а также конечно-разностное пред-

ставление производной, получаем:

M
α

η (z) =
m∑

i=1

(
n∑

j=1

Kh
ijzjhs − uδ

i

)2

hx + α

[
n∑

j=1

z2jhs +
n∑

j=2

(zj − zj−1)
2

hs

]
, (1.2)

z = (z1, . . . , zn)
∗ ∈ R

n, Kh
ij = Kh(xi, sj), uδ

i = uδ(xi), zj = z(sj),

i = 1, m, j = 1, n. Здесь M
α

η (z) — сильно выпуклая квадратичная функция. Точка минимума

этой функции определяется как решение системы ЛАУ:
{

∂

∂zi
M

α

η (z) = 0, i = 1, n.

Переписывая эти уравнения подробнее, получаем:

1

2

∂

∂z1
M

α

η = 0,
1

2

∂

∂zj
M

α

η = 0, j = 2, n− 1,
1

2

∂

∂zn
M

α

η = 0,

или (первое и последнее уравнения выписываем отдельно, поскольку у компоненты z1 нет

«соседа слева», а у компоненты zn нет «соседа справа», что важно с учетом разностного

отношения)

hxh
2
s

n∑

k=1

(
m∑

i=1

Kh
ikK

h
i1

)
zk + αhsz1 − α

z2 − z1

hs

−
m∑

i=1

Kh
i1u

δ
ihxhs = 0,

hxh
2
s

n∑

k=1

(
m∑

i=1

Kh
ikK

h
ij

)
zk + αhszj − α

zj−1 − 2zj + zj+1

hs

−
m∑

i=1

Kh
iju

δ
ihxhs = 0,

j = 2, n− 1,

hxh
2
s

n∑

k=1

(
m∑

i=1

Kh
ikK

h
in

)
zk + αhszn − α

zn−1 − zn

hs

−
m∑

i=1

Kh
inu

δ
ihxhs = 0.

Вводя обозначения

bjk = hxhs

m∑

i=1

Kh
ikK

h
ij , fj =

m∑

i=1

Kh
iju

δ
ihx, u = (uδ

1, . . . , u
δ
m)

∗,

и определяя соответствующие матрицы

B = (bjk)j,k=1,n = hxhsK
∗K, f = (f1, . . . , fn)

∗ = hxK
∗u,

K = (Kh
ij) i = 1,m

j = 1, n

,
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после деления каждого уравнения на hs можем переписать полученную систему в компакт-

ной матричной форме:

(B + αC)z = f, (1.3)

где C = E +
1

h2
s

C1,

C1 =




1 −1 0 0 . . . 0 0 0
−1 2 −1 0 . . . 0 0 0
0 −1 2 −1 . . . 0 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 0 . . . −1 2 −1
0 0 0 0 . . . 0 −1 1



.

Здесь C1 > 0 — квадратная симметричная трехдиагональная матрица, у которой на главной

диагонали стоит вектор вида (1, 2, . . . , 2, 1), на диагоналях выше и ниже нее — вектор вида

(−1, . . . ,−1), на остальных позициях — нули. Поясним факт неотрицательной определен-

ности. Если рассмотреть матрицу Cγ , которая отличается от C1 тем, что элемент (C1)nn
заменяется на число γ > 1, то легко проверяется, что detCγ = γ − 1. Это означает, что все

угловые миноры матрицы Cγ , кроме detCγ , равны 1. Поэтому, согласно критерию Силь-

вестра, Cγ > 0 для всех γ > 1. В таком случае, опять же по критерию Сильвестра и по

непрерывности главных миноров матрицы Cγ , при γ → 1 + 0 получаем: C1 > 0. Заметим,

что матрица B тоже является симметричной и неотрицательно определенной, так как

(K∗K)∗ = K∗K, (K∗Kξ, ξ) = (Kξ,Kξ) = |Kξ|2 > 0 ∀ξ ∈ R
n.

Таким образом, матрица (B + αC) симметрична и строго положительно определена для

любого α > 0. Поэтому для решения системы (1.3) можно использовать, например, метод

сопряженных градиентов.

Решая систему (1.3), получаем zαη ∈ R
n — конечномерную аппроксимацию элемен-

та zαη ∈ Z. После этого находим параметр регуляризации α = α∗(η) как решение конечно-

мерного аналога уравнения обобщенной невязки. Уравнение обобщенной невязки в нашем

случае имеет вид:

ρη(α) = ‖Ahzαη − uδ‖2L2[c;d]
− (δ + h‖zαη ‖V 1

2
[a;b])

2 − µη = 0,

где µη = inf
z∈Z

‖Ahz − uδ‖2L2[c;d]
. Его конечномерный аналог имеет вид:

ρη[z
α
η ] = 0,

где ρη[z] обозначает выражение:

m∑

i=1

[
n∑

j=1

Kh
ijzjhs − uδ

i

]2
hx −


δ + h

√√√√
n∑

j=1

z2jhs +

n∑

j=2

(zj − zj−1)2

hs




2

− µη,

µη = lim
α→+0

m∑

i=1

[
n∑

j=1

Kh
ij(z

α
η )jhs − uδ

i

]2
hx.

Наконец, в качестве приближенного решения уравнения (1.1) берем ломаную, определяе-

мую вектором zα
∗(η)

η на узлах сетки {sj, j = 1, n}. Напомним, что здесь мы просто следова-

ли [18, п. 2.3.5]. Далее мы произведем некоторые уточнения, а результаты этого уточнения

проиллюстрируем на конкретном численном примере.
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Рис. 1. Графики функций ρ(α), ρ2(α)

Исходные данные для численного эксперимента

Далее, говоря о результатах численного эксперимента, будем иметь в виду следующие

исходные данные:

[a; b] = [c; d] = [−1; 1], K0(x, s) =
1

1 + (x− s)2
,

u0(x) = 2 + (x2 − 1)
{
arctg (1− x) + arctg (1 + x)

}
+ xln

1 + (1− x)2

1 + (1 + x)2
.

Точное решение: z0(x) = x2. При решении уравнения обобщенной невязки мы поступали

следующим образом.

Как известно, функция ρ(α) = ρη(α) является возрастающей. Например, для возмущен-

ной параметром ε системы линейных алгебраических уравнений вида Ahz = uδ при h = ε,

δ = ε2, η = (h, δ),

Ah =

(
1 1
0 ε

)
, uδ =

(
2
ε2

)
,

функция обобщенной невязки ρ(α) = ρη(α) при ε = 0.1 имеет график, изображенный

на рис. 1 (соответствующий корень уравнения обобщенной невязки α = α∗(η) = 0.12132,
а соответствующий вектор, принимаемый как приближение к нормальному решению zαη =
= (0.97419, 0.90762); при ε → 0 будет α∗(η) → 0, zαη → (1, 1)). Отсюда понятно, что квад-

рат ρ2(α) есть унимодальная функция, причем уравнение обобщенной невязки равносильно

уравнению

ρ2(α) = 0.
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Рис. 2. Исходная формула (слева) и уточненная формула (справа)

Поэтому решение уравнения обобщенной невязки можно найти как точку минимума функ-

ции ρ2(α). А для этого можно использовать методы минимизации унимодальных функций.

Мы использовали метод золотого сечения. При этом как раз и происходит многократное

решение системы (1.3) при различных значениях параметра α.

Уточнение формулы конечной аппроксимации

Аппроксимация сглаживающего функционала невязки по формуле (1.2) на самом де-

ле дает не очень хорошие результаты — см. рис. 2, слева. Связано это с тем, что крайние

промежутки слева и справа должны учитываться отдельно, поскольку по смыслу аппрокси-

мации играют роль «полупромежутков» и при этом общее количество промежутков у нас

равно (m − 1) — оно не соответствует количеству слагаемых в сумме, аппроксимирующей

интеграл по отрезку [c; d]. Аналогичное замечание можно сделать и относительно аппрок-

симации интеграла по отрезку [a; b]. В [26, гл. 9, § 28, формула (9.9), с. 130] приводится

уточненное представление аппроксимации функционала невязки. Сравнивая это представ-

ление с формулой (1.2), видим, что в первом и последнем слагаемом в соответствующих

суммах нужно добавить множитель
1

2
. В результате приходим к следующей уточненной

(модифицированной) формуле:

M
α

η (z) =

m∑

i=1

γi

[
n∑

j=1

βjK
h
ijzjhs − uδ

i

]2
hx + α

[
n∑

j=1

βjz
2
jhs +

n∑

j=2

(zj − zj−1)
2

hs

]
,

где

γ1 = γm =
1

2
, β1 = βn =

1

2
, γi = 1, i = 2, m− 1, βj = 1, j = 2, n− 1.

То же самое можно переписать в виде:

M
α

η (z) =
m∑

i=1

[
n∑

j=1

K̃ijzjhs − ũi

]2
hx + α

[
n∑

j=1

βjz
2
jhs +

n∑

j=2

(zj − zj−1)
2

hs

]
, (1.4)

где K̃ij =
√
γi βjK

h
ij , ũi =

√
γi u

δ
i . Здесь матрица K̃ =

(
K̃h

ij

)
i = 1, m
j = 1, n

отличается от мат-

рицы K тем, что первая и последняя строка матрицы K умножается на
1√
2
, а первый
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и последний столбец матрицы K умножается на
1

2
. Столбец ũ отличается от столбца uδ

тем, что первый и последний элемент умножается на
1√
2
. Отсюда нетрудно понять, что

приходим опять к тому же уравнению (1.3), в котором

B = hxhsK̃
∗K̃, f = hxK̃

∗ũ, C =
1

h2
s

C1 + Ẽ,

где матрица Ẽ отличается от единичной матрицы E тем, что первый и последний элементы

на главной диагонали умножаются на
1

2
.

Таким образом, если написана программа, использующая формулу (1.2), то ее нетруд-

но модифицировать под уточненную формулу (1.4). Использование уточненной формулы

аппроксимации при решении интегрального уравнения Фредгольма I рода позволяет суще-

ственно улучшить результат — см. рис. 2, справа. Заметим, что система (1.3) представляется

в виде (0.3).

§ 2. Описание предлагаемого метода решения исследуемой системы

Представим подход, который позволяет, проведя (один раз!) предварительную работу по

преобразованию системы (0.3), сделать процесс ее численного решеия в ходе многократного

варьирования параметра α быстрым и устойчивым. Этот подход основан на следующем

утверждении.

Т е о р е м а 2.1. Пусть для матрицы C имеется разложение Холецкого: C = S∗S;

и кроме того, приняты обозначения: D = MS−1, G = D∗D. Предположим, что для мат-

рицы G найдено сингулярное разложение: G = URU∗; R = diag r (здесь r — вектор соб-

ственных чисел матрицы G). Тогда решение системы (0.3) можно найти по формулам:

xi =
vi

ri + α
, i = 1, n; v = U∗(S−1)∗f = Q∗f ; z = Qx, Q = S−1U. (2.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Методом квадратных корней матрица C представляется в виде:

C = S∗S, где S — верхняя треугольная матрица.

Сделаем замену:

y = Sz ⇒ z = S−1y.

Тогда система (0.3) принимает вид:

(M∗M + αC)S−1y = f.

Домножая полученную систему слева на матрицу (S−1)∗, получаем:

[
(MS−1)∗(MS−1) + α(S−1)∗S∗

]
y = (S−1)∗f.

Здесь (S−1)∗S∗ = (SS−1)∗ = E∗ = E. Поэтому, обозначая D = MS−1, имеем:

(D∗D + αE)y = (S−1)∗f.

Как известно, с помощью классического алгоритма, см., например, [27, § 1.11], симметрич-

ную вещественную матрицу G = D∗D можно привести к диагональному виду. А именно,

можно построить ортогональную матрицу U из собственных векторов оператора G такую,

что

U∗GU = R,
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где R — диагональная матрица, на главной диагонали которой расположены собственные

числа r1, . . . , rn оператора G, с учетом их кратности. Поскольку матрица G симметрична,

все собственные числа вещественны. А так как матрица G неотрицательно определена, то

они еще и неотрицательны: rj > 0, j = 1, n. Поскольку матрица U ортогональна (U−1 = U∗),

то же самое можно записать в виде:

G = URU∗.

Заметим, что представление вида

G = URV ∗,

где U , V — ортогональные матрицы, R — диагональная матрица, называется сингулярным

разложением матрицы, см., например, [20, гл. 1, § 1].

Пусть R = (rij)i,j=1,n; rii = ri > 0, i = 1, n; rij = 0, i 6= j. Сделаем замену: y = Ux.

Тогда система относительно y переписывается в виде системы относительно x:

(GU + αU)x = (S−1)∗f.

Домножая эту систему на матрицу U∗ слева, получаем:

(U∗GU + αU∗U)x = U∗(S−1)∗f,

то есть

(R + αE)x = v,

где v = U∗(S−1)∗f . Решение такой системы очевидно:

xi =
vi

ri + α
, i = 1, n.

При этом решение исходной системы получаем по формуле:

z = S−1y = S−1Ux ⇒ z = Qx, Q = S−1U.

Теорема доказана. �

З а м е ч а н и е 1. В системе MATLAB матрицу S из разложения Холецкого матрицы C можно

получить, выполнив команду:

>> S=chol(C);

имеется в виду: «получить разложение Холецкого матрицы C».

З а м е ч а н и е 2. В системе MATLAB сингулярное разложение матрицы G можно получить,

выполнив команду:

>> [U,R,V]=svd(G);

В таблице 1 приводится сравнение различных методов, используемых для решения си-

стемы вида (0.3) в процессе решения интегрального уравнения Фредгольма I рода в рамках

численного эксперимента, описанного выше. Имеются в виду следующие методы:

1) метод сопряженных градиентов;

2) метод квадратных корней;

3) решение средствами системы MATLAB (оператор «обратный слэш»);
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Рис. 3. Использование метода сопряженных градиентов

Таблица 1. Результаты численных экспериментов

Метод Время счета, сек. α ρ

1 1.6066 0.00018543 3.8493E−005

2 0.83255 9.5262E−012 1.395E−019

3 0.10914 9.4686E−012 −6.304E−020

4 0.039207 1.1081E−011 4.1508E−023

4) предлагаемый метод.

Из этой таблицы видно, что предлагаемый подход оказывается существенно лучше как

по времени счета, так и по точности решения. Отметим, кроме того, следующие факты.

По методу 1: результат см. на рис. 3. По методу 4: результат см. на рис. 2, справа. По ме-

тодам 2 и 3 результат визуально почти такой же, как для метода 4. Но оба они тратят

существенно больше времени. Кроме того, при использовании метода 3 система MATLAB

выдает следующее предостережение:

Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.

Results may be inaccurate. RCOND = 2.612762e-020.

Следует понимать также, что использование оператора MATLAB для решения системы ли-

нейных алгебраических уравнений — это все равно, что использование черного ящика: мы

не знаем, какие методы и как именно там реализуются, и в какой именно степени следу-

ет доверять полученному решению. Наконец, при использовании формулы (2.1), то есть

метода 4, численное решение оказывается более устойчивым, чем в остальных случаях.
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§ 3. Пример

Решить систему (0.3) с помощью формул (2.1), если:

M =




1√
2

0
√
2

−
√
2 −2

√
2 2

√
2

0 0 3


, C =



1 1 0
1 2 −2
0 −2 5


, f =




5
10
−20


, α = 1.

Решение. Разложение Холецкого:

C = S∗S, S =



1 1 0
0 1 −2
0 0 1


.

Действительно,

S∗S =




1 0 0
1 1 0
0 −2 1








1 1 0
0 1 −2
0 0 1



 =




1 1 0
1 2 −2
0 −2 5



.

Найдем S−1:




1 1 0 1 0 0
0 1 −2 0 1 0
0 0 1 0 0 1


→




1 1 0 1 0 0
0 1 0 0 1 2
0 0 1 0 0 1


→




1 0 0 1 −1 −2
0 1 0 0 1 2
0 0 1 0 0 1


,

S−1 =




1 −1 −2
0 1 2
0 0 1


; D = MS−1, G = D∗D,

D =




1√
2

0
√
2

−
√
2 −2

√
2 2

√
2

0 0 3







1 −1 −2
0 1 2
0 0 1


 =




1√
2

− 1√
2

0

−
√
2 −

√
2 0

0 0 3


;

G =




1√
2

−
√
2 0

− 1√
2

−
√
2 0

0 0 3







1√
2

− 1√
2

0

−
√
2 −

√
2 0

0 0 3


 =

1

2




5 3 0
3 5 0
0 0 18


.

Найдем собственные числа и нормированные собственные векторы матрицы G:

G− λE =
1

2




5− 2λ 3 0

3 5− 2λ 0
0 0 18− 2λ



.

Характеристическое уравнение:

det (G− λE) = 0 ⇔ (9− λ)
[
(5− 2λ)2 − 9

]
= 0

имеет корни:

λ1 = 9, λ2 = 4, λ3 = 1.
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Собственному числу λ1 = 9 соответствует система для собственного вектора:






−13 x1 + 3 x2 = 0,
3 x1 − 13 x2 = 0,
0 = 0.

Нормированным собственным вектором можем взять: q1 = (0, 0, 1)∗.

Собственному числу λ2 = 4 соответствует система для собственного вектора:






−3 x1 + 3 x2 = 0,
3 x1 − 3 x2 = 0,
10 x3 = 0.

Нормированным собственным вектором можем взять: q2 =
1√
2
(1, 1, 0)∗.

Собственному числу λ3 = 1 соответствует система для собственного вектора:





3 x1 + 3 x2 = 0,
3 x1 + 3 x2 = 0,
16 x3 = 0.

Нормированным собственным вектором можем взять: q3 =
1√
2
(1,−1, 0)∗.

Из нормированных собственных векторов составляем ортогональную матрицу

U =




0
1√
2

1√
2

0
1√
2

− 1√
2

1 0 0


.

Вообще говоря, можно написать сразу: R = diag r, r = (9, 4, 1). Но на всякий случай

проверим:

R = U∗GU =
1

2




0 0 1
1√
2

1√
2

0

1√
2

− 1√
2

0







5 3 0
3 5 0
0 0 18








0
1√
2

1√
2

0
1√
2

− 1√
2

1 0 0


 =

=
1

2




0 0 18

4
√
2 4

√
2 0√

2 −
√
2 0








0
1√
2

1√
2

0
1√
2

− 1√
2

1 0 0


 = diag r.

Для Q = S−1U имеем:

Q =




1 −1 −2
0 1 2
0 0 1







0
1√
2

1√
2

0
1√
2

− 1√
2

1 0 0


 =




−2 0
√
2

2
1√
2

− 1√
2

1 0 0


.
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Соответственно,

v = Q∗f =




−2 2 1

0
1√
2

0

√
2 − 1√

2
0







5
10

−20


 =




−10

5
√
2
0


.

По формулам (2.1) получаем:

x1 =
v1

r1 + α
=

−10

9 + 1
= −1, x2 =

v2

r2 + α
=

5
√
2

4 + 1
=

√
2, x3 =

v3

r3 + α
=

0

1 + 1
= 0;

z = Qx =




−2 0
√
2

2
1√
2

− 1√
2

1 0 0







−1√
2
0


 =




2
−1
−1


.

Проверка. Для B = M∗M , A = B + αC имеем:

B =




1√
2

−
√
2 0

0 −2
√
2 0√

2 2
√
2 3







1√
2

0
√
2

−
√
2 −2

√
2 2

√
2

0 0 3


 =




5

2
4 −3

4 8 −8
−3 −8 19


,

A =




5

2
4 −3

4 8 −8
−3 −8 19


+




1 1 0
1 2 −2
0 −2 5



 =




7

2
5 −3

5 10 −10
−3 −10 24


,

Az =




7

2
5 −3

5 10 −10
−3 −10 24







2

−1
−1



 =




5
10

−20



 = f.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Levin E., Meltzer A. Y. Estimation of the regularization parameter in linear discrete ill-posed problems

using the Picard parameter // SIAM Journal on Scientific Computing. 2017. Vol. 39. Issue 6. P. A2741–

A2762. https://doi.org/10.1137/17M1123195
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It is well known that using the Tikhonov regularization method for solving operator equations of the first

kind one has to minimize a regularized residual functional. The minimizer is determined from so called

Euler equation which in finite-dimensional case and at its discretization is written as a one-parametric

(depending on the regularization parameter) system of linear algebraic equations of special form. Here,

there exist various ways of choosing the regularization parameter. In particular, in the frame of principle

of generalized residual, it is necessary to solve the corresponding equation of generalized residual with

respect to the regularization parameter. And it implies (when solving this equation numerically), in

turn, multifold solving a one-parametric system of linear algebraic equations for arbitrary value of the

parameter. In this paper we obtain an explicit simple and effective formula of solution to a one-parametric

system for an arbitrary value of the parameter. We give an example of computations by above-mentioned

formula and also an example of numerical solution of the Fredholm integral equation of the first kind

under usage of this formula which substantiates its effectiveness.
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