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Введение

Настоящая работа посвящена одной из основных задач теории дифференциальных игр.

Теория дифференциальных игр формировалась и активно развивалась во второй половине

XX века. Развитие теории во много стимулировали исследования Л. С. Понтрягина, его со-

трудников и коллег (см. [1–6]), относящиеся к линейным дифференциальным играм. В этих

исследованиях теоретическую базу для решения рассматриваемых задач составили кон-

струкции первого прямого метода Л. С. Понтрягина и метода, основанного на понятиях

альтернированного интеграла и альтернированных сумм.

Параллельно с исследованиями Л. С. Понтрягина и его коллег Н. Н. Красовским и его

сотрудниками создавалась теория позиционных дифференциальных игр (см. [7–16]). Эта

теория охватила широкий круг задач, в который вошли и многочисленные задачи с нели-

нейной динамикой (см. [17–24]). Основные понятия этой теории — позиционные стратегии

игроков, гарантированный в рамках этой стратегии результат, стабильные мосты (см. [7–9]),

о которых подробнее говорится ниже.

Изучается игровая задача о сближении конфликтно управляемой системы в конечно-

мерном пространстве и на конечном промежутке времени. Считается, что момент заверше-

ния игры — момент попадания движения системы на целевое множество в фазовом про-

странстве — не фиксирован. Не предполагается, что для конфликтно управляемой системы

выполняется условие седловой точки в маленькой игре, и поэтому задача о сближении

рассматривается как минимаксная дифференциальная игра [9–11]. В основе ее изучения

лежат методы, развиваемые в теории позиционных дифференциальных игр с 1960-х го-

дов, базирующиеся на позиционном подходе к описанию конкретных игровых ситуаций

в динамических системах, предложенном Н. Н. Красовским. Исследуется ключевое в этой

теории свойство стабильности, введенное Н. Н. Красовским и А. И. Субботиным [7–9]. Это

свойство тесно связано с введенным Н. Н. Красовским центральным в теории позицион-

ных дифференциальных игр понятием — множеством позиционного поглощения, которое

представляет собой множество разрешимости игровой задачи (например, — игровой задачи

о сближении). Как известно [7–9], множества разрешимости представляют собой стабиль-

ные мосты, и этот важный факт указывает на ряд методологических подходов, которые мож-

но брать за основу при разработке методов построения множеств позиционного поглощения

в игровых задачах динамики и, в частности, в игровых задачах сближения–уклонения.
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В процессе формирования теории позиционных дифференциальных игр возникло не-

сколько формулировок свойства стабильности и, соответственно, несколько определений

стабильных мостов. Эти определения эквивалентны по существу в том смысле, что вы-

деляют в пространстве позиций конфликтно управляемой системы одни и те же множе-

ства — стабильные мосты. В связи с этим часто возникает вопрос, какую из формулировок

свойства стабильности взять за основу определения стабильного моста при изучении того

или иного теоретического вопроса или конкретной игровой задачи. Удобной при изуче-

нии теории и различных конкретных игровых задач оказалась предложенная Н. Н. Красов-

ским в середине 1970-х годов формулировка свойства стабильности [15], основывающаяся

на унификационной модели конфликтно управляемой системы, в которую входит гамильто-

ниан системы. Вхождение гамильтониана в унификационную модель вводит теорию пози-

ционных дифференциальных игр в рамки формализма Гамильтона–Якоби. Важно отметить

также, что унификационный подход Н. Н. Красовского к описанию игровых ситуаций в ди-

намических системах привел в 1980-е–1990-е годы А. И. Субботина к созданию теории

минимаксных решений уравнений в частных производных Гамильтона–Якоби [25].

В настоящей работе используется идеология унификационного подхода Н. Н. Красов-

ского [15] при исследовании и конструировании решений игровой задачи о сближении

конфликтно управляемой системы с компактом в фазовом пространстве на конечном про-

межутке времени. В дополнение к понятиям минимаксных u-стабильных мостов в работе

вводятся на базе унификационных конструкций двойственные к этим понятиям понятия

минимаксных u-стабильных трактов и примыкающее к ним важное понятие аппроксими-

рующей системы множеств (A-системы) в фазовом пространстве конфликтно управляемой

системы. A-система определена на конечном промежутке времени, на котором развивает-

ся игра. A-система мажорирует максимальный u-стабильный тракт — множество в про-

странстве позиций, определенное в терминах обратного времени, дуальное к множеству

разрешимости (множеству позиционного погощения) игровой задачи о сближении. Важ-

ной особенностью A-системы является тот факт, что она стягивается к этому тракту при

неограниченном измельчении разбиения. Другая важная особенность A-системы заключа-

ется в том, что она ориентирована на разработку схем и методов приближенного вычис-

ления максимальных минимаксных u-стабильных трактов в игровых задачах о сближении

и, в конечном итоге, — на разработку схем и методов приближенного вычисления мак-

симальных минимаксных u-стабильных мостов — множеств разрешимости игровых задач

о сближении на конечном промежутке времени. В работе показано, что при определенных

условиях на конфликтно управляемую систему и целевое множество задачи о сближении

можно локально (на промежутках разбиения) сводить конструирование A-систем для задач

о сближении с нефиксированным моментом окончания к конструированию A-систем для

задач о сближении с фиксированным (на промежутке разбиения) моментом окончания.

В работе также определена с привлечением унификационных конструкций разрешаю-

щая позиционная стратегия первого игрока как экстремальная к максимальному минимакс-

ному u-стабильному мосту [9]: эта стратегия решает задачу о сближении для начальных

позиций конфликтно управляемой системы, содержащихся в множестве разрешимости за-

дачи.

В последнем параграфе работы рассматривается конкретная задача о сближении кон-

фликтно управляемой системы в пространстве R2. В этой задаче множества из A-систем,

аппроксимирующих множества разрешимости, подменены конечными множествами в фазо-

вом пространстве — конечными аппроксимациями. Естественно, что эта подмена множеств

из A-систем их конечными аппроксимациями может сказаться на эффективности примене-

ния экстремальной стратегии первого игрока, а именно, на точности приведения движений

конфликтно управляемой системы на целевое множество. Тем не менее анализ решений,

полученных в упомянутой задаче в результате привлечения дискретных конечных аппрок-
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симаций A-систем, показывает их эффективность.

Работа также тесно примыкает по тематике к работам, посвященным игровым задачам

управления и дифференциальным играм преследования [26–31].

§ 1. Постановка игровой задачи о сближении на конечном промежутке
времени

На промежутке времени [t0, ϑ], t0 < ϑ < ∞, задана конфликтно управляемая система,

описываемая уравнением
dx

dt
= f(t, x, u, v); (1.1)

здесь t ∈ [t0, ϑ] — время, x ∈ Rm — фазовый вектор системы (1.1),

u ∈ P ∈ comp (Rp), v ∈ Q ∈ comp (Rq),

где u, v — управления первого и второго игроков; здесь comp (Rn) — пространство компак-

тов в евклидовом пространстве Rn с хаусдорфовой метрикой.

Система (1.1) удовлетворяет следующим условиям:

A) функция f(t, x, u, v) определена, непрерывна на [t0, ϑ] × Rm × P × Q, и для любой

ограниченной и замкнутой области G ⊂ [t0, ϑ]×R
m найдется постоянная L = L(G) ∈

∈ (0,∞) такая, что

‖f(t, x∗, u, v)−f(t, x
∗, u, v)‖ 6 L‖x∗−x

∗‖; (t, x∗), (t, x
∗) ∈ G, (u, v) ∈ P×Q; (1.2)

B) найдется такая постоянная γ ∈ (0,∞), что

‖f(t, x, u, v)‖ 6 γ(1 + ‖x‖), (t, x, u, v) ∈ [t0, ϑ]× Rm × P ×Q;

здесь ‖f‖ — норма вектора f в евклидовом пространстве.

При этих условиях на систему (1.1) сформулируем задачу о сближении для первого

игрока.

Пусть заданы x(0) ∈ Rm и множество M ∈ comp (Rm).

З а д а ч а 1. Первому игроку требуется обеспечить выбором некоторой позиционной

стратегии u∗(t, x), (t, x) ∈ [t0, ϑ] × Rm, приведение движения x(t), x(t0) = x(0), t ∈ [t0, ϑ],
системы (1.1) на множество M на промежутке [t0, ϑ] (т. е. x(t∗) ∈ M в некоторый момент

t∗ ∈ [t0, ϑ]), какова бы ни была контрстратегия v(t, x, u), (t, x, u) ∈ [t0, ϑ]×Rm×P , второго

игрока.

З а м е ч а н и е 1. Задача 1, сформулированная в рамках позиционных дифференциальных

игр [9–11] в так называемой минимаксной постановке (см. [9–11]), будет уточнена несколько позже.

Отметим, что в этой постановке упомянуто движение x(t), x(t0) = x(0), системы (1.1) на промежут-

ке [t0, ϑ], порожденное позиционной стратегией первого игрока и контрстратегией второго игрока

(см. [9–11]). Такая постановка обусловлена тем, что система (1.1) не предполагается удовлетворяю-

щей условию седловой точки в маленькой игре (см. [9]). При постановке задачи 1, в связи с тем,

что в маленькой игре не выполняется условие седловой точки, дается информационное преиму-

щество второму игроку: при конструировании своих управлений v в моменты t ∈ [t0, ϑ] он знает,

какие управления u выбраны в эти моменты первым игроком. В такой игровой ситуации первый иг-

рок, решая задачу о сближении, ставит себя в неблагоприятные информационные условия. Строгая

формулировка минимаксной игровой задачи о сближении дана в [9, 11].
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З а м е ч а н и е 2. Задача 1 сформулирована для начальных позиций (t0, x
(0)) конфликт-

но управляемой системы (1.1). Аналогичная формулировка имеет место и для любых позиций

(t∗, x∗) ∈ [t0, ϑ] × Rm, трактуемых нами как исходные позиции для системы (1.1) на промежут-

ке [t∗, ϑ], содержащемся в [t0, ϑ]. В связи с задачей 1 возникает вопрос о выделении в [t0, ϑ] × Rm

всех исходных позиций (t∗, x∗) системы (1.1), для которых разрешима задача о сближении с M

на [t0, ϑ].

Полагаем W 0 — множество разрешимости задачи 1, то есть множество всех таких пози-

ций (t∗, x∗). Выделение множества W 0 в [t0, ϑ]× Rm (его точное вычисление или аналити-

ческое описание) представляет серьезную математическую проблему и является наиболее

трудным моментом в процессе конструирования решения задачи 1.

Аналитическое описание множества W 0 возможно лишь в немногих конкретных игро-

вых задачах: это приводит к тому, что на передний план при конструировании решений

игровых задач типа задачи 1 выступают вопросы и задачи, связанные с приближенным

вычислением множеств W 0.

Актуальность тематики, связанной с приближенными вычислениями множеств разре-

шимости в игровых задачах динамики и, в частности, рассматриваемой здесь задачи 1, сти-

мулирует создание общих схем и алгоритмов приближенного вычисления этих множеств,

а также обоснование их корректности.

В настоящей статье обсуждаются вопросы, связанные с разработкой общих схем и алго-

ритмов приближенного вычисления множества разрешимости W 0 в задаче 1. Эта разработ-

ка, в свою очередь, основывается на теории, связанной с описанием решений задачи 1. От-

метим, что исследования, представленные здесь, основаны на том фундаментальном факте,

что W 0 есть максимальный минимаксный u-стабильный мост в задаче 1 (см. [9, 11]).

§ 2. Минимаксная u-стабильность в задаче 1

В этом параграфе при определении свойства минимаксной u-стабильности и минимакс-

ных u-стабильных мостов будут привлечены унификационные конструкции [15, 17].

Учитывая условия A, B и включение M ∈ comp (Rm), можно указать достаточно боль-

шую ограниченную замкнутую область G ⊂ [t0, ϑ] × B(0;R) (где B(0;R) — основание

цилиндра) в пространстве [t0, ϑ] × Rm, которая заведомо будет содержать W 0 и все упомя-

нутые в разрешающей конструкции задачи 1 движения (t, x(t)), t ∈ [t0, ϑ], системы (1.1),

заканчивающиеся на [t0, ϑ]×M .

Здесь B(a; r) = {x ∈ Rm : ‖x− a‖ 6 r}, a ∈ Rm, r ∈ (0,∞), 0 — нуль в Rm.

Область G трактуется нами как область, в которой реализуется игровая конфликтная

ситуация. Везде ниже упоминается именно эта область.

Опишем свойство минимаксной u-стабильности замкнутых множеств в области G. Для

замкнутого множества W ⊂ G его минимаксная u-стабильность означает слабую инва-

риантность множества относительно набора дифференциальных включений (д. в.), ассо-

циированных с системой (1.1) на промежутке [t0, ϑ] при помощи некоторого семейства L
многозначных отображений.

Для описания свойства минимаксной u-стабильности и минимаксных u-стабильных мо-

стов введем скалярную функцию — гамильтониан системы (1.1):

H(t, x, l) = max
u∈P

min
v∈Q

〈l, f(t, x, u, v)〉, (t, x, l) ∈ G×Rm;

здесь 〈l, f〉 — скалярное произведение векторов l и f из Rm.

Полагаем F (t, x) = co {f(t, x, u, v) : u ∈ P, v ∈ Q}, (t, x) ∈ G; здесь co {f} — выпуклая

оболочка множества {f} в Rm.

Полагая также K = max(‖f(t, x, u, v)‖ : (t, x, u, v) ∈ G×P×Q) <∞, зафиксируем в Rm

шар B� = {b ∈ Rm : ‖b‖ 6 K}.
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Выполняется включение F (t, x, ) ⊂ B�, (t, x) ∈ G.

В фазовом пространстве Rm системы (1.1) выделим сферу S = {l ∈ Rm : ‖l‖ = 1},

и в последующих рассуждениях будем использовать векторы l ∈ S, рассматривая их как

некоторые обобщенные управления второго игрока: векторы l ∈ S при формировании раз-

решающих позиционных стратегий управления первого игрока подменяют как бы контру-

правления второго игрока — вектор-функции v(u) ∈ Q, u ∈ P (более точно, — они подме-

няют вектор-функции vl(u) ∈ Q, u ∈ P (определение см. ниже)).

Векторы l ∈ S удобны тем, что являются элементами сферы S ⊂ Rm — множества, име-

ющего простую геометрию. Они также входят в набор аргументов гамильтониана H(t, x, l)
системы (1.1).

Полагаем при (t, x, l) ∈ G× S

Πl(t, x) = {f ∈ Rm : 〈l, f〉 6 H(t, x, l)}, Fl(t, x) = F (t, x)
⋂

Πl(t, x).

Справедливо включение Fl(t, x) ⊂ B�, (t, x, l) ∈ G× S.

Введем семейство L многозначных отображений (t, x) 7→ Fl(t, x), l ∈ S, определенных

на G, и наложим на эти отображения следующее условие:

C) при (t, x, l) ∈ G× S справедливо неравенство

H∗(t, x, l) < H(t, x, l) < H∗(t, x, l);

здесь H∗(t, x, l) = min
f∈F (t,x)

〈l, f〉, H∗(t, x, l) = max
f∈F (t,x)

〈l, f〉.

Это условие на семействе L, не является слишком строгим; оно делает отображения

(t, x) 7→ Fl(t, x) удовлетворяющими соотношению intFl(t, x) 6= ∅, (t, x, l) ∈ G × S, что

влечет за собой (с учетом условий A, B) равномерную непрерывность многозначного отоб-

ражения (t, x, l) 7→ Fl(t, x) на компакте G × S в хаусдорфовой метрике; здесь хаусдор-

фово рассогласование между F∗ и F ∗ из comp (Rm) определяется равенством d(F∗, F
∗) =

= max(h(F∗, F
∗), h(F ∗, F∗)), h(F∗, F

∗) = max
f∗∈F∗

min
f∗∈F ∗

‖f∗ − f ∗‖.

Из равномерной непрерывности функции f(t, x, u, v) на компакте G × P × Q и равно-

мерной непрерывности многозначного отображения (t, x, l) 7→ Fl(t, x) на компакте G × S
следует, что положительные функции

ωf(σ) = max(‖f(t∗, x∗, u, v)− f(t∗, x∗, u, v)‖ : (t∗, x∗), (t∗, x∗) ∈ G,

|t∗ − t∗|+ ‖x∗ − x∗‖ 6 σ, (u, v) ∈ P ×Q), σ > 0,

ωF (σ) = max(d(Fl(t∗, x∗), Fl(t
∗, x∗)) : (t∗, x∗), (t∗, x∗) ∈ G,

|t∗ − t∗|+ ‖x∗ − x∗‖ 6 σ, l ∈ S), σ > 0,

удовлетворяют предельным соотношениям ωf(σ) ↓ 0, ωF (σ) ↓ 0 при σ ↓ 0.
Полагаем также, что наряду с условием C выполняется условие

D) cуществует такое конечное λ = λ(L), что

d(Fl(t, x∗), Fl(t, x
∗)) 6 λ‖x∗ − x∗‖, l ∈ S; (t, x∗), (t, x

∗) ∈ G.

Введем функции ω∗(ρ) = max(ωf(ρ), ωF (ρ)), ρ > 0, и ω(ρ) = ρ · ω∗((1 + K)ρ), ρ > 0
(K определено на с. 115)

Определим в терминах семейства L оператор минимаксного u-стабильного поглощения

в задаче 1. Для этого введем на промежутке [t0, ϑ] дифференциальные включения

dx

dt
∈ Fl(t, x), l ∈ S. (2.1)
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Введем обозначения.

Пусть t∗ и t∗ — моменты из [t0, ϑ], (t∗, t
∗) ∈ ∆

∗; x∗ и X∗ — точка и множество в Rm,

отвечающие моменту t∗; l ∈ S; здесь ∆
∗ = {(ν∗, ν

∗) ∈ [t0, ϑ]× [t0, ϑ] : ν∗ 6 ν∗}.

Полагаем:

Xl(t
∗, t∗, x∗) — множество достижимости (м. д.) в момент t∗ д. в. (2.1) на [t∗, t

∗] с на-

чальной точкой x(t∗) = x∗;

Xl(t
∗, t∗, X∗) =

⋃

x∗∈X∗

Xl(t
∗, t∗, x∗) — м. д. в момент t∗ д. в. (2.1) с начальным множе-

ством X∗;

X−1
l (t∗, t

∗, X∗) = {x∗ ∈ Rm : Xl(t
∗, t∗, x∗)

⋂
X∗ 6= ∅}, X∗ ⊂ Rm;

Φ�
t (X

∗) =

{
M, если t ∈ [t∗, t

∗),

M
⋃
X∗, если t = t∗.

О п р е д е л е н и е 1. Оператором λ(u) минимаксного u-стабильного поглощения в за-

даче 1 назовем многозначное отображение (t∗, t
∗, X∗) 7→ λ(u)(t∗, t

∗, X∗), определенное

на ∆∗ × 2R
m

соотношением

λ(u)(t∗, t
∗, X∗) =

⋂

l∈S

⋃

t∈[t∗,t∗]

X−1
l (t∗, t,Φ

�
t (X

∗)).

О п р е д е л е н и е 2. Замкнутое множество W ⊂ G назовем минимаксным u-стабиль-

ным мостом в задаче 1, если

W (ϑ) ⊂M ; W (t∗) ⊂ λ(u)(t∗, t
∗,W (t∗)), (t∗, t

∗) ∈ ∆
∗;

здесь W (t) = {x ∈ Rm : (t, x) ∈ W}, t ∈ [t0, ϑ].

О п р е д е л е н и е 3. . Символом W 0 обозначим максимальный (по включению) мини-

максный u-стабильный мост.

Максимальный минимаксный u-стабильный мост в задаче 1 существует, содержит в се-

бе [t0, ϑ] ×M , и W 0 =
⋃
W , где W — всевозможные минимаксные u-стабильные мосты

в задаче 1. Кроме того, W 0 ⊂ G и W 0(ϑ) =M .

Определения 2 и 3 представляют собой унификационные определения минимаксных

u-стабильных мостов в задаче 1, поскольку основаны на привлечении семейства L унифи-

кационных отображений (t, x) 7→ Fl(t, x), l ∈ S. Эти определения эквивалентны первона-

чальным определениям минимаксных u-стабильных мостов в задаче 1, поскольку задают

в пространстве позиций (t∗, x∗) системы (1.1) одни и те же множества W и W 0 (то есть

мосты). Так, можно показать, что W 0 есть множество разрешимости задачи 1.

Вычисление множества W 0 в конкретных игровых задачах теории позиционных диффе-

ренциальных игр и, в частности, вычисление множества W 0 в задачах типа задачи 1 (с кон-

кретными системами (1.1) и целевыми множествами M) есть наиболее трудная проблема

при конструировании решений. Трудности обусловлены, во-первых, сложностью геометрии

самого множества W 0, которая возникает даже в конфликтно управляемых системах (1.1)

с достаточно простой динамикой и при наличии целевого множестваM с простой геометри-

ей (например, M — точка или замкнутый шар в Rm). Во-вторых, при выделении моста W 0

в области G мы вынуждены, отправляясь от целевого множества M — краевого условия

W 0(ϑ) = M , отвечающего последнему моменту ϑ промежутка [t0, ϑ], двигаться в направ-

лении убывания времени t, восстанавливая сечения W 0(t) ⊂ Rm множества W 0. В связи

с этим в конкретных задачах 1 мы сталкиваемся с необходимостью вычислять множества
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X−1
l (t∗, t

∗,W 0(t∗)) = {x∗ ∈ Rm : Xl(t
∗, t∗, x∗)

⋂
W 0(t∗) 6= ∅}, (t∗, t

∗) ∈ ∆
∗, l ∈ S.

Это означает, что мы сталкиваемся с необходимостью вычисления многозначных реше-

ний весьма специфических уравнений, в которых задействованы множества достижимости

Xl(t
∗, t∗, x∗) д. в. (2.1).

В этой ситуации возникает идея избежать процедуры вычисления указанных многознач-

ных решений типа X−1
l (t∗, t

∗,W 0(t∗)). Так возникает необходимость в обращении време-

ни t — необходимость в переходе от «прямого» времени t ∈ [t0, ϑ] к «обратному» времени

τ = t0+ϑ− t и связанному с этим переходом представлением системы (1.1) и минимаксных

u-стабильных мостов W и W 0 в терминах «обратного» времени τ .
Ниже убираем кавычки из терминов прямого и обратного времени.

Определим обратное время τ = t0 + ϑ− t, t ∈ [t0, ϑ].
Конфликтно управляемую систему (1.1) представим в терминах обратного времени τ :

dz

dτ
= h(τ, z, u, v) = −f(t0 + ϑ− τ, z, u, v), τ ∈ [t0, ϑ], z ∈ Rm, u ∈ P, v ∈ Q. (2.2)

Определим также в терминах обратного времени д. в.

dz

dτ
∈ Hl(τ, z) = −Fl(t0 + ϑ− τ, z), τ ∈ [t0, ϑ], z ∈ Rm, l ∈ S. (2.3)

Введем связанные с д. в. (2.3) обозначения. Пусть l ∈ S; [τ∗, τ
∗] ⊂ [t0, ϑ]; z∗ и Z∗ — точка

и множество в Rm, отвечающие моменту τ∗; zτ и Zτ — точка и множество в Rm, отвечающие

моменту τ ∈ [τ∗, τ
∗]. Полагаем

Zl(τ
∗, τ∗, z∗) — м. д. в момент τ ∗ д. в. (2.3) на [τ∗, τ

∗] с начальной точкой z∗;

Zl(τ
∗, τ∗, Z∗) =

⋃

z∗∈Z∗

Zl(τ
∗, τ∗, z∗) — м. д. в момент τ ∗ д. в. (2.3) на [τ∗, τ

∗] с начальным

множеством Z∗;

Zl(τ
∗, τ, zτ ) — м. д. в момент τ ∗ д. в.

dz

dη
∈ Hl(η, z), η ∈ [τ, τ ∗], (2.4)

с начальной точкой z(τ) = zτ ;

Zl(τ
∗, τ, Zτ) — м. д. в момент τ ∗ д. в. (2.4) с начальным множеством Zτ ;

Ẑl(τ
∗, τ∗, Z∗) =

⋃

τ∈[τ∗,τ∗]

Zl(τ
∗, τ,Φτ (Z∗)) — м. д. в момент τ ∗ набора дифференциальных

включений (2.4) с начальными множествами Zτ = Φτ (Z∗), τ = [τ∗, τ
∗], где

Φτ (Z∗) =

{
M
⋃
Z∗, если τ = τ∗,

M, если τ ∈ (τ∗, τ
∗];

Z(τ ∗, τ∗, Z∗) =
⋂

l∈S

Ẑl(τ
∗, τ∗, Z∗) — множество совместной (по всем l ∈ S) достижимо-

сти в момент τ ∗ набора дифференциальных включений (2.4) с начальными множе-

ствами Φτ (Z∗), τ ∈ [τ∗, τ
∗].
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О п р е д е л е н и е 4. Замкнутое множество Z ⊂ G, удовлетворяющее

Z(τ0) =M, Z(τ ∗) ⊂ Z(τ ∗, τ∗, Z(τ∗)), (τ∗, τ
∗) ∈ ∆

∗,

назовем минимаксным u-стабильным трактом системы (2.2); здесь

Z(τ) = {z ∈ Rm : (τ, z) ∈ Z}, τ ∈ [t0, ϑ], ∆
∗ = {(ζ∗, ζ

∗) ∈ [t0, ϑ]× [t0, ϑ] : ζ∗ 6 ζ∗}.

О п р е д е л е н и е 5. Символом Z0 обозначим максимальный (по включению) мини-

максный u-стабильный тракт системы (2.2).

Максимальный минимаксный u-стабильный тракт Z0 6= ∅ представим в виде объеди-

нения
⋃
Z всевозможных минимаксных u-стабильных трактов Z системы (2.2), и Z0 ⊂ G,

Z0(τ0) = Z0(t0) =M .

Также максимальный минимаксный u-стабильный тракт Z0 и максимальный минимакс-

ный u-стабильный мост W 0 связаны соотношением

Z0(τ) = W 0(t), τ + t = t0 + ϑ, где t и τ из [t0, ϑ].

Переход от моста W 0 к тракту Z0 обусловлен необходимостью разработки схем и алго-

ритмов приближенного вычисления множеств разрешимости W 0 в конкретных задачах 1.

Ориентируясь на разработку таких схем и алгоритмов, введем конечное разбиение

Γ = {τ0, τ1, . . . , τi, . . . , τN = ϑ} промежутка [t0, ϑ]. Сначала сопоставим разбиению Γ си-

стему {Z0(τi) : τi ∈ Γ} временных сечений Z0(τi) = {z ∈ Rm : (τi, z) ∈ Z0} тракта Z0.

Затем введем систему {ZΓ(τi) : τi ∈ Γ} множеств в Rm, заданную рекурентными соот-

ношениями

ZΓ(τ0) =M, ZΓ(τi) = Z(τi, τi−1, Z
Γ(τi−1)), i = 1, N.

Из определения системы {ZΓ(τi) : τi ∈ Γ} следует

Z0(τi) ⊂ ZΓ(τi), τi ∈ Γ.

Введем последовательность двоичных разбиений

Γ(n) = {τ
(n)
0 = t0, τ

(n)
1 , . . . , τ

(n)
i , . . . , τ

(n)
N(n) = ϑ}, N(n) = 2n−1, n ∈ N,

промежутка [t0, ϑ].
В последовательности {Γ(n)} каждое последующее разбиение содержит все преды-

дущие разбиения. Каждому Γ(n) сопоставим систему {Z(n)(τ
(n)
i ) : τ

(n)
i ∈ Γ(n)} множеств

Z(n)(τ
(n)
i ) = ZΓ(n)

(τ
(n)
i ):

Z(n)(τ
(n)
0 ) =M, Z(n)(τ

(n)
i ) = Z(τ

(n)
i , τ

(n)
i−1, Z

(n)(τ
(n)
i−1)), i = 1, N(n).

Для любого момента τ∗ ∈ Γ(n) справедливы включения

Z0(τ∗) ⊂ Z(n)(τ∗), Z(k)(τ∗) ⊂ Z(n)(τ∗) при k > n. (2.5)

Пусть τ∗ — двоичный момент в [t0, ϑ]. Учитывая (2.5), заключаем, что последователь-

ность {Z(n)(τ∗)} сходится в хаусдорфовой метрике к компакту Z▽(τ∗) =
⋂

n∈N

Z(n)(τ∗) в Rm.

Эта сходимость означает, что для любой точки z∗ ∈ Z▽(τ∗) найдется последовательность

{z
(n)
∗ }, z

(n)
∗ ∈ Z(n)(τ∗), n ∈ N, сходящаяся к z∗, а также любая сходящаяся последователь-

ность {z
(n)
∗ }, z

(n)
∗ ∈ Z(n)(τ∗), n ∈ N, имеет пределом некоторую точку z∗ ∈ Z▽(τ∗).
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Распространим определение множества Z▽(τ∗) с двоичных моментов τ∗ ∈ [t0, ϑ] на дру-

гие моменты τ∗ ∈ [t0, ϑ], для чего полагаем tn(τ∗) = max (τ
(n)
i ∈ Γ(n) : τ

(n)
i 6 τ∗).

Пусть τ∗ — произвольный момент из [t0, ϑ]. Определим множество Z▽(τ∗) всех точек

z∗ ∈ Rm, для каждой из которых найдется последовательность {(tn(τ∗), z
(n)
∗ )}, tn(τ∗) ∈ Γ(n),

z
(n)
∗ ∈ Z(n)(tn(τ∗)), n ∈ N, сходящаяся к (τ∗, z∗).

Вместе с тем мы определили множество

Z▽ =
⋃

τ∗∈[t0,ϑ]

(τ∗, Z
▽(τ∗)).

Множество Z▽ представляет собой компакт в G, порожденный предельным переходом

от последовательности систем {Z(n)(τ
(n)
i ) : τ

(n)
i ∈ Γ(n)}, n ∈ N.

В связи с этим пишем Z▽ = lim
n 7→∞

{Z(n)(τ
(n)
i ) : τ

(n)
i ∈ Γ(n)}.

Справедливо следующее утверждение.

Л е м м а 1. Множества Z0 и Z▽ совпадают.

Доказательство этого утверждения аналогично доказательству соответствующей леммы

из [23, § 3, лемма A].

В лемме 1 утверждается, что максимальный минимаксный u-стабильный тракт Z0

есть предел Z▽ = lim
n 7→∞

{Z(n)(τ
(n)
i ) : τ

(n)
i ∈ Γ(n)} последовательности «промежуточных» си-

стем {Z(n)(τ
(n)
i ) : τ

(n)
i ∈ Γ(n)} ⊂ Rm, отвечающих разбиениям Γ(n) с диаметрами ∆(n) =

= ∆(Γ(n)) ↓ 0 при n→ ∞.

Это означает, что множество Z0 можно в принципе (т. е. согласно теории) приближенно

вычислять в виде систем {Z(n)(τ
(n)
i ) : τ

(n)
i ∈ Γ(n)} в пространстве Rm, отвечающих разбие-

ниям Γ(n) промежутка [t0, ϑ].
Однако, в конкретных игровых задачах 1 для приближенного вычисления Z0 в ви-

де систем {Z(n)(τ
(n)
i ) : τ

(n)
i ∈ Γ(n)} необходимо обладать умением точного вычисления

множеств Z(n)(τ
(n)
i ) в соответствии с рекуррентными соотношениями Z(n)(τ

(n)
0 ) = M ,

Z(n)(τ
(n)
i ) = Z(τ

(n)
i , τ

(n)
i−1, Z

(n)(τ
(n)
i−1)), i = N(n).

Поскольку мы не обладаем возможностью точного вычисления множеств Z(n)(τ
(n)
i ) даже

в достаточно простых конкретных задачах 1, то при изучении задачи 1 в общей постановке

мы вынуждены создавать методы, трансформирующие множества Z(n)(τ
(n)
i ) в множества,

более пригодные для вычислений, ориентируясь на то, что эти множества должны быть

достаточно хорошими аппроксимациями (в хаусдорфовой метрике) множеств Z(n)(τ
(n)
i ).

Наша цель состоит в разработке методов, которые составят основу для алгоритмов вы-

числения именно таких множеств в Rm. Очевидно, что в нетривиальных (конкретных) за-

дачах 1 эти множества должны быть конечными. Условие конечности множеств мы можем

обеспечить, проведя дискретизацию пространства [t0, ϑ]×R
m позиций системы (1.1). Таким

образом, вслед за дискретизацией промежутка [t0, ϑ] (введение конечного разбиения Γ), нам

предстоит провести в том или ином виде дискретизацию фазового пространства Rm. В ос-

нову дискретизации могут быть положены различные схемы. Некоторые из них могут быть

связаны с дискретизацией векторограммы скоростей управляемой системы (1.1), точнее,

правой части дифференциального включения (2.1), ассоциированного с системой (1.1).

Однако, мы не сразу перейдем от множеств Z(n)(τ
(n)
i ), τ

(n)
i ∈ Γ(n), к вопросам кон-

струирования множеств в Rm, отвечающих разбиениям Γ(n) и являющихся в то же время

конечными.

Перед этим мы подменим множества Z(n)(τ
(n)
i ), τ

(n)
i ∈ Γ(n), отвечающими тем же разби-

ениям Γ(n), но более просто устроенными (имеющими более простую геометрию) множе-

ствами. По своему определению, эти множества близки к конструкциям ломаных Эйлера
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из теории дифференциальных уравнений (они есть своеобразные узлы ломаных Эйлера).

Однако эти множества не являются конечными.

§ 3. Промежуточная система {Y Γ(τi) : τi ∈ Γ} в пространстве Rm

Система {Y Γ(τi) : τi ∈ Γ} ⊂ Rm, которая будет введена в этом параграфе, является

промежуточной системой и выполняет вспомогательную роль в наших рассуждениях.

Для упрощения обозначений вместо двоичных разбиений Γ(n), n ∈ N, сначала рассмот-

рим двоичное разбиение Γ = {τ0 = t0, τ1, . . . , τi, . . . , τN = ϑ}, τi+1 − τi = ∆i = ∆ = ∆(Γ),
i = 0, N − 1, N = 2k, ∆ = (ϑ− t0)N

−1.

В определении системы {Y Γ(τi) : τi ∈ Γ} на каждом очередном шаге [τi, τi+1] разбие-

ния Γ участвуют семейства дифференциальных включений

dz

dη
∈ Hl(τ, zτ ), η ⊂ [τ, τi+1], l ∈ S, (3.1)

отвечающих всевозможным промежуткам [τ, τi+1] ⊂ [τi, τi+1] и начальным точкам z(τ) =
= zτ ∈ Rm.

Из определения следует, что дифференциальные включения (3.1) имеют на промежутках

[τ, τi+1] постоянную правую часть — множество Hl(τ, zτ ).
Пусть τi, τi+1 ∈ Γ; τ ∈ [τi, τi+1]; zτ и Zτ — точка и множество в Rm, где (τ, zτ ) и (τ, Zτ)

из G; z(i) и Z(i) — точка и множества в Rm, где (τi, z
(i)) и (τi, Z

(i)) из G; l ∈ S.

Введем обозначения:

Y Γ
l (τi+1, τ, zτ ) = zτ + (τi+1 − τ)Hl(τ, zτ ) — м. д. в момент τi+1 д. в. (3.1) с начальной

точкой zτ ;

Y Γ
l (τi+1, τ, Zτ) =

⋃

zτ∈Zτ

Y Γ
l (τi+1, τ, zτ ) — м. д. в момент τi+1 д. в. (3.1) с начальным мно-

жеством Zτ .

Согласно этим обозначениям имеем

Y Γ
l (τi+1, τ,Φτ (Z

(i))) =
⋃

zτ∈Φτ (Z(i))

Y Γ
l (τi+1, τ, zτ ) — м. д. в момент τi+1 д. в. (3.1) с на-

чальным множеством Φτ (Z
(i)), отвечающим моменту τ ∈ [τi, τi+1];

Ŷ Γ
l (τi+1, τi, Z

(i)) =
⋃

τ∈[τi,τi+1]

Y Γ
l (τi+1, τ,Φτ (Z

(i))) — м. д. в момент τi+1 семейства диф-

ференциальных включений (3.1) с начальными множествами Φτ (Z
(i)), τ ∈ [τi, τi+1];

Ŷ Γ(τi+1, τi, Z
(i)) =

⋂

l∈S

Ŷ Γ
l (τi+1, τi, Z

(i)) — множество совместной (по всем l ∈ S) дости-

жимости в момент τi+1 семейства дифференциальных включений (3.1) с начальными

множествами Φτ (Z
(i)), τ ∈ [τi, τi+1].

Справедлива следующая оценка:

d(Zl(τi+1, τ, zτ ), Y
Γ
l (τi+1, τ, zτ )) 6 ω(τi+1 − τ) 6 ω(∆),

и, значит,

Zl(τi+1, τ, zτ) ⊂ Y Γ
l (τi+1, τ, zτ )ω(∆), l ∈ S; τi, τi+1 ∈ Γ; τ ∈ [τi, τi+1]; (τ, zτ ) ∈ G; (3.2)

здесь Yω — замкнутая ω-окрестность множества Y ∈ comp (Rm).
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Из (3.2) получаем

Zl(τi+1, τ,Φτ (Z
(i))) ⊂

⋃

zτ∈Φτ (Z(i))

Y Γ
l (τi+1, τ, zτ )ω(∆) = Y Γ

l (τi+1, τ,Φτ (Z
(i)))ω(∆), (3.3)

l ∈ S; τi, τi+1 ∈ Γ; τ ∈ [τi, τi+1].

Из (3.3) следует включение

Ẑl(τi+1, τi, Z
(i)) =

⋃

τ∈[τi,τi+1]

Zl(τi+1, τ,Φτ (Z
(i))) ⊂

⋃

τ∈[τi,τi+1]

Y Γ
l (τi+1, τ,Φτ (Z

(i)))ω(∆) =

= Ŷ Γ
l (τi+1, τi, Z

(i))ω(∆), l ∈ S; τi, τi+1 ∈ Γ; (τi, Z
(i)) ∈ G.

(3.4)

Полагаем Y Γ(τi+1, τi, Z
(i)) =

⋂

l∈S

(Ŷ Γ
l (τi+1, τi, Z

(i))ω(∆)).

Из определения множества Y Γ(τi+1, τi, Z
(i)) следует

Z(τi+1, τi, Z
(i)) ⊂ Y Γ(τi+1, τi, Z

(i)); τi, τi+1 ∈ Γ, (τi, Z
(i)) ∈ Γ. (3.5)

Введем Y -систему {Y Γ(τi) : τi ∈ Γ} в Rm, отвечающую разбиению Γ.

О п р е д е л е н и е 6. Y -системой {Y Γ(τi) : τi ∈ Γ} множеств Y Γ(τi) ⊂ Rm, отвечающей

двоичному разбиению Γ = {τ0 = t0, τ1, . . . , τi, . . . , τN = ϑ} промежутка [t0, ϑ], назовем

набор множеств

Y Γ(τ0) =M, Y Γ(τi+1) = Y Γ(τi+1, τi, Y
Γ(τi)), i = 0, N − 1.

Из определения систем {ZΓ(τi) : τi ∈ Γ}, {Y Γ(τi) : τi ∈ Γ} и включения (3.5) следует

ZΓ(τi) ⊂ Y Γ(τi), τi ∈ Γ.

Из определения системы {Y Γ(τi) : τi ∈ Γ} следует, что точно вычислить множества

Y Γ(τi), τi ∈ Γ, невозможно хотя бы потому, что в ее определении присутствует операция

объединения множеств в Rm по бесконечному числу моментов τ ∈ [τi, τi+1]; кроме того,

сами множества Y Γ(τi) имеют геометрию, не поддающуюся в большинстве конкретных

задач 1 аналитическому описанию.

В следующем параграфе перейдем от вспомогательной системы {Y Γ(τi) : τi ∈ Γ} к более

приспособленной для вычислений системе {Z̃Γ(τi) : τi ∈ Γ}.

Для этого, не имея возможности вычислять объединение бесконечного набора множеств

достижимости Y Γ
l (τi+1, τ,Φτ (Z

(i))), τ ∈ [τi, τi+1], приведем вспомогательные выкладки, от-

носящиеся к множествам Ŷ Γ
l (τi+1, τi, Z

(i)).

§ 4. Переход от системы {Y Γ(τi) : τi ∈ Γ} к {Z̃Γ(τi) : τi ∈ Γ}

Начнем осуществлять переход от {Y Γ(τi) : τi ∈ Γ} к {Z̃Γ(τi) : τi ∈ Γ} с конструирования

одной оценки сверху (т. е. верхней аппроксимации) в Rm множества Ŷ Γ
l (τi+1, τi, Z

(i)), более

приемлемой для вычислений, чем это множество.

При этом предполагаем, что, в дополнение к условиям A, B, C, D выполнено следующее

условие на целевое множество M :

E) множествоM есть объединение замкнутых шаров в Rm, радиусы которых ограничены

снизу некоторым Rc ∈ (0,∞).
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Оценку множества Ŷ Γ
l (τi+1, τi, Z

(i)) начнем с получения оценки сверху множеств

Yl(τi+1, τ,Φτ (Z
(i))), τ ∈ [τi, τi+1],

составляющих это множество.

Выберем произвольные τ ∈ [τi, τi+1] и zτ ∈ Φτ (Z
(i)).

Относительно τ могут быть три возможности: 1) τ = τi+1; 2) τ ∈ (τi, τi+1); 3) τ = τi.
Допустим, реализовалась возможность 1. В этом случае τi+1 − τ = 0 и, значит,

Y Γ
l (τi+1, τ,Φτ (Z

(i))) = Y Γ
l (τi+1, τi+1,Φτi+1

(Z(i))) = Φτi+1
(Z(i)) =M.

Допустим, реализовалась возможность 2. В этом случае 0 < τi+1 − τ < ∆i = ∆,

Φτ (Z
(i)) =M и, значит, zτ ∈M .

Возьмем произвольную точку z(τi+1) ∈ Y Γ
l (τi+1, τ, zτ ). Эта точка представима в виде

z(τi+1) = zτ + (τi+1 − τ)hl(τ, zτ ), где hl(τ, zτ ) ∈ Hl(τ, zτ ). (4.1)

Относительно Hl(τ, zτ ) рассмотрим два взаимоисключающих варианта: а) 0 ∈ Hl(τ, zτ );
б) 0 /∈ Hl(τ, zτ ).

Допустим, реализовался вариант а). Тогда в (4.1) возможно равенство hl(τ, zτ ) = 0,

и в этом случае имеем z(τi+1) = zτ ∈ Φτ (Z
(i)) = M . Если же hl(τ, zτ ) 6= 0, то выкладки

будут такие же, как и в случае рассматриваемого ниже варианта б).

Допустим, реализовался вариант б). В этом случае hl(τ, zτ ) 6= 0 и, значит, z(τi+1) =
= zτ + (τi+1 − τ)hl(τ, zτ ) 6= zτ .

Справедливо равенство zτ = z(τi+1)− (τi+1 − τ)hl(τ, zτ ) (см. рис. 1).

z(τi+1)

z∗(τi+1)

zτ zτi

w∗

M c

B(w∗;R) ∩ Π∗

Рис. 1

Введем точку zτi = zτ − (τ − τi)hl(τ, zτ ). Так как zτ ∈ M , то zτ ∈ B(w∗;R) — одному

из шаров, составляющих, согласно условию E, множество M , так что R > Rc.

Обозначим через M c пересечение шара B(w∗;R) с двумерной гиперплоскостью Π∗

в Rm, содержащей центр w∗ шара B(w∗;R) и точки z(τi+1), zτ , z
τi .

Из определения точки zτi получаем

z(τi+1) = zτi + (τi+1 − τi)hl(τ, zτ ).

Наряду с точкой z(τi+1) рассмотрим точку

z∗(τi+1) = zτi + (τi+1 − τi)hl(τi, z
τi);
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здесь вектор hl(τi, z
τi) — ближайший в Hl(τi, z

τi) к вектору hl(τ, zτ ). (см. рис. 1)

Точки z(τi+1) и z∗(τi+1) стеснены неравенством

‖z(τi+1)− z∗(τi+1)‖ = (τi+1 − τi)‖hl(τ, zτ )− hl(τi, z
τi)‖ 6

6 (τi+1 − τi) · ω
∗((τ − τi) + ‖zτ − zτi‖) = (τi+1 − τi)ω

∗((τ − τi) + (τ − τi)‖hl(τ, zτ )‖).

Учитывая, что для τ ∈ [τi, τi+1] и (τ, zτ ) ∈ G имеет место ‖hl(τ, zτ )‖ 6 K (см. с. 115),

получаем

‖z(τi+1)− z∗(τi+1‖ 6 ∆iω
∗((1 +K)∆i) = ω(∆i). (4.2)

Из z∗(τi+1) ∈ Y Γ
l (τi+1, τi, z

τi) и неравенства 4.2 получаем

z(τi+1) ∈ Y Γ
l (τi+1, τi, z

τi) + ω(∆)B∗; (4.3)

здесь B∗ = B(0; 1) ⊂ Rm.

Выясним, какой окрестности множества Φτi(Z
(i)) =M

⋃
Z(i) принадлежит zτi . Для это-

го выясним, какой окрестности множества M c принадлежит zτi .
Введем точки q∗, p∗, y∗, принадлежащее гиперплоскости Π∗ (см. рис. 2). Точку q∗ опре-

делим как точку пересечения границы ∂M c круга M c (в гиперплоскости Π∗) с прямой,

выходящей из w∗ под прямым углом к отрезку [z(τi+1), z
τi ]. Отрезок [q∗, p∗] получен из от-

резка [z(τi+1), z
τi ] параллельным переносом до совпадения его левой точки (точки z(τi+1))

с q∗ (см. рис. 2).

z(τi+1)

zτ
zτi

R R

Rw∗

M c

ρ(zτi ,M c)

ρ∆

p∗
q∗

y∗

σ∆

Π∗

Рис. 2

Введем также обозначения

σ∆ = ‖q∗ − p∗‖ = ‖zτi − z(τi+1)‖ = ∆‖hl(τ, zτ )‖ 6 K∆, ρ∆ = ‖p∗ − y∗‖,

так что имеет место ‖p∗ − w∗‖ = ‖p∗ − y∗‖+ ‖y∗ − w∗‖ = R + ρ∆ (см. рис. 2).

Из равенства R + ρ∆ =
√
R2 + σ2

∆ в прямоугольном треугольнике ∆w∗q∗p∗ следует

R + ρ∆ < R +
1

2R
σ2
∆ и, значит, ρ∆ <

1

2R
σ2
∆ 6 ε(∆), где обозначено ε(σ) =

K

2Rc
σ2, σ > 0.

Из построения ∆w∗q∗p∗ следует, что точка zτi принадлежит этому треугольнику (как

фигуре в плоскости Π∗) и поэтому R + ρ(zτi , M c) 6 R + ρ∆, а, значит, ρ(zτi ,M c) 6 ρ∆ <
< ε(∆); здесь ρ(zτi ,M c) — расстояние от zτi до M c. Отсюда следует включение
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zτi ⊂ M c
ε(∆) ⊂ B(w∗;R)ε(∆) ⊂ Φτi(Z

(i))ε(∆).

Учитывая это включение и (4.3), получаем

z(τi+1) ∈ Y Γ
l (τi+1, τi,Φτi(Z

(i))ε(∆))ω(∆), l ∈ S; τi, τi+1 ∈ Γ.

Так как точка z(τi+1) взята произвольно в множестве Y Γ
l (τi+1, τ,Φτ (Z

(i))), τ ∈ (τi, τi+1),
l ∈ S, то

Y Γ
l (τi+1, τ,Φτ (Z

(i))) ⊂ Y Γ
l (τi+1, τi,Φτi(Z

(i))ε(∆))ω(∆), l ∈ S; τi, τi+1 ∈ Γ; τ ∈ (τi, τi+1). (4.4)

Рассмотрим теперь множество Y Γ
l (τi+1, τi,Φτi(Z

(i))ε(∆))) и представим его в виде

Y Γ
l (τi+1, τi,Φτi(Z

(i))ε(∆)) = {z∗(τi+1) = z(τi) + ∆hl(τi, z(τi)) : z(τi) ∈ Φτi(Z
(i))ε(∆)}.

Каждая точка z∗(τi+1) этого множества представима в виде

z∗(τi+1) = z∗(τi) + h(i) +∆hl(τi, z
∗(τi) + h(i)), где z∗(τi) ∈ Φτi(Z

(i)), ‖h(i)‖ 6 ε(∆).

Введем в рассмотрение вектор hl(τi, z
∗(τi)) — ближайший в Hl(τi, z

∗(τi)) к вектору

hl(τi, z(τi)) и запишем последнее равенство в виде

z∗(τi+1) = (z∗(τi) + ∆hl(τi, z
∗(τi))) + (h(i) +∆(hl(τi, z

∗(τi) + h(i))− hl(τi, z
∗(τi))).

Принимая во внимание условие D, получаем

‖hl(τi, z
∗(τi) + h(i))− hl(τi, z

∗(τi))‖ 6 d(Hl(τi, z
∗(τi) + h(i)), Hl(τi, z

∗(τi))) 6

6 λ‖h(i)‖ 6 λε(∆).

Отсюда следует, что z∗(τi+1) = (z∗(τi) + ∆ihl(τi, z
∗(τi))) + s(i), где z∗(τi) ∈ Φτi(Z

(i)),
hl(τi, z

∗(τi)) ∈ Hl(τi, z
∗(τi)), вектор s(i) удовлетворяет неравенству ‖s(i)‖ 6 ‖h(i)‖ +

+∆‖hl(τi, z
∗(τi) + h(i))− hl(τi, z

∗(τi))‖ 6 ε(∆) + ∆λε(∆) < eλ∆ε(∆).
Отсюда следует включение

z∗(τi+1) ∈ Y Γ
l (τi+1, τi,Φτi(Z

(i)))eλ∆ε(∆), l ∈ S, τi, τi+1 ∈ Γ,

и, значит,

Y Γ
l (τi+1, τi,Φτi(Z

(i))ε(∆)) ⊂ Y Γ
l (τi+1, τi,Φτi(Z

(i)))eλ∆ε(∆), l ∈ S, τi, τi+1 ∈ Γ. (4.5)

Учитывая (4.4) и (4.5), получаем

Y Γ
l (τi+1, τ,Φτ (Z

(i))) ⊂ Y Γ
l (τi+1, τi,Φτi(Z

(i))ξ(∆); l ∈ S, τi, τi+1 ∈ Γ, τ ∈ (τi, τi+1); (4.6)

здесь ξ(ρ) = ω(ρ) + eλρε(ρ), ρ ∈ (0,∞).
Таким образом, установлено, что множество Y Γ

l (τi+1, τi,Φτi(Z
(i)))ξ(∆) в правой части

включения (4.6) мажорирует все множества Y Γ
l (τi+1, τ,Φτ (Z

(i))), τ ∈ [τi, τi+1]. Это означает,

что на каждом интервале (τi, τi+1) мы избавляемся от необходимости вычислять бесконеч-

ное число множеств Y Γ
l (τi+1, τ,Φτ (Z

(i))), τ ∈ (τi, τi+1) (что мы в принципе сделать не в со-

стоянии), а подменяем их вычисление вычислением множества Y Γ
l (τi+1, τi,Φτi(Z

(i))) и его

ξ(∆)-окрестности.
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Поскольку функция ξ(ρ) = ρ · (ω∗
(
(1 + K)ρ

)
+ eλρ

K2

2Rc
ρ), ρ > 0, имеет порядок по

ρ ↓ 0 более высокий, чем первый, то мажоранта Y Γ
l (τi+1, τi,Φτi(Z

(i)))ξ(∆) незначительно

отличается при малых ∆ > 0 от множеств достижимости Y Γ
l (τi+1, τ,Φτ (Z

(i))), τ ∈ [τi, τi+1].
Вместе с тем мы закончили анализ возможности 2.

Допустим, реализовалась возможность 3. В этом случае из τ = τi следует τi+1 − τ =
= ∆i = ∆ и, значит,

Y Γ
l (τi+1, τ,Φτ (Z

(i))) ⊂ Y Γ
l (τi+1, τi,Φτi(Z

(i)))ξ(∆), l ∈ S, τi, τi+1 ∈ Γ.

Подводя итог анализа всех трех возможностей относительно τ ∈ [τi, τi+1], получаем

Y Γ
l (τi+1, τ,Φτ (Z

(i))) ⊂M
⋃

Y Γ
l (τi+1, τi,Φτi(Z

(i)))ξ(∆), (4.7)

l ∈ S, τi, τi+1 ∈ Γ, τ ∈ [τi, τi+1].

Из (4.7) следует

Ŷ Γ
l (τi+1, τi, Z

(i)) =
⋃

τ∈[τi,τi+1]

Y Γ
l (τi+1, τ,Φτ (Z

(i))) ⊂M
⋃

Y Γ
l (τi+1, τi,Φτi(Z

(i)))ξ(∆), (4.8)

l ∈ S, τi, τi+1 ∈ Γ.

Учитывая (3.4) и (4.8), получаем

Ẑl(τi+1, τi, Z
(i)) ⊂ Ŷ Γ

l (τi+1, τi, Z
(i))ω(∆) = (M

⋃
Y Γ
l (τi+1, τi,Φτi(Z

(i)))ξ(∆))ω(∆). (4.9)

Введем обозначения

Z̃Γ
l (τi+1, τi, Z

(i)) =Mω(∆)

⋃
Y Γ
l (τi+1, τi,M

⋃
Z(i))ψ(∆),

Z̃(τi+1, τi, Z
(i)) =

⋂

l∈S

Z̃Γ
l (τi+1, τi, Z

(i));
(4.10)

здесь обозначено ψ(ρ) = ξ(ρ) + ω(ρ), ρ > 0.
Включение (4.9) принимает вид

Ẑl(τi+1, τi, Z
(i)) ⊂ Z̃Γ

l (τi+1, τi, Z
(i)), l ∈ S, τi, τi+1 ∈ Γ.

Учитывая определения множеств Z(τi+1, τi, Z
(i)) и Z̃(τi+1, τi, Z

(i)), получаем

Z(τi+1, τi, Z
(i)) ⊂ Z̃(τi+1, τi, Z

(i)), τi, τi+1 ∈ Γ, (τi, Z
(i)) ⊂ G.

О п р е д е л е н и е 7. Аппроксимирующей системой (A-системой) {Z̃Γ(τi) : τi ∈ Γ} ⊂
⊂ Rm, отвечающей разбиению Γ = {t0 = τ0, . . . , τi, . . . , τN = ϑ}, назовем набор множеств

Z̃Γ(τ0) =M, Z̃Γ(τi+1) = Z̃(τi+1, τi, Z̃
Γ(τi)), i = 0, N − 1. (4.11)

З а м е ч а н и е 3. Множество Z̃(τi+1, τi, Z
(i)) определено при достаточно общих предположе-

ниях относительно Z(i): (τi, Z
(i)) ⊂ G. Такое определение не предполагает наличия какой-либо

взаимосвязи между Z(i) и M . Однако, если Z(i) = Z̃Γ(τi), i = 0, N , то связь между Z(i) и M

имеется.

В самом деле, согласно определению 7, справедливо M
⋃
Z̃Γ(τ0) = Z̃Γ(τ0), а также

из (4.10) следует Mω(∆) ⊂ Z̃Γ(τi), i = 1, N , и, значит, M
⋃
Z̃Γ(τi) = Z̃Γ(τi), i = 1, N .

В результате справедливо M
⋃
Z̃Γ(τi) = Z̃Γ(τi), i = 0, N .
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Следовательно, выражение для Z̃Γ
l (τi+1, τi, Z

(i)), i = 0, N − 1, в (4.10) можем в случае

Z(i) = Z̃Γ(τi), i = 0, N − 1, скорректировать, т. е. представить в виде

Z̃Γ
l (τi+1, τi, Z̃

Γ(τi)) =Mω(∆)

⋃
Y Γ
l (τi+1, τi, Z̃

Γ(τi))ψ(∆).

Сравним по включению системы множеств

{Z(τi) : τi ∈ Γ}, {ZΓ(τi) : τi ∈ Γ}, {Y Γ(τi) : τi ∈ Γ}, {Z̃Γ(τi) : τi ∈ Γ} :

Z0(τi) ⊂ ZΓ(τi) ⊂ Y Γ(τi) ⊂ Z̃Γ(τi), τi ∈ Γ.
(4.12)

Согласно (4.12), A-система {Z̃Γ(τi) : τi ∈ Γ} мажорирует систему {Z0(τi) : τi ∈ Γ}.

Теперь покажем, что A-система {Z̃Γ(τi) : τi ∈ Γ} аппроксимирует тракт Z0, а именно,

при разбиениях Γ промежутка [t0, ϑ] с диаметром ∆ = ∆(Γ) ↓ 0 система {Z̃Γ(τi) : τi ∈ Γ}
дает в пределе Z0.

Для этого вернемся к рассмотрению двоичных разбиений Γ(n) = {τ
(n)
0 = t0, τ

(n)
1 , . . . , τ

(n)
i ,

. . . , τ
(n)
N(n) = ϑ}, n ∈ N, промежутка [t0, ϑ].

Пусть τ∗ ∈ Γ(n); полагаем для простоты Z̃(n)(τ∗) = Z̃Γ(n)
(τ∗). Тогда A-система запишется

в виде {Z̃(n)(τ
(n)
i ) : τ

(n)
i ∈ Γ(n)}.

О п р е д е л е н и е 8. Обозначим символом Ω0 множество всех точек

(τ∗, z∗) = lim
n 7→∞

(tn(τ∗), zn),

где {(tn(τ∗), zn)} — некоторая последовательность точек (tn(τ∗), zn) ∈ (tn(τ∗), Z̃
(n)(tn(τ∗))),

n ∈ N.

Множество Ω0 удовлетворяет соотношениям

Ω0 ⊂ G, Ω0(τ
(n)
0 ) = Ω0(t0) =M. (4.13)

Пусть τ∗ ∈ [t0, ϑ] — двоичный момент. Так как τ∗ ∈ Γ(n) при достаточно больших n ∈ N,

то, согласно (4.12), при этих n справедливы включения

Z(n)(τ∗) ⊂ Z̃(n)(τ∗). (4.14)

Из определения множеств Z0, Ω0 и включений (4.14), имеющих место для двоичных

τ∗ ⊂ [t0, ϑ], следует

Z0 ⊂ Ω0. (4.15)

Справедливо также обратное включение

Ω0 ⊂ Z0. (4.16)

Для этого доказывается, что для любой пары (τ∗, τ
∗) ∈ ∆

∗ справедливо вложение

Ω0(τ∗) ⊂ Z(τ ∗, τ∗,Ω
0(τ∗)). Это включение означает, с учетом равенства (4.13), что множе-

ство Ω0 есть минимаксный u-стабильный мост и, следовательно, оно удовлетворяет вклю-

чению (4.16).

Из включений (4.15) и (4.16) следует, что справедливо следующее утверждение.

Т е о р е м а 1. Множества Z0 и Ω0 совпадают.
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З а м е ч а н и е 4. Множество Ω0 представимо в виде Ω0 = lim
n→∞

{Z̃(n)(τ
(n)
i ) : τ

(n)
i ∈ Γ(n)},

lim
n→∞

∆(n) = 0; здесь lim
n→∞

{Z̃(n)(τ
(n)
i ) : τ

(n)
i ∈ Γ(n)}

∆
= lim

n→∞
Z̃(n) — предел в хаусдорфовой мет-

рике последовательности {Z̃(n)} множеств Z̃(n) =
⋃

06i6N(n)

(τ
(n)
i , Z̃(n)(τ

(n)
i )), n ∈ N, содержащихся

в G.

Принимая во внимание теорему 1 и замечание 4, получаем, что максимальный мини-

максный u-стабильный тракт Z0 представим в виде Z0 = lim
n→∞

{Z̃(n)(τ
(n)
i ) : τ

(n)
i ∈ Γ(n)}.

Заметим, что мы трактуем A-систему {Z̃(n)(τ
(n)
i ) : τ

(n)
i ∈ Γ(n)} как некоторое обобщение

на дифференциальные игры понятия ломаной Эйлера из теории дифференциальных урав-

нений. А именно, многозначное отображение τ 7→ Z0(τ), τ ∈ [t0, ϑ], мы рассматриваем как

траекторию дифференциального включения (2.3), ассоциированного с дифференциальным

уравнением (2.2) (управляемой системой (2.2), подверженной воздействию помехи); при

этом начальной «точкой» траектории является множество Z(0)(t0) =M ∈ comp (Rm).

При наличии очевидных аналогий между A-системами {Z̃(n)(τ
(n)
i ) : τ

(n)
i ∈ Γ(n)} и лома-

ными Эйлера z̃(n)(τ), τ ∈ [t0, ϑ] (точнее — узлами ломаных Эйлера), эти две схемы аппрок-

симации обладают, что вполне естественно, и существенным различиями. Эти различия

обусловлены особенностями динамики рассматриваемых схем и задач.

Различия проявляются на этапах получения в том и другом случаях оценок рассогла-

сования между идеальными «траекториями» и их аппроксимациями на промежутке [t0, ϑ].
Так, если в теории обыкновенных дифференциальных уравнений и теории управляемых

динамических систем, не отягощенных наличием помех, такие верхние оценки хорошо

известны, то в теории антагонистических дифференциальных игр получение таких оце-

нок осложнено наличием помех, не контролируемых игроком, решающим задачу управ-

ления (в частности, задачу о сближении). Наличие таких помех в управляемой системе

привносит в схемы и алгоритмы конструирования A-систем операцию пересечения мно-

жеств, крайне неудобную с точки зрения получения оценок рассогласования между иде-

альными «траекториями» τ 7→ Z0(τ), τ ∈ [t0, ϑ], и их аппроксимациями — A-системами

{Z̃(n)(τ
(n)
i ) : τ

(n)
i ∈ Γ(n)}.

Напомним также, что введение в схемы формирования разрешающих конструкций и ал-

горитмов A-систем {Z̃(n)(τ
(n)
i ) : τ

(n)
i ∈ Γ(n)}, основанных лишь на дискретизации времени

τ ∈ [t0, ϑ], еще не означает окончательного решения вопроса о приближенном вычисле-

нии максимального минимаксного u-стабильного тракта Z0. Временну́ю дискретизацию

необходимо дополнить пространственной дискретизацией, связанной с фазовым простран-

ством Rm системы (2.1). Эта дискретизация может быть проведена по-разному. Например,

это может быть дискретизация самого пространства Rm (в частности, пиксельное представ-

ление пространства Rm), а может быть и дискретизация множеств Z̃(n)(τ
(n)
i ), τ

(n)
i ∈ Γ(n)

в пространстве Rm, осуществляемая путем дискретизации динамики (вектограмм скоро-

стей) управляемой системы (1.1) или соответствующего д. в. Обсуждение вопросов, каса-

ющихся пространственной дискретизации множеств Z̃(n)(τ
(n)
i ), τ

(n)
i ∈ Γ(n), и связанной

с ними проблематики, представляет отдельную серьезную тему, составляющую предмет

и содержание отдельной статьи; в настоящей работе мы не будем на этом останавливаться.

З а м е ч а н и е 5. Выше установлено, что

Z0 = lim
n 7→∞

{Z̃(n)(τ
(n)
i ) : τ

(n)
i ∈ Γ(n)}, (4.17)

где Γ(n), n ∈ N, — двоичные разбиения промежутка [t0, ϑ].

Представление (4.17) справедливо и в более общем случае разбиений Γ(n) = {τ
(n)
0 = t0,

τn1 , . . . , τ
(n)
i , . . . , τ

(n)
N(n) = ϑ}, ∆

(n)
i = τ

(n)
i+1 − τ

(n)
i , i = 0, N(n)− 1, ∆(n) = ∆(Γ(n)) =
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= max
i=0,N(n)−1

∆
(n)
i промежутка [t0, ϑ], не являющихся двоичными разбиениями промежутка

[t0, ϑ]; здесь lim в (4.17) определяется точно так же, как в случае последовательности дво-

ичных разбиений Γ(n).

Учитывая замечание 5, мы утверждаем, что

Z0 = lim
∆=∆(Γ)↓0

{Z̃Γ(τi), τi ∈ Γ}.

Определив в задаче 1 (в рамках общей постановки) A-систему {Z̃Γ(τi) : τi ∈ Γ}, от-

вечающую какому-либо разбиению Γ промежутка [t0, ϑ], мы тем самым определяем и ап-

проксимирующую систему (A-систему) {W̃ Γ(tj) : tj ∈ Γ} для максимального минимаксного

u-стабильного моста W 0 в задаче 1:

W̃ Γ(tj) = Z̃Γ(τi), tj + τi = t0 + ϑ, tj и τi ∈ Γ.

Конструирование A-системы {W̃ Γ(tj) : tj ∈ Γ} в конкретных задачах 1 составляет наи-

более трудный этап (первый этап) в процедуре конструирования решений. На втором этапе

(в рамках общей постановки) решения задачи 1 формируется позиционная стратегия u∗(t, x)

первого игрока как экстремальная стратегия к A-системе {W̃ Γ(tj) : tj ∈ Γ}. Эта стратегия

формируется по тому же принципу, что и позиционная стратегия первого игрока, экстре-

мальная к мосту W 0 (см. [9]). Поскольку и в конкретных задачах 1 разрешающая страте-

гия u∗(t, x) формируется как экстремальная к A-системе {W̃ Γ(tj) : tj ∈ Γ}, а не к самому

мосту W 0, то она обеспечивает для начальных точек x(0) ∈ W̃ Γ(t0) приближенное решение

задачи 1, т. е. обеспечивает сближение движений x[t], x[t0] = x(0), системы (1.1) на проме-

жутке [t0, ϑ] с достаточно малой окрестностью целевого множества M .

§ 5. О разрешающей стратегии первого игрока в задаче 1

В этом параграфе вернемся к разрешающим конструкциям задачи 1, представленным

в прямом времени t ∈ [t0, ϑ].
Будем рассматривать разбиения {t0, t1, . . . , tj , . . . , tN = ϑ} промежутка [t0, ϑ] (не обя-

зательно двоичное), дуальные к разбиениям Γ = {τ0 = t0, τ1, . . . , τi, . . . , τN = ϑ}, то есть

удовлетворяющие tj + τi = t0 + ϑ, i + j = N , i = 0, N . Для простоты будем обозначать

разбиение {t0, t1, . . . , tj , . . . , tN = ϑ} тем же символом Γ, где ∆j = tj+1 − tj , j = 0, N ,

и ∆ = ∆(Γ) = max
j=0,N−1

∆j .

Разбиениям Γ = {t0, t1, . . . , tj, . . . , tN = ϑ} отвечают множества W̃ Γ(tj) = Z̃Γ(τi),

tj + τi = t0 + ϑ, i = 0, N . Очевидно, что W 0 = lim
∆=∆(Γ)↓0

{W̃ Γ(tj) : tj ∈ Γ}; здесь lim по-

нимается так же, как и lim в (4.13).

Как отмечалось в § 2, мы изучаем задачу 1 в минимаксной постановке (см. [9–11]), т. е.

в классах чистых позиционных стратегий u(t, x) первого игрока и контрстратегий v(t, x, u)
второго игрока. Здесь под позиционными (чистыми) стратегиями первого игрока понимаем

однозначные функции v(t, x, u) ∈ Q, (t, x, u) ∈ [t0, ϑ]×Rm×P . Обозначим (следуя [9]) для

удобства стратегии и контрстратегии как U−̇u(t, x), V −̇v(t, x, u), имея в виду функции, где

v(t, x, u) измерима по Борелю по переменной u.

Определим движения xU,V [t], t ∈ [t0, ϑ], конфликтно управляемой системы (1.1), по-

рожденные парой (U, V ). Для этого определим сначала аппроксимационные движения си-

стемы (1.1), отвечающие разбиению Γ и порожденные позиционной стратегией U первого

игрока и каким-либо допустимым программным управлением v(t) второго игрока — изме-

римой по Лебегу функцией v(t) ∈ Q, t ∈ [t0, ϑ].
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Пусть заданы точка x̃Γ0 ∈ Rm и позиционная стратегия U−̇u(t, x) первого игрока. Ап-

проксимационным движением x̃ΓU [t], t ∈ [t0, ϑ], x̃
Γ[t0] = x̃Γ0 , порожденным стратегией U

и допустимым программным управлением v(t), t ∈ [t0, ϑ] второго игрока, назовем вектор-

функцию, удовлетворяющую равенству

˙̃x
Γ

U [t] = f(t, x̃ΓU [t], u(tj , x̃
Γ
U [tj ]), v(t)), x̃ΓU [t0] = x̃Γ0 п. в. на [tj , tj+1), j = 0, N − 1.

Пусть заданы точка x̃Γ0 ⊂ Rm и контрстратегия V −̇v(t, x, u) второго игрока. Аппрок-

симационным движением x̃ΓV [t], t ∈ [t0, ϑ], x̃
Γ
V [t0] = x̃Γ0 , порожденным контрстратегией V

и допустимым программным управлением u(t) ∈ P , t ∈ [t0, ϑ], первого игрока, назовем,

следуя [9], вектор-функцию, удовлетворяющую равенству

˙̃x
Γ

V [t] = f
(
t, x̃ΓV [t], u(t), v

(
tj , x̃

Γ
V [tj ], u(t)

))
.

Введем разбиения промежутка [t0, ϑ], рассматриваемые в прямом времени t:

Γ(u) = {t
(u)
0 = t0, t

(u)
1 , . . . , t

(u)
k , . . . , t

(u)
N(u) = ϑ}, Γ(v) = {t

(v)
0 = t0, t

(v)
1 , . . . , t(v)s , . . . , t

(v)
N(v) = ϑ}.

Считаем, что аппроксимационные движения игроков отвечают соответственно разбие-

ниям Γ(u) и Γ(v), которые выбираются независимо друг от друга.

Определим разбиение Γ = Γ(u)
⋃

Γ(v) = {t0, t1, . . . , tj, . . . , tN = ϑ} как совокупность

моментов t
(u)
k , t

(v)
s .

Определим аппроксимационное движение x̃ΓU,V [t], t ∈ [t0, ϑ], порожденное парой (U, V )
и отвечающее разбиению Γ. Для этого под ближайшим слева к моменту t ∈ [t0, ϑ] моментом

разбиения Γ(u)(Γ(v)) мы понимаем момент t̂
(u)
k = t(u)(t) = max{t

(u)
k ∈ Γ(u) : t

(u)
k 6 t} (t̂

(v)
s =

= t(v)(t) = max{t
(v)
s ∈ Γ(v) : t

(v)
s 6 t}).

Аппроксимационным движением x̃ΓU,V [t], t ∈ [t0, ϑ], x̃
Γ
U,V [t0] = x̃Γ0 , порожденным па-

рой (U, V ) (позиционная стратегия, контрстратегия), назовем вектор-функцию, удовлетво-

ряющую равенству

˙̃x
Γ

U,V [t] = f(t, x̃ΓU,V [t], u(t), v(t)), x̃ΓU,V [t0] = x̃Γ0 п. в. на [tj , tj+1), (5.1)

где u(t) = u(t(u)(t), x̃ΓU,V [t
(u)(t)]), v(t) = v(t(v)(t), x̃ΓU,V [t

(v)(t)], u(t)), tj ∈ Γ, j = 0, N − 1.
Из определения аппроксимационных движений x̃ΓU,V [t], t ∈ [t0, ϑ], отвечающих разбие-

нию Γ = Γ(u)
⋃

Γ(v), следует, что каждое такое движение есть в то же время аппроксимаци-

онное движение x̃ΓU [t] и x̃ΓV [t] на [t0, ϑ] с начальной точкой x̃Γ[t0] = x̃Γ0 .

Обозначим символами X Γ(u)

U (t0, x̃
Γ
0 ), X

Γ(v)

V (t0, x̃
Γ
0 ), X

Γ
U,V (t0, x̃0

Γ) пучки (то есть совокуп-

ности всевозможных аппроксимационных движений x̃Γ
(u)

U [t], x̃Γ
(v)

V [t], x̃ΓU,V [t] на [t0, ϑ] с на-

чальной точкой x̃Γ[t0] = x̃Γ0 (см. [9])).

Справедливо включение

X Γ
U,V (t0, x̃

Γ
0 ) ⊂ X Γ(u)

U (t0, x̃
Γ
0 )
⋂

X Γ(v)

V (t0, x̃
Γ
0 ). (5.2)

Определим конструктивное движение xU,V [t], t ∈ [t0, ϑ], системы (1.1), порожденное

парой (U, V ) — позиционная стратегия, контрстратегия.

О п р е д е л е н и е 9 (см. [9]). Конструктивным движением xU,V [t], t ∈ [t0, ϑ], систе-

мы (1.1) с начальной точкой x(0) ∈ Rm, порожденным парой (U, V ) (позиционная стра-

тегия, контрстратегия) назовем вектор-функцию xU,V [t], t ∈ [t0, ϑ], представимую в виде

xU,V [t] = lim
n→∞

x̃Γ
(n)

U,V [t], где {x̃Γ
(n)

U,V [t]} — некоторая последовательность аппроксимационных

движений x̃Γ
(n)

U,V [t], t ∈ [t0, ϑ], удовлетворяющих lim
n→∞

x̃Γ
(n)

U,V [t0] = lim
n→∞

x̃Γ
(n)

0 = x(0); здесь

Γ(n) = Γ
(u)
n

⋃
Γ
(v)
n , Γ

(u)
n и Γ

(v)
n — разбиения промежутка [t0, ϑ] с диаметрами ∆

(u)
n ↓ 0, ∆

(v)
n ↓ 0

при n→ ∞.
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Отметим, что в определении движения xU,V [t], t ∈ [t0, ϑ], имеется в виду равномерный

предел.

В определении 9 не должно вводить в заблуждение название «конструктивное движе-

ние» xU,V [t], введенное Н. Н. Красовским и А. И. Субботиным в [9]. Это есть некоторая

идеализация понятия движения управляемой системы. Функция xU,V [t], t ∈ [t0, ϑ], не удо-

влетворяет, вообще говоря, какому-либо дифференциальному уравнению или дифферен-

циальному включению, описывающему поведение системы (1.1), обусловленное стратегия-

ми U , V игроков. Однако эта идеализация движения системы (1.1) удобна, так как позволяет

в достаточно простом виде формулировать утверждения относительно разрешающих кон-

струкций в задачах дифференциальных игр. В частности, в простом виде формулируется из-

вестная в теории дифференциальных игр альтернатива (см. [9]). Название функции xU,V [t],
t ∈ [t0, ϑ], обусловлено тем, что она есть равномерный предел аппроксимационных движе-

ний системы (1.1), перспективных для конструирования, особенно при кусочно постоянных

управлениях u(t), v(t) в соотношениях (5.1).

Аналогично определяются конструктивные движения xU [t], xV [t] системы (1.1) на [t0, ϑ]
как равномерные пределы последовательностей аппроксимационных движений системы

(1.1), порожденных соответственно стратегиями U и V игроков.

Обозначим символами XU(t0, x
(0)), XV (t0, x

(0)), XU,V (t0, x
(0)) пучки (то есть совокупно-

сти) всевозможных конструктивных движений xU [t], xV [t], xU,V [t] на [t0, ϑ].
Справедливо включение

XU,V (t0, x
(0)) ⊂ XU(t0, x

(0))
⋂

XV (t0, x
(0)), (5.3)

вытекающее из (5.2) и определений пучков XU(t0, x
(0)), XV (t0, x

(0)), XU,V (t0, x
(0)).

Опишем разрешающую в задаче 1 позиционную стратегию U∗−̇u∗(t, x) первого игрока

как экстремальную стратегию Ue−̇ue(t, x) к максимальному минимаксному u-стабильному

мостуW 0. Стратегия Ue введена в работах [8,9] Н. Н. Красовского и А. И. Субботина. В этой

работе мы привлекаем к описанию стратегии Ue унификационные множества Fl(t, x),
(t, x, l) ∈ G× S из работ [15, 17].

Считаем, что мост W 0 выделен в области G и нам (первому игроку, решающему зада-

чу 1) известны его временные сечения W 0(t) = {x ∈ Rm : (t, x) ∈ W 0}, t ∈ [t0, ϑ].
Пусть t∗ ∈ [t0, ϑ] и x∗ /∈ W 0(t∗).
Введем в рассмотрение точку w∗, ближайшую к x∗ в W 0(t∗), и векторы s∗ = w∗ − x∗,

l∗ = ‖s‖−1s∗ ∈ S.

Вектор l∗ ∈ S мы трактуем как направление прицеливания на мост W 0 (на W 0(t∗))
конструктивного движения x[t] системы (1.1), находящейся в точке x[t∗] = x∗.

В ситуации, когда система (1.1) находится в позиции (t∗, x∗), первый игрок воображает

для себя следующую локальную игровую ситуацию, отвечающую достаточно маленько-

му промежутку времени [t∗, t
∗] — так называемую маленькую игру (см. [9]): он стремится

выбором управления u ∈ P сдвинуть движение x[t] на промежутке [t∗, t
∗] из точки x∗ макси-

мально в направлении на мост W 0, и в то же время второй игрок выбором контруправления

(как функции) v(u) ∈ Q, u ∈ P , стремится обеспечить максимальный сдвиг движения x[t]
на промежутке [t∗, t

∗] из точки x∗ в противоположном направлении.

Формально эта локальная игровая ситуация, возникшая, когда система (1.1) находится

в позиции (t∗, x∗), представима следующими условиями:

1) второй игрок в позиции (t∗, x∗), имея информационное преимущество (информацию

о выборе управления u ∈ P ), формирует функцию vl∗(u) ∈ Q, u ∈ P , — контруправ-

ление, экстремальное в направлении вектора l∗ ∈ S :

〈l∗, f(t∗, x∗, u, vl∗(u))〉 = min
v(u)∈Q

〈l∗, f
(
t∗, x∗, u, v(u)

)
〉, u ∈ P ;
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2) первый игрок в позиции (t∗, x∗), не исключая (и даже предусматривая) наихудшие для

себя действия второго игрока, формирует управление (вектор) ul∗ ∈ P , экстремальное

(наилучшее для него) в направлении вектора l∗ ∈ S :

〈l∗, f(t∗, x∗, ul∗ , vl∗(ul∗))〉 = max
u∈P

min
v(u)∈Q

〈l∗, f(t∗, x∗, u, v(u))〉 =

= max
u∈P

min
v∈Q

〈l∗, f(t∗, x∗, u, v)〉 = H(t∗, x∗, l∗).

Учитывая, что управление ul∗ и контруправление vl∗(u), u ∈ P , сформированы по позиции

(t∗, x∗) /∈ W 0, будем писать ul∗(t∗, x∗), vl∗(t∗, x∗, u).
З а м е ч а н и е 6. Если W 0(t∗) невыпукло, то для точки x∗ ∈ W 0(t∗) может быть не одна

ближайшая точка y∗ в W 0(t∗). В этом случае вектор l∗ = ‖s∗‖
−1s∗, s∗ = y∗ − x∗, определен неодно-

значно, и тогда неоднозначно определен вектор ul∗(t∗, x∗).

Принимая это во внимание, мы определяем, согласно [9], стратегию Ue−̇ue(t∗, x∗),
(t∗, x∗) ∈ G, как многозначную, вообще говоря, функцию ue(t∗, x∗) = ul∗(t∗, x∗) ∈ P при

(t∗, x∗) /∈ W 0, ue(t∗, x∗) = P при (t∗, x∗) ∈ W 0.

З а м е ч а н и е 7. Из условий 1, 2 ясно, что важную роль при формировании экстремальной стра-

тегии U e первого игрока играют векторы l∗ ∈ S, являющиеся направлениями экстремального сдвига

движения x[t] системы (1.1). В соотношениях, входящих в условия 1, 2, присутствует гамильтониан

H(t∗, x∗, l∗) системы (1.1), введенный в § 2, с. 115. Из условий 1, 2 следует, что первый игрок в си-

туации, когда система (1.1) находится в позиции (t∗, x∗) /∈ W 0, может выбирать управление u ∈ P ,

обеспечивающее проекцию вектора f(t∗, x∗, u, v(u)) скоростей системы (1.1) в направлении на W 0

(т. е. в направлении на l∗), не меньшую, чем H(t∗, x∗, l∗). Как покажем ниже, это влечет за собой

достаточно хороший сдвиг движения x[t] системы (1.1) из x[t∗] = x∗ в направлении на W 0. Такой

способ формирования управления ue(t∗, x∗) в каждой позиции (t∗, x∗) /∈ W 0 обеспечивает перво-

му игроку достаточно хорошую близость движения x[t] системы (1.1) к мосту W 0 (то есть, к его

сечениям W 0(t)) в случаях, когда начальная точка x[t0] = x(0) движения x[t], t ∈ [t0, ϑ], близка к

начальному сечению W 0(t0) моста W 0. В большинстве конкретных игровых задач 1 точное вычис-

ление (аналитическое описание) моста W 0 невозможно из-за сложности разрешающих конструкций

в этих задачах. В связи с этим мы уделяем повышенное внимание вопросам приближенного вы-

числения моста W 0 и на первом шаге приближенных вычислений подменяем мост W 0 A-системой

{W̃Γ(tj) : tj ∈ Γ}, отвечающей разбиению Γ промежутка [t0, ϑ] с диаметром ∆ = ∆(Γ) ↓ 0.

Подменив мост W 0 A-системой {W̃ Γ(tj) : tj ∈ Γ}, мы приспосабливаем и позиционную

экстремальную стратегию Ue первого игрока к этой ситуации подмены. Именно, мы рас-

сматриваем теперь функцию ue(t, x) как позиционную экстремальную стратегию к системе

{W̃ Γ(tj) : tj ∈ Γ} множеств в Rm. Теперь экстремальная стратегия первого игрока есть

функция ue(tj , x), (tj, x) ∈ Γ × Rm, определенная по тому же принципу экстремального

прицеливания [9], что и ранее, с учетом того, что множества W 0(t), t ∈ [t0, ϑ], замещены

множествами W̃ Γ(tj), tj ∈ Γ.

Далее, привлекая унификационные отображения (t, x) 7→ Fl(t, x), l ∈ S, покажем эф-

фективность экстремальной стратегии Ue первого игрока при решении задачи 1.

Считаем, что множества W̃ Γ(tj) = Z̃Γ(τi), tj = t0 + ϑ − τi, i = 0, N , вычислены по из-

вестным рекуррентным соотношениям (с. 125).

Покажем, что экстремальная к A-системе {W̃ Γ(tj), tj ∈ Γ} позиционная стратегия Ue

первого игрока удерживает любое движение x̃ΓUe [t] ∈ X Γ
Ue(t0, x̃

Γ
0 ), t ∈ [t0, ϑ], вблизи A-систе-

мы {W̃ Γ(tj) : tj ∈ Γ} при условии, что начальная точка x̃Γ0 этого движения близка к началь-

ному множеству X̃Γ(t0) этой A-системы. При этом выведем пошаговые (по шагам [tj , tj+1],
j = 0, N − 1) локальные оценки отклонения движения x̃ΓUe [t] в моменты tj ∈ Γ, j = 1, N ,

от множеств W̃ Γ(tj) и воспользуемся ими при выводе оценки отклонения движения x̃ΓUe [t],
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x̃ΓUe [t0] = x̃Γ0 от множеств W̃ Γ(tj) в моменты tj . Эти оценки проведем по схеме из моногра-

фии [9, § 57, с. 248–254], с той особенностью, что привлечем унификационные отображения

(t, x) 7→ Fl(t, x), l ∈ S.

Выписанное выше включение x̃ΓUe [t] ∈ X Γ
Ue(t0, x̃

Γ
0 ), t ∈ [t0, ϑ], означает, что функ-

ция x̃ΓUe [t], t ∈ [t0, ϑ], принадлежит пучку X Γ
Ue(t0, x̃

Γ
0 ).

Начнем вывод пошаговых локальных оценок с рассмотрения промежутка [τ∗, τ
∗] раз-

биения Γ (τ∗ и τ∗ — соседние моменты из Γ, записанного в обратном времени τ , где

t0 6 τ∗ 6 τ ∗ 6 ϑ, ∆∗ = τ ∗ − τ∗ 6 ∆ = ∆(Γ)).
Справедливы соотношения

Z̃Γ(τ ∗) = Z̃Γ(τ ∗, τ∗, Z̃
Γ(τ∗)) =

⋂

l∈S

Z̃Γ
l (τ

∗, τ∗, Z̃
Γ(τ∗)),

Z̃Γ
l (τ

∗, τ∗, Z̃
Γ(τ∗)) =Mω(∆∗)

⋃
(Y Γ

l (τ
∗, τ∗,M

⋃
Z̃Γ(τ∗))ψ(∆∗)).

Следовательно, справедливо равенство

Y Γ
l (τ

∗, τ∗,M
⋃

Z̃Γ(τ∗))ψ(∆∗) = Y Γ
l (τ

∗, τ∗, Z̃
Γ(τ∗))ψ(∆∗) =

⋃

z∗∈Z̃Γ(τ∗)

(Y Γ
l (τ

∗, τ∗, z∗)ψ(∆∗)),

где

Y Γ
l (τ

∗, τ∗, z∗)ψ(∆∗) = z∗ +∆∗Hl(τ∗, z∗) + ψ(∆∗)B∗, B∗ = B(0, 1) ∈ Rm.

Снова вернемся к разбиению Γ, записанному в прямом времени t. Обозначим через

t∗ = t0 + ϑ − τ ∗ и t∗ = t0 + ϑ − τ∗ соседние моменты разбиения Γ, для которых t∗ − t∗ =
= τ ∗ − τ∗ = ∆∗.

Согласно определению A-системы {W̃ Γ(tj) : tj ∈ Γ}, справедливо W̃ Γ(t∗) = Z̃Γ(τ ∗) и,

значит,

W̃ Γ(t∗) =
⋂

l∈S

Z̃Γ
l (t0 + ϑ− t∗, t0 + ϑ− t∗, W̃ Γ(t∗)) =

=
⋂

l∈S

(
Mω(∆∗)

⋃( ⋃

w∗∈W̃Γ(t∗)

(w∗ −∆∗Fl(t
∗, w∗) + ψ(∆∗)B∗)

))
=

=Mω(∆∗)

⋃(⋂

l∈S

( ⋃

w∗∈W̃Γ(t∗)

(w∗ −∆∗Fl(t
∗, w∗) + ψ(∆∗)B∗)

))
;

здесь обозначено w∗ = z∗.
Пусть w∗ — произвольная точка из W̃ Γ(t∗). Для нее справедливо

w∗ ∈Mω(∆∗) или w∗ ∈
⋂

l∈S

( ⋃

w∗∈W̃Γ(t∗)

(w∗ −∆∗Fl(t
∗, w∗) + ψ(∆∗)B∗)

)
.

Первое из этих двух включений указывает на ясную связь точки w∗ и множества M :

точка w∗ близка к M .

Установим, какие следствия можно извлечь для точки w∗ из второго включения. Это

включение означает, что для любого l ∈ S найдется точка w∗ ∈ W̃ Γ(t∗), удовлетворяющая

w∗ ∈ w∗ −∆∗Fl(t
∗, w∗) + ψ(∆∗)B∗. (5.4)
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Справедливо неравенство

d(Fl(t∗, w∗), Fl(t
∗, w∗)) 6 ω∗((t∗ − t∗) + ‖w∗ − w∗‖),

вытекающее из равномерной непрерывности отображения (t, w, l) 7→ Fl(t, w) на компакте

G× S и определения функции ω∗(ρ), ρ > 0 (с. 116).

Кроме того, из (5.3) следует w∗ = w∗ −∆∗fl + ψ(∆∗)b∗, где fl ∈ Fl(t
∗, w∗), b∗ ∈ B∗.

Учитывая также включение Fl(t
∗, w∗) ⊂ B(0, K), получаем ‖fl‖ 6 K, ‖b∗‖ 6 1 и, значит,

‖w∗ − w∗‖ 6 K∆∗ + ψ(∆∗), где K определено на с. 115.

Отсюда следует оценка

d(Fl(t∗, w∗), Fl(t
∗, w∗)) 6 ω∗((1 +K)∆∗ + ψ(∆∗)). (5.5)

Из оценок (5.4), (5.5) следует включение

w∗ ⊂ w∗ +∆∗Fl(t
∗, w∗) + ψ(∆∗)B∗ ⊂ (w∗ +∆∗Fl(t∗, w∗)) +

+ ∆∗ω
∗((1 +K)∆∗ + ψ(∆∗))B∗ + ψ(∆∗)B∗.

Введем в рассмотрение положительную функцию σ(ρ) = ρω∗((1 +K)ρ + ψ(ρ)) + ψ(ρ),
ρ > 0. Согласно определению, ρ−1 · σ(ρ) ↓ 0 при ρ ↓ 0.

Обозначив X̃Γ
l (t

∗, t∗, w∗) = (w∗ +∆∗Fl(t∗, w∗)) + σ(∆∗)B∗, получаем

w∗ ∈ X̃Γ
l (t

∗, t∗, w∗).

Учитывая также w∗ ∈ W̃ Γ(t∗), получаем, что из включения

w∗ ∈
⋂

l∈S

( ⋃

w∗∈W̃Γ(t∗)

(w∗ −∆∗Fl(t
∗, w∗) + ψ(∆∗)B∗)

)

следует неравенство

X̃Γ
l (t

∗, t∗, w∗)
⋂

W̃ Γ(t∗) 6= ∅. (5.6)

Неравенство (5.6) верно при любом l ∈ S.

В итоге рассмотрения второго включения для точки w∗ получаем, что для любой точки

w∗ ∈ W̃ Γ(t∗) справедливо

w∗ ∈Mω(∆∗) или W̃ Γ(t∗)
⋂

X̃Γ
l (t

∗, t∗, w∗) 6= ∅, l ∈ S.

Принимая во внимание это утверждение, продолжим рассуждения, относящиеся к про-

межутку [t∗, t
∗] разбиения Γ. Рассмотрим подробнее движения x̃ΓUe [t] ∈ X Γ

Ue(t0, x
Γ
0 ), t ∈ [t0, ϑ],

порожденные экстремальной стратегией Ue первого игрока: сначала изучим их на проме-

жутке [t∗, t
∗].

Пусть x̃ΓUe
[t∗] = x∗ /∈ W̃ Γ(t∗). Полагаем s∗ = w∗ − x∗ 6= 0, l∗ = ‖s∗‖

−1s∗ ∈ S, где w∗ —

ближайшая в W̃ Γ(t∗) точка к x∗. Обозначим для простоты x̃Γ[t] = x̃ΓUe [t], t ∈ [t∗, t
∗].

Считаем, что движение x̃Γ[t], t ∈ [t∗, t
∗], порождено, наряду со стратегией Ue, некоторым

допустимым управлением v(t), t ∈ [t∗, t
∗], второго игрока.

Справедливо представление

x̃Γ[t∗] = x∗ +

∫ t∗

t∗

f(t, x̃Γ[t], ue(t∗, x∗), v(t)) dt. (5.7)
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Учитывая определение функции ω∗(ρ), ρ > 0, при t ∈ [t∗, t
∗] имеем

‖f(t, x̃Γ[t], ue(t∗, x∗), v(t))− f(t∗, x∗, u
e(t∗, x∗), v(t))‖ 6 ω∗((t− t∗) + ‖x̃Γ[t]− x∗‖) 6

6 ω∗(∆∗ +

∫ t∗

t∗

‖f(t, x̃Γ[t], ue(t∗, x∗), v(t))‖ dt) 6 ω∗((1 +K)∆∗).
(5.8)

Из (5.7), (5.8) следует включение

x̃Γ[t∗] ∈ x∗ +

∫ t∗

t∗

f(t∗, x∗, u
e(t∗, x∗), v(t)) dt+ ω(∆∗)B∗, (5.9)

где функция ω(ρ), ρ > 0, определена на с. 116.

Относительно точки w∗ возможны два варианта:

1) точка w∗ — ближайшая в Mω(∆∗) к x∗;

2) точка w∗ — ближайшая в
⋂

l∈S

( ⋃

w∗∈W̃Γ(t∗)

(w∗ −∆∗Fl(t
∗, w∗) + ψ(∆∗)B∗)

)
к x∗.

В случае реализации варианта 1 имеет место включение x̃Γ[t∗] = x∗ ∈ M + ω(∆∗)B∗,

т. е.

ρ(x̃Γ[t∗],M) 6 ω(∆∗). (5.10)

В случае реализации варианта 2 справедливо, как установлено выше, соотношение (5.6).

Итак, пусть относительно w∗ реализовался вариант 2. В этом случае для упрощения

выкладок введем вектор f e =
1

∆∗

∫ t∗

t∗

f(t∗, x∗, u
e(t∗, x∗), v(t)) dt.

Включение (5.9) примет вид x̃Γ[t∗] ∈ x∗+∆∗f
e+ω(∆∗)B∗ и, значит, x̃Γ[t∗] = x∗+∆∗f

e+
+ ω(∆∗)b∗, где b∗ ∈ B∗.

Выберем некоторую точку w∗ ∈ X̃Γ
l∗
(t∗, t∗, w∗)

⋂
W̃ Γ(t∗). Так как w∗ ∈ X̃Γ

l∗
(t∗, t∗, w∗), то

w∗ = w∗ +∆∗f∗ + σ(∆∗)q∗, где f∗ ∈ Fl∗(t∗, w∗), q∗ ∈ B∗.
Справедливо равенство

‖w∗ − x̃Γ[t∗]‖2 = ‖(w∗ +∆∗f∗ + σ(∆∗)q∗)− (x∗ +∆∗f
e + ω(∆∗)b∗)‖

2 =

= ‖(w∗ − x∗) + ∆∗(f∗ − f e) + (σ(∆∗)q∗ − ω(∆∗)b∗)‖
2 =

= ‖w∗ − x∗‖
2 + 2〈w∗ − x∗, f∗ − f e〉+ γ(∆∗),

где введена функция γ(ρ) = ‖f∗ − f e‖2ρ2 + 2〈w∗ − x∗, σ(ρ)q∗ − ω(ρ)b∗〉+ 2〈f∗ − f e, σ(ρ)q∗ −
− ω(ρ)b∗〉+ ‖σ(ρ)q∗ − ω(ρ)b∗‖

2, ρ > 0.
Функция γ(ρ) не обязательно положительна на (0,∞). Введем неотрицательную функ-

цию γ̂(ρ) = |γ(ρ)|, ρ > 0.
Имеет место оценка

‖w∗ − x̃Γ[t∗]‖2 6 ‖w∗ − x∗‖
2 + 2∆∗〈w∗ − x∗, f∗ − f e〉+ γ̂(∆∗).

Рассмотрим подробнее величину γ̂(ρ), ρ > 0. Из определения входящих в эту величину

компонентов (т. е. точек w∗, x∗, векторов f∗, f
e, q∗, b∗ и величин σ(ρ), w(ρ), ρ > 0) следует,

что существует положительная функция ξ(ρ), ρ > 0 (ξ(ρ) · ρ−1 ↓ 0 при ρ ↓ 0), не зависящая

от выбора моментов t∗, t
∗ разбиения Γ и w∗, x∗, f∗, f

e, q∗, b∗, удовлетворяющая неравенству

γ̂(ρ) 6 ξ(ρ), ρ > 0.
Тогда справедлива оценка

‖w∗ − x̃Γ[t∗]‖2 6 ‖w∗ − x∗‖
2 + 2∆∗〈w∗ − x∗, f∗ − f e〉+ ξ(∆∗). (5.11)
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Векторы f∗ и f e, входящие в правую часть оценки (5.11), удовлетворяют неравенствам

〈l∗, f∗〉 6 H(t∗, x∗, l∗), 〈l∗, f
e〉 =

1

∆∗

∫ t∗

t∗

〈l∗, f(t∗, x∗, u
e(t∗, x∗), v(t))〉dt >

>
1

∆∗

∫ t∗

t∗

H(t∗, x∗, l∗)dt = H(t∗, x∗, l∗).

Учитывая эти неравенства, запишем (5.11) в виде

‖w∗ − x̃Γ[t∗]‖2 6 ‖s∗‖
2 + 2∆∗〈s∗, f∗ − f e〉+ ξ(∆∗) 6

6 ‖s∗‖
2 + 2∆∗‖s∗‖(H(t∗, w∗, l∗)−H(t∗, x∗, l∗)) + ξ(∆∗).

Поскольку, согласно условию A, правая часть системы (1.1) — вектор-функция f(t, x, u, v)
липшицева по переменной x с константой L = L(G) ∈ (0,∞), то

H(t∗, w∗, l∗)−H(t∗, x∗, l∗) 6 L‖w∗ − x∗‖.

Принимая во внимание это неравенство, получаем

‖w∗ − x̃Γ[t∗]‖2 6 ‖s∗‖
2 + 2∆∗L‖s∗‖

2 + ξ(∆∗)

и, значит,

‖w∗ − x̃Γ[t∗]‖2 6 e2L∆∗‖s∗‖
2 + ξ(∆∗). (5.12)

Из оценки (5.12) следует

ρ(x̃Γ[t∗], W̃ Γ(t∗))2 6 e2L∆∗‖s∗‖
2 + ξ(∆∗); (5.13)

здесь ρ(x,W ) — расстояние от точки x до W , так что

‖s∗‖ = ρ(x∗, W̃
Γ(t∗)) = ρ(x̃Γ[t∗], W̃

Γ(t∗)).

Считаем теперь, что w∗ — ближайшая в W̃ Γ(t∗) точка к x∗ = x̃Γ[t∗]. Не нарушая общ-

ности рассуждений, считаем также, что x∗ /∈ W̃ Γ(t∗) и, следовательно, s∗ = w∗ − x∗ 6= 0.

Оценку (5.12) запишем в виде

‖s∗‖2 6 e2L∆∗‖s∗‖
2 + ξ(∆∗). (5.14)

Далее, рассмотрим промежуток [t∗, t∗∗] разбиения Γ, следующий за промежутком [t∗, t
∗],

и отвечающий ему участок x̃Γ[t], t ∈ [t∗, t∗∗], движения x̃ΓUe [t] ∈ X Γ
Ue(t0, x̃

Γ
0 ). Обозначим

через w∗∗ ближайшую в W̃ Γ(t∗∗) точку к x∗∗ = x̃Γ[t∗∗].

Также считаем, что x∗∗ /∈ W̃ Γ(t∗∗) и, значит, s∗∗ = w∗∗ − x∗∗ 6= 0. По аналогии с (5.14)

выполняется

‖s∗∗‖2 6 e2L∆
∗

‖s∗‖2 + ξ(∆∗), где ∆∗ = t∗∗ − t∗. (5.15)

Из (5.14), (5.15) получаем

‖s∗∗‖2 6 e2L∆
∗

(e2L∆∗‖s∗‖
2 + ξ(∆∗)) + ξ(∆∗) = e2L(∆∗+∆∗)‖s∗‖

2 + e2L∆
∗

ξ(∆∗) + ξ(∆∗).

Рассмотрев промежуток [t∗∗, t∗∗∗] разбиения Γ(t∗∗∗ − t∗∗ = ∆∗∗), следующий за проме-

жутком [t∗, t∗∗], и обозначив через w∗∗∗ ближайшую в W̃ Γ(t∗∗∗) точку к точке x∗∗∗ = x̃Γ[t∗∗∗]
— движения x̃Γ[t] = x̃ΓUe [t] ∈ X Γ(t0, x̃

Γ
0 ), а также полагая s∗∗∗ = w∗∗∗ − x∗∗∗, получаем
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‖s∗∗∗‖2 6 e2L∆
∗∗

‖s∗∗‖2 + ξ(∆∗∗) 6 e2L∆
∗∗

(e2L(∆∗+∆∗)‖s∗‖
2 +

+ e2L∆
∗

ξ(∆∗) + ξ(∆∗)) + ξ(∆∗∗) = e2L(∆∗+∆∗+∆∗∗)‖s∗‖
2 +

+ e2L(∆
∗+∆∗∗)ξ(∆∗) + e2L∆

∗∗

ξ(∆∗) + ξ(∆∗∗) 6

6 e2L(∆∗+∆∗+∆∗∗)(‖s∗‖
2 + (ξ(∆∗) + ξ(∆∗) + ξ(∆∗∗)).

Предыдущие оценки сверху величин ‖s∗‖, ‖s∗∗‖, ‖s∗∗‖2 легко обобщаются на оценку

сверху величины ρ(x̃Γ[tk], W̃
Γ(tk))

2 — квадрата отклонения точки x̃Γ[tk], k = 1, N , движения

x̃Γ[t] ∈ X Γ
Ue(t0, x̃

Γ
0 ), t ∈ [t0, ϑ], от множества W̃ Γ(tk).

Действительно, примем теперь, что промежуток [t∗, t
∗] разбиения Γ, упомянутый выше,

это — начальный промежуток [t0, t1] разбиения Γ, так что t∗ = t0 и x∗ = x̃Γ[t0] = x̃Γ0 — на-

чальная точка движения x̃Γ[t] ∈ X Γ
Ue(t0, x̃

Γ
0 ), порожденного на [t0, ϑ] стратегией Ue и каким-

либо допустимым управлением v(t), t ∈ [t0, ϑ], второго игрока.

Введем обозначения: w(k), k = 0, N , — ближайшая в W̃ Γ(tk) точка к x̃(k) = x̃Γ[tk],
s(k) = w(k) − x̃(k), ∆(k−1) = tk − tk−1.

При таких обозначениях имеем x̃(0) = x∗, w
(0) = w∗, s

(0) = s∗; x̃
1 = x∗, w(1) = w∗,

s(1) = s∗; x̃2 = x∗∗, w(2) = w∗∗, s(2) = s∗∗; x̃3 = x∗∗∗, w(3) = w∗∗∗, s(3) = s∗∗∗.
Принимая во внимание эти равенства и обобщая предыдущие оценки сверху вели-

чин ‖s∗‖2, ‖s∗∗‖2, ‖s∗∗∗‖2, получаем при k = 1, N оценку

‖s(k)‖2 6 e2L(tk−t0)(‖s(0)‖2 +
k−1∑

j=0

ξ(∆(j))) 6 e2L(tk−t0)(‖s(0)‖2 + (tk − t0)ξ
∗(∆(Γ))); (5.16)

здесь функция ξ∗(ρ) = ρ−1ξ(ρ) ↓ 0 при ρ ↓ 0.
В частности, справедлива оценка

‖s(N)‖2 6 e2L(ϑ−t0)(‖s(0)‖2 + (ϑ− t0))ξ
∗(∆(Γ)). (5.17)

Отметим, что оценки (5.16), (5.17) справедливы не только в случае s(0) = w(0) − x̃(0) =
= w(0) − x̃Γ[t0] 6= 0, но и в случае s(0) = 0.

Рассмотрим теперь произвольное движение xUe [t] ∈ XUe(t0, x
(0)) на промежутке [t0, ϑ],

так что имеет место xUe [t0] = x(0). Согласно определению, функция xUe [t], t ∈ [t0, ϑ],

представима в виде равномерного предела lim
n 7→∞

x̃Γ
(n)

[t], x̃Γ
(n)
[t] = x̃Γ

(n)

Ue [t] ∈ X Γ
Ue(t0, x̃

Γ(n)

0 );

здесь {Γ(n)} — некоторая последовательность разбиений Γ(n) = {t
(n)
0 = t0, t

(n)
1 , . . . , t

(n)
j , . . . ,

t
(n)
N(n) = ϑ} с диаметрами ∆(n) = ∆(Γ(n)) ↓ 0, n→ ∞; lim

n→∞
x̃Γ

(n)

[t0] = lim
n 7→∞

x̃Γ
(n)

0 = x(0).

Учитывая lim
n→∞

x̃Γ
(n)

0 ∈ W 0(t0) = lim
n→∞

W̃ Γ(n)

(t0), получаем

lim
n 7→∞

ρ(x̃Γ
(n)

0 , W̃ Γ(n)

(t0)) = 0.

Выше установлено, что каждое движение x̃Γ[t] = x̃ΓUe [t] ∈ X Γ
Ue(t0, x̃

Γ
0 ) и, в том числе,

движение x̃Γ
(n)
[t] ∈ X Γ(n)

Ue (t0, x̃
Γ
0 ), t ∈ [t0, ϑ], удовлетворяет на каждом промежутке [t∗, t

∗]
разбиения Γ(Γ(n)) хотя бы одной из оценок (5.10), (5.13).

Наличие этих двух оценок обуславливает для последовательности {x̃Γ
(n)
[t]}, t ∈ [t0, ϑ],

возможность ограничиться рассмотрением лишь двух вариантов:

Вариант I. В {x̃Γ
(n)
[t]}, t ∈ [t0, ϑ], найдется такая подпоследовательность {x̃Γ

(k)
[t]}, что

для каждого движения x̃Γ
(k)
[t], t ∈ [t0, ϑ], найдется момент t∗k = t

(k)
j(k) ∈ Γ(k) и удовлетворяю-

щий

ρ(x̃Γ
(k)

[t∗k],M) 6 ω(∆
(k)
j(k)) 6 ω(∆(k)); (5.18)
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здесь ∆
(k)
j = t

(k)
j+1 − tj , j = 0, N(k)− 1.

Вариант II. В {x̃Γ
(n)
[t]}, t ∈ [t0, ϑ], найдется такая подпоследовательность {x̃Γ

(k)
[t]},

t ∈ [t0, ϑ], что для каждого x̃Γ
(n)
[t], t ∈ [t0, ϑ], и каждого j ∈ 1, N(k) справедлива оценка

вида (5.16):

ρ(x̃Γ
(k)

[t
(k)
j ], W̃ (k)(t

(k)
j ))2 6 e2L(t

(k)
j −t0)(ρ(x̃Γ

(k)

0 , W̃ (k)(t0))
2 + (t

(k)
j − t0)ξ(∆

(k))

и, в частности, оценка

ρ(x̃Γ
(k)

[ϑ],M)2 = ρ(x̃Γ
(k)

[ϑ], W̃ Γ(k)

(ϑ))2 6

6 e2L(ϑ−t0)(ρ(x̃Γ
(k)

0 , W̃ Γ(k)

(t0)
2 + (ϑ− t0)ξ

∗(∆(k))).
(5.19)

Таким образом, можем утверждать, не ограничивая общности рассуждений, что

а) в случае реализации варианта I в {x̃Γ
(n)
}, t ∈ [t0, ϑ], найдется подпоследовательность

{t∗k} (t∗k ∈ Γ(k), k ∈ N), сходящаяся к некоторому t̂ ∈ [t0, ϑ], для которой выполняет-

ся (5.18) и, следовательно, xUe[t̂] = lim
k→∞

x̃Γ
(k)

[t∗k] ∈M ;

б) в случае реализации варианта II в {x̃(Γ
(k)
[t]}, t ∈ [t0, ϑ], найдется такая подпоследо-

вательность {xΓ
(k)
[t], что для каждого x̃Γ

(k)
[t], t ∈ [t0, ϑ], справедлива оценка (5.19),

из которой, учитывая lim
k 7→∞

ρ(x̃Γ
(k)

0 , W̃ Γ(k)
(t0)) = ρ(x(0), W (0)(t0)) = 0 и lim

k→∞
ξ∗(∆(k)) =

= 0, получаем xUe [ϑ] ∈M .

Вместе с тем мы установили, что для любой начальной позиции (t0, x
(0)) ∈ W 0 си-

стемы (1.1) любое движение xUe [t] ∈ XUe(t0, x
(0)), t ∈ [t0, ϑ], удовлетворяет включению

xUe [t∗] ∈M при некотором t∗ ∈ [t0, ϑ].
Согласно включению (5.3), для любой контрстратегии V второго игрока справедливо

XUe,V (t0, x
(0)) ⊂ XUe(t0, x

(0)).

В итоге, справедливо следующее утверждение.

Т е о р е м а 2. Пусть конфликтно управляемая система (1.1) удовлетворяет услови-

ям A, B, C, D. Тогда для любой начальной позиции (t0, x
(0)) ∈ W 0 системы (1.1) раз-

решима задача 1 о сближении системы (1.1) с множеством M ∈ comp (Rm), удо-

влетворяющим условию E. А именно, любое конструктивное движение x[t] = xUe,V [t],
(t0, x[t0]) = (t0, x

(0)) ∈ W 0, системы (1.1), порожденное экстремальной к мосту W 0 по-

зиционной стратегией Ue−̇ue(t, x) первого игрока и любой контрстратегией V −̇(t, x, u)
второго игрока, удовлетворяет включению x[t∗] ∈ M при некотором t∗ ∈ [t0, ϑ].

§ 6. Разрешающая процедура управления с поводырем в задаче 1

В предыдущем пункте рассмотрен вопрос применения позиционной стратегии Ue пер-

вого игрока для решения задачи 1. Установлен принципиальный факт, состоящий в том,

что при определенных неограничительных условиях на конфликтно управляемую си-

стему (1.1) и целевое множество M любое конструктивное движение x[t] = xUe,V [t],
(t0, x[t0]) = (t0, x

(0)) ∈ W 0, системы (1.1) удовлетворяет включению x[t∗] ∈ M в некоторый

момент t∗ ∈ [t0, ϑ].
При обосновании этого факта сначала были введены и изучались аппроксимационные

движения (A-движения) x̃Γ[t] = x̃ΓUe,V [t], t ∈ [t0, ϑ], системы (1.1) с начальными точка-

ми x̃Γ[t0] = x̃Γ0 , близкими к начальному множеству W̃ Γ(t0) A-системы {W̃ Γ(tj) : tj ∈ Γ}
в Rm, отвечающей некоторому разбиению Γ = {t0, t1, . . . , tj , . . . , tN = ϑ} промежутка [t0, ϑ].
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Были получены оценки сверху отклонения A-движения x̃Γ[t] = x̃ΓUe,V [t] от целевого

множества M , объединенного с A-системой {W̃ Γ(tj) : tj ∈ Γ}, в зависимости от отклоне-

ния начальной точки x̃Γ[t0] от начального множества W̃ Γ[t0] A-системы {W̃ Γ(tj) : tj ∈ Γ}
и диаметра ∆(Γ) разбиения Γ.

При выводе этих оценок предполагалось, что экстремальные управления ue(tj , x̃
Γ[tj ]),

tj ∈ Γ, — реализации экстремальной позиционной стратегии ue первого игрока в момен-

ты tj ∈ Γ в дискретных (по времени) схемах управления, порождающих движение x̃[t]
на [t0, ϑ], вычислялись на основе точной информации о реализующихся в моменты tj ∈ Γ
состояниях x̃Γ[tj ] системы (1.1).

Заметим, однако, что в конкретных задачах конфликтного управления типа задачи 1 ин-

формация о реализующихся состояниях x̃Γ[tj ] может доставляться первому игроку не точно,

а с некоторой погрешностью в виде точки ỹΓ[tj ] = x̃Γ[tj ] + δx̃Γ[tj ], где погрешность δx̃Γ[tj ]
может быть невелика. Тем не менее, наличие этой погрешности, накапливающейся в про-

цессе управления системой (1.1) на всем промежутке [t0, ϑ], может существенно сказаться

на результате управления: может значительно увеличиться отклонение A-движения x̃Γ[t]

от объединения множества M и A-системы {W̃ Γ(tj) : tj ∈ Γ}. Это свойство позиционного

управления Ue связано с определенной неустойчивостью функции Ue(tj, x̃
Γ[tj ]) по отно-

шению к неточности текущего состояния x̃Γ[tj ], tj ∈ Γ, а именно, функция Ue(tj , x̃
Γ[tj ])

разрывна по переменной x̃Γ[tj ].
Факт неустойчивого экстремального управления Ue(tj , x̃

Γ[tj ]) по отношению к неточно-

сти поступающей информации от x̃Γ[tj ]) был отмечен ранее в монографии [9] Н. Н. Красов-

ского и А. И. Субботина. В связи с этим, в дополнение к методу экстремального прицелива-

ния движения системы (1.1), они предложили позиционный метод управления с поводырем

первого игрока.

Основу метода управления с поводырем первого игрока составляет тот факт, что наряду

с управляемой системой (1.1) имеется вспомогательная динамическая система-поводырь —

виртуальная система, динамика которой копирует динамику системы (1.1). Эта модельная

система находится полностью в распоряжении первого игрока: ее движение формируется

первым игроком в параллель с движением системы (1.1) и привлекается для конструирова-

ния разрешающего управления первого игрока в системе (1.1) на [t0, ϑ].
Дадим здесь описание процедуры управления с поводырем первого игрока в задаче 1.

З а м е ч а н и е 8. В определении движения w̃Γ[t], t ∈ [t0, ϑ], поводыря участвуют бесконечно

малые положительные величины-функции σ(ρ) ↓ 0, ω(ρ) ↓ 0 при ρ ↓ 0, а также несколько ниже для

вывода некоторых оценок привлечена функция ϕ∗(ρ) ↓ 0 при ρ ↓ 0.

Считаем, что движение w̃Γ[t], t ∈ [t0, ϑ], поводыря, отвечающее разбиению Γ, описыва-

ется на каждом полуинтервале [tj , tj+1) разбиения Γ дифференциальным включением

ẇΓ[t] ∈ Fl[tj ](tj , w̃
Γ[tj ])σ(∆j ) (6.1)

с постоянной правой частью и начальным значением w̃Γ[tj ]; здесь вектор l[tj ] ∈ S мы

конкретизируем ниже.

Движение w̃Γ[t] на каждом промежутке [tj , tj+1] мы определяем как аффинную функцию

времени t, отвечающую некоторому вектору из Fl[tj ](tj , w̃
Γ[tj ])σ(∆j ). В связи с этим будем

фактически представлять движение w̃Γ[t] на [t0, ϑ] конечным набором узловых точек w̃Γ[tj ],
tj ∈ Γ.

Опишем правило формирования движения w̃Γ[tj ] поводыря на [t0, ϑ].
Точки w̃Γ[tj ], tj ∈ Γ, поводыря определяются рекуррентно по шагам [tj , tj+1] разбие-

ния Γ.

Полагаем w̃Γ[t0] = w̃Γ
0 — начальная точка движения w̃Γ[t], t ∈ [t0, ϑ], удовлетворяющая

w̃Γ
0 ∈ W̃ Γ(t0).
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Пусть теперь tj — произвольный момент из Γ, где j < N и уже определена точка

w̃Γ(tj) ∈ W̃ Γ(tj).
Для w̃Γ[tj ] выполняется

w̃Γ[tj ] ∈Mω(∆j) или W̃ Γ(tj+1)
⋂

X̃Γ
l[tj ]

(tj+1, tj , w̃
Γ[tj ]) 6= ∅. (6.2)

В случае, если w̃Γ[tj ] ∈ Mω(∆j ), считаем, что поводырь w̃Γ[t] приблизился в мо-

мент tj ∈ Γ достаточно близко к M . В этом случае продолжаем конструирование точек

w̃Γ[tj+1], w̃
Γ[tj+2] и т. д. в соответствии с дифференциальным включением (6.1).

В случае, если w̃Γ[tj ] удовлетворяет второму из соотношений (6.2), определяем следую-

щую точку w̃Γ[tj+1] поводыря из условия

w̃Γ[tj+1] ∈ W̃ Γ(tj+1)
⋂

X̃Γ
l[tj ]

(tj+1, tj, w̃
Γ[tj]);

здесь X̃Γ
l[tj ]

(tj+1, tj, w̃
Γ[tj ]) = w̃Γ[tj] + ∆jFl[tj ](tj, w̃

Γ[tj ]) + σ(∆j)B∗.

Вместе с тем считаем, что так, пользуясь рекуррентными соотношениями, мы опреде-

лим точки w̃Γ[tj ], tj ∈ Γ, — «узлы» движения w̃Γ[t], t ∈ [t0, ϑ], поводыря.

Определив правило конструирования точек w̃Γ[tj], tj ∈ Γ, поводыря, приступим к опи-

санию самой процедуры управления с поводырем первого игрока. Эта процедура вплетена

фактически в определение A-движения системы (1.1), которое приведено ниже.

Введем некоторые обозначения.

Пусть (t, x) ∈ G. Полагаем

F (t, x, u) = co {f(t, x, u, v) : v ∈ Q}, u ∈ P ;

Ul[tj ](t, x) = {ul[tj ] ∈ P : min
v∈Q

〈l[tj], f(t, x, ul[tj ], v)〉 = H(t, x, l[tj ])}.

Пусть задана начальная точка x̃Γ[t0] = x̃0
Γ

системы (1.1) и вычислена A-система

{W̃ Γ(tj) : tj ∈ Γ}.

О п р е д е л е н и е 10. Аппроксимационным движением (A-движением) системы (1.1),

порожденным позиционной процедурой управления с поводырем первого игрока, выхо-

дящим в момент t0 из точки x̃Γ[t0] = x̃Γ0 , назовем абсолютно-непрерывную вектор-функ-

цию x̃Γ[t], t ∈ [t0, ϑ], удовлетворяющую на каждом полуинтервале [tj , tj+1) разбиения Γ
почти всюду дифференциальному включению

ẋ ∈ F (t, x, ul[tj ])

с начальным значением x̃Γ[tj ]; здесь

ul[tj ] ∈ Ul[tj ](tj , x̃
Γ[tj ]);

l[tj ] =

{
‖sΓ[tj ]‖

−1sΓ[tj ], если sΓ[tj ] 6= 0,

произвольный l ∈ S, если sΓ[tj ] = 0;

sΓ[tj ] = w̃Γ[tj ]− x̃Γ[tj];

w̃[tj ], tj ∈ Γ, — точка поводыря w̃Γ[t], вычисленная на предыдущем промежутке

[tj−1, tj ] разбиения Γ, где w̃Γ[t0] = w̃Γ
0 — ближайшая в W̃ Γ(t0) к x̃Γ[t0] = x̃Γ0 , такая,

что ‖sΓ[t0]‖ = ‖x̃Γ0 − w̃Γ
0 ‖ = ρ(x̃Γ, W̃ Γ(t0)).
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Следует отметить, что процедура управления с поводырем, представленная в определе-

нии 10 и отвечающая разбиению Γ, решает задачу 1 приближенно, т. е. приводит A-дви-

жения x̃Γ[t], t ∈ [t0, ϑ], системы (1.1) на множество M на промежутке [t0, ϑ] с некоторой

погрешностью. Эта погрешность зависит от расстояния ρ(x̃Γ[t0], W̃
Γ(t0)) = ‖sΓ[t0]‖ и диа-

метра ∆(Γ) разбиения Γ.

Учитывая эту особенность A-движений x̃Γ[t], зафиксируем некоторое ε > 0, имеющее

смысл погрешности, упомянутой выше, и рассмотрим вместо задачи 1 о сближении систе-

мы (1.1) с M задачу об ε-сближении A-движений x̃Γ[t], t ∈ [t0, ϑ], системы (1.1) с M на

промежутке [t0, ϑ]: применяя к системе (1.1) процедуру управления с поводырем первого

игрока, обеспечить для A-движений x̃Γ[t], x̃Γ[t0] = x̃Γ0 , выполнение неравенства в некоторые

моменты t∗ ∈ [t0, ϑ].
В случае, если в процессе реализации процедуры управления с поводырем первого иг-

рока оказалось при некотором j 6 N − 1, что точки w̃Γ[tq], q ∈ 0, j, удовлетворяют второму

из соотношений (6.2), а точка w̃Γ[tj+1] удовлетворяет первому из соотношений (6.2), то

ρ(x̃Γ[tj+1],M) 6 ‖x̃Γ[tj+1]− w̃Γ[tj+1]‖+ ρ(w̃Γ[tj+1],M) 6

6 eL(ϑ−t0(‖sΓ[t0]‖
2 + (ϑ− t0)ϕ∗(∆(Γ)))

1
2 + ω(∆j).

(6.3)

Если же в процессе реализации процедуры управления с поводырем первого игрока

оказалось, что точки w̃[tq], q ∈ 0, N − 1, удовлетворяют второму из соотношений (6.2), то

ρ(x̃Γ[tN ],M) = ρ(w̃[tN ], W̃
Γ(tN)) 6

6 ‖sΓ[tN ]‖ 6 eL(ϑ−t0(‖sΓ[t0]‖
2 + (ϑ− t0)ϕ∗(∆(Γ)))

1
2 ,

(6.4)

поскольку W̃ Γ(tN ) =M .

Допустим теперь, что начальная точка x̃Γ[t0] = x̃Γ0 A-движения x̃Γ[t], t ∈ [t0, ϑ], поводыря

и диаметр ∆(Γ) разбиения Γ удовлетворяют неравенству

eL(ϑ−t0)(‖sΓ[t0]‖
2 + (ϑ− t0)ϕ∗(∆(Γ)))

1
2 + ω(∆(Γ)) 6 ε.

Тогда из (6.3), (6.4) следует, что любое такое A-движение x̃Γ[t], t ∈ [t0, ϑ], системы (1.1)

удовлетворяет в некоторый момент t∗ = tq, q ∈ 0, N , включению

x̃Γ[t∗] ∈Mε.

Таким образом, неравенство

(ρ(x̃Γ0 , W̃
Γ(t0))

2 + (ϑ− t0)ϕ∗(∆(Γ)))
1
2 + ω(∆(Γ)) 6 e−L(ϑ−t0)ε (6.5)

есть достаточное условие, при котором из начальных точек x̃Γ[t0] = x̃Γ0 позиционная проце-

дура управления с поводырем первого игрока обеспечивает для A-движений x̃Γ[t], t ∈ [t0, ϑ],
решение задачи об ε-сближении с M на промежутке [t0, ϑ].

Выше мы для конфликтно управляемой системы (1.1) общего вида описали позицион-

ную процедуру управления с поводырем первого игрока в задаче 1, обеспечивающую при

выполнении неравенства (6.5) решение задачи об ε-сближении A-движений x̃Γ[t], t ∈ [t0, ϑ],
с целевым множеством M на промежутке [t0, ϑ].

Теперь мы рассмотрим конфликтно управляемую систему (1.1) более частного вида

с правой частью, распадающейся по управлениям u и v игроков:

dx

dt
= f (1)(t, x, u) + f (2)(t, x, v), (6.6)
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t ∈ [t0, ϑ], x ∈ Rm, u ∈ P , v ∈ Q.

Для этой системы игровая задача 1 о сближении в минимаксной постановке вырождает-

ся в игровую задачу о сближении с M в классе чистых позиционных стратегий U−̇u(t, x),
V −̇v(t, x) игроков. Для нее мы конкретизируем определение A-движения x̃Γ[t], t ∈ [t0, ϑ],
порожденного позиционной процедурой управления с поводырем первого игрока.

Для этого для системы (1.1) уточним некоторые обозначения, введеные ранее для опре-

деления A-движения x̃Γ[t], t ∈ [t0, ϑ].
Итак, пусть (t, x) ∈ G. Полагаем:

F (2)(t, x) = co {f (2)(t, x, v) : v ∈ Q};

F (t, x, u) = f (1)(t, x, u) + F (2)(t, x), u ∈ P ;

H(1)(t, x, l) = max
u∈P

〈l, f (1)(t, x, u)〉, l ∈ S;

H(2)(t, x, l) = min
v∈Q

〈l, f (2)(t, x, v)〉;

H(t, x, l) = H(1)(t, x, l) +H(2)(t, x, l);

Hl(t, x) = {ul ∈ P : 〈l, f (1)(t, x, ul)〉 = H(1)(t, x, l)}.

Считаем, что уже вычислена A-система {W̃ Γ(tj) : tj ∈ Γ} ⊂ Rm, отвечающая разбиению

Γ = {t0, t1, . . . , tj , . . . , tN = ϑ} промежутка [t0, ϑ], где W̃ Γ(ϑ) =M .

Для системы (6.6) так же, как и для более общей системы (1.1), мы рассматриваем задачу

об ε-сближении A-движения x̃Γ[t], x̃Γ[t0] = x̃Γ0 , с множеством M на промежутке [t0, ϑ].
Итак, считая, что задана начальная точка x̃Γ[t0] = x̃Γ0 A-движения x̃Γ[t], определя-

ем начальную точку w̃Γ[t0] движения w̃Γ[t] поводыря как ближайшую в W̃ Γ(t0) к x̃Γ[t0]:

ρ(x̃Γ[t0], W̃
Γ(t0)) = ‖x̃Γ[t0]− w̃Γ[t0]‖.

Определяем векторы

sΓ[t0] = w̃[t0]− x̃Γ[t0];

l[t0] =

{
‖sΓ[t0]‖

−1sΓ[t0], если sΓ[t0] 6= 0,

произвольный l ∈ S, если sΓ[t0] = 0;

ul[t0] ∈ Ul[t0](t0, x̃
Γ[t0]) = {u ∈ P : 〈l[t0], f(t0, x̃

Γ[t0], u)〉 = H(1)(t0, x̃
Γ[t0], l[t0])}.

В качестве управления первого игрока на промежутке [t0, t1) разбиения Γ получаем

постоянную вектор-функцию u(0)(t) = u(0) = ul[t0].
Пусть второй игрок выбрал произвольное допустимое управление v(0)(t) ∈ Q на [t0, t1).

Будем считать, что v(0)(t) также есть постоянная вектор-функция на [t0, t1): v
(0)(t) = v(0).

Начальная точка x̃Γ[t0] = x̃Γ0 A-движения x̃Γ[t] системы (6.6) и пара управлений

(u(0)(t), v(0)(t)) определяют A-движение x̃Γ[t] системы (6.6) на начальном промежутке [t0, t1)
разбиения Γ, удовлетворяющее

˙̃x
Γ
[t] = f (1)(t, x̃Γ[t], u(0)) + f (2)(t, x̃Γ[t], v(0)) ∈ F (t, x̃Γ[t], u(0)). (6.7)

Считая, что диаметр ∆(Γ) разбиения Γ мал, и, следовательно, мала величина ∆0 =
= t1 − t0, мы получаем, что значения f (1)(t, x̃Γ[t], u(0)) и f (2)(t, x̃Γ[t], v(0)) на [t0, t1) близки

к f (1)(t0, x̃
Γ[t0], u

(0)) и f (2)(t, x̃Γ[t], v(0)). Учитывая это, мы подменяем дифференциальное

уравнение (6.7) близким ему дифференциальным уравнением

˙̃x
Γ
[t] = f (1)(t0, x̃

Γ
0 , u

(0)) + f (2)(t0, x̃
Γ
0 , v

(0)), t ∈ [t0, t1), (6.8)
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с постоянной правой частью.

В результате этой подмены получаем решение уравнения (6.8)

x̃Γ[t] = x̃Γ0 + (t− t0)(f
(1)(t0, x̃

Γ
0 , u

(0)) + f (2)(t0, x̃
Γ
0 , v

(0)))

— аффинную вектор-функцию, представляющую A-движение системы (6.6) на [t0, t1] с ко-

нечной точкой x̃Γ[t1] = x̃Γ0 +∆0(f
(1)(t0, x

Γ
0 , u

(0)) + f (2)(t0, x̃
Γ
0 , v

(0))).
Для точки w̃Γ[t0] поводыря выполняется

w̃Γ[t0] ∈Mω(∆0) или W̃ Γ(t1)
⋂

X̃Γ
l[t0]

(t1, t0, w̃
Γ[t0]) 6= ∅. (6.9)

Учитывая (6.9), мы вычисляем, в соответствии с определением 10 A-движения x̃Γ[t], точ-

ку w̃Γ[t1] поводыря. Далее, зная точки x̃Γ[t1], w̃
Γ[t1], вычисляем в соответствии с определе-

нием 10 последовательно пары (x̃Γ[tq], w̃
Γ[tq]), q ∈ 2, N ; при этом участки x̃Γ[t], t ∈ [tq, tq+1],

q ∈ 1, N − 1, определяются дифференциальными уравнениями вида (6.8) с постоянной пра-

вой частью

˙̃x
Γ
[t] = f (1)(tq, x̃

Γ[tq], u
(q)) + f (2)(tq, x̃

Γ[tq], v
(q)), t ∈ [tq, tq+1];

здесь векторы u(q) ∈ P и v(q) ∈ Q — управления игроков на [tq, tq+1) выбираются в P и Q
в соответствии с определением 10.

Конечные точки x̃Γ[tq+1] участков x̃Γ[t], t ∈ [tq, tq+1], определяются равенством

x̃Γ[tq+1] = x̃Γ[tq] + ∆q(f
(1)(tq, x̃

Γ[tq], u
(q)) + f (2)(tq, x̃

Γ[tq], v
(q))). (6.10)

В результате имеем, что A-движения x̃Γ[t] на [t0, ϑ] являются ломаными Эйлера, узловые

точки x̃Γ[tq] которых описывается рекуррентными соотношениями (6.10).

Предположим теперь, что начальные точки x̃Γ[t0] = x̃Γ0 A-движений x̃Γ[t], t ∈ [t0, ϑ],

управляемой системы (6.6) настолько близки к W̃ Γ(t0) и диаметр ∆(Γ) настолько мал, что

выполняется (6.5), то тогда для таких A-движений имеет место попадание на Mε в некото-

рый момент t∗ = tq ∈ Γ.

З а м е ч а н и е 9. В замечании 7 были упомянуты бесконечно малые величины — функции σ(ρ),

ω(ρ) и ϕ(ρ), ρ > 0, участвующие в определении движения w̃Γ[t], t ∈ [t0, ϑ], поводыря и оцен-

ках отклонения A-движений x̃Γ[t], t ∈ [t0, ϑ], от объединения целевого множества M и A-системы

{W̃Γ(tj) : tj ∈ Γ} на промежутке [t0, ϑ]. Однако, эти функции можно выписать лишь в простейших

конкретных задачах 1 (т. е. в задачах 1, в которых системы (1.1) имеет простую динамику, а множе-

ство M — простую геометрическую структуру). В связи с этим, в конкретных задачах 1, в которых

управляемая система (1.1) имеет непростую динамику, а множество M — непростую геометрию, мы

вынуждены или подменять малые величины σ(∆j) и ω(∆j), tj ∈ Γ, малыми константами, или прене-

брегать этими величинами. Так, например, в конкретных задачах 1 при определении движения w̃Γ[t],

t ∈ [t0, ϑ], поводыря мы подменяем дифференциальное включение (6.1) дифференциальным вклю-

чением ˙̃w
Γ
[t] ∈ Fl[tj ](tj , w̃

Γ[tj ])σ, где σ > 0 — малая константа.

В связи с этим, для успешного решения задачи об ε-сближении управляемой систе-

мы (1.1) мы вынуждены несколько увеличить возможности первого игрока в управлении

системой (1.1), например — расширить множество P до некоторого множества Pξ, где ξ —

малая константа.

В качестве примера ниже рассмотрим задачу 1 для конкретной конфликтно управляемой

системы вида (6.6) на плоскости R2, основу которой составляет динамическая система —

сферический маятник массы m = 1 с длиной нити l = 1, вращающийся вокруг вертикаль-

ной оси с постоянной угловой скоростью
{
ẋ1 = x2,

ẋ2 = −g sin x1 + 2 sin 2x1;
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здесь x1 — угол отклонения маятника от вертикальной оси, x2 — скорость изменения угла x1,
g = 9.8 — гравитационная константа.

П р и м е р 1. Пусть динамика конфликтно управляемой системы на отрезке [t0, ϑ] =
[0, 2] описывается векторным дифференциальным уравнением

{
ẋ1 = −x2,

ẋ2 = (−g + u) sinx1 + 2v sin 2x1;
(6.11)

здесь u ∈ [−2, 2] — управление первого игрока, v ∈ [−1, 1] — управление второго игрока.

Заданы целевое множество M — объединение двух замкнутых кругов в R2 радиуса

r = 0.5 с центрами в точках (−2, 0) и (0, 0) и разбиение Γ = {t0 = 0, t1, . . . , tj, . . . , tN = ϑ},

∆j = tj+1 − tj = ∆ = ∆(Γ) = 0.005, N = 400.
Рассматривается задача об ε-сближении системы (6.11) на промежутке [t0, ϑ] с M как

задача об ε-сближении A-движений системы (6.11) x̃Γ[t] с M на промежутке [t0, ϑ], где

ε = 0.01. Для этого в рассматриваемой задаче вычислена A-система {W̃ Γ(tj) : tj ∈ Γ},

W̃ Γ(ϑ) =M как удовлетворяющая равенствам W̃ Γ(tj) = Z̃Γ(τi), tj + τi = t0 + ϑ = 2.

Здесь {Z̃Γ(τi) : τi ∈ Γ}, Z̃(τ0) =M , — A-система в R2 для максимального u-стабильного

тракта Z0 в задаче 1 о сближении системы (6.11) с M .

В задаче рассмотрены два варианта выбора управления второго игрока на промежутке

[0, 2] (в варианте 1 управление второго игрока выбрано как программное управление, в ва-

рианте 2 управление второго игрока выбрано как функция, зависящая от времени и позиции

системы).

Вариант 1: v = sin(4t).

Вариант 2: v(t, x) =





t

2
·

‖x‖

1 + ‖x‖
при t ∈ [0, 1),

−
t

2
·

‖x‖

1 + ‖x‖
при t ∈ [1, 2].

Каждый из двух вариантов рассматривался со своей начальной точкой: вариант 1 с точ-

кой (−4, 0), вариант 2 с точкой (5,−4).
Ниже приведены графические результаты математического моделирования задачи 1 для

указанных выше параметров задачи. Эти результаты представлены на рис. 3–10.
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Рис. 3. Сечения W̃ Γ(tj) множества разрешимости W̃ Γ системы (6.11) для некоторых мо-

ментов tj разбиения Γ
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Рис. 6. Вариант 1. График u∗ управлений первого игрока
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Рис. 9. Вариант 2. График u∗(t) управлений первого игрока
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Рис. 10. Вариант 2. График v(t) управлений второго игрока

Заключение

Настоящая работа посвящена одной из базовых задач теории антагонистических диф-

ференциальных игр — задаче о сближении конфликтно управляемой системы на конечном

промежутке времени. Эта задача является более сложной, чем другая базовая задача теории

антагонистических дифференциальных игр — задача о сближении конфликтно управляе-

мой системы в фиксированный момент времени. Задача сформулирована для конфликт-

но управляемой системы при достаточно общих предположениях на нее как позиционная

дифференциальная игра. Поскольку при этом не предполагается выполнения для систе-

мы условия седловой точки в маленькой игре, то задача рассматривается как минимаксная

дифференциальная игра, в которой уклоняющемуся от целевого множества игроку отдает-

ся предпочтение в информационном плане. Разрешающие конструкции задачи о сближении

(множество разрешимости, позиционная стратегия первого игрока) формируются с исполь-

зованием унификационных схем или близких к ним схем, предложенных в середине 1970-х

годов Н. Н. Красовским. Основным компонентом этих схем является гамильтониан кон-

фликтно управляемой системы, который в этой работе, в соответствии с условиями, нало-

женными на систему, не является, вообще говоря, дифференцируемой функцией аргумен-

тов. Это позволяет включить в сферу исследования рассматриваемой задачи о сближении

широкий набор конкретных задач динамики.
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К сожалению, из-за сложности задачи о сближении (точнее — разрешающих конструк-

ций задачи) не удается получить даже в относительно простых конкретных задачах точного

описания одного из основных компонентов разрешающей конструкции — множества раз-

решимости W 0 задачи о сближении. Поэтому настоящая работа посвящена, в основном,

описанию схемы приближенного решения задачи: вводятся максимальные минимаксные

u-стабильные тракты Z0 конфликтно управляемой системы, записанной в обратном време-

ни, и приближающие их сверху A-системы множеств в фазовом пространстве конфликтно

управляемой системы, индуцируя вместе с тем A-системы множеств в фазовом простран-

стве, приближающие сверху множество разрешимости W 0 задачи о сближении. Описана

позиционная экстремальная стратегия Ue первого игрока и обосновано (теорема 22), что

эта стратегия обеспечивает решение задачи 1 для любых начальных позиций (t0, x
(0)) кон-

фликтно управляемой системы, содержащихся в W 0. Приведено описание стратегии Ue

с использованием унификационных схем, основу которых составляет концепция Н. Н. Кра-

совского унификации дифференциальных игр.
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A conflict-controlled system in a finite-dimensional Euclidean space is considered. We study the game

problem of approaching the system to the goal set in the phase space over a finite time interval. The

study of the problem is based on methods developed in the theory of positional differential games. Within

the framework of this theory, an approach to constructing approximate solutions to the approach problem

is presented.
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