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СИНХРОННАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ ОДНОВРЕМЕННЫХ МНОГОКРАТНЫХ ПОИМОК

УБЕГАЮЩИХ

Рассматривается задача преследования группы из m убегающих (m > 1) в конфликтно управляе-

мых процессах с равными возможностями. Говорят, что в задаче преследования одного убегающего

(m = 1) происходит многократная поимка, если заданное количество преследователей ловят его,

при этом моменты поимки могут не совпадать. В задаче об одновременной многократной поимке

одного убегающего требуется, чтобы моменты поимки совпадали. Одновременная многократная по-

имка всей группы убегающих (m > 2) происходит, если в результате преследования происходит

одновременная многократная поимка каждого убегающего, причем в один и тот же момент вре-

мени. В терминах начальных позиций участников получены необходимые и достаточные условия

одновременной многократной поимки всей группы убегающих.
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Введение

Дифференциальные игры двух лиц, впервые рассмотренные Р. Айзексом [1], в на-

стоящее время представляют собой содержательную математическую теорию [2–5] (ме-

тод Л. С. Понтрягина, метод экстремального прицеливания Н. Н. Красовского и другие).

Естественным обобщением дифференциальных игр двух лиц являются задачи преследо-

вания–убегания с участием группы управляемых объектов хотя бы с одной из противобор-

ствующих сторон, при этом наибольшую трудность для исследований представляют задачи

конфликтного взаимодействия между двумя группами управляемых объектов. Специфи-

ка этих задач (например, невыпуклость и несвязность объединения множеств достижимо-

сти преследователей или целевых множеств убегающих) требует создания новых методов

их исследования, отличных от методов, разработанных для игр двух лиц.

Задача простого группового преследования с равными возможностями рассматрива-

лась Л. А. Петросяном, им были получены достаточные условия поимки убегающего [6],

Б. Н. Пшеничный получил необходимые и достаточные условия поимки убегающего [7].

Н. Л. Григоренко ввел понятие многократной поимки, для задачи с простыми движениями

и равными возможностями им представлены необходимые и достаточные условия много-

кратной поимки убегающего [8]. А. А. Чикрием [9] и Н. Н. Петровым [10] были получены

достаточные условия многократной поимки убегающего в конфликтно управляемых про-

цессах и в примере Л. С. Понтрягина с равными возможностями. Н. Н. Петровым и Н. А. Со-

ловьевой рассмотрены рекуррентные дифференциальные игры при равных возможностях

участников: для примера Л. С. Понтрягина [11, 12] и конфликтно управляемого процес-

са [13] получены достаточные условия многократной поимки убегающего; для примера

Л. С. Понтрягина [14] и конфликтно управляемого процесса [15] получены достаточные

условия поимки не менее q убегающих при условии, что каждого убегающего должны пой-

мать не менее чем r преследователей. Задачу о многократной поимке не менее q убегающих

с равными возможностями участников при указанном выше условии рассмотрели Н. Н. Пет-

ров и А. Я. Нарманов, были получены необходимые и достаточные условия разрешимости
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задачи преследования для случая простых движений [16], а также достаточные условия

завершения преследования в задаче с дробными производными и простой матрицей [17].

В работах [18–20] введены понятия нестрогой одновременной и одновременной мно-

гократных поимок убегающего, для задач простого преследования, конфликтно управляе-

мых процессов, а также примера Л. С. Понтрягина с равными возможностями приведены

достаточные, а в некоторых случаях и необходимые условия разрешимости. Многократ-

ная поимка происходит, если заданное количество преследователей ловят убегающего, при

этом моменты поимки могут не совпадать. Если моменты поимки (не обязательно наимень-

шие) совпадают, то говорят, что происходит нестрогая одновременная многократная поимка

убегающего. Наконец, если совпадают наименьшие моменты поимки, то происходит одно-

временная многократная поимка убегающего.

Задача об одновременной многократной поимке группы убегающих [21–24] рассматри-

валась в двух аспектах: в [23, 24] с точки зрения суммарной кратности поимок всех убега-

ющих — получены необходимые и достаточные условия суммарных многократной, нестро-

гой одновременной многократной и одновременной многократной поимок, использующих

жестко скоординированное управление убегающих в нестационарном конфликтно управля-

емом процессе с равными возможностями всех игроков; синхронная реализация одновре-

менных поимок заданной для каждого убегающего кратности рассматривалась в [21, 22] —

получены необходимые и достаточные условия разрешимости указанной задачи. Данная

работа продолжает исследования [21, 22], получены более общие необходимые и достаточ-

ные условия синхронной реализации одновременных поимок убегающих в нестационарных

конфликтно управляемых процессах. Управления преследователей, гарантирующие указан-

ный вид поимки не позднее некоторого конечного момента времени, построены в явном

виде. Рассмотрен ряд модельных примеров.

§ 1. Постановка задачи

В пространстве R
k (k > 2) рассматривается дифференциальная игра Γ n1 + n2 + . . . +

+nm +m лиц: n1 +n2 + . . .+ nm преследователей P11, P21, . . . , Pn1,1, P12, P22, . . . , Pn2,2, . . . ,

P1,m, P2,m, . . . , Pnm,m и m убегающих E1, E2, . . . , Em с законами движения и начальными

условиями (при t = t0)

Pij : ẋij = Aj(t)xij + uij, uij ∈ Uj(t), xij(t0) = X0
ij , i ∈ I(nj), j ∈ I(m),

Ej : ẏj = Aj(t)yj + vj, vj ∈ Uj(t), yj(t0) = Y 0
j , j ∈ I(m),

(1.1)

причем X0
ij 6= Y 0

j при всех i ∈ I(nj), j ∈ I(m). Здесь и далее xij , yj ∈ R
k; Aj(t) —

непрерывные на [t0,∞) квадратные матрицы порядка k; Uj(t) — многозначные отображе-

ния, являющиеся при каждом t ∈ [t0,∞) компактами в R
k; I(q) = {1, 2, . . . , q} для всех

q > 1; S(o, r) — шар в R
k с центром в точке o радиуса r; O — нуль-матрица; I — единичная

матрица.

Отметим, что в работах [21, 22] рассматривался случай Uj(t) = Uj = const, j ∈ I(m).

О п р е д е л е н и е 1.1. Управления uij(t), i ∈ I(nj), vj(t) из класса измеримых по Ле-

бегу функций на [t0,∞) со значениями из Uj(t), j ∈ I(m), будем называть допустимыми.

Пусть σ — некоторое разбиение t0 = θ0 < θ1 < θ2 < . . . < θq < . . . интервала [t0,∞),
не имеющее конечных точек сгущения (либо точек в разбиении конечное число, либо

lim
q→∞

θq = ∞). Без ограничения общности, будем рассматривать одно разбиение σ, посколь-

ку, если есть не совпадающие при разных j ∈ I(m) разбиения, то их можно объединить,

включив все точки всех разбиений (при объединении не имеющих конечных точек сгуще-

ния разбиений вновь получится разбиение, обладающее указанным свойством).

4



О п р е д е л е н и е 1.2. Кусочно-программной стратегией убегающих Ej , j ∈ I(m), со-

ответствующей разбиению σ, будем называть семейство отображений, ставящих в соответ-

ствие моменту θq и позициям xij(θq), yj(θq), i ∈ I(nj), j ∈ I(m), допустимые управления

vj(t), j ∈ I(m), определенные для t ∈ [θq, θq+1), то есть

vj(t) = vj
(

t, θq, xij(θq), yj(θq)
)

, t ∈ [θq, θq+1), q = 0, 1, 2, . . . .

Здесь и далее, если момент θq+1 не определен (θq — последняя точка разбиения σ), то

считаем θq+1 = ∞.

О п р е д е л е н и е 1.3. Кусочно-программной контрстратегией преследователей Pij ,

i ∈ I(nj), j ∈ I(m), соответствующей разбиению σ, будем называть семейство отображе-

ний, ставящих в соответствие моменту θq, позициям xij(θq), yj(θq), i ∈ I(nj), j ∈ I(m),
и допустимым управлениям vj(s), s ∈ [θq, θq+1), убегающих Ej , j ∈ I(m), допустимые

управления uij(t), i ∈ I(nj), j ∈ I(m), определенные для t ∈ [θq, θq+1), то есть

uij(t) = uij

(

t, θq, xij(θq), yj(θq), vj(s), s ∈ [θq, θq+1)
)

, t ∈ [θq, θq+1), q = 0, 1, 2, . . . .

Для каждого q = 1, 2, . . . , nj и j ∈ I(m) определим множество

Ωj(q) =
{

{i1, i2, . . . , iq} : i1 < i2 < · · · < iq, i1, i2, . . . , iq ∈ I(nj)
}

,

мощность которого совпадает с числом сочетаний из nj элементов по q, то есть

|Ωj(q)| = Cq
nj
.

О п р е д е л е н и е 1.4. В игре Γ возможна одновременная многократная поимка группы

убегающих с кратностями (b1, b2, . . . , bm), где nj > bj > 1, если существует конечный мо-

мент T0 = T0(X
0
ij, Y

0
j ) такой, что для любых разбиения σ и кусочно-программной стратегии

убегающих Ej , j ∈ I(m), существует такая кусочно-программная контрстратегия преследо-

вателей Pij , i ∈ I(nj), j ∈ I(m), что найдутся момент τ ∈ [t0, T0] и множества Λj ∈ Ωj(bj),
j ∈ I(m), для которых при каждом фиксированном j ∈ I(m) выполнено

xαj(τ) = yj(τ), xαj(s) 6= yj(s) для всех s ∈ [t0, τ), α ∈ Λj.

Неформально: рассматривается m «непересекающихся» задач группового преследова-

ния (можно считать, что каждая из m групп, включающая одного убегающего и nj пресле-

дователей, находятся очень далеко друг от друга; либо задачи рассматриваются в параллель-

ных плоскостях и т. п.), в которых действия убегающих координируются первым центром

(для достижения общей цели — уклонение от одновременной многократной поимки группы

убегающих), а действия преследователей — вторым центром (цель преследователей — син-

хронная реализация одновременных поимок заданной для каждого убегающего кратности).

§ 2. Решение задачи для случая простых движений

Сначала исследуем систему (1.1) для случая простых движений (Aj(t) = O для всех

j ∈ I(m)), в этом случае она примет вид

Pij : ẋij = uij, uij ∈ Uj(t), xij(t0) = X0
ij, i ∈ I(nj), j ∈ I(m),

Ej : ẏj = vj , vj ∈ Uj(t), yj(t0) = Y 0
j , j ∈ I(m).

(2.1)

Для всех w ∈ W , ξ ∈ R
k\{0}, где W — произвольный компакт в R

k, определим величину

λ(w, ξ;W ) = sup
{

λ > 0: (w − λξ) ∈ W
}

. (2.2)
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Отметим, что λ(w, ξ;S(0, 1)) — максимальный корень неравенства |w − λξ| 6 1, откуда

λ(w, ξ;S(0, 1)) =
〈w, ξ〉+

√

〈w, ξ〉2 + |ξ|2(1− |w|2)

|ξ|2
для всех w ∈ S(0, 1) и ξ 6= 0. (2.3)

Будем считать, что выполнено

П р е д п о л о ж е н и е 2.1. Существуют непрерывные и невырожденные на [t0,∞) квад-

ратные матрицы Bj(t) порядка k и непрерывные на [t0,∞) функции gj(t) ∈ R
k такие, что

Bj(t)
(

Uj(t) + gj(t)
)

= S(0, 1) для всех t ∈ [t0,∞), j ∈ I(m). (2.4)

Из (2.4) следует, что Uj(t) = B−1
j (t)S(0, 1) − gj(t) для всех t ∈ [t0,∞), j ∈ I(m),

поэтому все многозначные отображения Uj(t), j ∈ I(m), непрерывны в метрике Хаусдорфа

на [t0,∞), а также при каждом t ∈ [t0,∞) они являются строго выпуклыми компактами

в R
k с гладкой границей.

Предположение 2.1 при вычислениях допускает переход от Uj(t) к S(0, 1). А именно,

из (2.2), (2.4), (2.3) получим, что для всех ξ 6= 0, w ∈ Uj(t), t ∈ [t0,∞)

λ(w, ξ;Uj(t)) = sup
{

λ > 0 : (w − λξ) ∈ Uj(t)
}

=

= sup
{

λ > 0 : Bj(t)(w − λξ + gj(t)) ∈ Bj(t)(Uj(t) + gj(t))
}

=

= sup
{

λ > 0 : (Bj(t)(w + gj(t))− λBj(t)ξ) ∈ S(0, 1)
}

=

= λ(Bj(t)(w + gj(t)), Bj(t)ξ;S(0, 1)) =

=
1

|Bj(t)ξ|2

(

〈Bj(t)(w + gj(t)), Bj(t)ξ〉+

+

√

〈Bj(t)(w + gj(t)), Bj(t)ξ〉
2 + |Bj(t)ξ|2(1− |Bj(t)(w + gj(t))|2)

)

.

(2.5)

Учитывая, что X0
ij 6= Y 0

j , i ∈ I(nj), j ∈ I(m), а также равенство (2.5), получим, что

каждая функция

λij(v, t) = λ(v,X0
ij − Y 0

j ;Uj(t)) = sup
{

λ > 0: (v − λ(X0
ij − Y 0

j )) ∈ Uj(t)
}

(2.6)

непрерывна на множестве Uj(t)× [t0,∞). Значит, при любом допустимом управлении vj(t)
получаем функции λij(vj(t), t) (одного аргумента t) измеримые по Лебегу на [t0,∞).

Введем обозначения

δ0j(t) = min
v∈Uj(t)

max
Λj∈Ωj(bj)

min
α∈Λj

λαj(v, t), δ0(t) = min
j∈I(m)

δ0j(t), ∆0 =

∫

∞

t0

δ0(s) ds. (2.7)

Л е м м а 2.1. Пусть выполнено предположение 2.1 и ∆0 = ∞. Тогда функции δ0j(t),
j ∈ I(m), δ0(t) непрерывны и положительны на [t0,∞).

Д о к а з а т е л ь с т в о. При каждом j ∈ I(m) рассмотрим функцию δ0j(t). Из (2.7),

(2.6), (2.5), (2.4) получаем, что

δ0j(t) = min
v∈Uj(t)

max
Λj∈Ωj(bj)

min
α∈Λj

λ(v,X0
αj − Y 0

j ;Uj(t)) =

= min
v∈Uj(t)

max
Λj∈Ωj(bj)

min
α∈Λj

λ(Bj(t)(v + gj(t)), Bj(t)(X
0
αj − Y 0

j );S(0, 1)) =

= min
s∈S(0,1)

max
Λj∈Ωj(bj)

min
α∈Λj

λ(s, Bj(t)(X
0
αj − Y 0

j );S(0, 1)).
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Таким образом,

δ0j(t) = min
s∈S(0,1)

max
Λj∈Ωj(bj)

min
α∈Λj

λ(s, ξ0αj(t);S(0, 1)), где ξ0ij(t) = Bj(t)(X
0
ij − Y 0

j ). (2.8)

Отметим, что все функции ξ0ij(t) 6= 0 и непрерывны на [t0,∞). Из последнего утверждения

следует, что (2.8) можно преобразовать с применением (2.3), получим

δ0j(t) = min
s∈S(0,1)

max
Λj∈Ωj(bj)

min
α∈Λj

〈

s, ξ0αj(t)
〉

+
√

〈

s, ξ0αj(t)
〉2

+ |ξ0αj(t)|
2(1− |s|2)

|ξ0αj(t)|
2

.

Из последнего равенства и указанных выше свойств ξ0ij(t) следует, что каждая функ-

ция δ0j(t), j ∈ I(m), непрерывна на [t0,∞).
Следовательно и функция δ0(t) = min

j∈I(m)
δ0j(t) непрерывна на [t0,∞).

Предположим теперь, что, вопреки утверждению леммы, найдутся такие j ∈ I(m)
и t∗ ∈ [t0,∞), что δ0j(t

∗) = 0. Тогда из (2.8) следует, что существует элемент s∗ ∈ S(0, 1)
такой, что в любом множестве Λj ∈ Ωj(bj) найдется элемент α ∈ Λj , для которого

λ(s∗, ξ0αj(t
∗);S(0, 1)) = 0.

Построим множество

Q = {q1, q2, . . . , qnj−bj+1} ∈ Ωj(nj − bj + 1)

по следующему правилу. Выберем элемент

q1 ∈ L1 = {1, 2, . . . , bj} ∈ Ωj(bj) из условия λ(s∗, ξ0q1j(t
∗);S(0, 1)) = 0,

затем такой элемент

q2 ∈ L2 =
(

L1

⋃

{bj + 1}
)

\ {q1} ∈ Ωj(bj), что λ(s∗, ξ0q2j(t
∗);S(0, 1)) = 0,

далее элемент

q3 ∈ L3 =
(

L2

⋃

{bj + 2}
)

\ {q2} ∈ Ωj(bj) такой, что λ(s∗, ξ0q3j(t
∗);S(0, 1)) = 0

и так далее. На последнем шаге построим множество

Lnj−bj+1 =
(

Lnj−bj

⋃

{nj}
)

\ {qnj−bj} ∈ Ωj(bj)

и выберем элемент

qnj−bj+1 ∈ Lnj−bj+1 по условию λ(s∗, ξ0qnj−bj+1j
(t∗);S(0, 1)) = 0.

По построению для множества Q ∈ Ωj(nj − bj + 1) справедливо равенство

min
s∈S(0,1)

max
q∈Q

λ(s, ξ0qj(t
∗);S(0, 1)) = 0,

что возможно тогда и только тогда, когда

0 6∈ Int co{ξ0qj(t
∗), q ∈ Q} = Int co{Bj(t

∗)
(

X0
qj − Y 0

j

)

, q ∈ Q}.
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Поскольку матрица Bj(t
∗) невырожденная, то

0 6∈ Int co{X0
qj − Y 0

j , q ∈ Q}.

А так как матрица Bj(t) невырожденная при всех t ∈ [t0,∞), то

0 6∈ Int co{Bj(t)
(

X0
qj − Y 0

j

)

, q ∈ Q} для всех t ∈ [t0,∞).

Таким образом, построенное выше множество Q ∈ Ωj(nj − bj + 1) обладает свойством

min
s∈S(0,1)

max
q∈Q

λ(s, ξ0qj(t);S(0, 1)) = 0 для всех t ∈ [t0,∞),

которое означает, что для любого t ∈ [t0,∞) найдется элемент s∗ ∈ S(0, 1) такой, что

в любом множестве Λj ∈ Ωj(bj) существует элемент α ∈ Λj, для которого

λ(s∗, ξ0αj(t);S(0, 1)) = 0.

Из последнего утверждения и (2.8) следует, что δ0j(t) = 0 при всех t ∈ [t0,∞). Но тогда

δ0(t) = min
j∈I(m)

δ0j(t) = 0 при всех [t0,∞) и ∆0 = 0.

Полученное противоречие доказывает, что δ0j(t) > 0 при всех j ∈ I(m) и t ∈ [t0,∞).
А значит и функция δ0(t) = min

j∈I(m)
δ0j(t) > 0 при всех [t0,∞).

Лемма 2.1 доказана.

Л е м м а 2.2. Пусть выполнено предположение 2.1 и ∆0 = ∞. Тогда существует конеч-

ный момент T > t0 такой, что для любых допустимых управлений vj(t) найдутся такие

множества Λj ∈ Ωj(bj), что

∫ T

t0

λαj(vj(s), s) ds > 1 для всех α ∈ Λj , j ∈ I(m).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеют место соотношения

min
j∈I(m)

max
Λj∈Ωj(bj)

min
α∈Λj

∫ t

t0

λαj(vj(s), s) ds > min
j∈I(m)

1

C
bj
nj

∑

Λj∈Ωj(bj)

min
α∈Λj

∫ t

t0

λαj(vj(s), s) ds >

> min
j∈I(m)

1

C
bj
nj

∑

Λj∈Ωj(bj )

∫ t

t0

min
α∈Λj

λαj(vj(s), s) ds = min
j∈I(m)

1

C
bj
nj

∫ t

t0

∑

Λj∈Ωj(bj)

min
α∈Λj

λαj(vj(s), s) ds >

> min
j∈I(m)

1

C
bj
nj

∫ t

t0

δ0j(s) ds >
1

max
j∈I(m)

C
bj
nj

∫ t

t0

δ0(s) ds.

Так как ∆0 = ∞, то существует конечный момент T > t0, определяемый из условия

1

max
j∈I(m)

C
bj
nj

∫ T

t0

δ0(s) ds > 1,

для которого найдутся множества Λj ∈ Ωj(bj), j ∈ I(m), удовлетворяющие требуемым

свойствам.

Лемма 2.2 доказана.

8



Пусть

T0 = T0(X
0
ij , Y

0
j ) = min

{

T > t0 : inf
vj(·)

min
j∈I(m)

max
Λj∈Ωj(bj)

min
α∈Λj

∫ T

t0

λαj(vj(s), s) ds > 1

}

, (2.9)

где инфимум берется по всем допустимым управлениям vj(t). Из леммы 2.2 следует, что

T0 < ∞, если выполнено предположение 2.1, и ∆0 = ∞, при этом

1

max
j∈I(m)

C
bj
nj

∫ T0

t0

δ0(s) ds > 1. (2.10)

Т е о р е м а 2.1. Пусть выполнено предположение 2.1 и ∆0 = ∞. Тогда в игре Γ возмож-

на одновременная многократная поимка группы убегающих с кратностями (b1, b2, . . . , bm).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Неформально, при осуществлении одновременной многократ-

ной поимки группы убегающих группой преследователей, предпишем каждому преследо-

вателю действовать так: сначала сблизиться с убегающим (максимально быстро, насколько

это позволяет стратегия параллельного преследования) на зависящее от параметров игры

расстояние; сопровождать убегающего (снова используя стратегию параллельного пресле-

дования — выбирать управление равное управлению убегающего) до наступления неко-

торого момента; осуществить одновременную многократную поимку группы убегающих

с кратностями (b1, b2, . . . , bm) в составе одной из m групп захвата.

При любых допустимых управлениях решения системы (2.1) имеют вид

xij(t) = X0
ij +

∫ t

t0

uij(s) ds, yj(t) = Y 0
j +

∫ t

t0

vj(s) ds.

Следовательно, при каждом j ∈ I(m)

xij(t)− yj(t) =
(

X0
ij − Y 0

j

)

+

∫ t

t0

(uij(s)− vj(s)) ds, t ∈ [t0,∞), i ∈ I(nj).

Управления преследователей Pij , i ∈ I(nj), j ∈ I(m), будут иметь следующий вид:

uij(t) = vj(t)− hij(t)λij(vj(t), t)
(

X0
ij − Y 0

j

)

, t ∈ [t0,∞), (2.11)

где функции hij(t) ∈ [0, 1] являются кусочно-постоянными и могут менять свое значение

лишь в моменты t0 = θ0 < θ1 < θ2 < . . . < θq < . . . , определенные разбиением σ.

Тогда для всех i ∈ I(nj), j ∈ I(m), t ∈ [t0,∞)

xij(t)− yj(t) =
(

X0
ij − Y 0

j

)(

1−Gij(t)
)

, где Gij(t) =

∫ t

t0

hij(s)λij(vj(s), s) ds. (2.12)

Таким образом, чтобы добиться одновременной многократной поимки с кратностя-

ми (b1, b2, . . . , bm), достаточно для любого разбиения σ и допустимых управлений vj(t)
определить функции hij(t) ∈ [0, 1] так, чтобы нашлись множества Λ∗

j ∈ Ωj(bj) и мо-

мент τ ∈ [t0, T0], для которых выполнены соотношения

Gαj(τ) = 1, Gαj(t) < 1 при всех t ∈ [t0, τ), α ∈ Λ∗

j , j ∈ I(m). (2.13)

Для всех Λj ∈ Ωj(bj), i ∈ I(nj), a 6 c, a, c ∈ [t0,∞), введем обозначения

Lj(Λj ; a, c) =

∫ c

a

min
α∈Λj

λαj(vj(s), s) ds, Lij(a, c) =

∫ c

a

λij(vj(s), s) ds. (2.14)
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В дальнейшем будем учитывать, что при всех Λj ∈ Ωj(bj), a ∈ [t0,∞), i ∈ I(nj),
j ∈ I(m), и любых допустимых управлениях vj(t) функции Lj(Λj ; a, t) и Lij(a, t) непре-

рывны по t на интервале [a,∞).

Определим hij(t) и тем самым полностью определим управления преследователей.

Шаг 0. Момент t = θ0 = t0. Определим hij(θ0) ∈ [0, 1] для всех i ∈ I(nj), j ∈ I(m).

Преследователи Pij знают разбиение σ, момент T0 из формулы (2.9) и vj(t) для

t ∈ [θ0, θ1). Преследователи Pij вычисляют момент (или приходят к выводу, что такого мо-

мента нет)

τ = min
{

t ∈ (θ0, θ1] : существуют Λ∗

j ∈ Ωj(bj) такие, что

Lj(Λ
∗

j ; θ0, s) < Lj(Λ
∗

j ; θ0, t) при всех s ∈ [θ0, t) и min
j∈I(m)

Lj(Λ
∗

j ; θ0, t) = 1
}

.
(2.15)

Вариант 0.1. Существует момент τ ∈ (θ0, θ1]. Для каждого j ∈ I(m)

hαj(θ0) =
1

Lαj(θ0, τ)
, если α ∈ Λ∗

j ; hβj(θ0) = 0, если β ∈ I(nj) \ Λ
∗

j ;

hij(t) = hij(θ0), t ∈ [θ0, θ1), i ∈ I(nj).

(2.16)

Здесь и далее, если (2.15) при некоторых j ∈ I(m) определяет несколько множеств Λ∗

j , то,

в соответствии с лексикографическим порядком, выберем первое (минимальное) из них.

Отметим, что для всех α ∈ Λ∗

j

1 6 Lj(Λ
∗

j ; θ0, τ) =

∫ τ

θ0

min
α∗∈Λ∗

j

λα∗j(vj(s), s) ds 6

∫ τ

θ0

λαj(vj(s), s)ds = Lαj(θ0, τ),

поэтому

hαj(θ0) =
1

Lαj(θ0, τ)
6 1 для всех α ∈ Λ∗

j .

Далее, из определения (2.15) момента τ на данном шаге следует, что

Lj(Λ
∗

j ; θ0, t) < Lj(Λ
∗

j ; θ0, τ) при всех t ∈ [θ0, τ).

С учетом этого строгого неравенства, для всех t ∈ [θ0, τ ) и α ∈ Λ∗

j имеем

Lαj(t, τ) =

∫ τ

t

λαj(vj(s), s) ds >

∫ τ

t

min
α∗∈Λ∗

j

λα∗j(vj(s), s) ds =

= Lj(Λ
∗

j ; θ0, τ)− Lj(Λ
∗

j ; θ0, t) > 0 и

Lαj(θ0, t) < Lαj(θ0, t) + Lαj(t, τ) = Lαj(θ0, τ). (2.17)

Выполнены соотношения (2.13), поскольку из (2.12), (2.14), (2.16), (2.17) следует, что

при всех t ∈ [θ0, τ), α ∈ Λ∗

j и j ∈ I(m)

Gαj(τ) = hαj(θ0)

∫ τ

θ0

λαj(vj(s), s) ds =
1

Lαj(θ0, τ)
Lαj(θ0, τ) = 1,

Gαj(t) = hαj(θ0)

∫ t

θ0

λαj(vj(s), s) ds =
1

Lαj(θ0, τ)
Lαj(θ0, t) < 1.
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Покажем теперь, используя (2.14), (2.7) и (2.10), что если T0 6 θ1, то момент τ суще-

ствует и τ 6 T0.

min
j∈I(m)

max
Λj∈Ωj(bj)

Lj(Λj; θ0, T0) > min
j∈I(m)

1

C
bj
nj

∑

Λj∈Ωj(bj)

Lj(Λj; θ0, T0) =

= min
j∈I(m)

1

C
bj
nj

∑

Λj∈Ωj(bj)

∫ T0

θ0

min
α∈Λj

λαj(vj(s), s)ds = min
j∈I(m)

1

C
bj
nj

∫ T0

θ0

∑

Λj∈Ωj(bj)

min
α∈Λj

λαj(vj(s), s)ds >

> min
j∈I(m)

1

C
bj
nj

∫ T0

θ0

δ0j(s)ds >
1

max
j∈I(m)

C
bj
nj

∫ T0

θ0

δ0(s)ds > 1.

Следовательно, момент τ 6 T0 6 θ1 существует.

Вариант 0.2. Момента τ ∈ (θ0, θ1] не существует (это возможно только при θ1 < T0).

В момент t = t0 = θ0 (по сути до начала игры) выберем и зафиксируем произвольное

значение δ∗ из условия

0 < δ∗ 6 min
t∈[t0,T0]

δ0(t); (2.18)

существование δ∗ следует из леммы 2.1.

Понадобится еще диаметр разбиения σ, дополненный точкой T0. Напомним, что в на-

чальный момент t = t0 = θ0 преследователи уже знают разбиение σ и могут вычислить T0

по формуле (2.9). Итак, зафиксировано разбиение σ и значение T0. Найдем

q∗ = max{q > 0: θq < T0}. (2.19)

Отметим, что T0 6 θq∗+1. Вычислим

d∗ = d∗(σ, T0) = min{θ1 − θ0, θ2 − θ1, . . . , θq∗ − θq∗−1, T0 − θq∗} > 0. (2.20)

В начальный момент t = t0 = θ0 определим как близко преследователь Pij должен

сближаться с убегающим Ej :

ε∗ = ε∗(σ, T0) =
δ∗d∗

max
j∈I(m)

C
bj
nj

> 0. (2.21)

Определим hij(t) для всех i ∈ I(nj), j ∈ I(m) и t ∈ [θ0, θ1) следующим образом:

hij(θ0) =







1, если Lij(θ0, θ1) 6 1− ε∗,
1− ε∗

Lij(θ0, θ1)
, если Lij(θ0, θ1) > 1− ε∗,

hij(t) = hij(θ0). (2.22)

Тогда

Gij(θ1) = hij(θ0)

∫ θ1

θ0

λij(vj(s), s) ds = hij(θ0)Lij(θ0, θ1) =

=







1 · Lij(θ0, θ1), если Lij(θ0, θ1) 6 1− ε∗,
1− ε∗

Lij(θ0, θ1)
Lij(θ0, θ1), если Lij(θ0, θ1) > 1− ε∗,

=







Lij(θ0, θ1), если hij(θ0) = 1,

1− ε∗, если hij(θ0) < 1.

В любом случае

Gij(θ1) 6 1− ε∗ для всех i ∈ I(nj), j ∈ I(m).
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Шаг 1. t = θ1 (θ1 < T0). Определим hij(θ1) ∈ [0, 1] для всех i ∈ I(nj), j ∈ I(m).
Преследователи Pij знают vj(t), t ∈ [θ1, θ2), а также на предыдущем шаге вычисли-

ли ε∗ > 0. Преследователи Pij вычисляют момент (или приходят к выводу, что такого

момента нет)

τ = min
{

t ∈ (θ1, θ2] : существуют Λ∗

j ∈ Ωj(bj) такие, что

Lj(Λ
∗

j ; θ1, s) < Lj(Λ
∗

j ; θ1, t) при всех s ∈ [θ1, t)

и min
j∈I(m)

(

min
α∗∈Λ∗

j

Gα∗j(θ1) + Lj(Λ
∗

j ; θ1, t)
)

= 1
}

.

(2.23)

Вариант 1.1. Существует момент τ ∈ (θ1, θ2]. Для каждого j ∈ I(m)

hαj(θ1) =
1−Gαj(θ1)

Lαj(θ1, τ)
, если α ∈ Λ∗

j ; hβj(θ1) = 0, если β ∈ I(nj) \ Λ
∗

j ;

hij(t) = hij(θ1), t ∈ [θ1, θ2), i ∈ I(nj).

(2.24)

Отметим, что для всех α ∈ Λ∗

j

1−Gαj(θ1) 6 1− min
α∗∈Λ∗

j

Gα∗j(θ1) 6 Lj(Λ
∗

j ; θ1, τ) =

∫ τ

θ1

min
α∗∈Λ∗

j

λα∗j(vj(s), s)ds 6

6

∫ τ

θ1

λαj(vj(s), s)ds = Lαj(θ1, τ),

поэтому для всех α ∈ Λ∗

j

hαj(θ1) =
1−Gαj(θ1)

Lαj(θ1, τ)
6

1−Gαj(θ1)

1−Gαj(θ1)
= 1.

Далее, из определения (2.23) момента τ на данном шаге следует, что

Lj(Λ
∗

j ; θ1, t) < Lj(Λ
∗

j ; θ1, τ) при всех t ∈ [θ1, τ).

С учетом этого строгого неравенства, для всех t ∈ [θ1, τ ) и α ∈ Λ∗

j имеем

Lαj(t, τ) =

∫ τ

t

λαj(vj(s), s) ds >

∫ τ

t

min
α∗∈Λ∗

j

λα∗j(vj(s), s) ds =

= Lj(Λ
∗

j ; θ1, τ)− Lj(Λ
∗

j ; θ1, t) > 0 и

Lαj(θ1, t) < Lαj(θ1, t) + Lαj(t, τ) = Lαj(θ1, τ). (2.25)

Выполнены соотношения (2.13), поскольку из (2.12), (2.14), (2.24), (2.25) следует, что при

всех t ∈ [θ1, τ), α ∈ Λ∗

j и j ∈ I(m)

Gαj(τ) = Gαj(θ1) + hαj(θ1)

∫ τ

θ1

λαj(vj(s), s) ds = Gαj(θ1) +
1−Gαj(θ1)

Lαj(θ1, τ)
Lαj(θ1, τ) = 1,

Gαj(t) = Gαj(θ1) + hαj(θ1)

∫ t

θ1

λαj(vj(s), s) ds = Gαj(θ1) +
1−Gαj(θ1)

Lαj(θ1, τ)
Lαj(θ1, t) < 1.

(Gij(t) 6 Gij(θ1) 6 1 − ε∗ < 1 для всех t ∈ [θ0, θ1], i ∈ I(nj), j ∈ I(m), поскольку имел

место вариант 0.2.)

Покажем теперь, используя (2.14), (2.7) и (2.10), что если T0 6 θ2, то момент τ суще-

ствует и τ 6 T0.

12



Предположим сначала, что из (2.22) получили, что hij(θ0) = 1 для всех i ∈ I(nj),
j ∈ I(m). Тогда

min
j∈I(m)

max
Λj∈Ωj(bj)

(

min
α∈Λj

Gαj(θ1) + Lj(Λj; θ1, T0)
)

>

> min
j∈I(m)

1

C
bj
nj

∑

Λj∈Ωj(bj)

(

min
α∈Λj

Gαj(θ1) + Lj(Λj; θ1, T0)
)

=

= min
j∈I(m)

1

C
bj
nj

∑

Λj∈Ωj(bj)

(

min
α∈Λj

∫ θ1

θ0

λαj(vj(s), s) ds+

∫ T0

θ1

min
α∈Λj

λαj(vj(s), s) ds
)

>

> min
j∈I(m)

1

C
bj
nj

∑

Λj∈Ωj(bj )

(

∫ θ1

θ0

min
α∈Λj

λαj(vj(s), s) ds+

∫ T0

θ1

min
α∈Λj

λαj(vj(s), s) ds
)

=

= min
j∈I(m)

1

C
bj
nj

∑

Λj∈Ωj(bj)

∫ T0

θ0

min
α∈Λj

λαj(vj(s), s) ds = min
j∈I(m)

1

C
bj
nj

∫ T0

θ0

∑

Λj∈Ωj(bj)

min
α∈Λj

λαj(vj(s), s) ds >

> min
j∈I(m)

1

C
bj
nj

∫ T0

θ0

δ0j(s)ds >
1

max
j∈I(m)

C
bj
nj

∫ T0

θ0

δ0(s)ds > 1.

Следовательно, если hij(θ0) = 1 для всех i ∈ I(nj), j ∈ I(m), то момент τ 6 T0 6 θ2
существует.

Предположим, что из (2.22) получили, что hαj(θ0) < 1 при некоторых α ∈ Λ∗

j и j ∈ I(m).
Тогда получим, что Gαj(θ1) = 1− ε∗ и, в силу (2.18), (2.20), (2.21),

Gαj(θ1) + Lj(Λ
∗

j ; θ1, T0) > 1− ε∗ +
1

C
bj
nj

∫ T0

θ1

δ0(s) ds > 1− ε∗ +
δ∗

C
bj
nj

(T0 − θ1) >

> 1− ε∗ +
δ∗d∗

C
bj
nj

= 1−
δ∗d∗

max
j∈I(m)

C
bj
nj

+
δ∗d∗

C
bj
nj

> 1,

то есть и в указанном случае момент τ 6 T0 6 θ2 существует.

Вариант 1.2. Момента τ ∈ (θ1, θ2] не существует (это возможно только при θ2 < T0).

Определим hij(t) для всех i ∈ I(nj), j ∈ I(m) и t ∈ [θ1, θ2) следующим образом:

hij(θ1) =







1, если Gij(θ1) + Lij(θ1, θ2) 6 1− ε∗,
1− ε∗ −Gij(θ1)

Lij(θ1, θ2)
, если Gij(θ1) + Lij(θ1, θ2) > 1− ε∗,

hij(t) = hij(θ1).

(2.26)

Тогда

Gij(θ2) = Gij(θ1) + hij(θ1)

∫ θ2

θ1

λij(vj(s), s) ds = Gij(θ1) + hij(θ1)Lij(θ1, θ2) =

=







Gij(θ1) + 1 · Lij(θ1, θ2), если Gij(θ1) + Lij(θ1, θ2) 6 1− ε∗,

Gij(θ1) +
1− ε∗ −Gij(θ1)

Lij(θ1, θ2)
Lij(θ1, θ2), если Gij(θ1) + Lij(θ1, θ2) > 1− ε∗

=

=

{

Gij(θ1) + Lij(θ1, θ2), если hij(θ1) = 1,

1− ε∗, если hij(θ1) < 1.

В любом случае Gij(θ2) 6 1− ε∗ для всех i ∈ I(nj), j ∈ I(m).

13



Шаг q (q = 2, 3, 4, . . . ). t = θq (θq < T0). Определим hij(θq) ∈ [0, 1], i ∈ I(nj), j ∈ I(m).
Преследователи Pij знают vj(t), t ∈ [θq, θq+1) и ε∗ > 0. Преследователи Pij вычисляют

момент τ (или приходят к выводу, что такого момента нет)

τ = min
{

t ∈ (θq, θq+1] : существуют Λ∗

j ∈ Ωj(bj) такие, что

Lj(Λ
∗

j ; θq, s) < Lj(Λ
∗

j ; θq, t) при всех s ∈ [θq, t)

и min
j∈I(m)

(

min
α∗∈Λ∗

j

Gα∗j(θq) + Lj(Λ
∗

j ; θq, t)
)

= 1
}

.

(2.27)

Вариант q.1. Существует момент τ ∈ (θq, θq+1]. Для каждого j ∈ I(m)

hαj(θq) =
1−Gαj(θq)

Lαj(θq, τ)
, если α ∈ Λ∗

j ; hβj(θq) = 0, если β ∈ I(nj) \ Λ
∗

j ;

hij(t) = hij(θq), t ∈ [θq, θq+1), i ∈ I(nj).

(2.28)

Отметим, что для всех α ∈ Λ∗

j

1−Gαj(θq) 6 1− min
α∗∈Λ∗

j

Gα∗j(θq) 6 Lj(Λ
∗

j ; θq, τ) =

∫ τ

θq

min
α∗∈Λ∗

j

λα∗j(vj(s), s) ds 6

6

∫ τ

θq

λαj(vj(s), s) ds = Lαj(θq, τ),

поэтому для всех α ∈ Λ∗

j

hαj(θq) =
1−Gαj(θq)

Lαj(θq, τ)
6

1−Gαj(θq)

1−Gαj(θq)
= 1.

Далее, из определения (2.27) момента τ на данном шаге следует, что

Lj(Λ
∗

j ; θq, t) < Lj(Λ
∗

j ; θq, τ) при всех t ∈ [θq, τ).

С учетом этого строгого неравенства, для всех t ∈ [θq, τ ) и α ∈ Λ∗

j имеем

Lαj(t, τ) =

∫ τ

t

λαj(vj(s), s) ds >

∫ τ

t

min
α∗∈Λ∗

j

λα∗j(vj(s), s) ds =

= Lj(Λ
∗

j ; θq, τ)− Lj(Λ
∗

j ; θq, t) > 0 и

Lαj(θq, t) < Lαj(θq, t) + Lαj(t, τ) = Lαj(θq, τ). (2.29)

Выполнены соотношения (2.13), поскольку из (2.12), (2.14), (2.28), (2.29) следует, что

при всех t ∈ [θq, τ), α ∈ Λ∗

j и j ∈ I(m)

Gαj(τ) = Gαj(θq) + hαj(θq)

∫ τ

θq

λαj(vj(s), s) ds = Gαj(θq) +
1−Gαj(θq)

Lαj(θq, τ)
Lαj(θq, τ) = 1,

Gαj(t) = Gαj(θq) + hαj(θq)

∫ t

θq

λαj(vj(s), s) ds = Gαj(θq) +
1−Gαj(θq)

Lαj(θq, τ)
Lαj(θq, t) < 1.

(Gij(t) 6 Gij(θq) 6 1 − ε∗ < 1 для всех t ∈ [θ0, θq], i ∈ I(nj), j ∈ I(m), поскольку имел

место вариант q − 1.2.

Аналогично тому как это делалось на шаге 1 доказывается следующее утверждение:

если T0 6 θq+1, то момент τ существует и τ 6 T0.
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Вариант q.2. Момента τ ∈ (θq, θq+1] не существует (возможно только при θq+1 < T0).

Определим hij(t) для всех i ∈ I(nj) и t ∈ [θq, θq+1) следующим образом:

hij(θq) =







1, если Gij(θq) + Lij(θq, θq+1) 6 1− ε∗,
1− ε∗ −Gij(θq)

Lij(θq, θq+1)
, если Gij(θq) + Lij(θq, θq+1) > 1− ε∗,

hij(t) = hij(θq).

(2.30)

Тогда

Gij(θq+1) = Gij(θq) + hij(θq)

∫ θq+1

θq

λij(vj(s), s) ds = Gij(θq) + hij(θq)Lij(θq, θq+1) =

=







Gij(θq) + 1 · Lij(θq, θq+1), если Gij(θq) + Lij(θq, θq+1) 6 1− ε∗,

Gij(θq) +
1− ε∗ −Gij(θq)

Lij(θq, θq+1)
Lij(θq, θq+1), если Gij(θq) + Lij(θq, θq+1) > 1− ε∗,

=

=

{

Gij(θq) + Lij(θq, θq+1), если hij(θq) = 1,

1− ε∗, если hij(θq) < 1.

В любом случае Gij(θq+1) 6 1− ε∗ для всех i ∈ I(nj).
Из (2.19) следует, что не позже чем на шаге q∗ произойдет одновременная многократная

поимка группы убегающих с кратностями (b1, b2, . . . , bm).
Теорема 2.1 доказана.

Для каждых j ∈ I(m) и единичного вектора l ∈ R
k при всех t ∈ [t0,∞) определим

функции

vjl(t) ∈ ∂Uj(t) из условия: 〈u(t)− vjl(t), l〉 < 0 для всех u(t) ∈ Uj(t) \ {vjl(t)}. (2.31)

Отметим, что, при выполненном предположении 2.1, функции vjl(t) при каждом зафик-

сированном l определены однозначно и непрерывны на интервале [t0,∞) в силу свойств

многозначных отображений Uj(t).

Л е м м а 2.3. Пусть выполнено предположение 2.1. Если в процессе игры Γ для неко-

торого единичного вектора l ∈ R
k, номера c ∈ I(nj) и момента θq > t0 реализовалась

ситуация

〈xcj(θq)− yj(θq), l〉 6 0, xcj(θq) 6= yj(θq),

то, определяя допустимое продолжение управления убегающего Ej

vj(t) = vjl(t) для всех t ∈ [θq,∞),

получим выполнимость неравенств

〈xcj(t)− yj(t), l〉 6 0, xcj(t) 6= yj(t) для всех t ∈ [θq,∞)

при всех допустимых продолжениях управления ucj(t), t ∈ [θq,∞), преследователя Pcj .

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (2.31), условий леммы и теоремы Коши

〈xcj(t)− yj(t), l〉 = 〈xcj(θq)− yj(θq), l〉+

∫ t

θq

〈ucj(s)− vjl(s), l〉 ds 6 0 для всех t ∈ [θq,∞),

причем равенство возможно только в случае, если ucj(s) = vjl(s) почти всюду на [θq, t],
но в этом случае xcj(t) 6= yj(t), так как xcj(θq) 6= yj(θq). Если 〈xcj(t) − yj(t), l〉 < 0, то

xcj(t) 6= yj(t). Следовательно, xcj(t) 6= yj(t) для всех t ∈ [θq,∞).
Лемма 2.3 доказана.
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Ус л о в и е 2.1. При каждом j ∈ I(m) выполнено включение Y 0
j ∈ Int co{X0

cj, c ∈ K}
для всех множеств K ∈ Ωj(nj − bj + 1).

Т е о р е м а 2.2. Пусть выполнено предположение 2.1. Тогда условие 2.1 является

необходимым для осуществления одновременной многократной поимки группы убегающих

с кратностями (b1, b2, . . . , bm) в игре Γ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть условие 2.1 не выполнено. Тогда при некотором j ∈ I(m)
существует (хотя бы одно) множество Q ∈ Ω(nj−bj +1) такое, что Y 0

j /∈ Int co{X0
cj, c ∈ Q}.

Из теоремы отделимости следует, что существует единичный вектор l ∈ R
k такой, что

〈h, l〉 6 0 для всех h ∈ co{X0
cj − Y 0

j , c ∈ Q}, поэтому

〈X0
cj − Y 0

j , l〉 6 0 для всех c ∈ Q.

По (2.31) определим допустимое управление убегающего Ej

vj(t) = vjl(t) для всех t ∈ [t0,∞).

В силу леммы 2.3 при любых допустимых управлениях ucj(t) преследователей Pcj выпол-

нено неравенство xcj(t) 6= yj(t) для всех t ∈ [t0,∞).
Оставшиеся |I(nj)\Q| = nj−(nj−bj+1) = bj−1 преследователей не могут осуществить

bj-кратную поимку убегающего Ej , а следовательно не осуществима и одновременная мно-

гократная поимка группы убегающих с кратностями (b1, b2, . . . , bm).
Теорема 2.2 доказана.

Т е о р е м а 2.3. Пусть выполнено предположение 2.1 и отображение Uj(t) = Uj =
= const, j ∈ I(m). Тогда в игре Γ условие 2.1 является необходимым и достаточным

для осуществления одновременной многократной поимки группы убегающих с кратностя-

ми (b1, b2, . . . , bm).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость следует из теоремы 2.2.

Пусть выполнено условие 2.1. Аналогично лемме 2.1 доказывается, что

δ0(t) = δ0 = const > 0, поэтому ∆0 = ∞,

и возможность одновременной многократной поимки группы убегающих с кратностя-

ми (b1, b2, . . . , bm) следует из теоремы 2.1.

Теорема 2.3 доказана.

П р и м е р 2.1. В R
2 рассмотрим игру Γ2.1 12 лиц: преследователей P11, P21, P31, P12,

P22, P32, P13, P23, P33 (n1 = n2 = n3 = 3) и убегающих E1, E2, E3 (m = 3) вида (2.1), где

U1(t) = S

((

0
0

)

, 1

)

, X0
i1 =







cos
2πi

3

sin
2πi

3






, i ∈ I(3), Y 0

1 =

(

0
0

)

;

U2(t) = S

((

2
7

)

, 5

)

, X0
i2 =







−100 + cos
2πi

3

sin
2πi

3






, i ∈ I(3), Y 0

2 =

(

−100
0

)

;

U3(t) = S

((

−3
4

)

,
1

2

)

, X0
i3 =







100 + cos
2πi

3

sin
2πi

3






, i ∈ I(3), Y 0

3 =

(

100
0

)

.
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Предположение 2.1 выполнено при B1(t) = I, g1(t) = (0, 0)T, B2(t) =
1

5
I, g2(t) = (−2,−7)T,

B3(t) = 2I, g3(t) = (3,−4)T.

Из теоремы 2.3 следует

У т в е р ж д е н и е 2.1. В игре Γ2.1 возможна одновременная многократная поимка

группы убегающих с кратностями (1, 1, 1), причем поимка большей кратности невоз-

можна.

П р и м е р 2.2. В R
2 рассмотрим игру Γ2.2 16 + 2b3 лиц (b3 > 1): преследовате-

лей P11, . . . , P51; P12, . . . , P72; P13, . . . , P1+2b3,3 (n1 = 5, n2 = 7, n3 = 1+2b3) и убегающих E1,

E2, E3 (m = 3) вида (2.1), где

U1(t) = U2(t) = U3(t) = S

((

5
5

)

,
1

2 + cos t

)

,

X0
i1 =







cos
2πi

5

sin
2πi

5






, i ∈ I(5), Y 0

1 =

(

0
0

)

; X0
i2 =







−100 + cos
2πi

7

sin
2πi

7






, i ∈ I(7),

Y 0
2 =

(

−100
0

)

; X0
i3 =







100 + cos
2πi

1 + 2b3

sin
2πi

1 + 2b3






, i ∈ I(1 + 2b3), Y 0

3 =

(

100
0

)

.

Предположение 2.1 выполнено при Bj(t) = (2 + cos t)I, gj(t) = (−5,−5)T, j ∈ I(3).
Отметим, что если выполнено условие 2.1, то ∆0 = ∞.

Начальные позиции преследователей Pi1, i ∈ I(5), образуют правильный пятиугольник

с центром в начальной позиции убегающего E1. Проверяя, получаем, что при j = 1 и b1 6 2
условие 2.1 выполнено, а при b1 > 3 — не выполнено. Аналогично проверяем условие 2.1

при j = 2, 3.
Из теоремы 2.1 и теоремы 2.2 следует

У т в е р ж д е н и е 2.2. В игре Γ2.2 возможна одновременная многократная поимка

группы убегающих с кратностями (2, 3, b3), причем поимка большей кратности невоз-

можна.

§ 3. Решение задачи в общем случае

Перейдем к исследованию системы (1.1) в общем случае.

Пусть Φj(t), j ∈ I(m), — фундаментальная матрица системы ϕ̇ = Aj(t)ϕ такая, что

Φj(t0) = I. Отметим, что Φ−1
j (t) невырожденна и непрерывна на [t0,∞), а Φ−1

j (t0) = I.

В системе (1.1) проведем неособые линейные преобразования координат

x∗

ij(t) = Φ−1
j (t)xij(t), y∗j (t) = Φ−1

j (t)yj(t),

u∗

ij(t) = Φ−1
j (t)uij(t) ∈ Φ−1

j (t)Uj(t), v∗j (t) = Φ−1
j (t)vj(t).

(3.1)

В новых координатах конфликтно управляемая система (1.1) преобразуется [3] к задаче

простого группового преследования

Pij : ẋ∗

ij = u∗

ij, u∗

ij ∈ Vj(t) = Φ−1
j (t)Uj(t), x∗

ij(t0) = X0
ij , i ∈ I(nj), j ∈ I(m).

Ej : ẏ∗j = v∗j , v∗j ∈ Vj(t) = Φ−1
j (t)Uj(t), y∗j (t0) = Y 0

j , j ∈ I(m).
(3.2)

Отметим, что в полученной (3.2) и в исходной (1.1) системах поимка означает точное

совпадение координат. Кроме того, между решениями этих систем существует взаимно од-

нозначное соответствие (3.1).
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По форме системы (3.2) и (2.1) совпадают, но, чтобы применить результаты § 2 необ-

ходимо убедиться, что многозначное отображение Vj(t) = Φ−1
j (t)Uj(t) сохраняет свойства

многозначного отображения Uj(t), для этого достаточно показать, что справедлива

Л е м м а 3.1. Если выполнено предположение 2.1, то существуют непрерывные и невы-

рожденные на [t0,∞) квадратные матрицы B∗

j (t) порядка k и непрерывные на [t0,∞)
функции g∗j (t) ∈ R

k такие, что B∗

j (t)(Vj(t) + g∗j (t)) = S(0, 1) для всех [t0,∞), j ∈ I(m).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу предположения 2.1, B∗

j (t) = Bj(t)Φj(t) являются непре-

рывными и невырожденными на [t0,∞) квадратными матрицами порядка k как произведе-

ние двух матриц с аналогичными свойствами, а g∗j (t) = Φ−1
j (t)gj(t) ∈ R

k — непрерывными

на [t0,∞) функциями, поэтому

B∗

j (t)(Vj(t) + g∗j (t)) = Bj(t)Φj(t)(Φ
−1
j (t)Uj(t) + Φ−1

j (t)gj(t)) =

= Bj(t)(Uj(t) + gj(t)) = S(0, 1) для всех [t0,∞), j ∈ I(m).

Лемма 3.1 доказана.

При сделанном предположении 2.1, из леммы 3.1 и (2.5) следует, что для всех ξ 6= 0,
w ∈ Vj(t), t ∈ [t0,∞)

λ(w, ξ;Vj(t)) = sup
{

λ > 0 : (w−λξ) ∈ Vj(t)
}

=

= λ(B∗

j (t)(w + g∗j (t)), B
∗

j (t)ξ;S(0, 1)) =

=
1

|B∗

j (t)ξ|
2

(

〈

B∗

j (t)(w + g∗j (t)), B
∗

j (t)ξ
〉

+

+

√

〈

B∗

j (t)(w + g∗j (t)), B
∗

j (t)ξ
〉2

+ |B∗

j (t)ξ|
2(1− |B∗

j (t)(w + g∗j (t))|
2)

)

.

В исходных координатах получим: при всех ξ 6= 0, w ∈ Uj(t), t ∈ [t0,∞)

λ(Φ−1
j (t)w, ξ; Φ−1

j (t)Uj(t)) = sup
{

λ > 0 : (Φ−1
j (t)w − λξ) ∈ Φ−1

j (t)Uj(t)
}

=

= sup
{

λ > 0 : (w − λΦj(t)ξ) ∈ Uj(t)
}

=

= sup
{

λ > 0 : Bj(t)(w − λΦj(t)ξ + gj(t)) ∈ Bj(t)(Uj(t) + gj(t))
}

=

= sup
{

λ > 0 : (Bj(t)(w + gj(t))− λBj(t)Φj(t)ξ) ∈ S(0, 1)
}

=

= λ(Bj(t)(w + gj(t)), Bj(t)Φj(t)ξ;S(0, 1)) =

=
1

|Bj(t)Φj(t)ξ|2

(

〈Bj(t)(w + gj(t)), Bj(t)Φj(t)ξ〉+

+

√

〈Bj(t)(w + gj(t)), Bj(t)Φj(t)ξ〉
2 + |Bj(t)Φj(t)ξ|2(1− |Bj(t)(w + gj(t))|2)

)

.

(3.3)

Из леммы 3.1 следует, что теоремы 2.1, 2.2, справедливы для системы (3.2). Перепи-

шем их для системы (1.1) с учетом преобразования координат (3.1), а также (2.6) и (2.7).

По функциям

λ1
ij(v, t) = λ(Φ−1

j (t)v,X0
ij − Y 0

j ; Φ
−1
j (t)Uj(t)) =

= sup
{

λ > 0: (Φ−1
j (t)v − λ(X0

ij − Y 0
j )) ∈ Φ−1

j (t)Uj(t)
}

,
(3.4)

непрерывным на множестве Uj(t)× [t0,∞), j ∈ I(m), определим величины

δ1j(t) = min
v∈Uj(t)

max
Λj∈Ωj(bj)

min
α∈Λj

λ1
αj(v, t), δ1(t) = min

j∈I(m)
δ1j(t), ∆1 =

∫

∞

t0

δ1(s) ds. (3.5)
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Т е о р е м а 3.1. Пусть выполнено предположение 2.1 и ∆1 = ∞. Тогда в игре Γ возмож-

на одновременная многократная поимка группы убегающих с кратностями (b1, b2, . . . , bm).

Т е о р е м а 3.2. Пусть выполнено предположение 2.1. Тогда условие 2.1 является

необходимым для осуществления одновременной многократной поимки группы убегающих

с кратностями (b1, b2, . . . , bm) в игре Γ.

Ус л о в и е 3.1. Любой фиксированный набор hij ∈ S(X0
ij−Y 0

j , 2ε), i ∈ I(nj), j ∈ I(m),
обладает тем свойством, что при каждом j ∈ I(m) для всех множеств K ∈ Ωj(nj − bj + 1)
имеет место включение 0 ∈ Int co{hcj, c ∈ K}.

Л е м м а 3.2. Пусть выполнено условие 2.1. Тогда существует ε > 0, при котором

выполнено условие 3.1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем произвольные j ∈ I(m) и K ∈ Ωj(nj − bj + 1). Мно-

жество co{X0
cj − Y 0

j , c ∈ K} является выпуклым многогранником с вершинами в точках

X0
qj − Y 0

j , где q ∈ Q ⊂ K. Из условия 2.1 следует, что

0 ∈ Int co{X0
cj − Y 0

j , c ∈ K} = Int co{X0
qj − Y 0

j , q ∈ Q}.

Так как множество Int co{X0
qj − Y 0

j , q ∈ Q} является открытым, то найдется такое чис-

ло εj(K) > 0, что

0 ∈ Int co{hqj, q ∈ Q} для каждого набора hqj ∈ S(X0
qj − Y 0

j , 2ε).

Так как Int co{hqj , q ∈ Q} ⊂ Int co{hcj, c ∈ K}, то 0 ∈ Int co{hcj, c ∈ K}.
Пусть

ε = min
j∈I(m)

min
K∈Ωj(nj−bj+1)

{εj(K)} > 0.

Лемма 3.2 доказана.

В данной работе выражение «функция (определенная на [t0,∞)) является почти перио-

дической в смысле Бора» означает, что ее можно доопределить при всех t < t0 так, чтобы

полученная функция стала почти периодической по Бору [25].

Л е м м а 3.3. Пусть выполнены предположение 2.1 и условие 2.1, Uj(t) = Uj = const,
а матрицы Φj(t), j ∈ I(m), являются почти периодическими в смысле Бора. Тогда ∆1 = ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При Uj(t) = Uj = const предположение 2.1 примет вид: су-

ществуют постоянные невырожденные квадратные матрицы Bj порядка k и постоянные

векторы gj ∈ R
k такие, что

Bj(Uj + gj) = S(0, 1) для всех j ∈ I(m). (3.6)

Из (3.5), (3.4), (3.3), (3.6) получаем, что

δ1j(t) = min
v∈Uj(t)

max
Λj∈Ωj(bj)

min
α∈Λj

λ(Φ−1
j (t)v,X0

αj − Y 0
j ; Φ

−1
j (t)Uj(t)) =

= min
v∈Uj(t)

max
Λj∈Ωj(bj)

min
α∈Λj

λ(Bj(v + gj), BjΦj(t)(X
0
αj − Y 0

j );S(0, 1)) =

= min
s∈S(0,1)

max
Λj∈Ωj(bj)

min
α∈Λj

λ(s, BjΦj(t)(X
0
αj − Y 0

j );S(0, 1)).

(3.7)
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Выполнены все условия леммы 3.2. Зафиксируем любое ε > 0, при котором выполнено

условие 3.1. Введем обозначения

H =
{

t > t0 : Φj(t)(X
0
ij − Y 0

j ) ∈ S(X0
ij − Y 0

j , 2ε) для всех i ∈ I(nj), j ∈ I(m)
}

,

µ(G) — мера Лебега множества G ⊂ R
1,

dist(G1, G2) = inf
g1∈G1, g2∈G2

|g1 − g2| для множеств G1, G2 ⊂ R
k.

Функции Φj(t)(X
0
ij−Y 0

j ) являются почти периодическими в смысле Бора. Откуда, с уче-

том равенства

Φj(t0)(X
0
ij − Y 0

j ) = I(X0
ij − Y 0

j ) = (X0
ij − Y 0

j ),

следует существование числа C > 0 такого, что для каждого q = 1, 2, . . . найдется момент

tq ∈ [t0 + C(q − 1), t0 + Cq), обладающий свойством

Φj(tq)(X
0
ij − Y 0

j ) ∈ S(X0
ij − Y 0

j , ε) для всех i ∈ I(nj), j ∈ I(m).

Для всех q = 1, 2, . . . определим

Hq =
{

t ∈ [tq, tq+1) : Φj(t)(X
0
ij − Y 0

j ) ∈ S(X0
ij − Y 0

j , 2ε) для всех i ∈ I(nj), j ∈ I(m)
}

.

Так как почти периодические функции в смысле Бора являются и равномерно непре-

рывными, то имеет место следующее утверждение:

если θ2 > θ1 > t0 и |Φj(θ2)(X
0
ij − Y 0

j )− Φj(θ1)(X
0
ij − Y 0

j )| > ε,

то θ2 > θ1 + L для всех i ∈ I(nj), j ∈ I(m), где L = L(ε) > 0.

Из данного утверждения и того, что

dist
(

∂S(X0
ij − Y 0

j , ε), ∂S(X
0
ij − Y 0

j , 2ε)
)

= ε,

Φj(tq)(X
0
ij − Y 0

j ) ∈ S(X0
ij − Y 0

j , ε) для всех i ∈ I(nj), j ∈ I(m),

следует включение

[tq, tq + L] ⊂ Hq для всех q = 1, 2, . . . ,

а это означает, что

µ(H) > µ
(

∞
⋃

q=1

Hq

)

>

∞
∑

q=1

L = ∞.

Теперь докажем, что для всех

dj = (h1j , h2j , . . . , hnjj) ∈ Dj = S(X0
1j − Y 0

j , 2ε)× S(X0
2j − Y 0

j , 2ε)× . . .× S(X0
njj

− Y 0
j , 2ε)

имеет место неравенство

ρj(dj) = min
s∈S(0,1)

max
Λj∈Ωj(bj )

min
α∈Λj

λ(s, Bjhαj ;S(0, 1)) > 0.

Предположим противное: найдется d∗j = (h∗

1j , h
∗

2j, . . . , h
∗

njj
) ∈ Dj такой, что

ρj(d
∗

j) = min
s∈S(0,1)

max
Λj∈Ωj(bj)

min
α∈Λj

λ(s, Bjh
∗

αj ;S(0, 1)) = 0.
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Значит, найдется s∗ ∈ S(0, 1) такой, что в любом множестве Λj ∈ Ωj(bj) существует

элемент α ∈ Λj, для которого λ(s∗, Bjh
∗

αj ;S(0, 1)) = 0. Построим множество

K0 = {α1, α2, . . . , αnj−bj+1}

по следующему правилу. Элемент α1 ∈ L1 = {1, 2, . . . , bj} ∈ Ωj(bj) выберем из условия

λ(s∗, Bjh
∗

α1j
;S(0, 1)) = 0. Пусть L2 = (L1

⋃

{bj + 1}) \ {α1}. Отметим, что L2 ∈ Ωj(bj).
Выбираем α2 ∈ L2 из условия λ(s∗, Bjh

∗

α2j
;S(0, 1)) = 0. Теперь определим множество L3 =

= (L2

⋃

{b + 2}) \ {α2} и элемент α3 ∈ L3 из условия λ(s∗, Bjh
∗

α3j
;S(0, 1)) = 0. Далее

действуем аналогично. На последнем шаге построим Lnj−bj+1 = (Lnj−bj

⋃

{nj}) \ {αnj−bj}
и выберем элемент αnj−bj+1 ∈ Lnj−bj+1 из условия λ(s∗, Bjh

∗

αnj−bj+1j
;S(0, 1)) = 0. По по-

строению множества K0 ∈ Ω(nj − bj + 1)

min
s∈S(0,1)

max
α∈K0

λ(s, Bjh
∗

αj ;S(0, 1)) = 0.

Из последнего равенства следует, что 0 6∈ Int co{Bjh
∗

qj, q ∈ K0}. Матрица Bj невырожден-

ная, поэтому 0 6∈ Int co{h∗

qj , q ∈ K0} и условие 3.1 не выполнено. Полученное противоречие

доказывает, что ρj(dj) > 0.
Из непрерывности функции λ получим, что

lim
d∗j→dj

ρj(d
∗

j) = lim
d∗→d

min
s∈S(0,1)

max
Λj∈Ωj(bj )

min
α∈Λj

λ(s, Bjh
∗

αj ;S(0, 1)) =

= min
s∈S(0,1)

max
Λj∈Ωj(bj )

min
α∈Λj

λ(s, Bjhαj ;S(0, 1)) = ρj(dj).

Следовательно, функция ρj является непрерывной, учитывая еще, что множество Dj ком-

пакт и ρj(dj) > 0, получим

rj = min
dj∈Dj

min
s∈S(0,1)

max
Λj∈Ωj(bj)

min
α∈Λj

λ(s, Bjhαj ;S(0, 1)) = min
dj∈Dj

ρj(dj) > 0.

Таким образом, величина

δHj = min
t∈H

δ1j(t) = min
t∈H

min
s∈S(0,1)

max
Λj∈Ωj(bj)

min
α∈Λj

λ(s, BjΦj(t)(X
0
αj − Y 0

j );S(0, 1)) >

> min
dj∈Dj

min
s∈S(0,1)

max
Λj∈Ωj(bj )

min
α∈Λj

λ(s, Bjhαj ;S(0, 1)) = rj > 0.

Из (3.5) и (3.7) получаем, что

∆1 =

∫

∞

t0

δ1(τ)dτ >

∫

H

δ1(τ)dτ =

∫

H

min
j∈I(m)

δ1j(τ)dτ > min
j∈I(m)

δHj

∫

H

dτ = ∞,

так как min
j∈I(m)

δHj > 0 и µ(H) = ∞.

Лемма 3.3 доказана.

Т е о р е м а 3.3. Пусть выполнено предположение 2.1, матрицы Φj(t) являются почти

периодическими в смысле Бора и Uj(t) = Uj = const, j ∈ I(m). Тогда условие 2.1 является

необходимым и достаточным для осуществления одновременной многократной поимки

группы убегающих с кратностями (b1, b2, . . . , bm) в игре Γ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость выполнения условия 2.1 следует из теоремы 3.2.

Из леммы 3.3 следует, что ∆1 = ∞ и достаточность следует из теоремы 3.1.

Теорема 3.3 доказана.
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Отметим, что матрица Φj(t) является почти периодической в смысле Бора, в частности,

когда матрица Aj(t) = O или Aj(t) = Aj = const, а все ее собственные числа являются

простыми и чисто мнимыми.

П р и м е р 3.1. В R
2 рассмотрим игру Γ3.1 12 лиц: преследователей P11, P21, P31, P12,

P22, P32, P13, P23, P33 (n1 = n2 = n3 = 3) и убегающих E1, E2, E3 (m = 3) вида (1.1), где

A1(t) = A1 =

(

0 −2
8 0

)

, det(A1 − λI) = (λ2 + 16) = 0,

A2(t) = A2 =

(

0 −20
5 0

)

, det(A2 − λI) = (λ2 + 100) = 0,

A3(t) = A3 =

(

0 −64
1 0

)

, det(A3 − λI) = (λ2 + 64) = 0,

а остальные параметры такие же как и в игре Γ2.1 (см. пример 2.1).

Предположение 2.1 выполнено (см. пример 2.1). Собственные числа матрицы A1 равны

±4ι, A2 — ±10ι, A3 — ±8ι, и матрицы Φ1(t), Φ2(t), Φ3(t) являются почти периодическими

в смысле Бора. Из теоремы 3.3 следует

У т в е р ж д е н и е 3.1. В игре Γ3.1 возможна одновременная многократная поимка

группы убегающих с кратностями (1, 1, 1), причем поимка большей кратности невоз-

можна.

П р и м е р 3.2. В R
2 рассмотрим игру Γ3.2 16 + 2b3 лиц (b3 > 1): преследователей P11,

. . . , P51; P12, . . . , P72; P13, . . . , P1+2b3,3 (n1 = 5, n2 = 7, n3 = 1 + 2b3) и убегающих E1, E2,

E3 (m = 3) вида (1.1), где

U1(t) = U2(t) = U3(t) = S((0, 0)T, 1),

A1(t) =

(

sin t 0
cos t sin t

)

, Φ1(t) =

(

e1−cos t 0
e1−cos t sin t e1−cos t

)

,

X0
i1 =







cos
2πi

5

sin
2πi

5






, i ∈ I(5), Y 0

1 =

(

0
0

)

;

A2(t) =

(

cos t sin t − cos t
2 cos t− cos3 t − cos t sin t

)

, Φ2(t) =

(

1 − sin t
sin t cos2 t

)

,

X0
i2 =







−100 + cos
2πi

7

sin
2πi

7






, i ∈ I(7), Y 0

2 =

(

−100
0

)

;

A3(t) =

(

π cos(πt) 0
0 − sin t

)

, Φ3(t) =

(

esin(πt) 0
0 ecos t

)

,

X0
i3 =







100 + cos
2πi

1 + 2b3

sin
2πi

1 + 2b3






, i ∈ I(1 + 2b3), Y 0

3 =

(

100
0

)

.

Предположение 2.1 выполнено при Bj(t) = I, gj(t) = (0, 0)T, j ∈ I(3). Матрицы Φ1(t),
Φ2(t), Φ3(t) являются почти периодическими в смысле Бора. Из теоремы 3.3 следует

(ср. с примером 2.2)
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У т в е р ж д е н и е 3.2. В игре Γ3.2 возможна одновременная многократная поимка

группы убегающих с кратностями (2, 3, b3), причем поимка большей кратности невоз-

можна.

П р и м е р 3.3. В R
k (k > 2) рассмотрим игру Γ3.3 n1+n2+ . . .+nm+m лиц: n1+n2+

+ . . . + nm преследователей P11, P21, . . . , Pn11, P12, P22, . . . , Pn22, . . . , P1m, P2m, . . . , Pnmm

и m убегающих E1, E2, . . . , Em вида (1.1), где

Aj(t) =
ȧj(t)

aj(t)
I, Uj(t) = S

(

(0, 0, . . . , 0)T, aj(t)
)

, j ∈ I(m),

aj(t), j ∈ I(m), — произвольные непрерывно дифференцируемые функции такие, что

aj(t0) = 1 и aj(t) > 0 для всех [t0,∞). Предположение 2.1 выполнено

Bj(t) = a−1
j (t)I, gj(t) = (0, 0, . . . , 0)T и

Φj(t) = aj(t)I, Φ−1
j (t) = a−1

j (t)I, Vj(t) = Φ−1
j (t)Uj(t) = S

(

(0, 0, . . . , 0)T, 1
)

.

Отметим, что если выполнено условие 2.1, то ∆1 = ∞, при этом Φj(t) не всегда является

почти периодической в смысле Бора (например, при aj(t) = 1 + (t− t0)
2).

Из теоремы 3.1 и теоремы 3.2 следует

У т в е р ж д е н и е 3.3. В игре Γ3.3 возможна одновременная многократная поимка

группы убегающих с кратностями (b1, b2, . . . , bm) тогда и только тогда, когда выполне-

но условие 2.1.
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The problem of pursuit of a group of m evaders (m > 1) in conflict-controlled processes with equal

opportunities is considered. It is said that in the problem of chasing one evader (m = 1), multiple

capture occurs if a given number of pursuers catch him, and the moments of capture may not coincide.

In the problem of simultaneous multiple capture of one evader, it is required that the moments of capture

coincide. Simultaneous multiple capture of the whole group of evaders (m > 2) occurs if, as a result

of pursuit, each evader is repeatedly caught simultaneously, and at the same time. In terms of the initial

positions of the participants, necessary and sufficient conditions for the simultaneous multiple capture of

the whole group of evaders are obtained.
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