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И БЫСТРЫХ ПЕРЕМЕННЫХ

Рассматривается задача оптимального управления линейной автономной системой с медленными

и быстрыми переменными на фиксированном промежутке времени в классе кусочно-непрерывных

управлений с гладкими геометрическими ограничениями в виде шара. Показатель качества — терми-

нальный выпуклый, зависящий от медленных и быстрых переменных. Обосновано предельное со-

отношение для вектора, определяющего управляющую функцию, при стремлении малого параметра

к нулю. Предельное соотношение уточняется для случая задачи непрямого управления с терминаль-

ным показателем качества, представляющим собой сумму значений двух строго выпуклых непре-

рывно дифференцируемых функций, первая из которых зависит только от медленных переменных,

а вторая — только от быстрых и с минимумом в нуле. При этом показано, что первая компонента

определяющего вектора сходится к определяющему вектору предельной задачи, а вторая компонен-

та стремится к нулю. Получена полная асимптотика определяющего вектора по степеням малого

параметра в задаче непрямого управления системой материальных точек в среде с сопротивлением.
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Введение

Настоящая работа посвящена исследованию задачи оптимального управления [1–3] ли-

нейной автономной системой с медленными и быстрыми переменными (см., например,

обзор [4]) в классе кусочно–непрерывных управлений с гладкими геометрическими огра-

ничениями [5, 6] и выпуклым терминальным критерием качества [7].

В работах [8–10] изучались линейно-квадратичные задачи оптимального управления для

сингулярно возмущенных систем обыкновенных дифференциальных уравнений и неогра-

ниченным многомерным управлением.

Во всех работах, в которых получены полные асимптотики решений задач управления

для линейных систем с быстрыми и медленными переменными, ограничивающим множе-

ством в виде шара в евклидовом пространстве и терминальным показателем качества, по-

следний зависел только от медленных переменных. При этом, если оптимальное управление

в предельной задаче непрерывно, то асимптотика решения получалась регулярной (в виде

ряда Пуанкаре, см., например, [11,12]). Если же в предельной задаче оптимальное управле-

ние разрывно, то асимптотическое разложение решения имело сложный характер [13].

Отметим также работы [14, 15], посвященные задачам с ограничением на управление

и интегральным выпуклым критерием качества.

Основное отличие рассматриваемой в настоящей работе задачи состоит в том, что функ-

ционал качества — выпуклый терминальный, зависящий от медленных и быстрых пере-

менных. В § 1 даются общая постановка задачи, основные определения, предположения

и устанавливается предельное соотношение для определяющего вектора при стремлении

к нулю малого параметра. В § 2 предельное соотношение уточняется для случая задачи
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непрямого управления. Далее, в §§ 3, 4 получена полная асимптотика определяющего век-

тора по степеням малого параметра в задаче управления системой материальных точек

в среде с сопротивлением при непрерывном оптимальном управлении в предельной задаче,

как и в [11].

§ 1. Постановка задачи, определяющий вектор и предельные теоремы

Пусть управляемая система содержит медленные и быстрые переменные:
{

ẋε = A11xε + A12yε +B1uε, t ∈ [0, T ], ‖uε‖ 6 1,

εẏε = A21xε + A22yε +B2uε, xε(0) = x0, yε(0) = y0,
(1.1)

а показатель качества имеет вид

Jε(uε) :=σ(xε(T ), yε(T )) → min, (1.2)

где xε ∈ Rn, yε ∈ Rm, uε ∈ Rr; Aij , Bi, i, j = 1, 2 — постоянные вещественнозначные

матрицы соответствующей размерности, а

σ : Rn+m → R — строго выпуклая и непрерывно

дифференцируемая на Rn+m функция.
(1.3)

Евклидовы нормы во всех рассматриваемых пространствах будем обозначать через ‖ · ‖,

а скалярные произведения — через 〈·, ·〉. В качестве символа транспонирования матриц

используется, как и в [1, с. 132], знак ∗, например, A∗
11 или B∗

2 .

Задачу (1.1), (1.2) перепишем в следующем виде
{

żε = Aεzε + Bεuε, t ∈ [0, T ],

zε(0) = z0, ‖uε‖ 6 1,
(1.4)

с показателем качества (1.2)

Jε(uε) = σ(zε(T )) → min, (1.5)

где

σ(zε(T )) := σ(xε(T ), yε(T )), zε(t) =

(
xε(t)

yε(t)

)
, zε(0) = z0 :=

(
x0

y0

)
,

Aε =

(
A11 A12

ε−1A21 ε−1A22

)
, Bε =

(
B1

ε−1B2

)
.

Решение системы (1.4) с заданным u будем обозначать z(·; u).
Пусть Ξε(z

0, T ) — множество достижимости системы (1.4) к моменту времени T . По-

скольку Ξε(z
0, T ) — выпуклый компакт (см., например, [3, п. 2.2, теорема 1]), а σ в силу (1.3)

непрерывна и строго выпукла, то существует единственная точка zε,min ∈ Ξε(z
0, T ) такая,

что

σ(zε,min) = min
z∈Ξε(z0,T )

σ(z), zε,min := arg min
z∈Ξε(z0,T )

σ(z),

тем самым, задача (1.4), (1.5) разрешима.

Принцип максимума Понтрягина в рассматриваемом случае имеет вид (см., например,

[7, п. 6.1.3]): если uopt
ε — оптимальное управление в задаче (1.4), (1.5), то найдется такой

вектор λε, что zε(·; u
opt
ε ) — решение задачи

{
żε = Aεzε + Bεu

opt
ε ,

zε(0) = z0,
(1.6)
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удовлетворяет равенству

−λε = ∇σ(zε(T ; u
opt
ε )), (1.7)

и выполняется соотношение

〈B∗
εe

(T−t)A∗

ελε, u
opt
ε (t)〉 = max

‖uε(t)‖61
〈B∗

εe
(T−t)A∗

ελε, uε(t)〉 =
∥∥B∗

εe
(T−t)A∗

ελε

∥∥. (1.8)

Пусть система (1.4) вполне управляема и

λε 6= 0, (1.9)

тогда B∗
εe

(T−t)A∗

ελε имеет на отрезке [0;T ] лишь конечное число нулей и оптимальное управ-

ление из (1.8) выражается через λε следующим образом:

uopt
ε (T − t) =

C∗
ε (t)λε

‖C∗
ε (t)λε‖

, C∗
ε (t) :=B∗

εe
tA∗

ε . (1.10)

Отметим, что z(T, uopt
ε ) = zε,min, поэтому условие (1.9) в силу (1.7) эквивалентно тому,

что ∇σ(zε,min) 6= 0 и, тем самым, в задаче (1.4), (1.5) ограничения на управление по суще-

ству.

Пусть zmin — точка глобального минимума функции σ на Rn+m. Тогда условие (1.9)

эквивалентно условию

zmin 6∈ Ξε(z
0, T ). (1.11)

Таким образом, справедливо следующее утверждение.

У т в е р ж д е н и е 1. При выполнении условия (1.11) принцип максимума Понтрягина

является необходимым и достаточным условием оптимальности для задачи (1.4), (1.5),

и в силу (1.7) вектор λε и оптимальное управление uopt
ε единственны. �

Используя формулу Коши для решения линейной системы дифференциальных уравне-

ний (1.6) (с заменой в интеграле T − t на t), для вектора λε получим следующее уравнение

−λε = ∇σ

(
eTAεz0 +

∫ T

0

etAεBε
C∗
ε (t)λε

‖C∗
ε (t)λε‖

dt

)
. (1.12)

Итак, в силу утверждения 1, при выполнении условия (1.11) уравнение (1.12) имеет

единственное решение, и вектор λε определяет единственное оптимальное управление в за-

даче (1.4), (1.5) по формуле (1.10). Поэтому в этом случае естественно назвать вектор λε

определяющим вектором.

О п р е д е л е н и е 1. Будем говорить, что пара матриц (Aε,Bε) вполне управляема, если

вполне управляема система ẋ = Aεx+ Bεu.

П р е д п о л о ж е н и е 1. При всех достаточно малых ε > 0 пара матриц (Aε,Bε) вполне

управляема, то есть rank
(
Bε,AεBε, . . . ,A

n+m−1
ε Bε) = n+m.

Будем предполагать, что выполнено следующее условие устойчивости точки покоя при-

соединенной системы.

П р е д п о л о ж е н и е 2. Все собственные значения матрицы A22 имеют отрицательные

вещественные части, то есть Reλj(A22) 6 −α < 0, j = 1, 2, . . . , m.
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О п р е д е л е н и е 2. Следуя [16, формулы (52)–(54), с. 77], предельной задачей для

(1.4), (1.5) назовем задачу





ẋ0 = A0x0 + B0u, t ∈ [0, T ], A0 :=A11 −A12A
−1
22 A21,

x0(0) = x0, ‖u‖ 6 1, B0 :=B1 −A12A
−1
22 B2,

J0(u) :=σ0(x0(T ; u)) → min,

(1.13)

где

σ0(x) := inf
r∈R

σ(x, r −A−1
22 A21x) = inf

y∈R(x)
σ(x, y), (1.14)

R :=

∫ +∞

0

esA22B2Vds, R(x) := −A−1
22 A21x+R, (1.15)

а V := B[0, 1] — шар в Rr единичного радиуса с центром в нуле [16, § 3.4.1, с. 77].

Отметим, что в силу вида множества V из (1.15) следует, что

0 ∈ R — выпуклый компакт, (1.16)

[16, § 3.4.1, с. 77] и, тем самым, в (1.14) inf можно заменить на min. Опорная функция

множества R при таком V вычисляется по формуле

ρ(l|R) =

∫ +∞

0

‖B∗
2e

sA∗

22l ‖ ds

(см., например, [17, формулы (3.1) и (5.2)]).

П р е д п о л о ж е н и е 3. Пары матриц (A0,B0) и (A22, B2) вполне управляемы.

Пусть Kε :=Ξε(z
0, T ) — множество достижимости при t = T управляемой системы

из (1.4), а

K0 := {z ∈ Rn+m : x ∈ Ξ0(x
0, T ), y ∈ R(x)}, (1.17)

где Ξ0(x
0, T ) — множество достижимости при t = T управляемой системы из (1.13). Из-

вестно, что Kε, Ξ0(x
0, T ) и K0 компактные множества и

lim
ε→0

dH(Kε,K0) = 0, (1.18)

где dH(·, ·) — расстояние по Хаусдорфу [16, с. 70, теорема 3.1].

Кроме этого,

min
z∈Kε

σ(z) → min
z∈K0

σ(z) = min
x∈Ξ0(x0,T )

σ0(x) при ε → +0, (1.19)

см., например, [16, п. 3.4, формулы (51)–(54), теорема 3.3].

Из соотношения (1.18) следует справедливость следующего утверждения.

У т в е р ж д е н и е 2. Если выполнено условие

zmin 6∈ K0, (1.20)

то для всех достаточно малых ε > 0 выполнено условие (1.11). �

П р е д п о л о ж е н и е 4. В дальнейшем будем предполагать, что выполнено усло-

вие (1.20).
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У т в е р ж д е н и е 3. Справедливо следующее предельное соотношение:

zε,min = arg min
z∈Kε

σ(z) → z0,min := arg min
z∈K0

σ(z) при ε → +0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть z̃ — произвольный частичный предел {zε,min}, то есть

zk := zεk,min → z̃ для некоторой последовательности {εk}, εk → +0. Поскольку

0 6 ρ(zk,K0) :=min
z∈K0

‖zk − z‖ 6 dH(Kεk ,K0),

то, переходя к пределу при k → ∞, в силу (1.18) получим, что ρ(z̃,K0) = 0, т. е. z̃ ∈ K0.

В силу непрерывности σ и соотношения (1.19), получим, что σ(z̃) = min
z∈K0

σ(z). Но точка

минимума σ на K0 единственна, поэтому z̃ = z0,min. �

Из утверждения 3 вытекает предельное соотношение для определяющего вектора λε.

У т в е р ж д е н и е 4. Справедливо следующее предельное соотношение:

−λε = ∇σ(zε,min) → ∇σ(z0,min) при ε → +0. �

§ 2. Система непрямого управления

Здесь мы уточним предельные соотношения для определяющего вектора для задачи

терминального управления следующего вида (см. [11]):

{
ẋε = A11xε + A12yε, t ∈ [0, T ], ‖uε‖ 6 1,

εẏε = −yε + uε, xε(0) = x0, yε(0) = y0,
(2.1)

с показателем качества

Jε(uε) :=σ1(xε(T )) + σ2(yε(T )) → min, (2.2)

где

σ1 : R
n → R, σ2 : R

m → R

— строго выпуклые и непрерывно дифференцируемые на своих областях определения функ-

ции, причем их сопряженные в смысле выпуклого анализа функции σ∗
1 и σ∗

2 тоже определе-

ны и непрерывно дифференцируемы во всех точках Rn и Rm соответственно, а σ2 удовле-

творяет условиям

σ2(0) = 0, ∇σ2(0) = 0.

В этом случае функция σ2 неотрицательна и в силу (1.13), (1.14) и (1.17) справедливы

равенства

σ0 = σ1, A0 = A11, B0 = A12 и z0,min = (x0,min, 0), x0,min = arg min
x0∈Ξ0(x0,T )

σ1(x0).

Например, этим условиям удовлетворяют функции σ1(x) =
1
2
‖x‖2 и σ2(y) =

1
2
‖y‖2.

Утверждение 4 в этом случае принимает следующий вид.

У т в е р ж д е н и е 5. Уравнения для определяющего вектора λε =

(
lε
rε

)
имеют вид

−lε = ∇σ1(xε(T, u
opt
ε )), −rε = ∇σ2(yε(T, u

opt
ε )).

При этом

lε → l0 := −∇σ0(x0,min), rε → 0. �
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Отметим, что l0 есть определяющий вектор в предельной задаче для (2.1), (2.2).

Как показано в [11], для управляемой системы (2.1) справедливы формулы

eAεt =

(
eA11t, εW̃ (t, ε)

0 e−t/ε

)
, Cε(t) =

(
W̃ (t, ε)

ε−1e−t/ε

)
, (2.3)

в которых

W̃ (t, ε) = (I + εA11)
−1
(
eA11t − e−t/εI

)
A12, (2.4)

I — единичная матрица.

С учетом (2.3) уравнения из утверждения 5 принимают следующий вид:

(
∇σ∗

1(−lε)
∇σ∗

2(−rε)

)
=

(
eA11Tx0 + εW̃ (T, ε)y0

e−T/εy0

)
+

+

∫ T

0

(
W̃ (t, ε)

ε−1e−t/ε

)
W̃ ∗(t, ε)lε + ε−1e−t/εrε

‖W̃ ∗(t, ε)lε + ε−1e−t/εrε‖
dt.

(2.5)

Т е о р е м а 1. Пусть lε и rε — решение системы (2.5). Тогда вектор ρε := ε−1rε — огра-

ничен при ε → +0 и ρε → −A∗
12l0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Выпишем второе уравнение из (2.5), сделав замену перемен-

ной в интеграле по формуле τ = t/ε:

∇σ∗
2(−ερε) = O+

∫ T/ε

0

e−τ W̃ ∗(ετ, ε)lε + e−τρε

‖W̃ ∗(ετ, ε)lε + e−τρε‖
dτ

= O+

∫ δ

0

· dτ +

∫ T/ε

δ

· dτ = O+

∫ δ

0

· dτ + ϕ(ε, δ),

(2.6)

где

ϕ(ε, δ) :=

∫ T/ε

δ

e−τ W̃ ∗(ετ, ε)lε + e−τρε

‖W̃ ∗(ετ, ε)lε + e−τρε‖
dτ, ‖ϕ(ε, δ)‖ 6 Ke−δ. (2.7)

Здесь и далее через O будем обозначать векторные (или скалярные) величины, являю-

щиеся асимптотическим нулем относительно степенной асимптотической последователь-

ности {εkσ}, то есть ∀γ > 0 O = o(εγ), ε → +0.
Из (2.6) c учетом оценки для ϕ(ε, δ) (2.7) получим неравенства

0 6

∥∥∥∥∥∇σ∗
2(−ερε) +O−

∫ δ

0

e−τ W̃ ∗(ετ, ε)lε + e−τρε

‖W̃ ∗(ετ, ε)lε + e−τρε‖
dτ

∥∥∥∥∥ 6 Ke−δ. (2.8)

При этом для любого δ > 0 в силу (2.4) справедливо соотношение

W̃ ∗(ετ, ε) → (1− e−τ )A∗
12 при ε → +0 равномерно на [0; δ]. (2.9)

2. Отметим, что в силу утверждения 5 справедливо lε → l0, ερε = rε → 0 при ε → +0.
Покажем, что вектор-функция ρε ограничена при ε → +0. Предположим противное, что

для некоторой последовательности {εk}, εk → +0 выполняется ρk := ρεk → ∞. Не ограни-

чивая общности, считаем, что ρk/‖ρk‖ → ρ0, ‖ρ0‖ = 1. Сократив дробь в подынтегральной

функции в (2.8) на ‖ρk‖ и перейдя к пределу в неравенствах (2.8) сначала при k → +∞,

а потом при δ → +∞, с учетом (2.9) получим

0 =

∫ +∞

0

e−τ dτ · ρ0 = ρ0 6= 0.
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Пришли к противоречию, следовательно, наше предположение неверно и ρε ограничена при

ε → +0.
3. Пусть ρ0 — предельная точка ρε при ε → +0, то есть ρεk → ρ0, для некоторой после-

довательности {εk}, εk → +0. Тогда при переходе к пределу в неравенствах (2.8) сначала

при k → +∞, а потом при δ → +∞, с учетом (2.9) получим

0 =

∫ +∞

0

e−τ (1− e−τ )A∗
12l0 + e−τρ0

‖(1− e−τ )A∗
12l0 + e−τρ0‖

dτ. (2.10)

Если A∗
12l0 = 0, то предположение ρ0 6= 0 противоречиво по аналогии с п. 2, следовательно,

в этом случае ρ0 = A∗
12l0 = 0 и утверждение теоремы выполняется тривиально.

Пусть теперь A∗
12l0 6= 0. Из соотношения (2.10) следует, что ρ0 = c0A

∗
12l0 для некоторой

постоянной c0. Тогда уравнение (2.10) принимает вид

0 =

∫ +∞

0

e−τ (1− e−τ ) + c0e
−τ

|(1− e−τ ) + c0e−τ |
dτ.

Пусть τ0 ∈ (0,+∞) такое, что 1 + (c0 − 1)e−τ0 = 0, то есть

e−τ0 =
1

1− c0
∈ (0, 1),

следовательно, c0 < 0. Далее, имеем

0 =

∫ +∞

0

e−τ 1 + (c0 − 1)e−τ

|1 + (c0 − 1)e−τ |
dτ = −

∫ τ0

0

e−τ dτ+

∫ +∞

τ0

e−τ dτ = e−τ0 −1+e−τ0 = 2e−τ0 −1.

Отсюда следует, что eτ0 = 2, τ0 = ln 2, c0 = −1 и ρ0 = −A∗
12l0. Поскольку все предельные

точки ρε равны −A∗
12l0, то ρε → −A∗

12l0 при ε → +0. �

§ 3. Управление системой материальных точек в среде
с сопротивлением

Рассмотрим задачу (1.4), (1.5) при следующих условиях: n = m = r,

Aε =

(
0 I
0 −ε−1 · I

)
, Bε =

(
0

ε−1 · I

)
, σ1(x) =

1

2
‖x‖2, σ2(y) =

1

2
‖y‖2. (3.1)

Эта задача является частным случаем задачи (2.1), (2.2).

В силу (3.1) получаем

eAεt =

(
I ε(1− e−t/ε)I

0 e−t/εI

)
, Cε(t) := eAεtBε =

(
(1− e−t/ε)I

ε−1e−t/εI

)
,

λε :=

(
lε
rε

)
, lε, rε ∈ Rn, C∗

ε (t)λε =
(
1− e−t/ε

)
lε +

e−t/ε

ε
rε, ∇σ(x, y) =

(
x
y

)
.

(3.2)

Поскольку A0 = 0, B0 = I, то C0(t) ≡ I , и управляемая система в предельной зада-

че (1.13) в этом случае имеет вид

ẋ0 = u,

откуда

x0(T ) = x0 +

∫ T

0

u(t) dt, а Ξ0(x
0, T ) = B[x0;T ]. (3.3)
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Далее, в силу формул (1.14) и (1.16) получим, что σ0(x) = ‖x‖2/2. Поскольку абсо-

лютный минимум функции σ0 достигается в нуле, то предположение 4 имеет вид условия

0 6∈ B[x0;T ], которое выполняется тогда и только тогда, когда

‖x0‖ > T.

При выполнении этого условия определяющий вектор l0 удовлетворяет уравнению (3.3):

−l0 = x0 +
l0

‖l0‖
T. (3.4)

Из (3.4) получим, что ‖x0‖ = ‖l0‖+ T и, следовательно,

l0 = −x0‖x
0‖ − T

‖x0‖
6= 0. (3.5)

В силу утверждения 5 и теоремы 1

lε → l0, ρε := ε−1rε → −l0 при ε → +0. (3.6)

С учетом соотношений (3.2) запишем систему (1.12) в виде:

−

(
lε
ερε

)
=

(
x0 + εy0 − εe−T/εy0

e−T/εy0

)
+

∫ T

0

(
(1− e−t/ε)I
ε−1e−t/εI

)
(1− e−t/ε)lε + e−t/ερε
‖(1− e−t/ε)lε + e−t/ερε‖

dt. (3.7)

После замены переменной интегрирования по формуле τ = t/ε запишем систему (3.7)

в «координатной форме»

−lε − ε2ρε = x0 + εy0 + ε

∫ T/ε

0

(1− e−τ )lε + e−τρε
‖(1− e−τ )lε + e−τρε‖

dτ,

−ερε = e−T/εy0 +

∫ T/ε

0

e−τ (1− e−τ )lε + e−τρε
‖(1− e−τ )lε + e−τρε‖

dτ.

(3.8)

Систему уравнений (3.8) назовем основной.

§ 4. Построение асимптотики решения задачи (3.1)

Введем новые неизвестные величины: скалярную αε и векторную r̂ε так, что

ρε = −αεlε + r̂ε, r̂ε⊥ lε. (4.1)

Из (3.6) следует, что

αε → 1, ‖r̂ε‖ → 0, при ε → +0. (4.2)

Отметим, что вследствие (4.1) равенство ‖r̂ε‖ = 0 означает коллинеарность векторов ρε
и lε, что, в свою очередь, последовательно в силу второго и первого уравнений систе-

мы (3.8) влечет коллинеарность им начальных векторов y0 и x0, то есть x0‖y0, а это условие

в многомерном случае — не общего положения. Поэтому далее будем считать выполненным

условие

x0 ∦ y0,

тем самым, ‖r̂ε‖ 6= 0. Отметим, что из (3.5) следует, что ‖l0‖ = ‖x0‖ − T , а в силу (3.6),

(4.2) для величин lε, αε справедливы соотношения

lε = l0 +∆lε, αε = 1 +∆αε, ∆lε,∆αε = o(1), ε → +0. (4.3)
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Обозначим

βε := 1 + αε = 2 +∆αε. (4.4)

Тогда основная система (3.8) примет вид

−lε + ε2αεlε − ε2r̂ε = x0 + εy0 + ε

∫ T/ε

0

(1− βεe
−τ )lε + e−τ r̂ε

‖(1− βεe−τ )lε + e−τ r̂ε‖
dτ,

εαεlε − εr̂ε = e−T/εy0 +

∫ T/ε

0

e−τ (1− βεe
−τ )lε + e−τ r̂ε

‖(1− βεe−τ )lε + e−τ r̂ε‖
dτ.

(4.5)

У т в е р ж д е н и е 6. При ε → +0 выполняется

r̂ε = O.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Умножив скалярно второе уравнение системы (4.5) на r̂ε, полу-

чим

−ε‖r̂ε‖
2 = e−T/ε〈y0, r̂ε〉+

∫ T/ε

0

e−2τ‖r̂ε‖
2

‖(1− βεe−τ )lε + e−τ r̂ε‖
dτ.

Предположим противное, то есть что для некоторых K > 0, q > 0 и последовательно-

сти {εk}, εk → +0, выполняется неравенство ‖r̂εk‖ > Kεqk (в дальнейшей части доказатель-

ства индекс k писать не будем).

Разделив обе части уравнения на ‖r̂ε‖
2, получим

−ε = e−T/ε 〈y
0, r̂ε〉

‖r̂ε‖2
+

∫ T/ε

0

e−2τ

‖(1− βεe−τ )lε + e−τ r̂ε‖
dτ. (4.6)

Перейдя в (4.6) к пределу при ε → +0, в силу предположения получим:

0 =

∫ +∞

0

e−2τ dτ

|1− 2e−τ | · ‖l0‖
dτ > 0.

Полученное противоречие означает справедливость соотношения r̂ε = O. �

Рассмотрим интегралы в правых частях уравнений системы (4.5)

J1 := ε

∫ T/ε

0

(1− βεe
−τ )lε + e−τ r̂ε

‖(1− βεe−τ )lε + e−τ r̂ε‖
dτ, J2 :=

∫ T/ε

0

e−τ (1− βεe
−τ )lε + e−τ r̂ε

‖(1− βεe−τ )lε + e−τ r̂ε‖
dτ

и сделаем в них замену переменной ξ := e−τ , при этом dξ = −e−τdτ = −ξdτ , dτ = −dξ/ξ.
Тогда

J1 = ε

∫ 1

e−T/ε

ξ(−βεlε + r̂ε) + lε
ξ ‖ξ(−βεlε + r̂ε) + lε‖

dξ = ε(−βεlε + r̂ε)

∫ 1

e−T/ε

dξ

‖ξ(−βεlε + r̂ε) + lε‖
dξ +

+ εlε

∫ eT/ε

1

dη

‖ − βεlε + r̂ε + lεη‖
, J2 =

∫ 1

e−T/ε

ξ(−βεlε + r̂ε) + lε
‖ξ(−βεlε + r̂ε) + lε‖

dξ.

Отметим что для ненулевых векторов r и l в силу известных формул интегрирования спра-

ведливы следующие соотношения

∫
dξ

‖ξr + l‖
=

1

‖r‖
ln

∣∣ξ‖r‖2 + 〈r, l〉+ ‖r‖ · ‖ξr + l‖
∣∣

‖r‖
+ C =

=
1

‖r‖
ln

〈r, ξr + l〉+ ‖r‖ · ‖ξr + l‖

‖r‖
+ C =: J (r, l; ξ) + C

(4.7)
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(поскольку в силу неравенства Коши–Буняковского выражение под модулем в числителе

неотрицательно, то модуль можно снять) и

∫
ξdξ

‖ξr + l‖
=

‖ξr + l‖

‖r‖2
−

〈r, l〉

‖r‖2
J (r, l; ξ) + C. (4.8)

Тогда с учетом формул (4.1), (4.7), (4.8) получаем

J1 = ε(−βεlε + r̂ε)(J (−βεlε + r̂ε, lε; 1)− J (−βεlε + r̂ε, lε; e
−T/ε)) +

+ εlε(J (lε,−βεlε + r̂ε; e
T/ε)− J (lε,−βεlε + r̂ε; 1)),

J2 =
−βεlε + r̂ε

β2
ε‖lε‖

2 + ‖r̂ε‖2
(
‖(1− βε)lε + r̂ε‖ − ‖e−T/ε(r̂ε − βεlε) + lε‖

)
+

+

(
lε + (−βεlε + r̂ε)

βε‖lε‖
2

β2
ε‖lε‖

2 + ‖r̂ε‖2

)
(J (−βεlε + r̂ε, lε; 1)−J (−βεlε + r̂ε, lε; e

−T/ε)).

Заметим, что в силу утверждения 6 выполняется

lε + (−βεlε + r̂ε)
βε‖lε‖

2

β2
ε‖lε‖

2 + ‖r̂ε‖2
=

lε‖r̂ε‖
2 + r̂εβε‖lε‖

β2
ε‖lε‖

2 + ‖r̂ε‖2
= O.

У т в е р ж д е н и е 7. При ε → +0 справедливо

‖r̂ε‖ ln ‖r̂ε‖ = O.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для произвольного γ > 0 отношение

‖r̂ε‖ ln ‖r̂ε‖

εγ
=

‖r̂ε‖

εγ
ln

(
‖r̂ε‖

εγ
εγ
)

=
‖r̂ε‖

εγ

(
ln

‖r̂ε‖

εγ
+ γ ln ε

)
=

‖r̂ε‖

εγ
ln

‖r̂ε‖

εγ
+ γ

‖r̂ε‖

εγ+1
ε ln ε

стремится к 0 при ε → +0, поскольку вследствие утверждения 6 выполняется ‖r̂ε‖/ε
γ → 0.

�

Рассмотрим сначала разность

J (−βεlε + r̂ε, lε; 1)−J (−βεlε + r̂ε, lε; e
−T/ε) =

= ln
βε(βε − 1)‖lε‖

2 + ‖r̂ε‖
2 + ‖ − βεlε + r̂ε‖ · ‖(1− βε)lε + r̂ε‖

−βε‖lε‖2 + e−T/εβ2
ε‖lε‖

2 + e−T/ε‖r̂ε‖2 + ‖ − βεlε + r̂ε‖ · ‖lε + e−T/ε(r̂ε − βεlε)‖
.

Отметим, что в силу формулы Тейлора для (1 + ξ)p при малых ξ выполняется

1

‖ − βεlε + r̂ε‖
=

1

βε‖lε‖
+O;

βε(βε − 1)‖lε‖
2 + ‖r̂ε‖

2 + ‖ − βεlε + r̂ε‖ · ‖(1− βε)lε + r̂ε‖ = 2βε(βε − 1)‖lε‖
2 +O;

−βε‖lε‖
2 + e−T/εβ2

ε‖lε‖
2 + e−T/ε‖r̂ε‖

2 + ‖ − βεlε + r̂ε‖ · ‖lε + e−T/ε(r̂ε − βεlε)‖ =

= −βε‖lε‖
2 + e−T/εβ2

ε‖lε‖
2 + e−T/ε‖r̂ε‖

2 + βε‖lε‖
2

(
1 +

‖r̂ε‖
2

2β2
ε‖lε‖

2

)(
1− βεe

−T/ε
)
+

+O
(
‖r̂ε‖

4 + e−2T/ε + e−2T/ε‖r̂ε‖
2)
)
=

‖r̂ε‖
2

2βε
+O.

Тем самым, в силу формулы Тейлора для ln(1 + ξ) при малых ξ справедливо

J (−βεlε+ r̂ε, lε; 1)−J (−βεlε+ r̂ε, lε; e
−T/ε) =

1

βε‖lε‖

(
ln(2βε(βε − 1)‖lε‖

2)− ln
‖r̂ε‖

2

2βε

)
+O.
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Аналогично рассматриваются величины

J (lε,−βεlε + r̂ε; e
T/ε)− J (lε,−βεlε + r̂ε; 1) =

=
1

‖lε‖

(
T

ε
+ ln

‖lε‖
2 − βεe

−T/ε‖lε‖
2 + ‖lε‖ · ‖lε + e−T/ε(r̂ε − βεlε)‖

(1− βε)‖lε‖2 + ‖(1− βε)lε + r̂ε‖ · ‖lε‖

)
=

=
1

‖lε‖

(
T

ε
+ ln(2‖lε‖

2)− ln
‖r̂ε‖

2

2(βε − 1)

)
+O,

‖(1− βε)lε + r̂ε‖ − ‖e−T/ε(r̂ε − βεlε) + lε‖ = |1− βε| · ‖lε‖ − ‖lε‖+O = ∆αε‖lε‖+O.

Тогда система уравнений (4.5) примет вид

−lε + ε2αεlε = x0 + εy0 + ε
−βεlε + r̂ε
βε‖lε‖

(
ln(2βε(βε − 1)‖lε‖

2)− ln
‖r̂ε‖

2

2βε

)
+

+ ε
lε
‖lε‖

(
T

ε
+ ln(2‖lε‖

2)− ln
‖r̂ε‖

2

2(βε − 1)

)
+O,

εαεlε = −
∆αεlε
βε‖lε‖

+O.

С учетом утверждения 7 и соотношений (4.3), (4.4), при приведении подобных она преоб-

разуется к виду

−l0 −∆lε + ε2(1 + ∆αε)(l0 +∆lε) = x0 + εy0 − 2ε
l0 +∆lε
‖l0 +∆lε‖

ln(2 + ∆αε) +

+
l0 +∆lε

‖l0 +∆lε‖
T +O,

ε(1 + ∆αε)(l0 +∆lε) = −
∆αε(l0 +∆lε)

(2 + ∆αε)‖l0 +∆lε‖
+O.

(4.9)

Отметим, что все явно выписанные величины, входящие в систему (4.9), при малых ε,
∆lε и ∆αε раскладываются в степенные ряды по ε, ∆αε и компонентам вектора ∆lε. В част-

ности, из первого уравнения системы (4.9) в главном получаем равенство (3.4).

Выпишем систему первого приближения для (4.9):

−∆l1 = εy0 − 2ε ln 2
l0
‖l0‖

+
∆l1
‖l0‖

T −
〈l0,∆l1〉l0

‖l0‖3
T, εl0 = −

∆α1l0
2‖l0‖

. (4.10)

Из второго уравнения системы (4.10) непосредственно следует, что

∆α1 = −2ε‖l0‖. (4.11)

Далее, умножив скалярно первое уравнение из (4.10) на вектор l0, получим

〈∆l1, l0〉 = 2ε ln 2‖l0‖ − ε〈y0, l0〉. (4.12)

Подставив выражение (4.12) для 〈∆l1, l0〉 в первое уравнение системы (4.10), найдем

∆l1 = −ε

(
1 +

T

‖l0‖

)−1(
y0 − 2 ln 2

l0
‖l0‖

− 2 ln 2
l0

‖l0‖2
T +

〈y0, l0〉l0
‖l0‖3

T

)
. (4.13)

Таким образом, система первого приближения однозначно разрешима, поэтому к систе-

ме (4.9) применима [18, теорема 1].

Тем самым, справедлива следующая теорема.

52



Т е о р е м а 2. Определяющий вектор в задаче (1.4), (1.5), (3.1) имеет степенное асимп-

тотическое разложение. При этом

lε = l0 +∆l1 +O
(
ε2
)
, rε = −εl0 − ε(∆α1l0 +∆l1) +O

(
ε3
)
,

где ∆l1, ∆α1 определяются по формулам (4.13), (4.11) соответственно, а остальные ко-

эффициенты разложения находятся из системы уравнений (4.9) методом неопределенных

коэффициентов.

Заключение

В задаче управления системой материальных точек в среде с сопротивлением, рассмот-

ренной в §§ 3, 4 настоящей работы, получена асимптотика определяющего вектора по сте-

пеням малого параметра. Таким образом, в данном частном случае исследуемой системы

асимптотика имеет степенной характер, так же как и в задаче, изученной в [11], с терми-

нальным критерием качества, зависящим только от медленных переменных, для системы

общего вида (2.1). Но показатель качества (2.2) усложняет задачу за счет появления еще

одного неизвестного малого вектора. Поэтому ответ на вопрос, будет ли асимптотика реше-

ния регулярной и в задаче оптимального управления системой общего вида (2.1) с терми-

нальным показателем качества, зависящим от медленных и быстрых переменных, требует

дальнейшего технически сложного исследования.
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In this paper, we investigate a problem of optimal control over a finite time interval for a linear au-

tonomous system with slow and fast variables in the class of piecewise continuous controls with smooth

geometric constraints in the form of a ball. We consider a terminal convex quality index that depends on

slow and fast variables. We substantiate a limit relation for the vector determining the optimal control as

the small parameter tends to zero. We refine the limit relation for the case of an indirect control problem

with a terminal quality index, which is the sum of values of two strictly convex continuously differentiable

functions, the first of which depends only on slow variables, and the second one depends only on fast

variables and has a minimum at zero. In doing so, we show that the first component of the determining

vector converges to the determining vector of the limit problem while the second component tends to

zero. In the problem of indirect control of a system of material points in a medium with resistance, we

obtain the complete asymptotics of the determining vector in powers of a small parameter.
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