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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ТИПА БЕЗИКОВИЧА
СЕЧЕНИЙ МНОГОЗНАЧНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ

Пусть B — банахово пространство и Mp(R;B), p > 1, — пространство Марцинкевича с полунормой

‖·‖Mp . Через B̃
p
c(R;B) обозначается множество функций F ∈ Mp(R;B), для которых выполняются

следующие три условия: (1) ‖F(·) − F(· + τ)‖Mp → 0 при τ → 0, (2) для любого ε > 0 множество

(ε, ‖ · ‖Mp)-почти периодов функции F относительно плотно, (3) для любого ε > 0 найдется множе-

ство X(ε) ⊆ R такое, что ‖χX(ε)‖M1(R;R) < ε и для множества {F(t) : t ∈ R \X(ε)} существует ко-

нечная ε-сеть. Пусть M̃p,◦(R;B) — множество функций F ∈ Mp(R;B), удовлетворяющих условию

(3) и условию: для любого ε > 0 существует δ > 0 такое, что для всех множеств X ⊆ R, для ко-

торых ‖χX‖M1(R;R) < δ, выполняется оценка ‖χXF‖Mp < ε. Аналогично определяются множества

B̃
p
c(R;U) и M̃p,◦(R;U) для полного метрического пространства (U, ρ). Через clU обозначается мет-

рическое пространство непустых замкнутых ограниченных подмножеств пространства (U, ρ) с мет-

рикой Хаусдорфа. В работе, в частности, доказано, что для любых F ∈ B̃
p
c(R; clU), p > 1, и u ∈ U ,

ε > 0 при условии, что ρ(u, F (·)) ∈ M̃p,◦(R;R), существует функция F ∈ B̃
p
c(R;U) ∩ M̃p,◦(R;U)

такая, что F(t) ∈ F (t) и ρ(u,F(t)) < ε+ ρ(u, F (t)) при почти всех t ∈ R.

Ключевые слова: почти периодические функции типа Безиковича, сечения, многозначные отображе-

ния.
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Введение

Пусть (U, ρ) — полное метрическое пространство, (clU, dist) — метрическое простран-

ство непустых замкнутых ограниченных подмножеств пространства U с метрикой Хау-

сдорфа dist. При исследовании почти периодических (п. п.) дифференциальных включений

возникает вопрос о существовании для многозначных отображений R ∋ t 7→ G(t) ∈ clU ,

принадлежащих разным классам п. п. функций, сечений R ∋ t 7→ F(t) ∈ F (t) из таких же

классов п. п. функций [1,2]. В [3] на основе результатов А. Фришковского [4] доказано суще-

ствование п. п. по Степанову сечений многозначных п. п. по Степанову отображений. В [5]

приведено другое доказательство, использующее равномерную аппроксимацию п. п. по Сте-

панову функций простыми (принимающими не более чем счетное множество значений)

п. п. по Степанову функциями. Существование п. п. по Вейлю сечений доказано в [6], сече-

ний из пространства обобщенных п. п. по Вейлю функций (см. [7]) — в [8], п. п. по Безико-

вичу сечений (которые аппроксимируются в псевдометрике Безиковича п. п. по Степанову

функциями) — в [9], сечений из пространств рекуррентных, почти рекуррентных и почти

автоморфных типа Степанова функций — в [10–13]. В [13] приведено условие существова-

ния гомоморфизмов инвариантных компактных множеств динамической системы сдвигов,

для которой метрическое пространство многозначных отображений R ∋ t 7→ F (t) ∈ clU
с метрикой Бебутова–Степанова является фазовым пространством, в динамическую си-

стему сдвигов, для которой фазовым пространством является метрическое пространство

функций R ∋ t 7→ F(t) ∈ U (также) с метрикой Бебутова–Степанова, ставящих в соот-

ветствие многозначным отображениям их сечения. В последние годы возрос интерес к ис-

следованию разных классов обобщенных п. п. решений интегро-дифференциальных урав-

нений и включений. Почти периодические дифференциальные уравнения рассматривались
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в [14, 15]. Обзор полученных в последнее время результатов по п. п. функциям и их при-

ложениям приведен в [16, 17] (см. также более ранние монографии [18, 19]). В [20–27]

изучаются новые классы п. п. функций, которые используются при исследовании решений

абстрактных интегро-дифференциальных уравнений и включений. В [28–30], в частности,

изучаются п. п. типа Безиковича функции (в том числе функции, определенные в R
n). Раз-

ные классы п. п. типа Безиковича функций и соотношения между ними рассматривались

в [31]. В настоящей работе доказано существование сечений R ∋ t 7→ F(t) ∈ U многознач-

ных отображений R ∋ t 7→ F (t) ∈ clU из одного класса п. п. типа Безиковича функций

(содержащего пространство п. п. по Безиковичу функций). Основным утверждением статьи

является теорема 2, которая сформулирована и доказана в § 1. В этом же параграфе приве-

дены определения и некоторые утверждения, необходимые для доказательства теоремы 2.

В § 2 собраны вспомогательные результаты. В § 3 доказана теорема 3, играющая ключевую

роль при доказательстве теоремы 2.

§ 1. Обозначения, определения и основные утверждения

Пусть mes — мера Лебега на R. Определенная при почти всех t ∈ R функция F : R → U
называется простой, если существует конечное или счетное семейство попарно непере-

секающихся и измеримых по Лебегу множеств Xj ⊆ R и элементы uj ∈ U такие, что

mes R \
⋃
j

Xj = 0 и F(t) = uj при всех t ∈ Xj . Такие функции будут обозначаться через

∑
j

uj χXj
(·) (где χX(·) — характеристическая функция множества X ⊆ R). Определенная

при почти всех t ∈ R функция F : R → U сильно измерима, если для любого ε > 0 суще-

ствует простая функция
∑
j

uj χXj
(·) такая, что

ess sup
t∈R

ρ
(
F(t),

∑

j

uj χXj
(t)

)
< ε.

Пусть M(R;U) — множество сильно измеримых функций F : R → U . Для конечно-

го или счетного семейства попарно непересекающихся и измеримых (по Лебегу) мно-

жеств Xj ⊆ R, для которых mes R \
⋃
j

Xj = 0, и функций Fj ∈ M(R;U) через
∑
j

Fj(·)χXj
(·)

будет обозначаться функция, совпадающая с функциями Fj(t) при t ∈ Xj . Обозначения∑
j

uj χXj
(·) и

∑
j

Fj(·)χXj
(·) для функций со значениями в метрическом пространстве U

формально некорректны, но никаких линейных операций над такими функциями произво-

диться не будет.

Для каждой функции F ∈ M(R;U) можно выбрать измеримое (по Лебегу) множество

N (F) ⊂ R, для которого mes N (F) = 0, функция F(t) определена при всех t ∈ R \N (F)
и {F(t) : t ∈ R \N (F)} — сепарабельное множество в (U, ρ).

Через (clU, dist) обозначается полное метрическое пространство непустых ограничен-

ных замкнутых подмножеств пространства (U, ρ) с метрикой Хаусдорфа

dist (F1, F2) = max

{
sup
u∈F1

ρ(u, F2), sup
u∈F2

ρ(u, F1)

}
, F1, F2 ∈ clU,

где ρ(u, F ) = inf
y ∈F

ρ(u, y) — расстояние от элемента u ∈ U до множества F ∈ clU .

Пусть u0 ∈ U и Mp(R;U), p > 1, — пространство Марцинкевича, то есть множество

таких функций F ∈ M(R;U), для которых функции ρ p(F(·), u0) локально интегрируемы и

lim
T →+∞

1

2T

∫ T

−T

ρ p(F(t), u0) dt < +∞.
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Множество Mp(R;U) не зависит от выбора элемента u0 (при этом функции, рассматри-

ваемые как элементы пространства Mp(R;U), отождествляются, если они совпадают при

почти всех t ∈ R). На множестве Mp(R;U) вводится псевдометрика

D(M)
p (F1,F2) = lim

T →+∞

(
1

2T

∫ T

−T

ρ p(F1(t),F2(t)) dt

)1/p

, F1, F2 ∈ Mp(R;U),

и можно определить отношение эквивалентности: F1 ∼ F2 тогда и только тогда, когда

D
(M)
p (F1,F2) = 0. Фактор-пространство классов эквивалентности является полным метри-

ческим пространством [32].

Для всех F1, F2 ∈ Mp(R;U) и τ ∈ R

D(M)
p (F1,F2) = D(M)

p (F1(·+ τ),F2(·+ τ)).

Полное метрическое пространство (U, ρ) можно изометрически вложить в некоторое

вещественное банахово пространство (B, ‖ · ‖B) (и вложение выбрать так, чтобы лю-

бому заданному элементу u0 ∈ U соответствовал нулевой элемент банахова простран-

ства B) [33, гл. 1]. Поэтому утверждения о функциях F : R → U можно доказывать,

считая, что эти функции принимают значения в вещественном банаховом пространстве B
(ρ(u1, u2) = ‖u1−u2‖B , u1, u2 ∈ B). И в дальнейшем будут также рассматриваться функции

F ∈ M(R;B) и F ∈ Mp(R;B), p > 1.
Для функций F ∈ Mp(R;B) определяется полунорма

‖F‖Mp = lim
T →+∞

(
1

2T

∫ T

−T

‖F(t)‖pB dt

)1/p

.

Множество X ⊆ R называется относительно плотным, если найдется число l > 0
такое, что [t, t + l] ∩ X 6= ∅ для всех t ∈ R. Для числа ε > 0 и функции F ∈ Mp(R;U)

обозначим Tp(F ; ε)
.
= {τ ∈ R : D

(M)
p (F(·),F(· + τ)) < ε}. Числа τ ∈ Tp(F ; ε) называются

(ε,Mp)-почти периодами функции F .

Функция F ∈ Mp(R;U), p > 1, принадлежит пространству Bp(R;U) п. п. по Безико-

вичу функций, если для любого ε > 0 существует п. п. по Степанову функция F1 : R → U

степени p (такие функции принадлежат Mp(R;U)), для которой D
(M)
p (F ,F1) < ε. Функция

F ∈ Mp(R;B) принадлежит пространству Bp(R;B) в том и только в том случае, если для

любого ε > 0 существует п. п. по Бору функция F1 : R → B, для которой D
(M)
p (F ,F1) < ε.

Для функции F ∈ Bp(R;B), p > 1, и любого числа λ ∈ R существует конечный предел

a(F ;λ) = lim
T →+∞

1

2T

∫ T

−T

e−iλtF(t) dt

(так как банахово пространство B предполагается вещественным, то рассматриваются от-

дельно вещественная и мнимая части функции e−iλt). При этом a(F ;λ) 6= 0 не более, чем

для счетного множества чисел λ ∈ R, которые называются показателями Фурье функции F .

Пусть ModF — модуль частот функции F ∈ Bp(R;B), то есть наименьший модуль (группа

по сложению), содержащий все показатели Фурье функции F .

Последовательность τj ∈ R, j ∈ N, называется F -возвращающей для функции F ∈

∈ Bp(R;U), если D
(M)
p (F(·),F(·+τj)) → 0 при j → +∞. Для функций F ∈ Bp(R;U) также

можно определить модуль частот ModF , состоящий из тех и только тех чисел λ ∈ R, для

которых e iλτj → 1 при j → +∞ для любой F -возвращающей последовательности τj ∈ R,

j ∈ N [9,34]. Так определенный модуль частот ModF совпадает для функций F ∈ Bp(R;B)
с определенным выше модулем частот с помощью показателей Фурье. При этом последо-

вательность τj ∈ R, j ∈ N, является F -возвращающей для функции F ∈ Bp(R;U) тогда

и только тогда, когда e iλτj → 1 при j → +∞ для любого λ ∈ ModF .
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Т е о р е м а 1. Пусть (U, ρ) — полное метрическое пространство, F (·) ∈ Bp(R; clU)
и G(·) ∈ Bp(R;U), p > 1. Тогда для любого ε > 0 существует функция F(·) ∈ Bp(R;U)
такая, что ModF ⊆ ModF + ModG, F(t) ∈ F (t) и ρ(F(t),G(t)) < ε + ρ(G(t), F (t)) при

почти всех t ∈ R.

Теорема 1 доказана в [9]. В настоящей работе приведено доказательство аналогичного

утверждения для более общего класса обобщенных п. п. типа Безиковича функций.

Пусть G — множество отображений (0,+∞) ∋ ε 7→ Γ(ε) ⊆ R таких, что

(1) 0 ∈ Γ(ε), Γ(ε) — относительно плотные множества при всех ε > 0,
(2) Γ(ε1) ⊆ Γ(ε2) при 0 < ε1 6 ε2.

На множестве G определяется отношение частичного порядка: Γ1 4 Γ2 , если для любого

ε1 > 0 найдется число ε2 > 0 такое, что Γ1(ε1) ⊇ Γ2(ε2). Если Γ1 4 Γ2 и Γ2 4 Γ1,

то отображения Γ1 и Γ2 эквивалентны.

Через B
p(R;U) обозначается множество функций F ∈ Mp(R;U), для которых мно-

жества Tp(F ; ε) (ε,Mp)-почти периодов относительно плотны при всех ε > 0 [35, 36];

Tp(F ; ·) ∈ G. При 1 6 p 6 p1 справедливо вложение B
p1(R;U) ⊆ B

p(R;U), при этом

Tp1(F ; ε)⊆ Tp(F ; ε) для всех F ∈B
p1(R;U) и ε > 0 (и, следовательно, Tp(F ; ·)4 Tp1(F ; ·)).

Для функции F ∈ Mp(R;U) обозначим

ωτ (F) = sup
τ ′ ∈ [0,τ ]

D(M)
p (F(·),F(·+ τ ′)), τ > 0.

Пусть Ω̃ — множество неубывающих функций [0,+∞) ∋ τ 7→ ω̃(τ) ∈ [0,+∞), для которых

ω̃(τ) > 0 при τ > 0 и ω̃(τ) → 0 при τ → +0 (тогда ω̃(0) = 0). Обозначим

Mp
c(R;U) = {F ∈ Mp(R;U) : ωτ (F) → 0 при τ → +0},

Mp
c(ω̃;R;U) = {F ∈ Mp(R;U) : ωτ (F) 6 ω̃(τ) при всех τ > 0}, ω̃ ∈ Ω̃.

Для измеримых множеств X ⊆ R будет использоваться обозначение

κ(X) = lim
T →+∞

1

2T
mesX ∩ [−T, T ].

Если X1, X2 ⊆ R — измеримые множества, то κ(X1 ∪X2) 6 κ(X1) + κ(X2).

Пусть M̃(R;B) — множество функций F ∈ M(R;B) таких, что для любого ε ∈ (0, 1]
найдется измеримое множество X(ε) ⊆ R (можно считать, что N (F) ⊆ X(ε), ε > 0), для

которого:

(1) κ(X(ε)) < ε,
(2) функция F(t) определена при всех t ∈ R \X(ε),
(3) для множества {F(t) : t ∈ R \X(ε)} существует конечная ε-сеть (которую можно

выбрать из элементов этого множества).

Если, более того, F ∈ Mp(R;B) и ‖χX(ε)(·)F(·)‖Mp → 0 при ε → +0, то такие функции

образуют множество M̃p,◦(R;B) ⊆ M̃p(R;B)
.
= Mp(R;B) ∩ M̃(R;B).

Для функции F ∈ M(R;B) обозначим

A(F ; b)
.
= {t ∈ R : ‖F(t)‖B > b}, b > 0.

Следующие три условия эквивалентны:

(1) F ∈ M̃p,◦(R;B),

(2) F ∈ M̃p(R;B) и для любого ε > 0 существует число δ > 0 такое, что для лю-

бого измеримого множества X ⊆ R, для которого κ(X) < δ, выполняется неравенство

‖χX(·)F(·)‖Mp < ε,
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(3) F ∈ M̃p(R;B) и ‖χA(F ;b)(·)F(·)‖Mp → 0 при b → +∞.

Если 1 6 p < p1, b > 0 и F ∈ Mp1(R;B), то

‖χA(F ;b)(·)F(·)‖Mp 6 b 1−(p1/p) ‖F‖ p1/p
Mp1 ,

поэтому M̃p(R;B) ∩Mp1(R;B) ⊂ M̃p,◦(R;B).

Пространства M̃(R;U), M̃p(R;U) и M̃p,◦(R;U) состоят из функций, которые при изо-

метрическом вложении метрического пространства (U, ρ) в некоторое вещественное бана-

хово пространство (B, ‖ · ‖B) становятся функциями из пространств M̃(R;B), M̃p(R;B)

и M̃p,◦(R;B) соответственно. (Эти пространства не зависят от выбора банахова простран-

ства B и изометрического вложения.)

Обозначим

B
p
c(R;U)

.
= B

p(R;U) ∩Mp
c(R;U), B̃

p
c(R;U)

.
= B

p
c(R;U) ∩ M̃p(R;U),

B̃
p,◦
c (R;U) = B

p
c(R;U) ∩ M̃p,◦(R;U).

Если 1 6 p < p1 и F ∈ B̃
p1
c (R;U), то F ∈ B̃

p.◦
c (R;U). Следующий пример показывает,

что (в случае U = (R, | · |)) существуют функции f ∈ B̃
p
c(R;R), p > 1, не принадлежа-

щие B̃
p,◦
c (R;R).

П р и м е р 1. Обозначим X =
+∞⋃
n=1

[n4, n4 + n2), Y = {t ∈ R : |t| ∈ X}. Определим

функцию f ∈ Mp(R;R). Если n4 6 |t| < n4 + n2 для некоторого n ∈ N, то положим

f(t) = n 1/p. Если t ∈ R \ Y , то f(t) = 0. Так как κ (Y ) = 0 и при всех τ ∈ R справедливо

равенство ‖f(·)−f(·+τ)‖Mp = 0, то f ∈ B̃
p
c(R;R). С другой стороны, ‖χY f‖Mp = ‖f‖Mp =

= 2−2/p, поэтому f 6∈ B̃
p,◦
c (R;R).

Для функций F ∈ B
p(R;U) и чисел a > 0 положим

Tp(F ; a, ε)
.
= Tp(F ; ε) ∩ {na : n ∈ Z}, ε > 0.

Л е м м а 1. Если Fj ∈ B
p
c(R;Uj), p > 1, где (Uj , ρj) — полные метрические простран-

ства, j = 1, . . . , n (n ∈ N), и множества
n⋂

j=1

Tp(Fj; ε) при всех ε > 0 относительно плот-

ны, то множества
n⋂

j=1

Tp(Fj ; a, ε) также относительно плотны при всех a > 0 и ε > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для чисел a > 0 и ε > 0 выберем число ε′ ∈ (0, a] так, что

ωε′(Fj) < ε
3

, j = 1, . . . , n. Существует конечное множество чисел τν ∈
n⋂

j=1

Tp(Fj;
ε
3
),

ν = 1, . . . , N , таких, что для любого τ ∈
n⋂

j =1

Tp(Fj;
ε
3
) найдутся числа τν , m ∈ Z

и τ ′ ∈ (−ε′, ε′), для которых τ − τν = ma + τ ′. Тогда для всех j = 1, . . . , n

‖Fj(·)− Fj(·+ma)‖Mp 6 ‖Fj(·)−Fj(·+ τ)‖Mp + ‖Fj(·)− Fj(· − τj)‖Mp +

+ ‖Fj(·)− Fj(· − τ ′)‖Mp < 2
ε

3
+ ωε′(Fj) < ε.

Поэтому ma ∈
n⋂

j=1

Tp(Fj; a, ε). С другой стороны, |ma − τ | 6 a + max
ν

|τν | (и число τ

выбирается произвольно в относительно плотном множестве
n⋂

j=1

Tp(Fj;
ε
3
)). Следовательно,

множество
n⋂

j=1

Tp(Fj; a, ε) также относительно плотно. �

Следующая теорема является основным результатом настоящей работы.
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Т е о р е м а 2. Пусть (U, ρ) — полное метрическое пространство, F (·) ∈ B̃
p
c(R; clU),

G(·) ∈ B̃
p,◦
c (R;U), p > 1. Предположим, что Tp(F ; ·) 4 Γ и Tp(G; ·) 4 Γ для некоторо-

го отображения Γ ∈ G и ρ(G(·), F (·)) ∈ M̃p,◦(R;R). Тогда для любых a > 0 и ε > 0

существует функция F(·) ∈ B̃
p,◦
c (R;U) такая, что:

(1) Tp(F ; a, ·) 4 Tp(F ; a, ·) ∩ Tp(G; a, ·) ∈ G,

(2) F(t) ∈ F (t) при почти всех t ∈ R,

(3) ρ(F(t),G(t)) < ε+ ρ(G(t), F (t)) при почти всех t ∈ R.

З а м е ч а н и е 1. Если в условиях теоремы 2 F (·) ∈ B̃
p,◦
c (R; clU), то также (см. лемму 5)

ρ(G(·), F (·)) ∈ B̃
p,◦
c (R;R) ⊂ M̃p,◦(R;R), поэтому включение ρ(G(·), F (·)) ∈ M̃p,◦(R;R) можно

исключить из предположений теоремы 2.

З а м е ч а н и е 2. Если (U, ρ) = (Rn, ρ), где ρ(x1, x2) = |x1−x2| — евклидово расстояние между

векторами x1 ∈ R
n и x2 ∈ R

n, или (U,dist) = (clRn,dist), то любое ограниченное множество в U

предкомпактно и, следовательно,

M̃p(R;U) = {F ∈ Mp(R;U) : κ(A(F ; b)) → 0 при b → +∞},

M̃p,◦(R;U) = {F ∈ Mp(R;U) : ‖χA(F ;b)(·)F(·)‖Mp → 0 при b → +∞}.

Т е о р е м а 3. Пусть (B, ‖ · ‖B) — вещественное банахово пространство и F (·) ∈

∈ B̃
p
c(R; clB), p > 1. Предположим, что функция R ∋ t 7→ inf

u∈F (t)
‖u‖B принадле-

жит M̃p,◦(R;R). Тогда для любых a > 0 и ε > 0 существует функция F(·) ∈ B̃
p,◦
c (R;B)

такая, что:

(1) Tp(F ; a, ·) 4 Tp(F ; a, ·),
(2) F(t) ∈ F (t) при почти всех t ∈ R,

(3) ‖F(t)‖B < ε+ inf
u∈F (t)

‖u‖B при почти всех t ∈ R.

Теорема 3 является частным случаем теоремы 2, из которого теорема 2 вытекает как

следствие.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Так как полное метрическое пространство изо-

метрически вкладывается в некоторое вещественное банахово пространство, то в условиях

теоремы 2 можно считать, что метрическое пространство (U, ρ) является вещественным

банаховым пространством (B, ‖ · ‖B) (при этом ρ(u1, u2) = ‖u1 − u2‖B , u1, u2 ∈ B). Опре-

делим многозначное отображение R ∋ t 7→ F̃ (t) = F (t) − G(t) = {u − G(t) : u ∈ F (t)}.

Тогда (см. лемму 4) F̃ (·) ∈ B̃
p
c(R; clB) и Tp(F̃ ; ·) 4 Tp(F ; ·) ∩ Tp(G; ·) 4 Γ. С дру-

гой стороны, функция R ∋ t 7→ inf
u∈ F̃ (t)

‖u‖B = ρ(G(t), F (t)) принадлежит M̃p,◦(R;R).

Поэтому из теоремы 3 для любых a > 0 и ε > 0 следует существование функции

F̃(·) ∈ B̃
p,◦
c (R;B) такой, что Tp(F̃ ; a, ·) 4 Tp(F̃ ; a, ·), F̃(t) ∈ F̃ (t) почти всюду (п. в.)

и ‖F̃(t)‖B < ε+ρ(G(t), F (t)) п. в. Тогда функция F(·)
.
= F̃(·)+G(·) принадлежит B̃p,◦

c (R;B),

Tp(F ; a, ·) 4 Tp(F̃ ; a, ·) ∩ Tp(G; a, ·) 4 Tp(F ; a, ·) ∩ Tp(G; a, ·) ∈ G (см. леммы 1 и 3),

F(t) ∈ F (t) п. в. и ρ(F(t),G(t)) < ε+ ρ(G(t), F (t)) п. в. �

Теорема 3 доказывается в § 3.

§ 2. Вспомогательные утверждения

В этом параграфе приведены утверждения, используемые при доказательстве теоремы 3.

Простые леммы приведены без доказательства.

Л е м м а 2. Если функция F ∈ L∞(R;B) при некотором p > 1 принадлежит простран-

ству B
p
c(R;B), то F ∈ B

p
c(R;B) при всех p > 1. При этом отображения Tp(F ; ·), p > 1,

эквивалентны и при каждом a > 0 также эквивалентны отображения Tp(F ; a, ·), p > 1.
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Лемма 2 является следствием неравенств

1

2T

∫ T

−T

‖F(t)‖B dt 6

(
1

2T

∫ T

−T

‖F(t)‖pB dt

)1/p

6 ‖F‖1−(1/p)
L∞

(
1

2T

∫ T

−T

‖F(t)‖B dt

)1/p

,

которое выполняется для всех T > 0 и всех функций F ∈ L∞(R;B).

Л е м м а 3. Пусть Γ ∈ G. Функции F ∈ B
p
c(R;B) (соответственно функции F ∈

∈ B̃
p
c(R;B) и F ∈ B̃

p,◦
c (R;B)), p > 1, для которых Tp(F ; ·) 4 Γ, образуют линей-

ное пространство. Также линейное пространство образуют функции F ∈ B
p
c(R;B)

(соответственно функции F ∈ B̃
p
c(R;B) и F ∈ B̃

p,◦
c (R;B)), для которых Tp(F ; a, ·) 4 Γ

при заданном числе a > 0.

Л е м м а 4. Пусть a > 0, Γ ∈ G, F ∈ B̃
p
c(R; clB), G ∈ B̃

p
c(R;B), p > 1, Tp(F ; a, ·) 4 Γ

и Tp(G; a, ·) 4 Γ. Тогда многозначное отображение R ∋ t 7→ F̃ (t)
.
= F (t)−G(t) = {u−G(t) :

u ∈ F (t)} принадлежит B̃
p
c(R; clB) и Tp(F̃ ; a, ·) 4 Tp(F ; a, ·) ∩ Tp(G; a, ·) 4 Γ. Если, более

того, F ∈ B̃
p,◦
c (R; clB) и G ∈ B̃

p,◦
c (R;B), то также F̃ ∈ B̃

p,◦
c (R; clB).

Лемма 4 следует из неравенства dist (F1 + u1, F2 + u2) 6 dist (F1, F2) + ‖u1 − u2‖B , где

F1, F2 ∈ clB и u1, u2 ∈ B, и определений пространств B̃
p
c(R;U) и B̃

p,◦
c (R;U). С помощью

неравенства |ρ(u1, F1) − ρ(u2, F2)| 6 ρ(u1, u2) + dist (F1, F2), где u1, u2 ∈ U , F1, F2 ∈ clU ,

доказывается лемма 5.

Л е м м а 5. Если F ∈ B
p
c(R; clU), G ∈ B

p
c(R;U) (соответственно F ∈ B̃

p
c(R; clU),

G ∈ B̃
p
c(R;U) и F ∈ B̃

p,◦
c (R; clU), G ∈ B̃

p,◦
c (R;U)), p > 1, и Tp(F ; a, ·) 4 Γ, Tp(G; a, ·) 4 Γ

для некоторых a > 0 и Γ ∈ G, то ρ(G(·), F (·)) ∈ B
p
c(R;R) (соответственно ρ(G(·), F (·)) ∈

B̃
p
c(R;R) и ρ(G(·), F (·)) ∈ B̃

p,◦
c (R;R)) и Tp(ρ(G(·), F (·)); a, ·) 4 Tp(F ; a, ·) ∩ Tp(G; a, ·) 4 Γ.

Л е м м а 6. Пусть F ∈ B̃
p
c(R; clU), p > 1. Если ρ(u, F (·)) ∈ M̃p,◦(R;R) для некоторого

u ∈ U , то ρ(u, F (·)) ∈ B̃
p,◦
c (R;R) для всех u ∈ U (и Tp(ρ(u, F (·)); a, ·) 4 Tp(F ; a, ·) для всех

a > 0 и u ∈ U).

Л е м м а 7. Если F ∈ B
p
c(R;B) ∩ L∞(R;B), g ∈ B

p
c(R;R) ∩ L∞(R;R), p > 1,

и Tp(F ; a, ·) 4 Γ, Tp(g; a, ·) 4 Γ для некоторых a > 0 и Γ ∈ G, то gF ∈ B
p
c(R;B)∩L

∞(R;B)
и Tp(gF ; a, ·) 4 Γ.

Л е м м а 8. Если F ∈ B
p
c(R;B) (соответственно F ∈ B̃

p
c(R;B) и F ∈ B̃

p,◦
c (R;B)),

p > 1, и G : B → B′ — липшицева функция, принимающая значения в некотором веществен-

ном банаховом пространстве B′, то G(F(·)) ∈ B
p
c(R;B

′) (соответственно G(F(·)) ∈

B̃
p
c(R;B

′) и G(F(·)) ∈ B̃
p,◦
c (R;B′)), Tp(G(F(·)); ·) 4 Tp(F ; ·) и Tp(G(F(·)); a, ·) 4 Tp(F ; a, ·)

при всех a > 0.

С л е д с т в и е 1. Если F ∈B
p
c(R;B), p > 1, то ‖F(·)‖B ∈B

p
c(R;R) и Tp(‖F(·)‖B; a, ·) 4

4 Tp(F ; a, ·) при всех a > 0.

С л е д с т в и е 2. Если F ∈ B
p
c(R;B) (соответственно F ∈ B̃

p
c(R;B) и F ∈ B̃

p,◦
c (R;B)),

p > 1, то для любого b > 0 функция

F[b](t) =

{
F(t), если ‖F(t)‖B 6 b,

b ‖F(t)‖−1
B F(t), если ‖F(t)‖B > b,

принадлежит B
p
c(R;B) ∩ L∞(R;B) (соответственно B̃

p
c(R;B) ∩ L∞(R;B) и B̃

p,◦
c (R;B) ∩

∩ L∞(R;B)) и Tp(F[b]; a, ·) 4 Tp(F ; a, ·) при всех a > 0.
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Л е м м а 9. Если F ∈ Mp(R;B), Fν ∈ B
p
c(R;B), ν ∈ N, p > 1, и ‖F − Fν‖Mp → 0 при

ν → +∞, то F ∈ B
p
c(R;B). Если, кроме того, Tp(Fν ; ·) 4 Γ, ν ∈ N, для некоторого Γ ∈ G,

то Tp(F ; ·) 4 Γ. Если Tp(Fν ; a, ·) 4 Γ, ν ∈ N, для некоторых a > 0 и Γ ∈ G, то также

Tp(F ; a, ·) 4 Γ.

Следствием леммы 9 и определений пространств B̃
p
c(R;B) и B̃

p,◦
c (R;B) является лем-

ма 10.

Л е м м а 10. Пусть Γ ∈ G, p > 1. Если F ∈ M(R;B), Fν ∈ B̃
p
c(R;B) (соответственно

Fν ∈ B̃
p,◦
c (R;B)), Tp(Fν ; ·) 4 Γ, ν ∈ N, и ess sup

t∈R

‖F(t) − Fν(t)‖B → 0 при ν → +∞,

то F ∈ B̃
p
c(R;B) (соответственно F ∈ B̃

p,◦
c (R;B)) и Tp(F ; ·) 4 Γ. Если Tp(Fν ; a, ·) 4 Γ

для некоторого a > 0 и всех ν ∈ N, то также Tp(F ; a, ·) 4 Γ.

Л е м м а 11. Пусть a > 0, Γ ∈ G и X ⊆ R — измеримое множество, для которого χX ∈
∈ B

1
c(R;R) и T1(χX ; a, ·) 4 Γ. Предположим также, что F ∈ B

p
c(R;B) (соответственно

F ∈ B̃
p
c(R;B) и F ∈ B̃

p,◦
c (R;B)), p > 1, Tp(F ; a, ·) 4 Γ и функция F(·) в существенном

ограничена на множестве X . Тогда χX(·)F(·) ∈ B
p
c(R;B) (соответственно χX(·)F(·) ∈

∈ B̃
p
c(R;B) и χX(·)F(·) ∈ B̃

p,◦
c (R;B)) и Tp(χXF ; a, ·) 4 Γ.

Для доказательства леммы 11 достаточно воспользоваться леммой 7 и следствием 2.

Для измеримых множеств X ⊆ R и функций f : R → R обозначим M(X ; f)
.
= {t ∈ R :

f(t) ∈ X}; M(∅; f) = ∅.

Л е м м а 12. Пусть b1, b2 ∈ R, b1 < b2 и f ∈ B
p
c(R;R), p > 1. Предположим, что

κ
(
M

(
(b1 − ε, b1) ∪ [b2, b2 + ε); f

))
→ 0 (2.1)

при ε → +0. Тогда χM([b1,b2);f) ∈ B
1
c(R;R) и T1(χM([b1,b2);f); a, ·) 4 Tp(f ; a, ·) при всех a > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При 0 < ε < b2 − b1 определим функции

gε(t) =





0, если t 6 b1 − ε,

1− ε−1(b1 − t), если b1 − ε < t < b1,

1, если b1 6 t 6 b2 − ε,

ε−1(b2 − t), если b2 − ε < t < b2,

0, если t > b2.

В силу лемм 2 и 8 gε(f(·)) ∈ B
1
c(R;R) и T1(gε(f(·)); a, ·) 4 Tp(f ; a, ·) при всех a > 0.

С другой стороны, из (2.1) следует, что ‖χM([b1,b2);f)(·) − gε(f(·))‖M1 → 0 при ε → +0.
Поэтому в силу леммы 9 χM([b1,b2);f) ∈ B

1
c(R;R) и T1(χM([b1,b2);f); a, ·) 4 Tp(f ; a, ·) при

всех a > 0. �

Л е м м а 13. Пусть ω̃ ∈ Ω̃, a > 0, p > 1. Тогда для любых ε̃ ∈ (0, 1] и δ > 0 существуют

определенная при всех t ∈ R и принимающая конечное множество значений периодическая

с периодом a > 0 функция g ∈ L∞(R;R), для которой ‖g‖L∞ < δ, и число δ̃ > 0 такие, что

для любой функции f ∈ Mp
c(ω̃;R;R) выполняется неравенство

κ
({

t ∈ R : |f(t) + g(t)| < δ̃
})

< ε̃.

При этом существует функция ω̃′ ∈ Ω̃, для которой f + g ∈ Mp
c(ω̃

′;R;R) для любой

функции f ∈ Mp
c(ω̃;R;R).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ε̃ ∈ (0, 1] и δ > 0. Выберем числа s ∈ N и k ∈ N так, что

s > 4 ε̃−1 > 4 и k > 2(s− 1)2ε̃−1. Выберем также какие-либо числа τ0 ∈ (0, 1] и N ∈ N, для

которых τ0 = aN−1 и 2 k1/p ω̃(τ0) < δ(2s)−1. Обозначим τ(q) = qτ0s
−1, q = 0, 1, . . . , s − 1.

Для всех f ∈ Mp
c(ω̃;R;R) и q = 0, 1, . . . , s− 1

‖f(·)− f(·+ τ(q))‖Mp 6 ω̃(τ0).

Поэтому найдется число T0(f) > 4 ε̃−1 такое, что при T > T0(f) и при всех q = 0, 1, . . . , s−1

1

2T

∫ T

−T

|f(t)− f(t+ τ(q))|p dt 6 (2 ω̃(τ0))
p

(в дальнейшем для выбранных функций f ∈ Mp
c(ω̃;R;R) будет предполагаться, что

T > T0(f)). Обозначим

C(f)
.
= {t ∈ R : |f(t)− f(t+ τ(q))| < 2 k1/p ω̃(τ0) для всех q = 1, . . . , s− 1}.

При всех T > T0(f)
mes [−T, T ] \ C(f) 6 2 Tk−1(s− 1).

Если

C̃(f)
.
=

{
t ∈ R : |f(t+ τ(q1))− f(t+ τ(q2))| < δ(2s)−1

для всех q1, q2 ∈ {0, 1, . . . , s− 1}, q1 < q2
}
,

то

C̃(f) ⊇
s− 2⋂

q=0

(C(f)− τ(q)),

поэтому

1

2T
mes [−T, T ] \ C̃(f) 6

1

2T

s− 2∑

q=0

mes [−T+τ(q), T+τ(q)] \ C(f) 6 (s−1)2
T + 1

Tk
<

T + 1

T

ε̃

2
.

Определим функцию R ∋ t 7→ g(δ, s, N ; t) ∈ R. Положим g(δ, s, N ; t) = (m − 1)s−1δ при

t ∈
[
(m − 1)s−1τ0, ms−1τ0

)
, m = 1, . . . , s, и при других t значения g(δ, s, N ; t) определим

так, чтобы функция R ∋ t 7→ g(δ, s, N ; t) была периодической с периодом aN−1. Так как

при любом t ∈ R числа g(δ, s, N ; t + τ(q)), q = 0, 1, . . . , s − 1, совпадают с точностью до

перестановки с числами qs−1δ, q = 0, 1, . . . , s− 1, то при t ∈ C̃(f) среди чисел f(t+ τ(q)) +
+ g(δ, s, N, t+ τ(q)), q = 0, 1, . . . , s− 1, имеется не более одного числа, для которого

|f(t+ τ(q)) + g(δ, s, N, t+ τ(q))| < δ(2s)−1.

Пусть

K(f)
.
=

{
t ∈ R : |f(t) + q(δ, s, N ; t)| < δ(2s)−1

}
.

Если t ∈ C̃, то
s− 1∑
q=0

χK(f)(t+ τ(q)) 6 1. Поэтому (при T > T0(f))

s

2T

∫ T

−T

χK(f)(t) dt−
s

T
6

1

2T

s− 1∑

q=0

∫ T+τ(q)

−T+τ(q)

χK(f)(t) dt =
1

2T

∫ T

−T

( s− 1∑

q=0

χK(f)(t+τ(q))

)
dt 6

6
s

2T
mes [−T, T ] \ C̃(f) +

1

2T
mes [−T, T ] ∩ C̃(f) 6 s (T + 1)(2T )−1ε̃+ 1
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и, следовательно,

1

2T

∫ T

−T

χK(f)(t) dt 6 T−1 + (T + 1)(2T )−1ε̃+ s−1.

Но s−1 6 ε̃/4 и T−1 6 ε̃/4. Откуда κ
(
K(f)

)
< ε̃. Осталось положить δ̃ = (2s)−1δ и выбрать

функцию g(·) = g(δ, s, N ; ·). При этом из определения функции g(δ, s, N ; ·) следует суще-

ствование функции ω̃′ ∈ Ω̃ такой, что f + g ∈ Mp
c(ω̃

′;R;R) для всех f ∈ Mp
c(ω̃;R;R). �

Л е м м а 14. Пусть ω̃ ∈ Ω̃, a > 0, p > 1. Тогда для любого δ > 0 существует перио-

дическая с периодом a > 0 функция g ∈ L∞(R;R), для которой |g(t)| < δ при всех t ∈ R,

такая, что для любого ε̃ ∈ (0, 1] найдется число δ̃ > 0 такое, что для любой функции

f ∈ Mp
c(ω̃;R;R)

κ
({

t ∈ R : |f(t) + g(t)| < δ̃
})

< ε̃.

При этом существует функция ω̃′ ∈ Ω̃, такая, что для всех функций f ∈ Mp
c(ω̃;R;R)

справедливо включение f + g ∈ Mp
c(ω̃

′;R;R).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть δ > 0. Из леммы 13 следует существование периодиче-

ской с периодом a > 0 функции g1 ∈ L∞(R;R), для которой |g1(t)| < δ/2 при всех t ∈ R,

и числа δ1 ∈ (0, δ/2] таких, что для любой функции f ∈ Mp
c(ω̃;R;R) и любой функции

g̃ ∈ L∞(R;R), для которой ‖g̃‖L∞ 6 δ̃1 , выполняется неравенство

κ
({

t ∈ R : |f(t) + g(t) + g̃(t)| < δ̃1
})

<
1

2
.

Пусть ω̃1 ∈ Ω̃ — функция, для которой f + g1 ∈ Mp
c(ω̃1;R;R) при всех f ∈ Mp

c(ω̃;R;R).
Далее последовательно при ν = 2, 3, . . . с помощью леммы 13 выберем периодические

с периодом a > 0 функции gν ∈ L∞(R;R), для которых |gν(t)| 6 min {1
2
δ̃ν−1 , 2

−νδ} при

всех t ∈ R, числа δ̃ν ∈
(
0,min

{
2−νδ, 2−ν+1δ̃1 , . . . , 2

−1δ̃ν−1

}]
и функции ω̃ν ∈ Ω̃ такие,

что для любой функции f ∈ Mp
c(ω̃;R;R) и любой функции g̃ ∈ L∞(R;R), для которой

‖g̃‖L∞ 6 δ̃ν , выполняется неравенство

κ
({

t ∈ R :
∣∣f(t) +

ν∑

µ=1

gµ(t) + g̃(t)
∣∣ < δ̃ν

})
< 2−ν . (2.2)

При этом f +
ν∑

µ=1

gµ ∈ Mp
c(ω̃ν ;R;R) для всех функций f ∈ Mp

c(ω̃;R;R). Положим теперь

g
.
=

+∞∑
µ=1

gµ . Тогда g — периодическая с периодом a > 0 функция из L∞(R;R), для которой

|g(t)| <
+∞∑
µ=1

2−µδ = δ при всех t ∈ R (и g ∈ Mp1
c (R;R) при всех p1 > 1). Для всех ν ∈ N

и t ∈ R ∣∣∣∣
+∞∑

µ= ν+1

gµ(t)

∣∣∣∣ 6
+∞∑

µ= ν+1

2−µ+ ν δ̃ν = δ̃ν ,

Поэтому из (2.2) следует, что для всех функций f ∈ Mp
c(ω̃;R;R)

κ
({

t ∈ R : |f(t) + g(t)| < δ̃ν
})

< 2−ν , ν ∈ N.

Так как
∥∥g −

ν∑

µ=1

gµ
∥∥
L∞

6

+∞∑

µ= ν+1

2−µδ = 2−νδ → 0
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при ν → +∞ и f +
ν∑

µ=1

gµ ∈ Mp
c(ω̃ν ;R;R) для всех f ∈ Mp

c(ω̃;R;R) и ν ∈ N, то для

некоторой функции ω̃′ ∈ Ω̃ также f + g ∈ Mp
c(ω̃

′;R;R) для всех f ∈ Mp
c(ω̃;R;R). �

Т е о р е м а 4. Для любых функции F ∈ B̃
p
c(R;B), p > 1, и чисел a > 0 и ε > 0 найдутся

попарно непересекающиеся измеримые множества Xj ⊆ R \N (F) (некоторые из которых

могут быть пустыми) и элементы uj ∈ B, j ∈ N, такие, что:

(1) χXj
∈ B

1
c(R;R) и T1(χXj

; a, ·) 4 Tp(F ; a, ·),

(2)
+∞⋃
s=1

Xs = R \N (F),

(3) κ
(
R \

j⋃
s=1

Xs

)
→ 0 при j → +∞,

(4) ‖F(t)− uj‖B < ε для всех t ∈ Xj .

При этом для всех j ∈ N

j∑

s=1

usχXs
(·) ∈ B̃

p,◦
c (R;B), Tp

( j∑

s=1

usχXs
; a, ·

)
4 Tp(F ; a, ·),

( j∑

s=1

χXs
(·)

)
F(·) ∈ B̃

p,◦
c (R;B), Tp

(( j∑

s=1

χXs

)
F ; a, ·

)
4 Tp(F ; a, ·).

Если F ∈ B̃
p,◦
c (R;B) ⊂ B̃

p
c(R;B), то также

+∞∑

s=1

usχXs
(·) ∈ B̃

p,◦
c (R;B), Tp

( +∞∑

s=1

usχXs
; a, ·

)
4 Tp(F ; a, ·).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть a > 0 и F ∈ B̃
p
c(R;B), p > 1. Тогда для любого ε > 0 для

множества {F(t) : t ∈ R \N (F)} существует ε
3
-сеть uj ∈ B, j ∈ N, такая, что для множеств

Yj =
{
t ∈ R \N (F) : ‖F(t)− uj‖B < ε/3

}

выполняется равенство
+∞⋃
j=1

Yj = R \N (F) и κ
(
R \

j⋃
s=1

Ys

)
→ 0 при j → +∞. Если F ∈

∈ B̃
p,◦
c (R;B) ⊂ B̃

p
c(R;B), то ( ε

3
-сеть можно выбрать так, чтобы) также

∥∥χ
R \

j⋃
s=1

Ys

(·)F(·)
∥∥
Mp → 0 при j → +∞. (2.3)

Обозначим fj(·)
.
= ‖F(·)− uj‖B , j ∈ N. В силу следствия 1 fj ∈ B

p
c(R;R), Tp(fj; a, ·) 4

4 Tp(F ; a, ·). При этом для некоторой функции ω̃ ∈ Ω̃ (можно считать, что ω̃(τ) = ωτ(F),
τ > 0) справедливы включения fj ∈ Mp

c(ω̃;R;R), j ∈ N. Тогда из леммы 14 следует,

что найдется определенная при всех t ∈ R и периодическая с периодом a > 0 функция

g ∈ L∞(R;R) такая, что |g(t)| < ε/3 при всех t ∈ R и для каждой функции fj , j ∈ N, и для

всех λ ∈ R

κ
({

t ∈ R : |fj(t) + g(t)− λ| < δ̃
})

→ 0

при δ̃ → 0. При этом Tp(fj + g − λ; a, ·) = Tp(fj; a, ·) 4 Tp(F ; a, ·). В силу леммы 12

χM([0,2ε);fj+g)(·) ∈ B
1
c(R;R) и T1(χM([0,2ε);fj+g); a, ·) 4 Tp(F ; a, ·), j ∈ N. Обозначим

X1 = M
(
[0, 2ε); f1 + g

)
\N (F),

Xj = M
(
[0, 2ε); fj + g

)
\
(
N (F)

⋃( j− 1⋃

s=1

M
(
[0, 2ε); fs + g

)))
, j > 2.
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Множества Xj попарно не пересекаются. Из лемм 3 и 7 получаем, что χXj
(·) ∈

∈ B
1
c(R;R), T1(χXj

; a, ·) 4 Tp(F ; a, ·). Если t ∈ R \N (F), то t ∈ Yj ⊆ M([0, 2ε/3); fj + g)

для некоторого j ∈ N. Поэтому
+∞⋃
j=1

Xj = R \N (F) и κ

(
R \

j⋃
s=1

Xs

)
→ 0 при j → +∞.

Для функции F ∈ B̃
p,◦
c (R;B) из (2.3) также следует, что

∥∥χ
R \

j⋃
s=1

Xs

(·)F(·)
∥∥
Mp → 0 при j → +∞. (2.4)

Если t ∈ Xj , то ‖F(t)−uj‖B = fj(t) =
(
fj(t)+g(t)

)
−g(t) < 2ε

3
+ ε

3
= ε. Утверждения (1)–(4)

теоремы 4 доказаны. Так как для всех j ∈ N функция
j∑

s=1

usχXs
(·) принимает конечное

множество значений, то в силу леммы 3

j∑

s=1

usχXs
(·) ∈ B̃

p
c(R;B) ∩ L∞(R;B) ⊂ B̃

p,◦
c (R;B),

Tp

( j∑

s=1

usχXs
; a, ·

)
4 Tp(F ; a, ·).

(2.5)

Для функции F ∈ B̃
p
c(R;B) и любого j ∈ N существует число b > 0 такое, что F(t) =

= F[b](t) при всех t ∈
j∑

s=1

Xs , поэтому (см. лемму 3 и следствие 2)

( j∑

s=1

χXs
(·)

)
F(·) =

( j∑

s=1

χXs
(·)

)
F[b](·) ∈ B̃

p
c(R;B) ∩ L∞(R;B) ⊂ B̃

p,◦
c (R;B),

Tp

(( j∑

s=1

χXs

)
F ; a, ·

)
4 Tp(F ; a, ·).

Если F ∈ B̃
p,◦
c (R;B), то из (2.4), (2.5) и леммы 9 следует, что

+∞∑

s=1

usχXs
(·) ∈ B̃

p
c(R;B), Tp

( +∞∑

s=1

usχXs
; a, ·

)
4 Tp(F ; a, ·).

Но, с другой стороны, так как функции
j∑

s=1

usχXs
(·), j ∈ N, принимают конечное

множество значений и κ
(
R \

j⋃
s=1

Xs

)
→ 0 при j → +∞, то из (2.4) получаем, что

+∞∑
s=1

usχXs
(·) ∈ B̃

p,◦
c (R;B). �

§ 3. Доказательство теоремы 3

Пусть ε > 0, a > 0 и F ∈ B̃
p
c(R; clB). Введем обозначение ρ(0, F (t))

.
= inf

u∈F (t)
‖u‖B,

t ∈ R. Из лемм 5 и 6 следует, что ρ(0, F (·)) ∈ B̃
p,◦
c (R;R) (и Tp(ρ(0, F (·)); a, ·) 4 Tp(F ; a, ·)).

В силу теоремы 4 для любого n ∈ N существуют измеримые (по Лебегу) и попарно непе-

ресекающиеся множества X
(n)
j ⊆ R \N (F ) (некоторые из них могут быть пустыми) и мно-

жества U
(n)
j ∈ clB, j ∈ N, такие, что:
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(1) χ
X

(n)
j

(·) ∈ B
1
c(R;R), T1(χX

(n)
j

; a, ·) 4 Tp(F ; a, ·),

(2)
+∞⋃
j=1

X
(n)
j = R \N (F ),

(3) κ
(
R \

j⋃
s=1

X
(n)
s

)
→ 0 при j → +∞,

(4) dist (F (t), U
(n)
j ) < 2−n−2ε при всех t ∈ X

(n)
j .

Для чисел t ∈ R \N (F ) однозначно определяются индексы jn(t) ∈ N, n ∈ N, для кото-

рых t ∈ X
(n)
jn(t)

. Будем далее последовательно при n = 1, 2, 3, . . . для индексов j1, . . . , jn ∈ N,

если X
(1)
j1

∩· · ·∩X(n)
jn

6= ∅, выбирать элементы uj1···jn ∈ U
(n)
jn

. При n = 1 элементы uj1 ∈ U
(1)
j1

выберем так, что ‖uj1‖B < ε/8 + inf
u∈U

(1)
j1

‖u‖B. Тогда для любого t ∈ X
(1)
j1

‖uj1‖B < ε/8 + dist (F (t), U
(1)
j1

) + ρ(0, F (t)) < ε/4 + ρ(0, F (t)). (3.1)

Если элементы uj1···jn ∈ U
(n)
jn

уже выбраны при некотором n ∈ N и X
(1)
j1

∩· · ·∩X(n)
jn

∩X(n+1)
jn+1

6=

6= ∅, то элементы uj1···jnjn+1 ∈ U
(n+1)
jn+1

выберем так, что

‖uj1···jn − uj1···jnjn+1‖B 6 2 dist (U
(n)
jn

, U
(n+1)
jn+1

).

Если t ∈ X
(1)
j1

∩ · · · ∩X
(n)
jn

∩X
(n+1)
jn+1

, то

dist (U
(n)
jn

, U
(n+1)
jn+1

) 6 dist (F (t), U
(n)
jn

) + dist (F (t), U
(n+1)
jn+1

) < (2−n−2 + 2−n−3)ε

и, следовательно,

‖uj1···jn − uj1···jnjn+1‖B <
3

4
2−nε. (3.2)

При всех n ∈ N определим функции

Fn(t) =
+∞∑

j1 =1

· · ·
+∞∑

jn =1

uj1···jn χX
(1)
j1

∩···∩X
(n)
jn

(t), t ∈ R \N (F ).

В силу леммы 7 для всех j1, . . . , jn ∈ N

χ
X

(1)
j1

∩···∩X
(n)
jn

(·) ∈ B
1
c(R;R), T1

(
χ
X

(1)
j1

∩···∩X
(n)
jn

; a, ·
)
4 Tp(F ; a, ·).

Кроме того,
+∞⋃

j1 =1

· · ·
+∞⋃

jn =1

X
(1)
j1

∩ · · · ∩X
(n)
jn = R \N (F )

и κ

(
R \

j⋃
j1 =1

· · ·
j⋃

jn =1

X
(1)
j1

∩ · · · ∩ X
(n)
jn

)
→ 0 при j → +∞. Поэтому из теоремы 4 полу-

чаем, что Fn ∈ B̃
p
c(R;B) и Tp(Fn; a, ·) 4 Tp(F ; a, ·). Из (3.1) и (3.2) следует, что при всех

t ∈ R \N (F ) выполняются неравенства

‖F1(t)‖B <
ε

4
+ ρ(0, F (t)) (3.3)

и

‖Fn(t)− Fn+1(t)‖B <
3

4
2−nε, n ∈ N. (3.4)
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Так как ρ(0, F (·)) ∈ B̃
p,◦
c (R;R), то (см. (3.3)) F1 ∈ B̃

p,◦
c (R;B) и, следовательно (см. (3.4)),

Fn ∈ B̃
p,◦
c (R;B) для всех n ∈ N. При n → +∞ функции Fn(·) равномерно на множестве

R \N (F ) сходятся к некоторой функции F(·) ∈ M(R;B). В силу леммы 10 F ∈ B̃
p,◦
c (R;B)

и Tp(F ; a, ·) 4 Tp(F ; a, ·). При t ∈ R \N (F ) для всех n ∈ N

inf
u∈F (t)

‖u− Fn(t)‖B 6 dist (F (t), U
(n)
jn(t)

) < 2−n−2ε.

Откуда (при n → +∞) получаем, что F(t) ∈ F (t). Наконец, для всех t ∈ R \N (F ) из (3.3)

и (3.4) следует неравенство

‖F(t)‖B 6

+∞∑

n=1

‖Fn(t)− Fn+1(t)‖B + ‖F1(t)‖B <
3ε

4
+

ε

4
+ ρ(0, F (t)) = ε+ ρ(0, F (t)).

Теорема 3 доказана.
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H. Weyl // Доклады Академии наук СССР. Новая серия. 1944. Т. 43. С. 275–276.

8. Данилов Л. И. Об одном классе почти периодических по Вейлю сечений многозначных отоб-

ражений // Вестник Удмуртского университета. Математика. Механика. Компьютерные науки.

2009. Вып. 1. С. 24–45. https://doi.org/10.20537/vm090102

9. Данилов Л. И. О почти периодических по Безиковичу сечениях многозначных отображений //

Вестник Удмуртского университета. Математика. Механика. Компьютерные науки. 2008. Вып. 1.

С. 97–120. https://doi.org/10.20537/vm080106

10. Данилов Л. И. Рекуррентные и почти рекуррентные многозначные отображения и их сече-

ния. III // Вестник Удмуртского университета. Математика. Механика. Компьютерные науки.

2014. Вып. 4. С. 25–52. https://doi.org/10.20537/vm140403

11. Данилов Л. И. Рекуррентные многозначные отображения и их сечения // Динамика систем и

процессы управления: Труды международной конференции, посвященной 90-летию со дня рож-

дения академика Н. Н. Красовского. Екатеринбург, Россия, 15–20 сентября 2014 г. Екатеринбург:

Изд-во УМЦ УПИ, 2015. C. 139–146.

12. Данилов Л. И. Рекуррентные и почти автоморфные сечения многозначных отображений // Изве-

стия Института математики и информатики Удмуртского государственного университета. 2015.

Вып. 2 (46). C. 45–52. https://www.mathnet.ru/rus/iimi301

70



13. Данилов Л. И. Динамические системы сдвигов и измеримые сечения многозначных отображе-

ний // Математический сборник. 2018. Т. 209. № 11. С. 69–102. https://doi.org/10.4213/sm8994

14. Левитан Б. М., Жиков В. В. Почти-периодические функции и дифференциальные уравнения. М.:

Изд-во МГУ, 1978.

15. Fink A. M. Almost periodic differential equations. Berlin–Heidelberg: Springer, 1974.

https://doi.org/10.1007/BFb0070324
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Let B be a Banach space and let Mp(R;B), p > 1, be the Marcinkiewicz space with a seminorm

‖ · ‖Mp . By B̃
p
c(R;B) we denote the set of functions F ∈ Mp(R;B) that satisfy the following three

conditions: (1) ‖F(·) − F(· + τ)‖Mp → 0 as τ → 0, (2) for every ε > 0 the set of (ε, ‖ · ‖Mp)-almost

periods of the function F is relatively dense, (3) for every ε > 0 there exists a set X(ε) ⊆ R such

that ‖χX(ε)‖M1(R;R) < ε and the set {F(t) : t ∈ R \X(ε)} has a finite ε-net. Let M̃p,◦(R;B) be

the set of functions F ∈ Mp(R;B) that satisfy the condition (3) and the following condition: for any

ε > 0 there is a number δ > 0 such that the estimate ‖χXF‖Mp < ε is fulfilled for all sets X ⊆ R

with ‖χX‖M1(R;R) < δ. The sets B̃
p
c(R;U) and M̃p,◦(R;U) for a complete metric space (U, ρ) are

defined analogously. By clU denote the metric space of nonempty, closed, and bounded subsets of

the space (U, ρ) with Hausdorff metrics. In the paper, in particular, for any F ∈ B̃
p
c(R; clU), p > 1,

and u ∈ U , ε > 0, we prove under the condition ρ(u, F (·)) ∈ M̃p,◦(R;R) the existence of a function

F ∈ B̃
p
c(R;U) ∩ M̃p,◦(R;U) such that F(t) ∈ F (t) and ρ(u,F(t)) < ε + ρ(u, F (t)) for almost every

t ∈ R.
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22. Kostić M. Quasi-asymptotically almost periodic functions and applications, Bulletin of the Brazilian

Mathematical Society, New Series, 2021, vol. 52, pp. 183–212.

https://doi.org/10.1007/s00574-020-00197-7
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