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ПРОЕКТИРОВАНИЕ АСИМПТОТИЧЕСКИХ НАБЛЮДАТЕЛЕЙ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ
ВПОЛНЕ РЕГУЛЯРНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-АЛГЕБРАИЧЕСКИХ СИСТЕМ
С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

Для линейных автономных вполне регулярных дифференциально-алгебраических систем с соизме-

римыми запаздываниями изучается проблема формирования оценки решения на основании данных

наблюдаемого выходного сигнала. Для получения оценки решения предложены два типа наблю-

дателей: асимптотический наблюдатель и асимптотический наблюдатель с ограниченной ошибкой.

Асимптотический наблюдатель характеризуется тем, что его ошибка асимптотически приближается

к нулю. При этом, если исходная система имеет свойство финальной наблюдаемости, то скорость

стремления к нулю ошибки оценивания можно задать заранее за счет выбора характеристического

квазиполинома однородной системы, описывающей поведение ошибки. В противном случае ошибка

оценивания описывается неоднородной системой, а скорость ее сходимости к нулю зависит не толь-

ко от выбора характеристического квазиполинома однородной системы, но и от поведения неодно-

родной части, динамика которой зависит от матриц, определяющих структуру выходного сигнала.

Отличительной чертой асимптотического наблюдателя с ограниченной ошибкой является то, что его

ошибка оценивания остается ограниченной некоторой постоянной, зависящей от начального условия

наблюдателя. При этом условия существования такого наблюдателя налагают более слабые требо-

вания к параметрам исходной системы в сравнении с условиями существования асимптотического

наблюдателя.
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Введение

Динамическая система, переменные состояния которой есть оценки переменных состо-

яния другой системы, называется наблюдателем. Этот термин впервые ввел D. G. Luen-

berger [1], он же показал, что для каждой конечномерной наблюдаемой линейной дина-

мической системы может быть спроектирован наблюдатель, ошибка оценивания которого

стремится к нулю с заданной скоростью. В дальнейшем эти идеи стали распространяться

на бесконечномерные системы. В работе [2] для систем с запаздыванием построен асимпто-

тический наблюдатель типа Люенбергера. В [3] для систем запаздывающего типа построен

наблюдатель, на основе которого предлагается проект регулятора для стабилизации систе-

мы управления; дальнейшее развитие этих идей дается в [4]. В [5] рассматривается пробле-

ма проектирования наблюдателя для неавтономных линейных бесконечномерных систем.

Показано, что при условии слабой наблюдаемости наблюдатель типа Люенбергера может

реконструировать так называемое наблюдаемое подпространство системы, однако в этом

случае будет лишь слабая сходимость оценки к решению. В статье [6] предложен дина-

мический наблюдатель типа Люенбергера для оценки полного состояния неавтономного

линейного параболического уравнения по конечномерному выходу.

Сложность проектирования наблюдателей для объектов с последействием усугубляется

неоднозначностью постановки задач оценивания переменных состояния. Бесконечномер-

ность пространства состояний мотивирует дать много неэквивалентных определений на-

блюдаемости. Наиболее сильное из них — это понятие полной наблюдаемости начального
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состояния [7]. Однако для формирования управления важно знать не начальное состояние,

а уметь восстановить текущее состояние системы в любой момент времени. В случае си-

стем с последействием эти понятия не тождественны. Например, для линейных систем за-

паздывающего типа можно говорить о сильной, спектральной и слабой наблюдаемости [7].

Сильная наблюдаемость является двойственной к понятию сильной управляемости

и равносильна тому, что форма Смита матрицы наблюдаемости имеет вид col[I, 0]. В данном

случае проблема проектирования наблюдателей [7] сводится к проблеме размещения полю-

сов для систем над кольцами [8]. В [9] построили точный наблюдатель, но чувствитель-

ный к внешним помехам, в [10] предложен подход к построению наблюдателя посредством

работы с полиномами и решения алгебраических уравнений. Весьма интересный подход,

позволяющий ослабить требование сильной наблюдаемости до асимптотической наблюдае-

мости и противопоставить исходному объекту для дальнейшего изучения некоторую сильно

наблюдаемую систему, предложен в [11].

Менее жесткие требования на параметры системы предъявляет свойство спектральной

наблюдаемости [7], которое является двойственным по отношению к спектральной управ-

ляемости. Одним из методов проектирования наблюдателей в данном случае является под-

ход [12, 13], основанный на решении задачи назначения конечного спектра [12–19]. Дру-

гой подход, базирующийся на свойстве точечной вырожденности, предложен в [20], где

для систем запаздывающего типа с одномерным выходом построен финитный наблюдатель

(ошибка оценки такого наблюдателей есть финитная функция).

Понятие слабой наблюдаемости [7] соответствует расширению определения ненаблю-

даемого подпространства на системы с запаздыванием. В терминах формы Смита слабая

наблюдаемость эквивалентна существованию у матрицы наблюдаемости ненулевых диаго-

нальных элементов. Слабо наблюдаемые системы мало изучены, поскольку по отношению

к двойственной задаче для слабо управляемой системы коэффициенты характеристического

квазиполинома нельзя назначить произвольно [7, 21].

Иной подход, применимый в случае систем нейтрального типа, разработан в рабо-

тах [22–26]. В [22] предлагаются способы проектирования наблюдателей на базе реше-

ния задач модальной управляемости и слабой модальной управляемости, в [23] построена

процедура асимптотической оценки асимптотически наблюдаемых систем, систематизация

этих результатов дана в [24, c. 375]. Отличительной чертой наблюдателей [22, 23] является

возможность их применения к системам, не имеющим свойств финальной или спектраль-

ной наблюдаемости, что существенно расширяет спектр их применения. В статьях [25, 26]

для систем нейтрального типа предложены схемы проектирования финитных наблюдате-

лей (ошибка таких наблюдателей есть финитная функция), представляющих собой выходы

систем запаздывающего типа с конечным спектром.

В настоящей работе идеи проектирования наблюдателей на базе решения задач модаль-

ной управляемости, предложенные в [22,24], обобщаются на случай линейных автономных

вполне регулярных дифференциально-алгебраических систем с соизмеримыми запаздыва-

ниями. В качестве основы для построения представленной теории выступают результаты

исследования проблемы управления спектром, полученные в [27, 28].

§ 1. Объект исследования

Объект исследования — линейная автономная дифференциально-алгебраическая система

с последействием

d

dt
(Dx(t)) =

m∑

i=0

Aix(t− ih), t > 0, (1.1)
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y(t) =

m∑

i=0

Cix(t− ih), t > 0, (1.2)

x(t) = η(t), t ∈ [−mh, 0], (1.3)

где x(t) ∈ Rn — решение уравнения (1.1), y(t) ∈ Rr — наблюдаемый выход; h = const > 0,
D, Ai,∈ R

n×n, Ci ∈ R
r×n. Считаем, что начальная функция η ∈ PCD([−mh, 0],R

n). Здесь

для произвольной матрицы A ∈ Rn×n запись PCA(T,R
n) обозначает множество кусочно-

непрерывных на числовом промежутке T функций η : T → Rn таких, что функция Aη(t),
t ∈ T, непрерывна. Обозначим rankD = n1, n2 = n − n1. Систему (1.1) назовем вполне

регулярной, если

deg |pD − A0| = n1. (1.4)

Далее будем изучать только вполне регулярные системы (1.1). В случае вполне регу-

лярной системы (1.1) для заданного начального условия (1.3) существует единственная

кусочно-непрерывная функция x(t), t > −mh (решение (1.1), (1.3)), удовлетворяющая (1.3)

и уравнению (1.1) почти всюду, при этом функция Dx(t), t > 0, непрерывна и имеет

кусочно-непрерывную производную [27].
З а м е ч а н и е 1. Обратим внимание, что класс систем вида (1.1), несмотря на условие (1.4),

является достаточно широким и включает в себя множество систем нейтрального типа. Действи-

тельно, рассмотрим систему вида

d

dt

(
z(t)−

l1∑

i=1

Siz(t− ih)

)
=

l2∑

i=0

Kiz(t− ih), (1.5)

где Si, Ki ∈ R
n1×n1 . Положив z2(t) = z(t), z1(t) = z2(t) −

l1∑
i=1

Siz2(t − ih), систему (1.5) запишем

в виде

ż1(t) =

l2∑

i=0

Kiz2(t− ih), z2(t) = z1(t) +

l1∑

i=1

Siz2(t− ih). (1.6)

Система (1.5) есть система вида (1.1). Действительно, пусть m = max{l1, l2}. Если l1 > l2, то по-

ложим Ki = 0, i = l1 + 1,m, в противном случае Si = 0, i = l2 + 1,m. Обозначив x = col[z1, z2],
n = 2n1,

D =

[
In1

0
0 0

]
, A0 =

[
0 K0

In1
−In1

]
, Ai =

[
0 Ki

0 Si

]
, i = 1,m,

перепишем (1.5) в виде (1.1).

Заметим, что в ряде случаев к системам вида (1.1) сводится анализ и непрерывно-дискретных

систем.

Введем полиномиальные матрицы A(λ) =
m∑
i=0

λiAi, C(λ) =
m∑
i=0

λiCi. Определим опера-

тор сдвига λh, действующий по формуле λhf(t) = f(t − h), и перепишем систему (1.1),

(1.2) в более удобном для дальнейших рассуждений виде

d

dt
(Dx(t)) = A(λh)x(t), t > 0, (1.7)

y(t) = C(λh)x(t), t > 0. (1.8)

Любую дифференциальную систему, зависящую от выхода (1.8), решение которой z(t)
есть оценка решения уравнения (1.7), будем называть наблюдателем для системы (1.7),

(1.8), а разность ε(t) = z(t)− x(t) — ошибкой оценивания.

О п р е д е л е н и е 1.1. Наблюдатель для системы (1.7), (1.8) будем называть асимп-

тотическим наблюдателем, если независимо от начальных состояний исходной системы

и наблюдателя выполняется соотношение ‖ε(t)‖Rn → 0 при t→ +∞.
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О п р е д е л е н и е 1.2. Наблюдатель для системы (1.7), (1.8) будем называть асимпто-

тическим наблюдателем с ограниченной ошибкой, если существуют зависящие от началь-

ного состояния наблюдателя числа ∆, t∗ > 0 и функция ω(t), ω(t) → 0 при t→ +∞, такие,

что ‖ε(t)‖Rn 6 ∆+ ω(t), t > t∗.

Цель настоящей статьи — получить условия существования и схемы проектирования

асимптотического наблюдателя и асимптотического наблюдателя c ограниченной ошибкой.

§ 2. Некоторые обозначения и вспомогательные сведения

Приведем ряд обозначений, которые будем использовать ниже.

Введем [24, c. 252] множество J
r×n (n, r ∈ N), состоящее из операторов J, характеризу-

ющихся следующим условием. Если J ∈ J
r×n, то J : PC(∆J,R

n) → Rr и J имеет вид

J[ϕ] = J0(λh)ϕ(0) +
m̆∑

k=0

∫ h

0

J
(k)
0 (s)ϕ(−kh− s)ds. (2.1)

Здесь PC(∆,Rn) — множество кусочно-непрерывных на промежутке ∆ ⊂ R функций,

J0(λ) ∈ Rr×n[λ], Rn×m[λ] — множество матриц размера n × m, элементы которых суть

полиномы переменной λ, m̆ ∈ N ∪ {0} — любое число;

J
(k)
0 (s) =

m̃k∑

ρ=0

eαkρs
(
J
(kρ)
1 (s) cos βkρs+ J

(kρ)
2 (s) sinβkρs

)
, (2.2)

где αkρ, βkρ ∈ R, m̃k ∈ N ∪ {0} — любые числа, J
(kρ)
j (s) ∈ Rr×n[s], j = 1, 2. Число hJ

и отрезок ∆J зависят от оператора J и определяются формулами hJ = hmax
{
deg J0(λ),

m̆+ 1
}
, ∆J = [−hJ, 0]. Число hJ назовем величиной запаздывания оператора J.

Для любого оператора J и кусочно-непрерывной функции x(t), t > −hJ, будем обозна-

чать xt = xt(τ) = x(t+ τ), τ ∈ ∆J, t > 0, J[xt] = J0(λh)x(t) +
m̆∑
k=0

∫ h

0
J
(k)
0 (s)x(t− kh− s) ds.

Оператору (2.1) поставим в соответствие матрицу

J(p, e−ph) = J0(e
−ph) +

m̆∑

k=0

∫ h

0

J
(k)
0 (s)e−p(kh+s) ds. (2.3)

Воспользовавшись формулами Эйлера для записи комплексных чисел в тригонометриче-

ской форме, вычислим интегралы в (2.3), после чего положим λ = e−ph. В итоге соотноше-

ние (2.3) примет вид

J(p, λ) = J0(λ) + J1(p, λ). (2.4)

Элементами матрицы J1(p, λ) являются правильные относительно переменой p дробно-

рациональные функции вида
b(p, λ)

c(p)
, где b(p, λ) и c(p) — полиномы с комплексными коэф-

фициентами, причем c(p) 6≡ const.
Определим отображение σ, которое каждому оператору J ∈ J

r×n вида (2.1) ставит в со-

ответствие матрицу J(p, λ) вида (2.4), каковы бы ни были r, n ∈ N. Действие отображения σ

будем записывать в виде J
σ
7→ J(p, λ). Поскольку каждому оператору J однозначно соответ-

ствует матрица J(p, e−ph), то также будем писать J(p, e−ph)
σ
7→ J(p, λ).

Множество всех матриц (2.4), которые предствимы в виде (2.3), обозначим Cr×n(p, λ)
(C1×1(p, λ) = C(p, λ)). Справедливо следующее утверждение (см. следствие 1 в [29] или

теорему 5.2 в [24, c. 259]).
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Л е м м а 2.1. Рассмотрим дробно-рациональную функцию a(p, λ) =
a1(p, λ)

a2(p)
, где a2(p) =

=
∏l̂

i=1(p − pi)
li , pi ∈ C (pi 6= pj при i 6= j), l̂, li ∈ N. Функция a(p, λ) принадлежит

множеству C(p, λ) тогда и только тогда, когда degp a1(p, λ) 6 deg a2(p) и выполняются

равенства
dja1(p, e

−ph)

dpj

∣∣∣∣
p=pi

= 0, j = 0, li − 1, i = 1, l̂.

Введем матрицы J̃0(λh) =
(
J0(λh)

)
′

, J̃
(k)
0 (s) =

(
J
(k)
0 (s)

)
′

, где символ «′» (штрих) обо-

значает операцию транспонирования. Для каждого оператора J вида (2.1) определим опе-

ратор J′, задаваемый правилом

J′[ϕ] = J̃0(λh)ϕ(0) +
m̆∑

k=0

∫ h

0

J̃
(k)
0 (s)ϕ(−kh− s) ds. (2.5)

Операцию, в результате которой оператору J ставится в соответствие оператор J′, назо-

вем операцией транспонирования, а соответствующий оператор (2.5) транспонированным

(по отношению к оператору J) оператором.

Далее понадобится следующее понятие. Будем говорить, что матрица Ω(p, λ), элемен-

ты которой есть дробно-рациональные функции с комплексными коэффициентами, име-

ет CR-структуру (CR — completely regular), если существуют матрицы Ω0 ∈ R
φ×φ,

Ω̂(λ) ∈ Rφ×φ[λ], и матрица Ω̃1(p, λ), элементы которой есть дробно-рациональные функ-

ции, такие, что Ω(p, λ) = pΩ0 + Ω̂(λ) + Ω̃1(p, λ), и deg |pΩ0 + Ω̂(0)| = rankΩ0.

Ниже в настоящей работе проектирование наблюдателей будем осуществлять на базе

решения задачи управления спектром. Поэтому приведем некоторые результаты исследова-

ния, связанные с этой задачей и полученные в [27, 28].

Введем следующую систему управления

d

dt
(Qx(t)) = L(λh)x(t) +B(λh)u(t), t > 0, (2.6)

где Q ∈ Rn×n, L(λ) ∈ Rn×n[λ], B(λ) ∈ Rn×r[λ], u — кусочно-непрерывное управление.

Считаем, что система (2.6) является вполне регулярной: deg |pD−L(0)| = rankQ. Тогда [27]

для любого начального условия

x(t) = η(t), t ∈ [−m
L
h, 0], u(t) ≡ 0, t ∈ [−m

B
h, 0],

η ∈ PCQ([−mL
h, 0],Rn)

(2.7)

при любой кусочно-непрерывной функции u(t) существует единственное решение началь-

ной задачи (2.6), (2.7). Здесь обозначено m
L
= degL(λ), m

B
= degB(λ).

Определим регулятор

u(t) = R0

[
Xt

]
, ẋ3(t) = R1

[
Xt

]
, x4(t) = R2

[
Xt

]
, t > 0, (2.8)

где xi ∈ Rni, i = 3, 4, — вспомогательные переменные, ni ∈ N ∪ {0}, X = col
[
x, x3, x4],

R0 ∈ J
r×(n+n̄)
0 , Ri ∈ J

ni+2×(n+n̄)
0 , i = 1, 2, n̄ = n3 + n4 (равенство ni = 0 означает, что в ре-

гуляторе (2.8) отсутствует переменная xi и соответствующее уравнение). В регуляторе (2.8)

операторы Ri, i = 0, 2, строятся такими, что матрицы Ri(p, λ), где Ri
σ
7→ Ri(p, λ), имеют

следующую структуру:

1) Ri(p, λ) =
[
Ri0(p, λ), Ri1(p, λ), Ri2(λ)

]
, i = 0, 2, где блоки Ri0(p, λ), Ri1(p, λ), Ri2(λ)

состоят соответственно из n, n3, n4 столбцов матрицы Ri(p, λ), взятых в порядке их следо-

вания;
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2) Ri0(p, λ) = Ξi1(λ) + Ξi2(p, λ)Q, i = 0, 2, где Ξi1(λ) — полиномиальные матрицы,

элементы матриц Ξi2(p, λ) принадлежат C(p, λ).
Эти условия имеют следующий смысл. Пусть X — решение системы (2.6), (2.8). Если

в операторах Ri, i = 0, 2, имеются интегральные слагаемые, то под знаками интегралов

стоят функции Qx и x3.

Рассмотрим полином следующего вида

d(p, λ) =

nd∑

i=0

pidi(λ), (2.9)

где di(·) — некоторые полиномы, причем dnd
(0) 6= 0, nd > n1. Обозначим: W1(p, e

−ph) —

характеристическая матрицы системы (2.6), W1(p, λ) = pQ − L(λ), ∆0(p, e
−ph) — характе-

ристическая матрицы замкнутой системы (2.6), (2.8),

∆0(p, λ) =



W1(p, λ)−B(λ)R00(p, λ) −B(λ)R01(p, λ) −B(λ)R02(λ)

−R10(p, λ) pIn3
− R11(p, λ) −R12(λ)

−R20(p, λ) −R21(p, λ) In4
−R22(λ)


 . (2.10)

О п р е д е л е н и е 2.1. Систему (2.6) назовем модально управляемой в классе регулято-

ров (2.8), если существует число n0 > n1 такое, что для любого полинома (2.9) при nd > n0

найдутся ν ∈ R и регулятор вида (2.8), обеспечивающий условия:

(1) матрица ∆0(p, λ) имеет CR-структуру;

(2)
∣∣∆0(p, λ)

∣∣ = νd(p, λ).

О п р е д е л е н и е 2.2. Систему (2.6) назовем слабо модально управляемой в классе

регуляторов (2.8), если существует число n0 > n1 такое, что для любого полинома (2.9) при

nd > n0 найдутся ν ∈ R и регулятор вида (2.8), обеспечивающий условия:

(1) матрица ∆0(p, λ) имеет CR-структуру;

(2) существуют n∗ ∈ N, n∗ 6 n4, и P13(λ) ∈ Rn×n∗[λ], P23(λ) ∈ R(n̄−n∗)×n∗ [λ] такие, что

выполняется равенство




In 0n×(n̄−n∗) P13(λ)
0(n̄−n∗)×n In̄−n∗

P23(λ)
0n∗×n 0n∗×(n̄−n∗) In∗


∆0(p, λ) =

[
∆11(p, λ) 0(n+n̄−n∗)×n∗

∆21(p, λ) In∗
− R∗(λ)

]
,

где блок ∆11(p, λ) ∈ C(n+n̄−n∗)×(n+n̄−n∗) имеет CR-структуру, ∆21(p, λ) ∈ Cn∗×(n+n̄−n∗),

R∗(λ) ∈ R
n∗×n∗ [λ];

(3)
∣∣∆11(p, λ)

∣∣ = νd(p, λ).

Рассмотрим уравнение (2.6). Пусть B(λ) =
∑m

i=0 λ
iBi, Bi ∈ Rr×n. По неоднородной

части уравнения (2.6) построим дескрипторное разностное уравнение с дискретным време-

нем

B0g(k + 1) +

m∑

i=1

Big(k + 1− i) = 0, k = m,m+ 1, . . . . (2.11)

Свойства уравнения (2.11) изучены в статьях [30, 31]. В частности, показано, что по-

следовательность g(k), k = m,m + 1, . . . , определяемая уравнением (2.11) и начальными

условиями g(i) = gi, i = 1, m, gi ∈ R
r, существует в том и только в том случае, если

gm−i = Tic, i = 1, m, где Ti ∈ Rr×r0 (r0 ∈ N) — некоторые матрицы, c ∈ Rr0 — произвольный

вектор (один и тот же для всех матриц Ti). Найдем любую матрицу S ∈ Rr0×r0 из системы

уравнений B0T1S +
∑m

i=1BiTi = 0, TkS = Tk−1, k = 2, m. Положим T = Tm, G0 = B0T ,
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Gi = Gi−1S + BiT , i = 1, m− 1, и введем матрицу G(λ) =
∑m−1

i=0 λiGi, которую будем

неоднократно использовать ниже.

Пусть Υ1 ∈ Rn2×n, Υ2 ∈ Rn×n2 — матрицы фундаментальных систем решений алгебра-

ических систем γ1Q = 0 и Qγ2 = 0 соответственно. Имеют место следующие утвержде-

ния [27].

Т е о р е м а 2.1. Система (2.6) модально управляема в классе регуляторов (2.8) тогда

и только тогда, когда выполняются условия:

1) rank
[
W1(p, e

−ph), B(e−ph)
]
= n ∀p ∈ C;

2) rank
[
Υ1L(λ)Υ2, Υ1B(λ)

]
= n− rankQ ∀λ ∈ C.

Т е о р е м а 2.2. Для того чтобы система (2.6) была слабо модально управляема в клас-

се регуляторов (2.8) необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия:

1) rank
[
W1(p, e

−ph), B(e−ph), G(e−ph)
]
= n ∀p ∈ C;

2) rank
[
Υ1L(λ)Υ2, Υ1B(λ), Υ1G(λ)

]
= n− rankQ ∀λ ∈ C.

§ 3. Вполне регулярные дифференциально-алгебраические системы
с конечным спектром

Рассмотрим произвольную линейную автономную вполне регулярную дифференци-

ально-алгебраическую систему

d

dt
(Dx(t)) =

m∑

i=0

Aix(t− ih) +
m̆∑

i=0

∫ h

0

J
(i)
0 (s)x(t− kh− s) ds+ F (t), t > 0, (3.1)

где все обозначения те же, что и в (1.1), функции J
(i)
0 (s) имеют вид (2.2), F (t) — некоторая

заданная кусочно-непрерывная функция.

Л е м м а 3.1. Пусть система (3.1) является вполне регулярной, т.е. выполняется усло-

вие (1.4). Тогда существует преобразование переменных x = P0col[w1, w2], P0 ∈ Rn×n,

|P0| 6= 0, wi ∈ Rni i = 1, 2, при котором система (3.1) преобразуется в систему

ẇ1(t) =
m∑

i=0

(
Ai

11w1(t− ih) + Ai
12w2(t− ih)

)
+

+
m̆∑

i=0

∫ h

0

(
J
(i)
11 (s)w1(t− kh− s) + J

(i)
12 (s)w2(t− kh− s)

)
ds+ f1(t),

w2(t) =
m∑

i=1

Ai
22w2(t− ih) +

m∑

i=0

Ai
21w1(t− ih) +

+
m̆∑

i=0

∫ h

0

(
J
(i)
21 (s)w1(t− kh− s) + J

(i)
22 (s)w2(t− kh− s)

)
ds+ f2(t), t > 0,

(3.2)

где Ai
kj ∈ Rnk×nj , k, j = 1, 2, матричные функции J

(i)
kj (s), k, j = 1, 2, размера nk×nj имеют

вид (2.2), f1(t), f2(t) — некоторые кусочно-непрерывные функции.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство леммы 3.1 для системы (3.1) проведем по схе-

ме доказательства похожего утверждения из статьи [27], сформулированного для системы,

не содержащей распределенное запаздывание. Выберем неособые матрицы P0 и P1, такие,

что P1DP0 = diag [In1
, 0n2×n2

]. Пусть

P1AiP0 =

[
Ai

11 Ai
12

A
i

21 A
i

22

]
, P1J

(i)
0 (s)P0 =

[
J
(i)
11 (s) J

(i)
12 (s)

J
(i)

21 (s) J
(i)

22 (s)

]
, i = 0, m,

где блоки Ai
1j , J

(i)
1j (s), j = 1, 2, имеют размер n1 × nj , а блоки A

i

2j , J
(i)

1j (s), j = 1, 2, имеют

размер n2 × nj .

Из (1.4) следует, что deg

∣∣∣pP1DP0 − P1A0P0

∣∣∣ = n1, поэтому
∣∣A0

22

∣∣ 6= 0. Докажем

это. Предположим противное. Тогда, выбрав матрицы Ω1, Ω2 такими, что Ω1A
0

22Ω2 =
= diag[1, . . . , 1, 0, . . . , 0] и, разложив определитель

det
(
diag[In1

,Ω1]
(
pP1DP0 − P1A0P0

)
diag[In1

,Ω2]
)

по элементам последней строки, видим, что его степень не может равняться n1, что проти-

воречит (1.4).

Положим Ai
2j = −

(
A

0

22

)
−1
A

i

2j , J
i
2j(s) = −

(
A

0

22

)
−1
J
(i)

2j (s), j = 1, 2, col[f1(t), f2(t)] =

= diag
[
In1
,−
(
A

0

22

)
−1
]
P1F (t), fi(t) ∈ R

ni , i = 1, 2. Выполнив в системе (3.1) замену пере-

менных x = P0 col[w1, w2], w1 ∈ Rn1 , w2 ∈ Rn2 , и, умножив матрицы полученной системы

слева на diag
[
In1
,−
(
A

0

22

)
−1
]
P1, придем к системе (3.2). Лемма доказана. �

Рассмотрим характеристическую матрицу Ww(p, e
−ph) системы (3.2), записанную в виде

Ww(p, λ) =

[
pIn1

− A11(λ)− Ã11(p, λ) −A12(λ)− Ã12(p, λ)

−A21(λ)− Ã21(p, λ) In2
− λA22(λ)− Ã22(p, λ)

]
, (3.3)

где

Akj(λ) =
m∑

i=0

λiAi
kj, k, j = 1, 2, (k, j) 6= (2, 2), A22(λ) =

m∑

i=1

λi−1Ai
22,

Ãij(p, e
−ph) =

m̆∑

k=0

∫ h

0

J
(k)
ij (s)e−p(kh+s) ds, Ãij(p, e

−ph)
σ
7→ Ãij(p, λ).

Обозначим Λw =
{
p ∈ C :

∣∣Ww(p, e
−ph)

∣∣ = 0
}

— множество собственных значений

(спектр) уравнения (3.2).

Л е м м а 3.2. Если множество Λw состоит из конечного числа элементов и 0 6∈ Λw, то

∣∣∣In2
− λA22(λ)− Ã22(p, λ)

∣∣∣ ≡ 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу того, что множество Λw состоит из конечного числа эле-

ментов, найдутся числа di ∈ R, i = 0, n1, такие, что

∣∣Ww(p, λ)
∣∣ =

n1∑

i=0

dip
i. (3.4)
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Пусть ΠW (p, λ) — матрица, присоединенная к матрице
(
In2

− λA22(λ) − Ã22(p, λ)
)
, и∣∣In2

− λA22(λ)− Ã22(p, λ)
∣∣ = θ(p, λ). Умножив матрицу Ww(p, λ) справа на матрицу

Π1(p, λ) =

[
In1

0n1×n2

0n2×n1
ΠW (p, λ)

]
, (3.5)

в силу равенства (3.4) получим соотношение
∣∣∣∣∣
pIn1

−A11(λ)− Ã11(p, λ) −
(
A12(λ) + Ã12(p, λ)

)
ΠW (p, λ)

−A21(λ)− Ã21(p, λ) θ(p, λ)In2

∣∣∣∣∣ =
(
θ(p, λ)

)n2−1
n1∑

i=0

dip
i. (3.6)

С другой стороны, из вида определителя в левой части равенства (3.6) следует, что он

представим в виде
∣∣∣∣∣
pIn1

− A11(λ)− Ã11(p, λ) −
(
A12(λ) + Ã12(p, λ)

)
ΠW (p, λ)

−A21(λ)− Ã21(p, λ) θ(p, λ)In2

∣∣∣∣∣ =
(
θ(p, λ)

)n2
dn1

pn1 + d̂(p, λ),

(3.7)

где d̂(p, λ) — некоторая дробно-рациональная функция. Сравнивая слагаемые в правых ча-

стях равенств (3.6), (3.7), заключаем, что θ(p, λ) ≡ 1. Лемма доказана. �

З а м е ч а н и е 2. Утверждение, обратное к лемме 3.2, не имеет места.

Л е м м а 3.3. Если множество Λw состоит из конечного числа элементов и 0 6∈ Λw,

то существует обратимое преобразование переменных w̃(t) = P[wt], где P ∈ J
n×n,

w = col[w1, w2], такое, что решение система (3.2) при t > t∗ однозначно определяется

системой (ниже w̃i ∈ Rni, i = 1, 2, w̃ = col[w̃1, w̃2])

˙̃w1(t) = Â(λh)w̃1(t) +

m̃∑

k=0

∫ h

0

Ĵ (k)(s)w̃1(t− kh− s) ds+ f̃1(t),

w̃2(t) = f̃2(t), t > t∗.

(3.8)

Здесь m̃ ∈ N, t∗ > 0 — некоторые числа; матрицы Â(λ) и Ĵ (k)(s) таковы, что

Â(λ) + Ĵ(p, λ) = A11(λ) + Ã11(p, λ) +
(
A12(λ) + Ã12(p, λ)

)
ΠW (p, λ)

(
A21(λ) + Ã21(p, λ)

)
,

где Ĵ(p, e−ph) =
m̃∑
k=0

∫ h

0
Ĵ (k)(s)e−p(kh+s) ds, Ĵ(p, e−ph)

σ
7→ Ĵ(p, λ); f̃1(t) = f1(t) + F[f2t],

F
σ
7→
(
A12(λ) + Ã12(p, λ)

)
, f̃2(t) = f2(t). При этом характеристический квазиполином си-

стемы (3.8) равен характеристическому квазиполиному системы (3.2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим характеристическую матрицу Ww(p, λ), определяе-

мую формулой (3.3). Умножив ее справа на матрицу Π1(p, λ), описанную формулой (3.5),

в силу леммы 3.2 получим матрицу

Ŵ1(p, λ) =Ww(p, λ)Π1(p, λ) =

[
pIn1

− A11(λ)− Ã11(p, λ) −
(
A12(λ) + Ã12(p, λ)

)
ΠW (p, λ)

−A21(λ)− Ã21(p, λ) In2

]
.

Умножив матрицу Ŵ1(p, λ) слева и справа на матрицы

K0(p, λ) =

[
In1

(
A12(λ) + Ã12(p, λ)

)
ΠW (p, λ)

0n2×n1
In2

]
,

K1(p, λ) =

[
In1

0n1×n2

A21(λ) + Ã21(p, λ) In2

]
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соответственно, получим

Ŵ2(p, λ) = K0(p, λ)Ŵ1(p, λ)K1(p, λ) =

[
pIn1

−A(p, λ) 0n2

0n2×n1
In2

]
,

где A(p, λ) = A11(λ)+Ã11(p, λ)+
(
A12(λ)+Ã12(p, λ)

)
ΠW (p, λ)

(
A21(λ)+Ã21(p, λ

)
. Определим

оператор P ∈ J
n×n таким, что

P
σ
7→ Π1(p, λ)K1(p, λ) =

[
In1

0n1×n2

ΠW (p, λ)
(
A21(λ) + Ã21(p, λ

)
ΠW (p, λ)

]
. (3.9)

Заметим, что определитель в матрице из формулы (3.9) равен единице, поэтому пре-

образование переменных w̃(t) = P[wt] будет обратимым. Выполнив это преобразова-

ние, подействуем на обе части второго уравнения системы (3.2) оператором K таким,

что K
σ
7→
(
A12(λ) + Ã12(p, λ)

)
ΠW (p, λ), и прибавим полученное соотношение к первому

уравнению (эти действия в данном случае равносильны умножению матрицы Ŵ1(p, λ)
на матрицу K0(p, λ) слева). В итоге получим систему (3.8) с характеристической матри-

цей Ŵ2(p, λ). Матрица Ŵ2(p, λ) получается за счет умножения характеристической мат-

рицы системы (3.2) слева и справа на матрицы, определители которых равны единице

(см. вид матриц Π1(p, λ), K0(p, λ), K1(p, λ)). Поэтому характеристические квазиполиномы

систем (3.2) и (3.8) равны. Число t∗ берется таким, чтобы неизвестная функция и правая

часть системы (3.8) были определены. Лемма доказана. �

§ 4. Проектирование наблюдателя на базе решения задачи модальной
управляемости

Определим следующий наблюдатель

d

dt
(Dz(t)) = A(λh)z(t) +N00

[
C(λh)zt

]
+N01[z3t] +N02[z4t]−N00[yt],

ż3(t) = N10

[
C(λh)zt

]
+N11[z3t] +N12[z4t]−N10[yt], (4.1)

z4(t) = N20(λh)C(λh)z(t) +N21(λ)z3(t) +N22(λh)z4(t)−N20(λh)y(t), t > t0.

Здесь z ∈ R
n, zi ∈ R

ni , i = 3, 4; N00 ∈ J
n×r, N10 ∈ J

n3×r, N0j ∈ J
n×nj+2 , N1j ∈ J

n3×nj+2 ,

N20(λ) ∈ Rn4×n[λ], N2j(λ) ∈ Rn4×nj+2 [λ] (j = 1, 2); t0 = max
{
hN00

, hN10
, h deg N20(λ)

}
, где

hNij
— величина запаздывания для оператора Nij .

Зададим для системы (4.1) начальные условия

z(t) = z̃(t), zi(t) = z̃i(t), t ∈ [t0 − h1, t0], i = 3, 4, (4.2)

где h1 = max
{
hN00

+ m, hN10
+ m, deg N20(λ) + m, hNij

, i = 0, 1, j = 1, 2, h deg N2j(λ),
j = 1, 2

}
— длина отрезка последействия системы (4.1), z̃ ∈ PCD

(
[t0 − h1, t0],R

n
)
, z̃3 —

непрерывная функция, z̃4 — кусочно-непрерывная функция.

Пусть col
[
z(t), z3(t), z4(t)

]
— решение системы (4.1), порождаемое начальным усло-

вием (4.2). Тогда z(t), t > t0, — оценка решения уравнения (1.7) наблюдателем (4.1),

а ε(t) = z(t) − x(t), t > t0, — ошибка оценивания. Несложно видеть, что система, опре-

деляющая поведение ошибки ε, есть однородная (y ≡ 0) система (4.1)

d

dt
(Dε(t)) = A(λh)ε(t)−N00

[
C(λh)εt

]
+N01[z3t] +N02[z4t],

ż3(t) = N10

[
C(λh)εt

]
+N11[z3t] +N12[z4t],

z4(t) = N20(λh)C(λh)ε(t) +N21(λ)z3(t) +N22(λh)z4(t), t > t0.

(4.3)
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Система (4.3) является линейной автономной вполне регулярной дифференциально-

алгебраической системой, асимптотическое поведение которой зависит от ее спектра. В свя-

зи с эти выясним возможности управления спектром этой системы. Введем характеристи-

ческую матрицу W (p, e−ph) системы (1.7), W (p, λ) = pD − A(λ). Пусть W 1(p, e
−ph) —

характеристическая матрица системы (4.3), где

W 1(p, λ) =



W (p, λ)−N00(p, λ)C(λ) −N01(p, λ) −N02(p, λ)

−N10(p, λ)C(λ) pIn3
−N11(p, λ) −N12(p, λ)

−N20(λ)C(λ) −N21(λ) In4
−N22(λ)


, (4.4)

где Nij
σ
7→ Nij(p, λ). Обозначим Γ1, Γ2 — фундаментальные матрицы решений алгебраиче-

ских уравнений γD = 01×n, Dγ = 0n×1 соответственно.

Т е о р е м а 4.1. Для того чтобы для любого наперед заданного полинома d(p, λ) ви-

да (2.9), nd > n1 + 1, существовали наблюдатель (4.1) и ν ∈ R такие, что ошибка оцени-

вания ε этого наблюдателя является векторной компонентой решения некоторой линей-

ной автономной однородной вполне регулярной дифференциально-алгебраической систе-

мы с характеристическим квазиполиномом, равным νd(p, e−ph), необходимо и достаточно,

чтобы одновременно выполнялись условия

1) rank

[
W (p, e−ph)
C(e−ph)

]
= n ∀p ∈ C; 2) rank

[
Γ1A(λ)Γ2

C(λ)Γ2

]
= n− rankD ∀λ ∈ C. (4.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточность. От системы (1.7), (1.8) перейдем к систе-

ме (2.6), положив

Q = D′, L(λ) =
(
A(λ)

)
′

, B(λ) =
(
C(λ)

)
′

. (4.6)

В силу (4.5) параметры системы (2.6) удовлетворяют условиям теоремы 2.1, то есть

система (2.6) является модально управляемой. Зададим полином (2.9) и построим регуля-

тор (2.8) такой, что для системы (2.6), (2.8) с характеристической матрицей (2.10) и задан-

ным полиномом (2.9) выполняются все условия определения 2.1.

Используя параметры регуляторы (2.8) построим наблюдатель (4.1), положив Nij =

= (Rji)
′, i = 0, 1, j = 0, 2, N2i(λ) =

(
Ri2(λ)

)
′

, i = 0, 2. Тогда для характеристической

матрицы W 1(p, e
ph), где W 1(p, λ) определяется формулой (4.4), выполняется соотношение

W 1(p, λ) =
(
∆0(p, λ)

)
′

. Достаточность условий теоремы 4.1 доказана.

Необходимость. Пусть ошибка ε(t) наблюдателя (4.1) является векторной компонен-

той решения некоторой линейной автономной однородной вполне регулярной дифференци-

ально-алгебраической системы с наперед заданным характеристическим квазиполиномом,

равным d(p, e−ph). Тогда система (2.6) с матрицами (4.6) модально управляема. Поэтому

для системы (2.6) с матрицами (4.6) выполняются условия теоремы 2.1. Отсюда следует

необходимость условий (4.5). Теорема доказана. �

Таким образом, если выполняются условия (4.5), то за счет выбора квазиполинома (2.9)

можно получить асимптотический наблюдатель (4.1), ошибка которого стремится к нулю

с заданной скоростью. При практическом построении асимптотического наблюдателя (4.1)

для упрощения вычислений в качестве квазиполинома (2.9) можно брать полином, корни

которого имеют отрицательные действительные части.

§ 5. Проектирование наблюдателей на базе решения задачи слабой мо-
дальной управляемости

Предположим, что условия (4.5) нарушаются. Изучим вопрос формирования наблюдате-

ля на базе решения задачи слабой модальной управляемости. Для этого, как и ранее, будем
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использовать систему управления (2.6) с матрицами (4.6). Составим разностное уравне-

ние с дискретным временем (2.11). Построим для него матрицы T, S, G(λ) и определим

матрицы Ty = T ′, Sy = S ′, Gy(λ) =
(
G(λ)

)
′

.

Рассмотрим наблюдатель (4.1), ошибка которого описывается системой (4.3).

Т е о р е м а 5.1. Для того чтобы для любого наперед заданного квазиполинома d(p, e−ph)
вида (2.9), nd > n1 + 1, существовали ν ∈ R и наблюдатель (4.1), характеристическая

матрица W 1(p, e
−ph) ошибки оценивания которого удовлетворяет следующим условиям:

(1) матрица W 1(p, λ) имеет CR-структуру;

(2) существуют n∗ ∈ N, n∗ 6 n4, и P31(λ) ∈ Rn∗×n[λ], P32(λ) ∈ Rn∗×(n̄−n∗)[λ] такие,

что выполняется равенство

W 1(p, λ)




In 0n×(n̄−n∗) 0n×n∗

0(n̄−n∗)×n In̄−n∗
0(n̄−n∗)×n∗

P31(λ) P32(λ) In∗


 =

[
W 11(p, λ) W 21(p, λ)

0n∗×(n+n̄−n∗) In∗
− R∗(λ)

]
, (5.1)

где n̄ = n3 + n4, W 11(p, λ), W 21(p, λ) — некоторые блоки, причем блок W 11(p, λ) имеет

CR-структуру, R∗(λ) ∈ Rn∗×n∗ [λ];

(3)
∣∣W 11(p, λ)

∣∣ = νd(p, λ),
необходимо и достаточно, чтобы

1) rank



W (p, e−ph)
C(e−ph)
Gy(e

−ph)


 = n ∀p ∈ C; 2) rank



Γ1A(λ)Γ2

C(λ)Γ2

Gy(λ)Γ2


 = n− rankD ∀λ ∈ C. (5.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточность. Пусть выполняются условия (5.2). Выберем

полином (2.9), nd > n1 + 1. В силу условий (5.2) и теоремы 2.2 система управления (2.6)

с матрицами (4.6) слабо модально управляема. Для выбранного квазиполинома (2.9) по-

строим регулятор вида (2.8), обеспечивающий выполнение условий определения 2.2. Такой

регулятор можно построить в виде [27]

u(t) = R00[xt] +R01[x3t] +R02(λ)x41(t) +B(λh)Tx42(t),
ẋ3(t) = R10[xt] +R11[x3t] +R12(λh)x41(t),
x41(t) = R20[xt] +R21[x3t] +R22(λh)x41(t),

x42(t) = R30[xt] +R31[x3t] +R32(λh)x41(t) + Sx42(t− h).

(5.3)

Здесь векторная переменная x3 описана ранее, x41 ∈ Rñ4 , x42 ∈ Rr0 — векторные компо-

ненты векторной переменной x4 (ñ4 + r0 = n4, n∗ = r0), x4 = col[x41, x42]; R00 ∈ J
r×n,

R10 ∈ J
n3×n, R20 ∈ J

ñ4×n, R30 ∈ J
r0×n, R01 ∈ J

r×n3 , R11 ∈ J
n3×n3 , R21 ∈ J

ñ4×n3 ,

R31 ∈ J
r0×n3 , R02(λ) ∈ Rr×ñ4[λ], R12(λ) ∈ Rn3×ñ4[λ], R22(λ) ∈ Rñ4×ñ4 [λ], R32(λ) ∈ Rr0×ñ4 [λ].

При этом в случае регулятора (5.3) в определении 2.2 можно положить P13(λ) = G(λ),
P23(λ) = 0n̄−n∗×n∗

, n∗ = r0.

Используя параметры регулятора (5.3), построим наблюдатель (4.1), который удобно

записать в виде

d

dt
(Dz(t)) = A(λh)z(t) +M00

[
C(λh)zt

]
+M01[z3t] +M02[z41t] +M03[z42t]−M00[yt],

ż3(t) = M10

[
C(λh)zt

]
+M11[z3t] +M12[z41t] +M13[z42t]−M10[yt], (5.4)

z41(t) =M20(λh)C(λh)zt +M21(λh)z3(t) +M22(λh)z41(t) +M23(λh)z42(t)−M20(λh)y(t),

z42(t) = TyCy(λh)z(t) + Syz42(t− h)− Tyy(t), t > t0.
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Здесь z41, z42 — векторные компоненты вектора z4 из системы (4.1), т. е. z4 = col[z41, z42];
Mij =

(
Rji

)
′

, i = 0, 1, j = 0, 3, M2j(λ) =
(
Rj2(λ)

)
′

, j = 0, 3. Начальные условия для

системы (5.4) берем в виде (4.2).

Запишем систему, описывающую поведение ошибки ε(t) = z(t) − x(t), t > t0 − h1,

наблюдателя (5.4), которая совпадает с однородной (y ≡ 0) системой (5.4)

d

dt
(Dε(t)) = A(λh)ε(t) +M00

[
C(λh)εt

]
+M01[z3t] +M02[z41t] +M03[z42t],

ż3(t) = M10

[
C(λh)εt

]
+M11[z3t] +M12[z41t] +M13[z42t], (5.5)

z41(t) =M20(λh)C(λh)ε(t) +M21(λh)z3(t) +M22(λh)z41(t) +M23(λh)z42(t),

z42(t) = TyCy(λh)ε(t) + Syz42(t− h), t > t0.

Пусть Mij
σ
7→ Mij(p, λ). Тогда характеристическая матрица W 1(p, e

−ph) системы (5.5) (или,

что то же самое, системы (5.4)) может быть записана в виде (e−ph = λ)

W 1(p, λ) =




W (p, λ)−M00(p, λ)C(λ) −M01(p, λ) −M02(p, λ) −M03(p, λ)
−M10(p, λ)C(λ) pIn3

−M11(p, λ) −M12(p, λ) −M13(p, λ)
−M20(λ)C(λ) −M21(λ) Iñ4

−M22(λ) −M23(λ)
−TyC(λ) 0r0×n3

0r0×ñ4
Ir0 − λSy


. (5.6)

В соотношении (5.1) полагаем P31(λ) = Gy(λ), P31(λ) = 0r0×(n̄−r0). Непосредственной про-

веркой можно убедиться, что при выборе регулятора (2.8) в виде (5.3), матрица
(
W 1(p, λ)

)
′

совпадает с матрицей ∆0(p, λ) из определения 2.2. Отсюда следует утверждение теоремы.

Необходимость. Если для квазиполинома (2.9) существует наблюдатель вида (5.4), для

которого выполняются условия 1)–3) теоремы 5.1, то система управления (2.6) с матрица-

ми (4.6) слабо модально управлема. Отсюда следует необходимость условий (5.2). Теорема

доказана. �

Перейдем к анализу содержательной части теоремы 5.1. Выберем полином d(p, λ) ви-

да (2.9). Для определенности далее до конца статьи будем считать, что при выполнении

условий теоремы 5.1 наблюдатель (4.1) имеет вид (5.4), характеристическая матрица на-

блюдателя (5.4) определяется формулой (5.6), а динамика ошибки этого наблюдателя опи-

сывается системой (5.5). Обозначим

E(λ) =




In 0n×(n̄−r0) 0n×r0

0(n̄−r0)×n In̄−r0 0(n̄−r0)×r0

Gy(λ) 0r0×(n̄−r0) Ir0


.

В работе [30] доказана формула

TyC(λ) =
(
Ir0 − λSy

)
Gy(λ). (5.7)

Используя формулу (5.7), непосредственной проверкой убеждаемся в том, что

W 1(p, λ)E(λ) =



W (p, λ)−M00(p, λ)C(λ)−M03(p, λ)Gy(λ) −M01(p, λ) −M02(p, λ) −M03(p, λ)
−M10(p, λ)C(λ)−M13(p, λ)Gy(λ) pIn3

−M11(p, λ) −M12(p, λ) −M13(p, λ)
−M20(λ)C(λ)−M23(λ)Gy(λ) −M21(λ) Iñ4

−M22(λ) −M23(λ)
0r0×n 0r0×n3

0r0×ñ4
Ir0 − λSy


.

(5.8)

Обратим внимание, что в последней формуле количество строк во второй строке блоков

в матрице E(λ) равно сумме количеств столбцов второго и третьего столбцах блоков мат-

рицы W 1(p, λ).
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Умножение справа характеристической матрицы системы уравнений на унимодулярную

матрицу, зависящую от λ, равносильно невырожденному преобразованию переменных. По-

этому, введя новую функцию α(t) согласно формуле

z42(t) = Gy(λ)z(t) + α(t), t > t0 − h1 + (m− 1)h, (5.9)

и используя равенство (5.8), перепишем наблюдатель (5.4) в виде

d

dt
(Dz(t)) = A(λh)z(t) +M00

[
C(λh)zt

]
+M03[Gy(λh)zt − αt] +M01[z3t]+

+M02[z41t]−M00[yt],

ż3(t) = M10

[
C(λh)zt

]
+M13[Gy(λh)zt − αt] +M11[z3t] +M12[z41t]−M10[yt],

z41(t) =M20(λh)C(λh)z(t) +M23(λh)
(
Gy(λh)z(t)− α(t)

)
+M21(λh)z3(t)+ (5.10)

+M22(λh)z41(t)−M20(λh)y(t),

α(t) = Syα(t− h)− Tyy(t), t > t1, (5.11)

где t1 = t0 + (m− 1)h.

Для того чтобы получить оценку z(t) решения x(t) системы (1.7), зададим для системы

(5.10), (5.11) начальные условия

z(t) = z̃(t), z3(t) = z̃3(t), z41(t) = z̃41(t), α(t) = α̃(t), t ∈ [t1 − h2, t1]. (5.12)

Здесь z̃ ∈ PCD, z̃3 — непрерывная функция, z̃41, α̃ — кусочно-непрерывные функции; h2 =
max

{
hMi3

+ (m− 1)h, i = 0, 1, degM23(λ) + (m− 1)h, h1
}

— длина отрезка последействия

системы (5.10).

Система (5.10), (5.11), в отличии от системы (5.4), интегрируется проще. Функцию α(t)
находим независимо от уравнений (5.10)

α(t+ kh) = Sk+1
y α̃(t− (k + 1)h)−

k∑

j=0

Sj
yy(t− jh), t ∈ (t1, t1 + h], k = 0, 1, . . . . (5.13)

Подставив функцию α(t), определяемую формулой (5.13), в уравнения (5.10), получим

неоднородную линейную автономную вполне регулярную дифференциально-алгебраичес-

кую систему с соизмеримыми и распределенными запаздываниями. Решение такой системы

легко находится по формуле Коши. При этом в силу теоремы 5.1 характеристический квази-

полином однородной (y ≡ 0, α ≡ 0) системы (5.10) с точностью до постоянного множителя

равен ранее выбранному квазиполиному, т. е. равен νd(p, e−ph).
Преобразование, подобное описанному выше, можно сделать и с системой (5.5). Введя

новую функцию β(t) согласно формуле

z42(t) = Gy(λ)ε(t) + β(t), t > t0 − h1 + (m− 1)h, (5.14)

из системы (5.5) получим новую систему

d

dt
(Dε(t)) = A(λh)ε(t) +M00

[
C(λh)εt

]
+M03[G(λh)εt − βt] +M01[z3t] +M02[z41t],

ż3(t) = M10

[
C(λh)εt

]
+M13[G(λh)εt − βt] +M11[z3t] +M12[z41t], (5.15)

z41(t) =M20(λh)C(λh)ε(t) +M23(λh)
(
ε(t)− β(t)

)
+M21(λh)z3(t) +M22(λh)z41(t),

β(t) = Syβ(t− h), t > t1. (5.16)
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Начальные условия для системы (5.15), (5.16) имеют вид

ε(t) = ε̃(t), z3(t) = z̃3(t), z41(t) = z̃41(t), β(t) = β̃(t), t ∈ [t1 − h2, t1], (5.17)

где ε̃ ∈ PCD, β̃ — кусочно-непрерывная функция, остальные функции в (5.17) описаны

ранее.

Функция β(t) не зависит от системы (5.15) и в силу уравнения (5.16) имеет вид

β(t+ kh) = Sk+1
y β̃(t− h), t ∈ (t1, t1 + h], k = 0, 1, . . . . (5.18)

Подставив функцию (5.18) в (5.15), получим неоднородную линейную автономную вполне

регулярную дифференциально-алгебраическую систему с характеристическим квазиполи-

номом νd(p, e−ph), где квазиполином d(p, e−ph) вида (2.9) выбран заранее.

Обозначим λi, i = 1, r0, — собственные значения матрицы Sy. Рассмотрим начальные

условия (5.17). Пусть

β̃∗ = sup
t∈(t1−h2,t1]

∥∥∥β̃(t)
∥∥∥
Rr0

. (5.19)

Т е о р е м а 5.2. Пусть для системы (1.7), (1.8) выполняются условия (5.2), и все

собственные значения матрицы Sy удовлетворяют условию |λi| < 1, i = 1, r0. Тогда

за счет выбора коэффициентов характеристического квазиполинома νd(p, e−ph) однород-

ной (α ≡ 0, y ≡ 0) системы (5.10) можно обеспечить соотношение

‖ε(t)‖Rn → 0 при t→ +∞ (5.20)

каковы бы ни были начальные условия (5.12).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем, используя теорему 5.1, параметры наблюдателя (5.10),

(5.11) так, чтобы характеристический квазиполином νd(p, e−ph) однородной системы (5.10)

был полиномом, все корни которого имеют отрицательные действительные части. Обозна-

чим этот полином d(p), т. е. d(p) = νd(p, e−ph).
Рассмотрим систему (5.15), (5.16), описывающую поведение ошибки наблюдателя (5.10),

(5.11). Характеристический квазиполином однородной (β ≡ 0) системы (5.15) в силу вы-

ше указанного выбора равен d(p) и не содержит нулевого элемента. Положим F1(t) =

= col
[
− M03[βt], −M13[βt]

]
, F2(t) = −M23(λh)β(t), F (t) = col[F1, F2]. Тем самым соот-

ношения (5.15) примут вид линейной автономной вполне регулярной дифференциально-

алгебраической системы (3.1) с конечным спектром. В силу лемм 3.1, 3.3 найдется преоб-

разование переменных

[
w̃1(t)
w̃2(t)

]
= P[zεt ], P ∈ J

(n+n3+ñ4)×(n+n3+ñ4), zε =



ε

z3
z41


, (5.21)

описываемое формулой (3.9), где w̃1 ∈ Rn1+n3, w̃2 ∈ Rn2+ñ4 , что система (5.15) примет

вид системы (3.8). Далее к системе (3.8), (5.18) применяем рассуждения, аналогичные до-

казательству теоремы 6.3 из монографии [24, c. 389] (см. также доказательство теоремы 5

из [27]), при помощи которых показывается, что ‖w̃i(t)‖Rn → 0 при t → ∞, i = 1, 2. От-

сюда, с учетом того, что определитель матрицы в формуле (3.9) равен единице, из (5.21)

следует (5.20). Теорема доказана. �

Установим теперь условия существования асимптотического наблюдателя с ограничен-

ной ошибкой.

128



Т е о р е м а 5.3. Пусть для системы (1.7), (1.8) выполняются условия (5.2), и все соб-

ственные значения λi, i = 1, r0, матрицы Sc удовлетворяют условию |λi| 6 1, i = 1, r0,
причем собственным значениям λi, для которых |λi| = 1, отвечают жордановы клет-

ки размерности равной единице. Тогда существует β ∈ R такое, что при подходя-

щем выборе коэффициентов характеристического квазиполинома νd(p, e−ph) однородной

(ψ̂ ≡ 0, y ≡ 0) системы (5.10) для любого начального условия (5.12) найдутся t2 > 0
и функция ω(t), ω(t) → 0 при t→ +∞, обеспечивающие неравенство

‖ε(t)‖Rn 6 bβ̃∗ + ω(t), t > t2. (5.22)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства достаточно, аналогично доказательству тео-

ремы 5.2, перейти от исходной системы (5.15) к системе (3.8), выбрав в качестве характери-

стического квазиполинома упомянутый выше полином d(p). После этого следует повторить

(с очевидными изменениями) доказательства теоремы 6 из [24, c. 392] (см. также доказа-

тельство следствия 1 из [27]). Теорема доказана. �

З а м е ч а н и е 3. В статье [31] описан способ выбора матрицы Sc в зависимости требуемого

спектра.

З а м е ч а н и е 4. Рассмотрим оценку (5.22). Укажем связь β̃∗ и функции α̃(t) в началь-

ном условии (5.12) для наблюдателя (5.10), (5.11). Из формул (5.9), (5.14) следует, что β(t) =

= Gy(λh)x(t) +α(t), t > t1 − h2. Поэтому в силу (5.19) β̃∗ = supt∈(t1−h2,t1]

∥∥∥Gy(λh)x(t) + α̃(t)
∥∥∥
Rr0

.

Последнее равенство можно использовать для выбора функции α̃(t) в начальных условиях (5.12)

в случае асимптотического наблюдателя с ограниченной оценкой (5.10), (5.11) с целью уменьшения

величины β̃∗. Это может оказаться возможным, если известна некоторая информация о началь-

ном условии системы (1.7). В частности, если функция x известна в некоторых точках множества

[−h, t1], то можно, например, использовать ее приближение интерполяционным многочленом (или

другой функцией). Или функция x(t), t ∈ (0, t1], измерена с некоторой погрешностью.

Асимптотический наблюдатель с ограниченной оценкой и приведенные в замечании 4

рассуждения можно также использовать для нахождения решения в случае, когда начальное

состояние системы (1.3) известно с некоторой погрешностью, а уравнение (1.7) является

неустойчивым.

§ 6. Пример

Рассмотрим систему (1.7) вида

d

dt





−1 −1 −2
−1 0 −1
1 0 1


 x(t)


 =



−λh − 1 −2 −λh − 2

−2 λh − 3 −3
2λh + 1 λh + 2 3λh + 2


 x(t). (6.1)

Предположим, что для системы (6.1) выход (1.8) определяется формулой

y(t) =



λ2h 2λ2h − λh 2λ2h − λh
λ2h λ2h λ2h
0 λh λh


 x(t). (6.2)

Несложная проверка показывает, что выполняются условия финальной наблюдаемо-

сти (4.5). Поэтому для построения асимптотического наблюдателя воспользуемся доказа-

тельством теоремы 3.

Вначале от исходной системы наблюдения (6.1), (6.2) перейдем к системе управле-

ния (2.6). В данном случае эта система имеет вид

d

dt





−1 −1 1
−1 0 0
−2 −1 1


 x(t)


 =



−λh − 1 −2 2λh + 1

−2 λh − 3 λh + 2
−λh − 2 −3 3λh + 2


 x(t) +




λ2h λ2h 0
2λ2h − λh λ2h λh
2λ2h − λh λ2h λh


 u(t).

(6.3)
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Строим для данной системы регулятор (2.8) такой, что для системы (6.3), замкнутой регуля-

тором (2.8), и квазиполинома (2.9), взятого в виде полинома d(p) = (p+1)(p+2)(p+3), будут

выполняться все условия определения 2.1. Следуя работе [27], находим регулятор (2.8), ко-

торый запишем в виде

u(t) =



0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0


X(t),

ẋ3(t) = R1[Xt], x2(t) =
[
1, 1− λh, −1, 0 − λ2h − λh

]
X(t),

где X = col
[
x, x3, x4

]
, x3, x4 ∈ R — вспомогательные переменные, оператор R1 таков, что

R1
σ
7→ R1(p, λ),

R1(p, λ) =
[
ν2(p, λ), ν2(p, λ)− ν1(p, λ), ν1(p, λ)− ν2(p, λ), ν3(p, λ), 0

]
,

а дробно-рациональные функции νi(p, λ), i = 1, 3, таковы, что функции νi(p, e
−ph), i = 1, 3,

представимы в виде

ν1(p, e
−ph) =

1

3
(143+30e−ph+12e−2ph+3e−3ph)−

1

3

∫ 1

0

(−48+184e−ph+95e−2ph)e−ps ds+

+
1

3

∫ 1

0

(3 + 95e−ph + 114e−2ph)se−psds+
1

3

∫ 1

0

(−9− 9e−ph − 19e−2ph)s2e−ps ds,

ν2(p, e
−ph) =

1

3
(−317− 137e−ph − 60e−2ph − 18e−3ph − 3e−4ph)+

+
1

6

∫ 1

0

(−294 + 722e−ph + 748e−2ph + 190e−3ph)e−ps ds−

−
1

3

∫ 1

0

(24 + 211e−ph + 361e−2ph + 114e−3ph)se−ps ds+

+
1

3

∫ 1

0

(2 + e−ph)(9 + 9e−ph + 19e−2ph)s2e−ps ds,

ν3(p, e
−ph) = −6− 2e−ph − e−2ph +

1

3

∫ 1

0

(−33 + 59e−ph + 38e−2ph)e−ps ds−

−
2

3

∫ 1

0

(9 + 9e−ph + 19e−2ph)se−ps ds.

Матрица ∆0(p, λ), определяемая формулой (2.10), имеет вид

∆0(p, λ) =

=




−p + λ+ 1 −p + 2 p− 2λ− 1 0 λ2

−p+ 2 −λ + 3 −λ− 2 λ λ2

−2p+ λ+ 2 −p + 3 p− 3λ− 2 λ λ2

−ν2(p, λ) −ν2(p, λ) + ν1(p, λ) −ν1(p, λ) + ν2(p, λ) p− ν3(p, λ) 0
0 −1 + λ 1 0 1 + λ2 + λ



.

Делая проверку, видим, что уравнение det∆0(p, λ) = 0 имеет следующие корни: −1,
−2, −3.
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Теперь выписываем наблюдатель (4.1):

d

dt



−1 −1 −2
−1 0 −1
1 0 1


 z(t) =



−λh − 1 −2 −λh − 2

−2 λh − 3 −3
2λh + 1 λh + 2 3λh + 2


 z(t) +M01[z3t] +




0
1− λh
−1


 z4(t),

ż3(t) =
[
0, −λh, −λh

]
z(t) +M11[z3t]−

[
0, −λh, −λh

]
y(t),

z4(t) =
[
− λ2h, −λ

2
h, −λ

2
h

]
z(t)− (λ2h + λh)z4(t)−

[
− λ2h, −λ

2
h, −λ

2
h

]
y(t), (6.4)

где M01
σ
7→ col

[
ν2(p, λ), ν2(p, λ) − ν1(p, λ), ν1(p, λ) − ν2(p, λ)

]
, M11

σ
7→ ν3(p, λ). Система,

описывающая поведение ошибки наблюдателя (6.4) имеет вид

d

dt



−1 −1 −2
−1 0 −1
1 0 1


 ε(t) =



−λh − 1 −2 −λh − 2

−2 λh − 3 −3
2λh + 1 λh + 2 3λh + 2


 ε(t) +M01[z3t] +




0
1− λh
−1


 z4(t),

ż3(t) =
[
0, −λh, −λh

]
ε(t) +M11[z3t],

z4(t) =
[
− λ2h, −λ

2
h, −λ

2
h

]
ε(t)− (λ2h + λh)z4(t).

Непосредственной проверкой убеждаемся, что полученная система имеет конечный спектр,

состоящий из чисел −1, −2, −3. Это значит, что ‖ε(t)‖R3 −→ 0 при t −→ +∞.

§ 7. Заключение

Для линейных автономных вполне регулярных дифференциально-алгебраических си-

стем с последействием предложены два подходы к решению задачи восстановления реше-

ния по результатам наблюдаемого выходного сигнала. Один из них базируется на обоб-

щении классического подхода проектирования наблюдателя, асимптотически точно вос-

станавливающего решение системы, за счет конструирования модального регулятора для

двойственной системы управления. При этом ошибка такого наблюдателя стремится к ну-

лю с заданной скоростью.

Другой подход в своей основе содержит решение задачи слабой модальной управляемо-

сти и позволяет построить два типа наблюдателей: асимптотический наблюдатель и асимп-

тотический наблюдатель с ограниченной ошибкой. Ошибка асимптотического наблюдателя

в данном случае стремится к нулю со скоростью, зависящей от параметров исходной систе-

мы. В случае асимптотического наблюдателя с ограниченной ошибкой ошибка оценки c воз-

растанием времени остается ограниченной некоторой постоянной, зависящей от начальных

условий исходной системы и наблюдателя. К достоинству такого наблюдателя относится

возможность получить решение системы с заданной ошибкой в случае, когда начальное

состояние известно с некоторой ошибкой. Тем самым можно получать решения неустой-

чивых систем в случаях, когда начальное состояние измерено с некоторой погрешностью,

и имеется возможность наблюдать выходной сигнал.
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We study the problem of generating a solution estimate based on the observed output signal data for linear

autonomous completely regular differential algebraic systems with commensurate delays. To obtain an

estimate for the solution, two types of observers are proposed: an asymptotic observer and an asymptotic

observer with bounded error. An asymptotic observer is characterized by the fact that its error asymptoti-

cally approaches zero. In this case, if the original system has the property of final observability, then the

rate of convergence of the estimation error to zero can be set in advance by choosing the characteristic

quasi-polynomial of the homogeneous system that describes the behavior of the error. Otherwise, the es-

timation error is described by an inhomogeneous system, and the rate of its convergence to zero depends

not only on the choice of the characteristic quasi-polynomial of the homogeneous system, but also on

the behavior of the inhomogeneous part, the dynamics of which depends on the matrices that determine

the structure of the output signal. A distinctive feature of an asymptotic observer with bounded error is

that its estimation error remains bounded by some constant depending on the observer’s initial condition.

In this case, the conditions for the existence of such an observer impose weaker requirements on the

parameters of the original system in comparison with the conditions for the existence of an asymptotic

observer.
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