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ОБ УСЛОВИЯХ ГЛАДКОСТИ И ВЫДЕЛЕНИИ КРАЯ РАССЕИВАЮЩЕЙ
ПОВЕРХНОСТИ В ОДНОМ КЛАССЕ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ЗАДАЧ
БЫСТРОДЕЙСТВИЯ

Рассмотрен класс задач быстродействия в трехмерном пространстве с шаровой вектограммой ско-

ростей. В качестве целевого множества выступает параметрически заданная гладкая кривая. Пред-

ложены численно-аналитические подходы к построению биссектрисы целевого множества — рас-

сеивающей поверхности в задаче быстродействия. Основу алгоритмов составляют формулы точек

края рассеивающей поверхности, выписанные в терминах инвариантов кривой. Показано, что эти

точки образуют кромку биссектрисы и лежат в центрах соприкасающихся сфер к кривой. Доказана

теорема о достаточных условиях гладкости рассеивающей поверхности. Найдены уравнения каса-

тельной плоскости к биссектрисе для тех ее точек, из которых выходит ровно две оптимальные

траектории. Приведен пример решения задачи быстродействия в виде совокупности поверхностей

уровня функции оптимального результата с выделением поверхности их негладкости.
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Введение

Проведено исследование задач быстродействия в трехмерном евклидовом пространстве

для случая, когда вектограмма скоростей есть шар единичного радиуса с центром в нача-

ле координат. Если целевое множество M невыпуклое, то в задаче возникает сингулярное

множество, так называемая биссектриса L(M). Согласно принятой в теории управления

классификации L(M) есть рассеивающая поверхность [1]: из каждой ее точки выходит бо-

лее одной оптимальной траектории. В статьях [2, 3] изучены некоторые свойства крайних

точек биссектрисы, образующих край ее замыкания. Возникает необходимость изучения ее

строения в целом. В частности, требуется найти условия ее гладкости и получить урав-

нение касательной плоскости к ней, что существенно облегчает построение биссектрисы

и поверхностей уровня функции оптимального результата.

§ 1. Основные понятия

Рассмотрим замкнутое множество M ⊂ R
3. Обозначим ρ(x,M) = inf

m∈M
‖x −m‖ — ев-

клидово расстояние от точки x = (x, y, z) ∈ R
3 до M (здесь ‖·‖ норма вектора в евклидовой

метрике). Построим ΩM(x) , M ∩U(x, ρ(x,M)
)

— множество точек из M , ближайших к x

в евклидовой метрике. Здесь и далее U(x, r) , {u ∈ R
3 : ‖u− x‖ 6 r} — замкнутый шар.

О п р е д е л е н и е 1.1. Множество

L(M) = {x ∈ R
3 : cardΩM(x) > 1} (1.1)

называется биссектрисой M .
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Здесь cardM означает мощность множества M . В случае если множество конечно,

то его мощность равна числу его элементов. Множество ΩM (x) может состоять из бесконеч-

ного множества элементов, например если M содержит дугу кривой Γ̂, лежащей на сфере

∂U(x, r), r = ρ(x,Γ). Если Γ̂ ⊆ ΩM (x), то cardΩM (x) = ℵ1 — мощность множества конти-

нуум. Множества, аналогичные биссектрисе, часто называются в англоязычной литературе

“conflict set”, “medial axe” (см. [4]).

Известно [5], что u(x) = ρ(x,M) — функция оптимального результата в задаче быстро-

действия с целевым множеством M и динамикой




ẋ = v1,

ẏ = v2,

ż = v3,

(1.2)

в которой на управление (v1, v2, v3) наложено ограничение v21 + v22 + v23 6 1, то есть ско-

рость системы берется из шара U(0, 1), 0 , (0, 0, 0). Будем обозначать Φ(τ) = {x ∈ R
3 :

ρ(x,M) = τ} — поверхность уровня функции u(x) = ρ(x,M) при τ ∈ (0,∞). Если при

некотором τ > 0 Φ(τ)∩L(M) = ∅, то Φ(τ) — гладкая поверхность, а если Φ(τ)∩L(M) 6= ∅,

то она имеет изломы в точках из Φ(τ) ∩ L(M). В особых случаях, когда множество ΩM(x)
включает одномерные многообразия, лежащие на границе ∂M множества M , Φ(τ) может

вырождаться в кривую.

§ 2. Особенности задач при целевом множестве кривой

Рассмотрим класс задач быстродействия, в которых целевое множество M — это пара-

метрически заданная кривая

Γ = {r(t) ∈ R
3 : t ∈ T}, (2.1)

такая, что производные первого, второго и третьего порядка r(t) определены при t ∈ T , где

T ⊆ R — область задания вектор-функции r(t). Считаем, что на вектор-функцию r(t) нало-

жены стандартные в дифференциальной геометрии условия бирегулярности r′(t)×r′′(t) 6= 0

на всей ее области определения T (см. [6]). Здесь · × · означает векторное произведение

векторов. Кроме того, считаем, что кривая (2.1) не допускает самопересечения, то есть

если t1 6= t2, то r(t1) 6= r(t2) при t1, t2 ∈ T . Множество (2.1) называется годографом вектор-

функции r(t). Если для кривой Γ выполняется условие бирегулярности, то Γ не совпадает

с прямой даже локально. Следовательно, Γ — не выпуклое множество, поэтому L(Γ) 6= ∅.

К основным инвариантам [6] в точке r(t), t ∈ T , кривой Γ относят:

(a) e1(t), e2(t), e3(t) — единичные векторы касательной, главной нормали и бинормали

(репер Френе);

(b) k(t) — кривизну;

(c) κ(t) — кручение.

С задачей быстродействия с динамикой (1.2) связана задача Дирихле для дифференци-

ального уравнения типа Гамильтона–Якоби:




min
ν1,ν2,ν3 : ν21+ν2

2
+ν2

3
61

(
ν1
∂u

∂x
+ ν2

∂u

∂y
+ ν3

∂u

∂z

)
+ 1 = 0,

u
∣∣
Γ
= 0.

(2.2)

Функция оптимального результата u(x) в задаче быстродействия совпадает c обобщенным

(минимаксным [7]) решением задачи (2.2) (см. [5]). Сужение функции u(x) на множе-

ство R
3 \ Γ дифференцируемо всюду, за исключением биссектрисы L(Γ). В точках x ∈ L(Γ)

определен супердифференциал D+u(x), подробнее см. [8].

38



Множество Φ(τ), τ ∈ (0,+∞), целесообразно строить как часть поверхности

Λ(τ) = {r(t) + e2(t)τ cosϕ+ e3(t)τ sinϕ : t ∈ T, ϕ ∈ [0, 2π]}. (2.3)

В общем случае на Λ(τ) могут быть области как входящие в Φ(τ), так и не входящие. Их

разграничивают именно кривые, образующиеся при пересечении Λ(τ) с множеством (1.1),

точнее с теми его точками x∗ ∈ L(Γ), для которых ρ(x∗,Γ) = τ .

О п р е д е л е н и е 2.1 ([2]). Точка r(t0) кривой Γ такая, что существуют последова-

тельности
{
xi

}n

i=1
⊂ L(Γ) и {t−i , t

+
i } ⊂ T , для которых выполняются вложения ∀i ∈ N

{r(t−i ), r(t
+
i )} ⊆ ΩΓ(xi) и предельное соотношение lim

i→∞

(t−i , t
+
i ) = (t0, t0), называется псев-

довершиной кривой Γ. Если определен предел x∗ = lim
i→∞

xi, то он называется крайней

точкой биссектрисы L(Γ), порожденной точкой r(t0).

§ 3. Свойства биссектрисы

§ 3.1. Выделение края поверхности L(Γ)

Обозначим W (t0) множество крайних точек биссектрисы, порожденных точкой r(t0).
Если r(t0) не является псевдовершиной, то W (t0) = ∅. Обозначим L̆(Γ) множество край-

них точек биссектрисы L(Γ). Известно [9], что биссектриса связного невыпуклого множе-

ства M всегда имеет непустое множество крайних точек, которые входят в ее замыкание.

Лист множества (1.1) может быть гладкой поверхностью без края только в случае, если

она есть геометрическое множество точек, равноудаленных от двух компонент связности

M1,M2 ⊂ M , например, двух прямых (см. [10]).

При построении множества L(Γ) важно выделить его кромку, состоящую из крайних то-

чек. Для плоской дважды гладкой кривой их координаты получаются по формулам, в кото-

рые входит ее кривизна [11]. В случае пространственной кривой отыскание координат L̆(Γ)
требует знания двух инвариантов: кривизны и кручения.

О п р е д е л е н и е 3.1. Центром cs(t0) соприкасающейся сферы к пространственной

кривой Γ в точке r(t0), в которой κ(t0) 6= 0, называется точка

cs(t0) = r(t0) + k−1(t0)e2(t0)−
k′(t0)

k2(t0)κ(t0)‖r′(t0)‖
e3(t). (3.1)

По сути cs(t0) есть предел пересечения трех нормальных плоскостей к кривой Γ в несов-

падающих точках r(t1), r(t2), r(t3) при (t1, t2, t3) → (t0, t0, t0), см. [12].

У т в е р ж д е н и е 3.1. Для любой точки r(t0) кривой Γ при κ(t0) 6= 0 выполняется

W (t0) ⊆ {cs(t0)}.

Доказательство следует из теоремы 3.1 работы [3], где выведена формула для координат

крайней точки биссектрисы. Заметим, что в случае если κ(t) = 0 и k′(t) = 0, то множе-

ство W (t) может быть подмножеством прямой {r(t) + k−1(t)e2(t) + λe3(t) : λ ∈ R}.

С л е д с т в и е 3.1. Если κ(t) 6= 0 для любого t ∈ T , то все множество крайних

точек биссектрисы лежит на кривой C(Γ) = {cs(t) ∈ R
3 : t ∈ T}, состоящей из цен-

тров соприкасающихся сфер к Γ, образуя кусочно-гладкий край поверхности, совпада-

ющей с замыканием L(Γ). При этом окаймляющая биссектрису кривая не обязательно

содержит все точки cs(t), t ∈ T . Если для некоторого t найдется такое t∗ ∈ T , что

‖cs(t)−r(t∗)‖ < ‖cs(t)−r(t)‖, то точка r(t) не порождают крайнюю точку биссектрисы.

При этом кривая C(Γ), в отличие от Γ, может иметь точки самопересечения.
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§ 3.2. Условия гладкости множества L(Γ)

Возникает необходимость исследовать биссектрису везде, а не только в окрестности

крайних точек. В частности, важно показать, при каких условиях L(Γ) является гладкой

поверхностью.

О п р е д е л е н и е 3.2. Пусть заданы поверхность S и точка s ∈ S. Плоскость P назы-

вается касательной к S в точке s, если выполнены условия:

(1) включение

s ∈ P ; (3.2)

(2) для любой последовательности {si}
∞

i=1 ⊂ S и вектора s таких, что

lim
i→∞

si = s (3.3)

и существует предел

lim
i→∞

si − s

‖si − s‖
= s, (3.4)

найдутся точка p∗ ∈ P \ {s} и число α > 0 такие, что

α(p∗ − s) = s; (3.5)

(3) для любой точки p∗ ∈ P \ {s} найдутся такая последовательность {si}
∞

i=1 ⊂ S \ {s},

для которой справедливо предельное соотношение (3.3), а также число α > 0, что

выполняются (3.4), (3.5).

Т е о р е м а 3.1. Пусть для некоторой точки x0 ∈ L(Γ) множество проекций состоит

ровно из двух элементов

ΩΓ(x0) = {r(t1), r(t2)}. (3.6)

Тогда к поверхности L(Γ) в точке x0 определена касательная плоскость

P = {p ∈ R
3 : 〈p− x0, r(t1)− r(t2)〉 = 0}. (3.7)

Здесь 〈·, ·〉 означает скалярное произведение векторов.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим v = r(t1)− r(t2). Без ограничения общности пола-

гаем, что x0 = 0. Покажем сначала, что для любой последовательности точек {xi}
∞

i=1 ⊂
⊂ L(Γ) \ {0} такой, что

lim
i→∞

xi = 0, (3.8)

выполняется

lim
i→∞

〈
xi

‖xi‖
,v

〉
= 0. (3.9)

Многозначное отображение x 7→ ΩΓ(x) полунепрерывно сверху по включению (см. [13,

c. 111]). Значит, для любого ε > 0 найдется δ > 0 такое, что имеет место вложение

ΩΓ(0) ⊂ (ΩΓ(0) + U(0, δ)) при всех x ∈ U(0, ε). Выберем достаточно малое значение ε,
чтобы выполнялось

U(r(t1), δ) ∩ U(r(t2), δ) = ∅. (3.10)

Обозначим Γ1 = Γ ∩ U(r(t1), δ), Γ2 = Γ ∩ U(r(t2), δ). В малой окрестности точки 0 биссек-

триса L(Γ) может быть представлена как геометрическое множество точек, равноудаленных

от Γ1 и Γ2. Это следует из условия (3.6) о том, что у точки 0 нет других проекций на Γ,
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кроме r(t1) и r(t2). Для функции евклидового расстояния до замкнутого множества Γ в точ-

ках x /∈ Γ, в которых множество проекций состоит ровно из одного элемента ΩΓ = {y},

определен градиент (см. [8, c. 244])

Du(x) =
x− y

‖x− y‖
.

Поэтому для функций u1 = ρ(x,Γ1) и u2 = ρ(x,Γ2) определены градиенты Du1(0)

и Du2(0). Поэтому можно записать оценки

u1(xi) = u1(0) + 〈xi, Du1(0)〉+ o(‖xi‖), (3.11)

u2(xi) = u2(0) + 〈xi, Du2(0)〉+ o(‖xi‖). (3.12)

При этом, по построению, начиная с некоторого номера,

u1(xi) = u2(xi). (3.13)

Из (3.11), (3.12) следует выражение для разности

u2(xi)− u1(xi) = 〈xi, Du2(x0)〉 − 〈xi − x0, Du1(x0)〉+ o(‖xi‖) =

=
〈
xi, Du2(0)−Du1(0)

〉
+ o(‖xi‖).

(3.14)

Здесь o(t) — такая функция, что lim
t→0

o(t)t−1 = 0. Множество всех векторов единичной нор-

мы ограничено. Поэтому, если (3.9) не выполняется, то найдется подпоследовательность{
x∗

i

}
∞

i=1
⊆

{
xi

}
∞

i=1
, и вектор w такой, что 〈w,v〉 6= 0, и имеет место предельное соотноше-

ние

lim
i→∞

xi

‖xi‖
= w. (3.15)

Без ограничения общности полагаем, что
{
x∗

i

}
∞

i=1
=

{
xi

}
∞

i=1
. Тогда из (3.14) и (3.15) выте-

кает

u2(xi)− u1(xi) =
〈
w‖xi‖+ o(xi), Du2(0)−Du1(0)

〉
+ o(‖xi‖) =

=
〈
w, Du2(0)−Du1(0)

〉
‖xi‖+

〈
o(xi), Du2(0)−Du1(0)

〉
+ o(‖xi‖) =

=
〈
w, Du2(0)−Du1(0)

〉
‖xi‖+ o(‖xi‖).

(3.16)

Здесь o(x) — такая вектор-функция, что lim
x→0

‖o(x)‖·‖x‖−1 = 0. По выбору вектора w можно

записать число w = 〈w, Du2(0)−Du1(0)〉 6= 0. Значит, из (3.16) вытекает

u2(xi)− u1(xi) = w‖xi‖+ o(‖xi‖).

Из (3.8) и свойств бесконечно малой функции следует, что можно найти такой номер n, что

для любого натурального числа i > n имеет место оценка o(‖xi‖) < 0.5w‖xi‖. Тогда

∀ i > n
∣∣u2(xi)− u1(xi)

∣∣ =
∣∣w‖xi‖+ o(‖xi‖)

∣∣ >
∣∣w‖xi‖ − 0.5w‖xi‖

∣∣ =
∣∣0.5w‖xi‖

∣∣ > 0.

Значит, для всех достаточно больших номеров (3.13) не выполняется. Получилось проти-

воречие. Значит, для всех последовательностей векторов, сходящихся к 0, в пределе угол

с плоскостью (3.7) равен нулю.

Покажем теперь, что для произвольного вектора p такого, что 〈p,v〉 = 0 и ‖p‖ = 1,
найдется последовательность

{
x̆i

}
∞

i=1
⊂ L(Γ) \ {0} такая, что

lim
i→∞

x̆i = 0, (3.17)
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и

lim
i→∞

x̆i

‖x̆i‖
= p. (3.18)

Будем считать, что построения проводятся в том же шаре U(0, ε), чтобы выполнялось (3.10).

Введем вспомогательные последовательности. Одна из них берется по формуле

x+
i = αii

−1p+ αii
−2v,

где αi ∈ (0, 1) выбирается достаточно малым, чтобы выполнялось u2(x
+
i ) > u1(x

+
i ). Такое

значение всегда найдется, поскольку 〈v, Du2(0)〉 > 0, 〈v, Du1(0)〉 < 0. Поэтому

〈i−1p+ i−2v, Du2(0)〉 − 〈i−1p+ i−2v, Du1(0)〉 = 〈i−2v, Du2(0)−Du1(0)〉 > 0.

Аналогично, другая последовательность строится как

x−

i = βii
−1p− βii

−2v,

где βi ∈ (0, 1) выбирается достаточно малым, чтобы выполнялось u2(x
+
i ) < u1(x

+
i ). После-

довательности
{
x+
i

}
∞

i=1
и
{
x−

i

}
∞

i=1
построены таким образом, что при i → ∞ углы между

векторами x+
i и x−

i с одной стороны и вектором p с другой стороны, стремятся к нулю.

Поскольку функции u1(x) и u2(x) непрерывны, то найдется точка x̆i ∈ [x+
i ,x

−

i ] такая, что

u1(x̆i) = u2(x̆i). Следовательно, x̆i ∈ L(Γ). При этом по построению имеет место представ-

ление

x̆i = ω(i−1)p+ i−1ω(i−1)v,

где lim
t→0

ω(t) = 0. Переходя к пределу, получим

lim
i→∞

x̆i

‖x̆i‖
= lim

i→∞

ω(i−1)p+ i−1ω(i−1)v

‖ω(i−1)p+ i−1ω(i−1)v‖
= lim

i→∞

p+ ω(i−1)v

‖p+ ω(i−1)v‖
=

p

‖p‖
= p,

которое совпадает с (3.18). В то же время по построению

‖x̆i‖ 6 ‖i−1p+ i−2v‖+ ‖i−1p− i−2v‖ 6 2i−1‖p‖+ 2i−2‖v‖ 6 2i−1 + 2i−2‖v‖.

Следовательно, выполняется предельное соотношение (3.17).

Включение 0 ∈ P выполняется по построению плоскости (3.7). Это влечет справедли-

вость включения (3.2) и, соответственно, условия (1). Равенства (3.8), (3.9) гарантируют

выполнение условия (2), поскольку нормаль к плоскости P параллельна вектору v. Су-

ществование последовательности
{
x̆i

}
∞

i=1
⊂ L(Γ), для которой справедливы (3.17), (3.18),

является достаточным для (3), поскольку любой вектор p может быть представлен как αp∗,

где p∗ ∈ P ∩ U(0, 1), α ∈ (0,∞).

З а м е ч а н и е 1. Условие теоремы о наличии ровно двух ближайших точек на кривой Γ явля-

ется существенным. В примере 1 работы [14] биссектриса содержит одномерное многообразие L∗,

на котором негладко склеиваются два листа L(Γ). Его возникновение обусловлено тем, что в точ-

ках x ∈ L∗ имеет место cardΩΓ(x) = 4 > 2.

Формула (3.7) показывает, что оптимальные траектории [x0, r(t1)] и [x0, r(t2)] при

x0 ∈ L(Γ) направлены в разные стороны от касательной плоскости к L(Γ). Поэтому

L(Γ) можно считать рассеивающей поверхностью в задаче быстродействия в соответствии

с классификацией Р. Айзекса [1, гл. 6].
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§ 4. Пример решения задачи быстродействия

Авторы модернизировали программный комплекс [15] для работы с кривыми (2.1)

в трехмерном пространстве.

П р и м е р 4.1. Пусть в задаче (2.2) целевое множество есть кривая Γ, описанная как

годограф вектор-функции

r(t) = (t, t2, t3 + t), (4.1)

заданной на области определения T = R. Требуется построить решение в виде карты

поверхностей уровня функции оптимального результата, выделив рассеивающую поверх-

ность.

Анализ производных трех первых порядков вектор-функции (4.1) показывает, что во всех

ее точках k(t) 6= 0 и κ(t) 6= 0, а значит определен центр соприкасающейся сферы по форму-

ле (3.1). При этом каждая точка является псевдовершиной. Согласно следствию 3.1 множе-

ство всех центров соприкасающихся сфер формируют край L̆(Γ) биссектрисы L(Γ), совпа-

дающий с C(Γ). Ближайшая к Γ точка замыкания рассеивающей поверхности — это центр

соприкасающейся сферы cs(0) = (0.5, 0, 0) в точке r(0), для него u(cs(0)) = ‖cs(0)−r(0)‖ =
= 0.5. Поэтому все поверхности уровня Φ(τ) при τ ∈ (0, 0.5] являются гладкими, они совпа-

дают с множествами (2.3) при соответсвующем τ . В случае τ ∈ (0.5,∞) поверхности Φ(τ)
негладкие. Они вложены в множества (2.3), при этом области Λ(τ), входящие в Φ(τ), огра-

ничены линиями Λ(τ) ∩ L(Γ).
Моделирование решения задачи показывает, что из всех точек биссектрисы исходит ров-

но две оптимальные траектории. Поэтому поверхность, совпадающая с замыканием L(Γ),
за исключением своих крайних точек, является гладкой, в ней везде определены касатель-

ные плоскости (3.7) по теореме 3.1. В свою очередь в окрестностях точек L(Γ) поверхно-

сти уровня Φ(τ) могут быть представлены как склейки двух гладких поверхностей уровня

функций евклидового расстояния от разных подмножеств кривой Γ.

На рис. 1 показан годограф Γ вектор-функции r(t) (фиолетовой кривой), биссектри-

са L(Γ) (желто-зеленой поверхностью), множество ее крайних точек L̆(Γ) (вишневой

кривой). Также на рисунке приведена точка x ∈ L(Γ) (красным маркером), ее проек-

ции r(t1), r(t1) ∈ ΩΓ(x) (фиолетовыми маркерами) и оптимальные траектории [x, r(t1)]
и [x, r(t2)] (красными линиями). На рис. 2 представлены поверхность Φ(1) функции оп-

тимального результата u(x) (ее цвет с ростом ординаты меняется от синего до красного),

рассеивающая поверхность L(Γ) и кривая Γ. Рис. 3 аналогичен, но на нем изображено

множество Φ(1.5). На рис. 2, 3 показано, что поверхности Φ(τ) изламываются на линиях

пересечения с биссектрисой.

§ 5. Заключение

Найдены формулы координат крайних точек биссектрисы L(Γ) гладкой кривой Γ в тер-

минах инвариантов (a)–(c) дифференциальной геометрии. Показано, что в достаточно об-

щем случае они совпадают с центрами соприкасающихся сфер к Γ в точках, в которых кру-

чение отлично от нуля. Для регулярных областей множества (1.1), из которых исходит ровно

две оптимальные траектории, доказана их гладкость. Найдено выражение для касательной

плоскости P к L(Γ), которое содержит только координаты проекций точки x ∈ L(Γ) на Γ.

Выполнено моделирование решения задачи быстродействия с динамикой (1.2) для случая

целевого множества — годографа вектор-функции (4.1). Проведена визуализация результа-

тов, включая построение рассеивающей поверхности и начинающихся на ней оптимальных

траекторий. Построены поверхности уровней Φ(τ) функции оптимального результата u(x)
при различных τ . Результаты могут использоваться дли изучения свойств невыпуклых мно-

жеств в трехмерном евклидовом пространстве, в частности, для вычисления их меры невы-

пуклости [16, 17].

43



x
y

z

−1

−1

0

0

0

−2

3

1

1
1

2 2

4

Рис. 1. Кривая Γ, биссектриса L(Γ), множество ее крайних точек L̆(Γ), точка x ∈ L(Γ)
и оптимальные траектории [x, r(t1)] и [x, r(t2)]
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Рис. 2. Кривая Γ, биссектриса L(Γ) и поверхность Φ(1)
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Рис. 3. Кривая Γ, биссектриса L(Γ) и поверхность Φ(1.5)
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A class of time-optimal problems in three-dimensional space with a spherical velocity vectogram is

considered. The target set is a parametrically defined smooth curve. Numerical and analytical approaches

to constructing the bisector of the target set — the scattering surface — in the time-optimal problem are

proposed. The algorithms are based on formulas for the edge points of the scattering surface, written

in terms of curve invariants. It is shown that these points form the edge of the bisector and lie at the

centers of the touching spheres to the curve. A theorem on sufficient conditions for the smoothness of a

scattering surface is proven. The equations of the tangent plane to the bisector are found for those points

from which exactly two optimal trajectories emerge. An example of solving a time-optimal problem in

the form of a set of level surfaces of the optimal result function is given, highlighting the surface of their

non-smoothness.
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