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В данной работе показано, что модифицированное уравнение Кортевега–де Фриза (мКдФ) отри-

цательного порядка с интегральным источником может быть проинтегрировано методом обратной

спектральной задачи. Основной результат работы состоит в выводе эволюции спектральных дан-

ных системы Дирака с периодическим потенциалом, связанным с решением модифицированного

уравнения Кортевега–де Фриза отрицательного порядка с интегральным источником. Полученные

результаты позволяют применить метод обратной задачи для решения модифицированного уравне-

ния Кортевега–де Фриза отрицательного порядка с интегральным источником.
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Введение

Нелинейные уравнения, допускающие солитонные решения, играют важную роль в тео-

рии интегрируемых систем. Одним из представителей класса вполне интегрируемых нели-

нейных уравнений в частных производных, имеющим широкое прикладное значение, явля-

ется модифицированное уравнение Кортевега–де Фриза (мКдФ)

qt ± 6q2ux + qxxx = 0.

Полная интегрируемость этого уравнения методом обратной задачи, в классе быстро-

убывающих функций, впервые была установлена в работе М. Вадати (см. [1]).

Определение периодических решений интегрируемых уравнений играют важную роль

в теории дисперсионных ударных волн и других их приложениях к физике. Исследова-

нию уравнения мКдФ в классе периодических и конечнозонных функций посвящены рабо-

ты [2, 3].

В. К. Мельников [4] применил метод обратной задачи рассеяния для интегрирования

уравнения КдФ с самосогласованным источником, которое описывает процесс передачи

энергии от лазерного луча к ионно-звуковой волне [5].

В работе [6] с помощью метода обратной задачи было проинтегрировано уравнение

мКдФ положительного порядка с самосогласованным источником в классе периодических

функций.

В последнее время нелинейные уравнения отрицательного порядка стали важной ча-

стью области интегрируемых систем и некоторых соответствующих разделов физических

явлений. Некоторыми примерами этих уравнений являются уравнение КдФ отрицательного

порядка и мКдФ отрицательного порядка [7, 8]. Эти уравнения были получены с исполь-

зованием оператора рекурсии уравнений КдФ и мКдФ. Изучению отрицательно-четных

иерархий мКдФ и ее солитонных решений посвящены работы [9–11]. В работе [12] ме-

тодом обратной задачи рассеяния было проинтегрировано уравнение КдФ отрицательно-

го порядка в классе быстроубывающих функций. Уравнение КдФ отрицательного порядка
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с самосогласованным источником и свободным членом в классе периодических функций

изучено в работах [13–15].

Уравнение мКдФ отрицательного порядка в классе периодических функций было реше-

но в работе [16].

Данная работа посвящена изучению уравнения мКдФ отрицательного порядка с инте-

гральным источником в классе периодических функций.

Рассмотрим следующее уравнение мКдФ отрицательного порядка с интегральным ис-

точником
{

qxt = −2qµt +
∫∞

−∞
γ(λ, t)s1(π, λ, t)(ψ

+

1 ψ
−
2 + ψ+

2 ψ
−
1 ) dλ,

µx = −q2,
t > 0, x ∈ R, (0.1)

с условиями

q(x, t)
∣

∣

t=0
= q0(x), µ(x, t)

∣

∣

x=0
= µ0(t), (0.2)

где q0(x) ∈ C3(R), µ0(t) ∈ C1[0,∞) — заданные действительные функции, причем q0(x)
имеет период π. Предполагается, что действительные функции q(x, t) и µ(x, t) удовлетво-

ряют условиям периодичности

q(x+ π, t) ≡ q(x, t), t > 0, x ∈ R,

µt(x+ π, t) ≡ µt(x, t), t > 0, x ∈ R,

и условиям гладкости:

q(x, t) ∈ C1

x(t > 0) ∩ C1

t (t > 0) ∩ C(t > 0),

µ(x, t) ∈ C1

x(t > 0) ∩ C1

t (t > 0) ∩ C(t > 0).
(0.3)

В рассматриваемой задаче γ(λ, t) ∈ C([0,∞) × [0,∞)) — заданная действительная, непре-

рывная функция, имеющая равномерную асимптотику γ(λ, t) = O
(

1/λ4
)

при λ→ ∞, ψ± =

= (ψ±
1 (x, λ, t), ψ

±
2 (x, λ, t))

T — решения Флоке (нормированные условиями ψ±
1 (0, λ, t) = 1)

следующего уравнения Дирака

L(t)y ≡ B
dy

dx
+ Ω(x, t)y = λy, x ∈ R, (0.4)

где

B =

(

0 1
−1 0

)

, Ω(x, t) =

(

0 q(x, t)
q(x, t) 0

)

, y =

(

y1(x, t)
y2(x, t)

)

.

Через s(x, λt) = (s1(x, λ, t), s2(x, λ, t))
T обозначено решение уравнения (0.4), удовлетворя-

ющее начальным условиям s(0, λ, t) = (0, 1)T .

В данной работе будет предложен алгоритм построения решения
(

q(x, t), µ(x, t), ψ+(x, λ, t), ψ−(x, λ, t), s1(π, λ, t)
)

задачи (0.1)–(0.3) в рамках обратной спектральной задачи для уравнения Дирака (0.4).
З а м е ч а н и е 1. Условие периодичности

µt(x+ π, t)− µt(x, t) = 0,

в силу π-периодичности по переменной x функции q(x, t) и равенства

µ(x, t) = µ0(t)−

∫ x

0

q2(s, t) ds,

примет вид
d

dt

∫ π

0

q2(s, t) ds = 0,

то есть рассматриваемая система обладает тем же интегральным инвариантом, что и классическое

уравнение мКдФ. Можно показать, что и остальные инварианты классического уравнения мКдФ

являются инвариантами рассматриваемой задачи.
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§ 1. Необходимые сведения об операторе Дирака с периодическим

потенциалом на всей прямой

В этом параграфе приведем известные основные сведения, касающиеся обратной спек-

тральной задачи для линейной системы Дирака с периодическим коэффициентом [17–20]

Ly ≡

(

0 1
−1 0

)(

y′1
y′2

)

+

(

0 q(x)
q(x) 0

)(

y1
y2

)

= λ

(

y1
y2

)

, x ∈ R, (1.1)

где q(x) — действительная непрерывная π-периодическая функция.

Для рассматриваемого оператора функция Ляпунова имеет вид ∆(λ) = c1(π, λ) +

+ s2(π, λ), где c(x, λ) =

(

c1(x, λ)
c2(x, λ)

)

и s(x, λ) =

(

s1(x, λ)
s2(x, λ)

)

— решения уравнения (1.1),

удовлетворяющие начальным условиям c(0, λ) =

(

1
0

)

и s(0, λ) =

(

0
1

)

. Уравнение (1.1)

имеет два линейно независимых решения, которые имеют вид:

ψ±(x, λ) = c(x, λ) +
s2(π, λ)− c1(π, λ)∓

√

∆2(λ)− 4

2s1(π, λ)
s(x, λ).

Эти решения принято называть решениями Флоке.

Спектр оператора (1.1) состоит из следующего множества

E = {λ ∈ R : − 2 6 ∆(λ) 6 2} = R\

{

∞
⋃

n=−∞

(λ2n−1, λ2n)

}

.

Интервалы (λ2n−1, λ2n), n ∈ Z, называются лакунами уравнения (1.1). Легко видеть, что

концы лакун являются собственными значениями либо периодической y1(0) = y1(π),
y2(0) = y2(π), либо антипериодической y1(0) = −y1(π), y2(0) = −y2(π) граничной зада-

чи для уравнения Дирака (1.1), и состоят из нулей функции ∆2(λ) − 4. Нули ξn, n ∈ Z,

функции s(π, λ) являются собственными значениями задачи Дирихле y1(0) = 0, y1(π) = 0
на отрезке [0, π] для системы (1.1), ξn ∈ [λ2n−1, λ2n]. Последовательность собственных зна-

чений
{

ξn(t)
}∞

n=−∞
, n ∈ Z, задачи Дирихле и знаки σn = sign

{

s2(π, ξn) −
1

s2(π, ξn)

}

,

n ∈ Z, называются спектральными параметрами задачи (1.1). Последовательность чисел

. . . 6 λ−2 < λ−1 6 λ0 < λ1 6 λ2 < . . . и спектральные параметры ξn ∈ [λ2n−1, λ2n],

n ∈ Z, σn = sign
{

s2(π, ξn)−
1

s2(π, ξn)

}

, n ∈ Z, называются спектральными данными урав-

нения (1.1).

Обратная спектральная задача состоит в восстановлении коэффициента q(x) по спек-

тральным данным задачи (1.1).

Если в задаче (1.1) q(x) заменить на q(x + τ), то спектр полученной задачи не зависит

от параметра τ : λn(τ) ≡ λn, n ∈ Z, а спектральные параметры ξn(τ), σn(τ), n ∈ Z, зависят

от параметра τ как решения системы уравнений Дубровина–Трубовица:

dξn
dτ

= 2(−1)n−1σn(τ)hn(ξ)ξn, n ∈ Z,

где

hn(ξ) =
√

(ξn − λ2n−1)(λ2n − ξn) ·

√

√

√

√

√

∞
∏

k=−∞,
k 6=n

(λ2k−1 − ξn)(λ2k − ξn)

(ξk − ξn)2
,
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причем знак σn(τ) меняется на противоположный при каждом столкновении ξn(τ) с грани-

цами своей лакуны [λ2n−1, λ2n].
Система уравнений Дубровина–Трубовица, и первая формула следов

q(τ) =

∞
∑

n=−∞

(−1)n−1σn(τ)hn(ξ(τ))

позволяют решить обратную спектральную задачу.

Простыми вычислениями можно проверить следующее утверждение:

Л е м м а 1.1. Если вектор-функция (y1, y2)
T является решением системы (1.1), то вы-

полняются следующие тождества:

2y2y1 =
1

2λ
[y22 − y21]

′ +
1

λ
q(y21 + y22), (1.2)

1

2
[y22 + y21]

′ = q(y21 − y22). (1.3)

§ 2. Эволюция спектральных параметров

Прежде всего, покажем равномерную сходимость интеграла, участвующего в уравне-

нии (0.1). Для этого воспользуемся тождеством

s1(π, λ, t)
[

ψ+

1 (τ, λ, t)ψ
−
2 (τ, λ, t) + ψ−

1 (τ, λ, t)ψ
+

2 (τ, λ, t)
]

= s2(π, λ, t, τ)− c1(π, λ, t, τ), (2.1)

где c(x, λ, t, τ) и s(x, λ, t, τ) — решения системы Дирака с коэффициентами q(x+ τ, t), удо-

влетворяющие начальным условиям c1(0, λ, t, τ) = 1, c2(0, λ, t, τ) = 0 и s1(0, λ, t, τ) = 0,
s2(0, λ, t, τ) = 1. Из асимптотических формул для решений c(x, λ, t, τ) и s(x, λ, t, τ) следует

оценка

s2(π, λ, t, τ)− c1(π, λ, t, τ) = O

(

1

λ

)

при λ→ ±∞,

которая вместе с равенством (2.1) обеспечивают равномерную сходимость интеграла, участ-

вующего в уравнении (0.1).

Основным результатом данной работы является следующая теорема.

Т е о р е м а 2.1. Пусть набор
(

q(x, t), µ(x, t), ψ+(x, λ, t), ψ−(x, λ, t)
)

является решени-

ем задачи (0.1)–(0.3). Тогда спектр оператора (0.4) не зависит от параметра t, а спек-

тральные параметры ξn = ξn(t), n ∈ Z\{0}, удовлетворяют аналогу системы уравнений

Дубровина–Трубовица:

ξ̇n(t) =
1

ξn
(−1)nσn(t)hn(ξ)

{

qt(0, t)− µt(0, t)−

∫ ∞

−∞

λγ(λ, t)s1(π, λ, t)

ξ2n − λ2
dλ

}

, n ∈ Z\{0}.

(2.2)

Знаки σn(t) = ±1 меняются при каждом столкновении точки ξn(t) с границами своей

лакуны [λ2n−1, λ2n]. Кроме того, выполняются следующие начальные условия:

ξn(t)
∣

∣

t=0
= ξ0n, σn(t)

∣

∣

t=0
= σ0

n, n ∈ Z\{0},

где ξ0n, σ0
n, n ∈ Z\{0}, — спектральные параметры системы Дирака с коэффициентом q0(x).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через yn(x, t) = (yn,1(x, t), yn,2(x, t))
T , n ∈ Z, орто-

нормированные собственные вектор-функции задачи Дирихле для уравнения (0.4), соответ-

ствующие собственным значениям ξn(t), n ∈ Z.
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Дифференцируя по t равенство ξn(t) = (L(t)yn, yn) и используя симметричность опера-

тора L(t), имеем

ξ̇n = (Ω̇(x, t)yn + L(t)ẏn) + (L(t)yn, yn)

= (Ω̇(x, t)yn, yn) + (ẏn, L(t)yn) + (L(t)yn, ẏn)

= (Ω̇(x, t)yn, yn) + ξn(t)
∂(yn, yn)

∂t
= (Ω̇(x, t)yn, yn).

(2.3)

Используя явный вид скалярного произведения

(y, z) =

∫ π

0

[

y1(x)z̄1(x) + y2(x)z̄2(x)
]

dx, y =

(

y1(x)
y2(x)

)

, z =

(

z1(x)
z2(x)

)

,

равенство (2.3) перепишем в виде

ξ̇n(t) = 2

∫ π

0

yn,1yn,2qt dx.

Используя формулу (1.2), получим следующее равенство

ξ̇n =
1

2ξn

∫ π

0

(y2n,2 − y2n,1)
′qt dx+

1

ξn

∫ π

0

(y2n,2 + y2n,1)qqt dx, n ∈ Z\{0}. (2.4)

Перепишем уравнение (2.4) в следующем виде:

ξ̇n =
1

2ξn

[

y2n,2(π, t)− y2n,2(0, t)
]

qt(0, t)−
1

2ξn

∫ π

0

(y2n,2 − y2n,1)qxt dx+
1

ξn

∫ π

0

(y2n,2 + y2n,1)qqt dx.

Из системы уравнения (0.1) имеем

qqt = −
µxt

2
, qxt = −2qµt +

∫ ∞

−∞

γ(λ, t)s1(π, λ, t)(ψ
+

1 ψ
−
2 + ψ+

2 ψ
−
1 ) dλ.

Следовательно,

ξ̇n =
1

2ξn

[

y2n,2(π, t)− y2n,2(0, t)
]

qt(0, t) +
1

ξn

∫ π

0

(y2n,2 − y2n,1)qµt dx−

−
1

2ξn

∫ ∞

−∞

γ(λ, t)s1(π, λ, t)

(
∫ π

0

(y2n,2 − y2n,1)(ψ
+

1 ψ
−
2 + ψ+

2 ψ
−
1 ) dx

)

dλ−

−
1

2ξn

∫ π

0

(y2n,2 + y2n,1)µxt dx.

(2.5)

Теперь рассмотрим второй интеграл в равенстве (2.5):

I1 =

∫ ∞

−∞

γ(λ, t)s1(π, λ, t)

(
∫ π

0

(y2n,2 − y2n,1)(ψ
+

1 ψ
−
2 + ψ+

2 ψ
−
1 ) dx

)

dλ. (2.6)

Нетрудно видеть, что

π
∫

0

(y2n,2 − y2n,1)
(

ψ+

1 ψ
−
2 + ψ+

2 ψ
−
1

)

dx =

= −

π
∫

0

(

y2n,1ψ
+

1 ψ
−
2 − y2n,2ψ

+

2 ψ
−
1 + y2n,1ψ

+

2 ψ
−
1 − y2n,2ψ

+

1 ψ
−
2

)

dx =

= −
1

2

π
∫

0

{

(yn,1ψ
+

1 − yn,2ψ
+

2 )(yn,1ψ
−
2 + yn,2ψ

−
1 ) + (yn,1ψ

+

1 + yn,2ψ
+

2 )(yn,1ψ
−
2 − yn,2ψ

−
1 ) +

+ (yn,1ψ
+

2 − yn,2ψ
+

1 )(yn,1ψ
−
1 + yn,2ψ

−
2 ) + (yn,1ψ

+

2 + yn,2ψ
+

1 )(yn,1ψ
−
1 − yn,2ψ

−
2 )

}

dx.
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Пользуясь тождествами

yn,1ψ
+

1 − yn,2ψ
+

2 =
1

λ+ ξn
(yn,1ψ

+

2 + yn,2ψ
+

1 )
′, yn,1ψ

−
1 − yn,2ψ

−
2 =

1

λ+ ξn
(yn,1ψ

+

2 + yn,2ψ
+

1 )
′,

yn,1ψ
+

1 + yn,2ψ
+

2 =
1

λ− ξn
(yn,1ψ

+

2 − yn,2ψ
+

1 )
′, yn,1ψ

−
1 + yn,2ψ

−
2 =

1

λ− ξn
(yn,1ψ

−
2 − yn,2ψ

−
1 )

′,

получим

π
∫

0

(y2n,2 − y2n,1)(ψ
+

1 ψ
−
2 + ψ+

2 ψ
−
1 ) dx =

λ

ξ2n − λ2
·
[

y2n,2(π, t)− y2n,2(0, t)
]

.

Подставляя это выражение в (2.6) выводим, что

I1 =

∫ ∞

−∞

γ(λ, t)s1(π, λ, t)

(

λ

ξ2n − λ2
·
[

y2n,2(π, t)− y2n,2(0, t)
]

)

dλ =

=

(
∫ ∞

−∞

λγ(λ, t)s1(π, λ, t)

ξ2n − λ2
dλ

)

·
[

y2n,2(π, t)− y2n,2(0, t)
]

.

(2.7)

Интегрируем по частям последний интеграл

I2 = −
1

2ξn

∫ π

0

(y2n,2 + y2n,1)µxt dx =

= −
1

2ξn

[

y2n,2(π, t)− y2n,2(0, t)
]

µt(0, t) +
1

2ξn

∫ π

0

(y2n,2 + y2n,1)
′µt dx.

(2.8)

На основании (1.3) равенство (2.8) примет вид

I2 = −
1

2ξn

[

y2n,2(π, t)− y2n,2(0, t)
]

µt(0, t)−
1

ξn

∫ π

0

(y2n,2 − y2n,1)qµt dx. (2.9)

Из (2.5), (2.7) и (2.9) выводим, что

ξ̇n(t) =
1

2ξn
[y2n,2(π, t)− y2n,2(0, t)] ·

·

(

qt(0, t)− µt(0, t)−

∫ ∞

−∞

λγ(λ, t)s1(π, λ, t)

ξ2n − λ2
dλ

)

, n ∈ Z\{0}.

(2.10)

Используя (2.10) и равенство [6]

y2n,2(π, t)− y2n,2(0, t) = 2(−1)nσn(t)hn(ξ),

получим (2.2).

Если заменить граничные условия Дирихле периодическими y(π) = y(0) или антипе-

риодическими y(π) = −y(0) граничными условиями, то вместо уравнения (2.10) имеем

λ̇n = 0. Значит, собственные значения λn, n ∈ Z, периодической и антипериодической

задачи не зависят от параметра t.

С л е д с т в и е 2.1. Если мы вместо q(x, t) рассмотрим q(x + τ, t), то собственные

значения периодической и антипериодической задачи не зависят от параметров τ , t,
а собственные значения ξn задачи Дирихле и знаки σn зависят от τ , t: ξn = ξn(τ, t),
σn = σn(τ, t) = ±1, n ∈ Z. В этом случае система (2.2) примет вид

∂ξn
∂t

=
(−1)n

ξn
σn(τ, t)hn(ξ) ·

(

qt(τ, t)− µt(τ, t)−

∫ ∞

−∞

λγ(λ, t)s1(π, λ, t, τ)

ξ2n − λ2
dλ

)

, n ∈ Z\{0}.

(2.11)
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Здесь

s1(π, λ, t, τ) = π

∞
∏

k=−∞

ξk − λ

ak
, где a0 = 1 и ak = k при k 6= 0.

Используя формулу следов

q(τ, t) =

∞
∑

n=−∞

(−1)n−1σn(τ, t)hn(ξ)

и равенство µx = −q2, получим, что

qt(τ, t) =
∞
∑

n=−∞

(−1)n−1σn(τ, t)
∂hn(ξ)

∂t
,

µ(τ, t) = µ0(t)−

∫ τ

0

q2(s, t) ds, (2.12)

µt(τ, t) = µ′
0(t)− 2

∫ τ

0

q(s, t)qt(s, t) ds.

С л е д с т в и е 2.2. Теорема 2.1 дает метод решения задачи (0.1)–(0.3). Для этого сна-

чала найдем спектральные данные λn, ξ0n(τ), σ
0
n(τ), n ∈ Z, соответствующие коэффици-

енту q0(x+ τ). Далее, решаем задачу Коши

ξn(τ, t)
∣

∣

t=0
= ξ0n(τ), σn(τ, t)

∣

∣

t=0
= σ0

n(τ), n ∈ Z\{0},

для системы уравнений Дубровина (2.11). После этого по формуле следов

q(τ, t) =
∞
∑

n=−∞

(−1)n−1σn(τ, t)
√

(ξn − λ2n−1)(λ2n − ξn) ·

√

√

√

√

√

∞
∏

k=−∞,
k 6=n

(λ2k−1 − ξn)(λ2k − ξn)

(ξk − ξn)2

определяем q(x, t), и затем из формулы (2.12) определяем µ(x, t). После этого нетрудно

найти решения ψ±(x, λ, t), s1(x, λ, t).

Заключение

На основе полученных результатов решение модифицированного уравнения Кортевега–

де Фриза (мКдФ) отрицательного порядка с интегральным источником может быть полу-

чено методом обратной спектральной задачи для системы уравнений Дирака. Основным

отличительным моментом от результатов, полученных для уравнения КдФ положительно-

го порядка с самосогласованным источником, является существенное отличие в основном

уравнении Дубровина–Трубовица.
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In this paper, it is shown that the modified Korteweg–de Vries (mKdV) equation of negative order with an

integral source can be integrated by the method of the inverse spectral problem. The main result of this

work is the derivation of the evolution of the spectral data of the Dirac system with a periodic potential

associated with the solution of the negative-order modified Korteweg–de Vries equation with an integral

source. The obtained results allow us to apply the inverse problem method to solve the negative-order

modified Korteweg–de Vries equation with an integral source.
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